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第10讲 线性空间与线性相关性

1 线性空间定义与性质

2 元素组的线性相关性

3 元素组间的线性表示
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11 线性空间及其基本性质线性空间及其基本性质

定义10.1 若是一个数域是一个非空集合设 ,, KV
,)1( 中某个元素的对应中任意两个元素到存在 VV

βα ,中任意两元素即对V γ中都有唯一的元素在V
.与它们对应 αγ称为运算一般称该对应为加法 ),(

,的和与β .βαγ +=记做 要求此加法满足

αββα +=+)1.1( )())(2.1( γβαγβα ++=++
VV ∈αθ 使得对任意中存在一个元素 ,)3.1(

ααθ =+
使得存在一个元素中任意元素对 ,,)4.1( VV ∈βα

.θαβ =+
中某个元中任一元素到中任一元素与存在 VKV)2(

,素的对应 都有中任一数与中任一元素即对 kKV α



2

16:03 共17页 3

.与它们对应中唯一元素δV 一般称此对应为数乘
),(运算 ., αδαδ kk =记做的数量乘积与称为 要求

数乘运算满足
αα =1)1.2( )())(2.2( αα lkkl =

足加法与数乘混合运算满)3(
ααα lklk +=+ ))(1.3( βαβα kkk +=+ )()2.3(

., 上的线性空间是数域称此时 KV

注记

.)3( 了加法与数乘的封闭性加法与数乘的定义蕴含

).()3.1()1( 元素为零中的元素通常称 θ
.)4.1()2( 的负元素为中的元素通常称 αβ

有明确加法与数乘的运在线性空间定义中并没)4(
.算法则

.先确定这两运算的法则
.样因此线性空间的形式多 在具体检验时要

,)( 数域复为实若K
.)( 线性空间复为实简称V
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10.1例 按记做维向量构成的集合上所有数域 ,, nKnK

10.2例 按通常型矩阵的集合上所有数域 nmKnmK ××
.线性空间的矩阵加法与数乘构成

10.3例 的多或次数小于上多项式全体数域 nxKK ][
],[0 xKn构成的集合项式全体与

10.4例 按成的集合上全体实值连续函数构区间 ,],[ ba
].,[, baC通常记做实线性空间函数的加法与数乘构成

,乘都是所熟知的以上例子中的加法与数 具体的验证
.,请同学自行完成也比较简单

10.5例 在其上定义加法及全体正实数的集合记做 ,+R
数乘运算分别如下

按多项式的加法与
.数乘都构成线性空间

.上的线性空间域向量的加法与数乘为数 K
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,abba =⊕ kaak = ),,( +∈∈ RbaRk
.为实线性空间算下则在给定加法与数乘运 +R

证明 ,, RkRba ∈∈ +及显然对任意
+∈⊕ Rba 以及 .+∈ Rak

.相关运算性质成立因此只需要验证定义中
abbaabba ⊕===⊕)1.1(

cbacababcbcacba ⊕⊕=⊕==⊕=⊕⊕ )()()2.1(
aaaRa =⊕=⊕∈∀= + 1,,1)3.1( θθ 则对取

,1,)4.1( 11 ==⊕∈∀ −−+ aaaaRa对 .1 的负元素为aa−

aa =1)1.2(
)()())(2.2( alkakaaakl lklkl ====
)()())(1.3( alakaaaalk lklk ⊕===+ +

)()()()()2.3( bkakbaabbak kkk ⊕===⊕
.线性空间对于所定义的运算是实所以 +R
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性质10.1 ,上的线性空间是数域设 KV 那么,V∈α
;)1( 唯一中零元素θV ;,)2( αα −记做的负元素唯一

;)1(,,0)3( ααθθθα −=−== k
.0)4( θαθα === 或则kk

证明 则的两个零元素是设 ,,)1( 21 Vθθ
2112 θθθθ +=+=1θ 2θ=

则的两个负元素是设 ,,)2( αγβ
.)()( γθγβαγβαγβθβ =+=++=++=+=

ααααθα 0)(00 ++−=+=
.))1(()1()1( αααααθα −=−++−=−+=−

ααααθ kkkk +−=+−= )()( αααα kkkk +−=+−= ))1((
θαα ==+−= 0)( kk

)3(

则若 0,)4( ≠k .)()(1 111 θθαααα ===== −−− kkkkk

θαααα =+−=++−= )01(
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10.6例 按通常向量的加法维向量的集合上数域 ,nK
以及如下定义的数乘：

T
n

T
n aaaaaak ),,,(),,,( 2121 =

.不构成线性空间 因为
.),,,(),,,(0 2121 θ≠= T

n
T

n aaaaaa
注记与说明 .的元素为向量通常人们也称线性空间

., 量空间线性空间有时也称为向自然地 显然此向量

向量空间无论形式与内量向量空间与此前所学向 //
本课程为免初学时混淆,,伸涵都有较大的扩展与延

.不用这些术语 以小写希腊若线性空间未明确此后 ,,
,, 等表示其元素字母 βα

简称由有限个元素构
.表示零元素其中θ

.成的集合为元素组
., 等表示的数常以小写字母 ba

对数域中
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2 线性相关性

称为该线mkkk ,,, 21

α或称
mmkkk αααα +++= 2211

使中存在一组数若中一组元素为 ,,,,, 21 mkkkKV
,上的线性空间是数域设 KV定义10.2

.性组合的系数

mααα ,,, 21

),(,,1 线性表示线性表出能被则称 mααα

使得

否则称线性无关.

mkkK ,,1中存在不全为零的数若
. 2211 θααα =+++ mmkkk

满足得元素α

,,,1 的一个线性组合为 mαα

,,,, 21 线性相关则称 mααα
注记 都可用该元素组线中任一元素 jm ααα ,, )1( 1

.性表示
线性无关mαα ,, (2) 1

.2211 θααα =+++ mmkkk
时才有01 ===⇔ mkk
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线性相关单个元素α;相关含零元素的元素组线性
;(4) 线性组合可表示成任意元素组的零元素θ

且线性无关要不线性相关要不线任一元素组 ,, (3)
.元素次序无关性相关与否与元素组中

任何

.θα =⇔
10.7例 元素组中在线性空间 ,22×K

,00
01

11 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ,00

10
12 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ,01

00
21 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 10

00
22I

.线性无关 .22 线性表示中元素都可由该元素组×K

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2221

1211
aa
aa +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

00
01

11a +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

00
10

12a +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

01
00

21a ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

10
00

22a

但元素组 ,01
11 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ,10

11 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ,11

01 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

11
20 .线性相关
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10.8例 中元素组][xKn
1,,,1 −nxx ,线性无关 因为

.00 110
1

110 ====⇔=+++ −
−

− n
n

n kkkxkxkk
10.9例 中任意两元素必线性线性空间验证例 +R10.5

.相关 RkkR ∈∈ +
21,,,βα事实上对任意

θβα =⊕ )()( 21 kk 1==21 kk βα
由

可得
可取若 ,1≠α

,0,1,1 21 === kk可取若α
1,ln/ln 21 =−= kk αβ

.使上式成立 ., 线性相关性得到验证从而 βα
比如在实数
按通常数的下都容易验证复数集和复数域域 CCR

.加法与乘法是线性空间

需要提醒的是线性相关性与数域有关.

在实数域下线性无但元素 i,1
.而在复数域下线性相关,关

此后无特别说明, .下讨论我们总约定在数域 K
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定理10.1 线性相关的元素组 ),2(,,,, 21 ≥mmααα
其中至少有一个元素可由充要条件是 mααα ,,, 21

.1个元素线性表示它 −m
由一个元素组中的一部分元素构成的元素组称为

原元素组的部分组.
命题10.1 若元素组存在线性相关的部分组, 那么元
素组本身线性相关.反之若元素组线性无关,则其任
意部分组也线性无关.

线必能被则元素线性相关 mm ααββαα ,, ,,,, 11

而元素组线性无关若元素组  ,,,, 21 mααα定理10.2

.的性表示且表示式是唯一
证明 存在不全为零常线性相关可知由 ,,,,1 βαα m

.11 θβαα =+++ lkk mm使得以及数 ,,,1 lkk m
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则若 ,0=l θαα =++ mmkk 11 .0,,, 21 不全为且 mkkk
.,,, 21 线性无关矛盾与 mααα .0≠l因此 此时

.21
21 βααα =−−−− ml

k
l

k
l
k m

.,,1 线性表示能被因此 mααβ .下证表示的唯一性

可表示成若β
mmccc αααβ +++= 2211

以及 mmddd αααβ +++= 2211

那么
mmm dcdcdc αααθ )()()( 222111 −++−+−=

线性无关可知由 mααα ,,, 21

.,,, 2211 mm dcdcdc ===
.,,1 线性表示的方法唯一由因此 mααβ
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设有两个元素组

则称线性表示素组中的每个元素都能由元若 ,)()( III
.,,,:)(,,,:)( 2121 sm III βββααα 及

定义10.3

 .)()( 线性表示能被元素组元素组 III )(),( III若元素组
.,则称这两个元素组等价能相互线性表示

10.11例 ,22 中在线性空间 ×K

,00
01

11 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ,00

10
12 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ,01

00
21 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 10

00
22I

以下两组元素等价

,00
01

1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G ,00

11
2 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G ,01

11
3 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G .11

11
4 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G

10.10例 :)(,][4 IxK 元素组中在线性空间
322 ,1,,1 xxxxx −++

.,,,1:)( 32 线性表示能被元素组 xxxII .反之不真 ?

3 元素组间的线性表示
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为了便于表示元素的线性组合与元素组之间的线
性表示,我们先引入一些形式记法.

可表示若元素β mmaaa αααβ +++= 2211

我们可以形式地记成
),,,( 21 mαααβ =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ma

a
a

2

1

,这种记法只是形式的 因为对线性空间的元

,,,,1 一般而言素组 mαα 未必是符号 ),,,( 21 mααα
并借用矩阵行矩阵分块但记法上把它看作 ,)(

注记

那么

对多个元素类似,
mmaaa αααβ 12211111 +++=
mmaaa αααβ 22221122 +++=

mmnnnn aaa αααβ +++= 2211

,矩阵
.乘法表示
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我们可以形式地记成

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

.,下面的运算规律成立对此形式记法

nmijm a ×= ))(,,,( 21 ααα

),( 条件为矩阵且满足相应运算其中 BA

AA mm ),,,(),,,)(3( 2121 βββααα +
.),,,( 2211 Amm βαβαβα +++=

那么线性无关若 ,,,,)4( 21 mααα
.),,,(),,,( 2121 BABA mm =⇒= αααααα

).)(,,,(]),,,)[(2( 2121 ABBA mm αααααα =

BA mm ),,,(),,,)(1( 2121 αααααα +
).)(,,,( 21 BAm += ααα

),,,( 21 nβββ ),,,( 21 mααα=

性质10.2
.)( 阵为此线性表示的系数矩此时称矩阵 nmijaA ×=

.同学自己完成性质的检验留作练习请
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满足可得元素组之间的等价进一步由性质10.2
反身性)1( 对称性)2( 传递性)3(

可得
可逆则由若A

.),,,(),,,( 1
2121

−= Amm βββααα
),,,(),,,( 2121 mm A βββααα =推论

从而若元素组

mm βββααα ,,,,,, 2121 能被元素组 线性表示且该表

.那么这两组元素等价

定理10.3 ,,,1 线性无关若元素组 mαα
),,,(),,,( 2121 mm A βββααα =

.,,1 线性无关可逆当且仅当那么若 mA ββ

为方阵且A

证明

,示的系数矩阵可逆

.),,( 1
T

mxxx =记

再由 Axxxx mmmm ),,(),,( 1111 ααββββ ==++

线性无关可知由 mαα ,,1

mmxx ββθ ++= 11 .0=⇔ Ax

.0),,( 1 =⇔= AxAxm θαα

可得 因此
只有零解线性无关 0,,1 =⇔ Axmββ .可逆A⇔
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课后练习
?.1 间否为相应数域上线性空对所给运算以下集合是

对于矩阵矩阵的集合反对称阶对称上数域 ,)() nKa
;法的加法和数与矩阵的乘
加法与数乘运算定义为上二维向量的集合数域 ,) Kb

TTT acdbcadcba ),(),(),( +++=⊕
TkkT akbkabak ),(),( 2

2
)1( −+=

向量线性空间中证明在 ,).1.2 b .)2,2(,)1,1( 线性无关TT

中多项式判断线性空间 ][.3 4 xK
,12)( 23

2 +−= xxxf,16)( 3
1 ++= xxxf

12)(,12)( 2
4

2
3 +=+−= xxfxxxf

.的线性相关性
10.2..4 证明性质
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第11讲 极大无关组与线性空间的基

2 线性空间的基与维数

3 线性空间元素坐标

1 极大无关组与秩
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定义11.1
1 极大无关组与秩

组称为该元素组的非零元素组的一个部分

.极大无关组就是其本身显然线性无关元素组的

且从原元素组如果此部分组线性无关极大无关组 ,
得部分中任取一个添进去后所如果还有的剩余元素 )(

.组总线性相关

., 线性无关部分组mα
,:)(,,:)( 11

ααα III
rii 是元素组假定元素组定理11.1

.)( 线性表出被元素组 I

由定理10.2及定义11.1容易证明

)()( III 是元素组那么元素组

中每个元素都能是元素组极大无关组的充要条件 )(II

注记 定理表明元素组与其极大无关组等价.
同一元素组的任意两个极大无关组必等价.



16:04 共16页 3

11.1例 取元素组中在 ,][xK
32,1,,1 2

4
2

3
2

21 −=+=== xxx αααα
21,αα则部分组 线性无关 且

213 ααα += 124 32 ααα −=
.,,,, 432121 的极大无关组是元素组因此 αααααα

等也是元素组同样可验证元素组 3231 ,,, αααα
.极大无关组

无关部分组都可非零元素组的任一线性定理11.2
.无关组扩充为该元素组的极大

证明 .,,1 tαα设线性无关部分组为 重排该非零元

素组元素次序后记其为 ,,,,,1 st ααα .st ≤其中

knkn 可依次如下定义对令 1,11 >=
},,,:min{

111 线性无关且 innkk k
nisin ααα

−−>≥=
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.},,,:{
1

∅=>≥ 线性无关且 innr r
nisi ααα

使得直至某个r

,1 有限以及注意到 snn kk +< .srr ≤必然存在且

且因此 ,tr ≥

线性无关性可知定义表达式以及由 tkn αα ,,1
.,,2,1 21 tnnn t ===

定义表达式可知再由 rn rnnn ααα ,,,
21 线性无关
后剩下的元素中任除去此时在

rnns αααα ,,,,
11

,kα取一个 使得则存在 rit ≤≤
1+<< ii nkn )( 1 snr 规定为其中 +

的定义由 1+in

)1(

式可知或 )1(

.,,,,, 121
扩充所得确由 tnnn r

ααααα

进而 knn r
ααα ,,,

1
.线性相关

,,,,
1

线性相关knn i
ααα

为极大即
rnn αα ,,

1
.无关组
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大无关组中元素称非零元素组的任一极

.0零元素组的秩规定为

注记 定有极大无表明任意非零元素组一定理11.2
,关组 .组极大无关组且可按证明方法找到一

定义11.2
.个数为该元素组的秩

定理11.3 线性无关且能由元素组设元素组 sαα ,,1
sjtikijt ,,1,,,1,,,,1 ==即存在线性表示ββ

.2211 ttjjjj kkk βββα +++=

.)(,)( tsArkA stij ≤== × 那么记

)2(

证明 得由 )2( ∑ ∑=∑ ∑=∑
= == ==

t

i

s

j
ijij

s

j

t

i
iijj

s

j
jj xkkxx

1 11 11
)( ββα

因此若方程组 ,,2,1,0
1

tixk j
s

j
ij ==∑

=
有即 0=Ax

那么非零解 ,),,( 1
T

sxx
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.,,1 线性无关矛盾这与 sαα 0=× xA st .只有零解
所以 .)( tArs ≤=

性可知任意元素及极大无关组间的等价由定理11.3
).,,(,,, 11 mm r αααα 记做的秩唯一组

线性能由元素组设元素组 mn ββαα ,,,, 11推论1
则表示, ).,,(),,( 11 mn rr ββαα ≤

.秩等价的元素组有相同的推论2

推论4 线性能由元素组设元素组 mn ββαα ,,,, 11
,, nm <且表示 .,,1 线性相关那么 nαα

推论5 且其中一个元素组能若两个元素组的秩相同
.,则此两元素组等价示被另一个元素组线性表

.2211 θααα =+++ ssxxx
因此

推论3 .),,(,, 11 nr nn <⇔ αααα 线性相关元素组
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2 线性空间的基与维数

nVKV 中存在如果上的线性空间是数域设 ,定义11.3
中任一元素都可由且个线性无关元素 Vn ,,, 21 ααα

,, 维线性空间为那么称个元素线性表示这 nVn 称n
.的维数为V .,,1 的一组基称为空间Vnαα

如果对任 ,N意正整数 个线性无关中都能找到NV
V则称 .为无穷维线性空间,元素

.0, 维线性空间为则称中无线性无关元素如果 VV

.)2( 间为有限维线性空间统称维数有限的线性空

的基必线性无关且相有限维空间可知由定义 V,11.3
.相互等价 11.3,因此由定理 的任一组基中所含元素V
,个数相同 .dim, VV 记其为的维数唯一从而

注记 }.{0)1( θ=VV没有基且维线性空间

16:04 共16页 8

11.2例 .维线性空间为维向量空间上的数域 nKnK n

11.3例 元素组由例 ,10.7
,00

01
11 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ,00

10
12 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ,01

00
21 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=I ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 10

00
22I

中任意元素都可且的一个线性无关组为 2222 , ×× KK
,4个元素线性表示由这 且元素因此 ,4dim 22 =×K

.,,, 22
22211211 一组基为组 ×KIIII

元素组维线性空间为可验证一般地 ,, mnK nm×

,ijI njmi ,,2,1,,,2,1 ==
其它位置元素为表示其中 1),( jiIij,的一组基为 nmK ×

.0 矩阵的元素为 nm×
11.4例 为元素组由例 1,,,110.8 −nxx 的线性无][xKn

关组 总可表示成中任意多项式而且 )(][ xfxKn
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.][,,,1][dim 1 一组基为且因此 xKxxnxK n
n

n
−=

11.5例 中能在线性空间对任意给定的正整数 ][, xKN
.,,,,1: 12 −NxxxN个线性无关元素找到 是因此 ][xK

.无穷维线性空间
11.6例 因为为无穷维线性空间 ,],[ baC ].,[][ baCxR ⊂

线性空间较以前向量存在无穷维线性空间是)1(
.量空间复杂的一个体现

注记
研究由于对无穷维线性空间

,涉及更深的分析知识 .情形本课程主要研究有限维

.)( 1
110

−
−+++= n

n xaxaaxf

.)2( 关线性空间维数与数域有 看作实数如复数集C
下的线性但看作复数维空间下的线性空间是 CR ,2

,按此前约定 ., 下进行讨论在数域无特别说明 K
.1维空间空间是

16:04 共16页 10

.上线性空间为容易验证 KS

定义11.4
{ }KkkkkkkxS mmm ∈+++== ,,,  212211 ααα

  ,,, 21 中的一组元素为线性空间设 Vmααα

张成的线称其为 mαα ,,1

,性空间 }.,,{ 1 mL αα记做

示

性质11.1 .1个元素必线性相关维线性空间中任意 +nn
证明 为任取的为空间一组基设 111 ,,,,, +nn ββαα

个元素1+n 线性表能被则元素组 nn ααββ ,,,, 111 +
可知的推论由定理 311.3 .),,( 11 nr n ≤+ββ 因此元

.,, 11 线性相关素组 +nββ

性质11.2

}.,,{},,{ 11 tm LL ββαα ⊂

).,(},{(1)dim 11 mm rL αααα =

.行完成证明留作练习请大家自

则线性表示能被若 ,,,,,)2( 11 tm ββαα



16:04 共16页 11

证明 nn V αααα ,,,,, 11 因此的一组基为空间已知

.,,,, 1 线性相关元素但对任意 αααα nV∈
.,,,10.2 1 线性表示唯一可由知由定理 nααα

由此可得
},,|{ 111 KkkkkV nnn ∈++⊂ αα

即存在唯
Kkkk n ∈,,, 21 使得

.2211 nnkkk αααα +++=
一一组数

., 运算封闭性可得反向包含由加法与数乘显然

},,|{ 111 KkkkkV nnm ∈++= αα
所以

}.,,{ 1 nL αα=

存在唯一线性表示对任意 V∈α
那么的一组基为线性空间若 ,,,, 21 Vnααα命题11.1

=V进而
,2211 nnkkk αααα +++= Kkkk n ∈,,, 21

}.,,{ 1 nL αα

,线性无关

16:04 共16页 12

空个线性无关元素都是该维线性空间中任意nn推论
.间的一组基

.,,1 线性无关使得 nαα

.,,1 nαα都能扩充为空间一组基
mVn αα ,,1的任一线性无关组维线性空间定理11.4

证明

nm αα ,,1+可得

},,,{, 1 mLVnm αα=< 若时当

,V∈α任取 线由性质 ααα ,,,,11.1 1 n
.,,,10.2 1 线性表示总能被由定理 nααα 此时

.,,1 的一组基就是Vnαα

时当 nm =

于是存在
.,,1 线性表示mαα

不能被此时 1+mα

.,,, 11 必线性无关+mm ααα ,如此继续

那么

时的论证可知此即为由 nm =

,dim nmV <=
}.,,{\ 11 mm LV ααα ∈+

10.2由定理,,,1 线性无关但 mαα

.性相关

!矛盾

.的一组基空间V
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中取 ][4 xK 4321 ,,, αααα 4321 ,,, ββββ :如下
xxx −+= 23

1 2α
123

2 ++−= xxxα
12 23

3 +++−= xxxα
123

4 +−−= xxα

12 23
1 ++= xxβ

222
2 ++= xxβ

22 23
3 +++−= xxxβ

23 23
4 +++= xxxβ

.][,,,,,, 443214321 的基均为与证明 xKββββαααα

11.7例 及

=A

证明

),,,1(),,,( 32
4321 xxx=αααα

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

1111
1212

0111
1110

直接验证可知
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

1111
1212

0111
1110

,可逆 可知由定理 310.

.][,,,, 44321 的一组基从而为线性无关 xKαααα
.][,,, 44321 的一组基也是同样可验证 xKββββ

.,,,1][ 32
4 xxxxK 中一组基选
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都可唯一地表示为对任意 V∈α
,2211 mmkkk αααα +++=

在基为元素称数组 αmkkk ,,, 21 下的mααα ,,, 21

对的一组基为线性空间设 ,,,, 21 Vmααα定义11.4
3 线性空间元素坐标

Kkkk m ∈,,, 21

.),,,(, 21
T

mkkk记做坐标
11.7例 的一为线性空间 ][,,,1 1 xKxx n

n−

,组基 中多项式在该组基下 ][, xKn
1

1
2

210)( −
−++++= n

n xaxaxaaxf
的坐标为 .),,,( 110

T
naaa −

,3.11由例

特别 中多项式][4 xK
32234)( xxxxf +++=

.)1,2,3,4(,,,1 32 Txxx 下的坐标为在基
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,00
01

1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G ,00

11
2 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G ,01

11
3 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 11

11
4G

,22 的一组基也是 ×K 在该组基下仍有

44332211 GkGkGkGkA +++=

即 44321 =+++ kkkk
3432 =++ kkk
243 =+ kk
14 =k

.14321 ==== kkkk解得

下的坐标为在基即 4321 ,,, GGGGA .)1,1,1,1( T

11.8例 矩阵中在 ,22×K ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 12

34A 在基 22211211 ,,, IIII

下的坐标为 .)1,2,3,4( T 同时容易验证
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课后练习

njiVKV ji ,,2,1,,,,.1 =∈βα上线性空间为数域设

nn ααααβ −+++= −1211

nn ααααβ +−++= −1212

nnn ααααβ +++−= −− 1211

nnn ααααβ ++++−= −121

且

).,,(),,( 11 nn rr ββαα =证明

11.2..4 证明性质

常矩阵加法与数上三阶反对称矩阵按通求数域K.2
.与维数乘所构成线性空间的基
的一组基并求多为证明 ][)2)(1(,1,1.3 3 xKxxx −−−

.项式在该组基下的坐标
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第12讲 坐标变换与空间同构

1 线性空间坐标变换

3 线性空间同构

2 线性空间与向量空间

16:06 共17页 2

的两组为线性空间与设 Vnn βββααα ,,,,,, 2121

,基 .因而等价 使得存在数 njicij ,1,2,,, =

nnccc αααβ 12211111 +++=
nnccc αααβ 22221122 +++=

nnnnnn ccc αααβ +++= 2211

即

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

21

22221

11211

定义12.1 为由基称矩阵 nnijcC ×= )(
.,,, 21 的过渡矩阵nβββ

到基nααα ,,, 21

)2(

)1(

.)2()1( 为基变换公式或称

),,,( 21 nααα=),,,( 21 nβββ

1 坐标变换公式
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.)( nnijcC ×=的过渡矩阵为

到基中基维线性空间假设 nIVn αα ,,:)( 1定理12.1
在设 V∈α

,),,( 1
T

nxxx = nββ ,,1在基
.),,,( 21

T
nyyyy = 那么 可逆且C

)3(Cyx = 或

,)3( 统称为坐标变换公式式 )(II其中前一个称为基

nII ββ ,,:)( 1

下坐标为基 nαα ,,1
下坐标为

,)( 的坐标变换公式到基 I )()( III 到基后一个称为基
.的坐标变换公式

证明 ,0, 有非零解则齐次方程组不可逆若 =CxC
.0,0),,,( 0020100 =≠= Cxxxxx T

n 使得存在 于是

=+++ nnxxx βββ 0220110 021 ),,,( xnβββ
θααα == 021 ),,,( Cxn

.1xCy −=

即

.,,1 为基从而线性无关矛盾与 nββ .可逆因此C
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又因为 yyyy nnn ),,,( 212211 ββββββα =+++=
,),,,( 21 Cynααα=

而且 .),,,( 212211 xxxx nnn ααααααα =+++=
因为 ,,,, 21 为基从而线性无关nααα 所以

.1xCyCyx −== 或

12.1例 的到基中基求例 43214321 ,,,,,,11.7 ββββαααα
.过渡矩阵

解 的表示可知由 43214321 ,,,,,,, ββββαααα
Axxx ),,,1(),,,( 32

4321 =αααα

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

1111
1212

0111
1110

Bxxx ),,,1(),,,( 32
4321 =ββββ

,
1202
3111
1120
2221

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=B=A其中 ., 均可逆BA
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因此
1

43214321 ),,,(),,,( −= Aααααββββ
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 1202
3111
1120
2221

),,,( 4321 αααα=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0100
1110
1011
1001

4321 ,,, αααα 4321 ,,, ββββ到 的过渡矩阵为
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0100
1110
1011
1001

11.9例 中取两组基在 22×K

,00
01

1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G ,00

11
2 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G ,01

11
3 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=G ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 11

11
4G)(I

)(II ,11
01

1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=B ,11

10
2 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=B ,01

11
3 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=B ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 10

11
4B

的坐标变换到基基求 )()()1( III
.)2( 的所有矩阵在两个基下坐标都相同
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解 .,,, 22211211
22 IIIIK 的基取 ×

GIIIIGGGG ),,,(),,,( 222112114321 =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1011
0111
1110
1101

B
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1000
1100
1110
1111

=G

使得

存在矩阵

BIIIIBBBB ),,,(),,,( 222112114321 =
的过渡矩阵为到基因此基 )()( III

== − BGC 1
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1011
1100

1001
0011

的坐标变换为到基从基 )()( III ,Cyx = 即

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1011
1100

1001
0011

=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4

3

2

1

x
x
x
x

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4

3

2

1

y
y
y
y
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下的坐标都是基在基设 )(),()2( 22 IIIKA ×∈
Txxxxx ),,,( 4321=

由基坐标公式 Cxx =
即

做初等行变换得对矩阵 )( CI −
.0)( =− xCI

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−=−
0011
1000
1011

0010
CI

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0000
1000
0010
0001

Kkxxxx ∈==== 3421 ,0方程通解为

坐标的矩阵为因此在两组基下有相同

4321 000 GkGGGA +++= .,0 Kkk
kk ∈⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=
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2 线性空间与向量空间

上线性空间是数域设 KV nααα ,,, 21 ,为空间一组基

与其坐标中任一向量我们可以把利用坐标概念 αV,
T

nxxx ),,,( 21 .对一的对应在如下意义下建立起一
T

nnn xxxxxx ),,,( 212211 ↔+++↔ αααα
在此对应下容易验证：

若 ,),,,( 21
T

nxxx↔α ,),,,( 21
T

nyyy↔β
则 ,),,,( 2211

T
nn yxyxyx +++↔+ βα

.),,,( 21
T

nkxkxkxk ↔α
定理12.2 在的元素组维线性空间设 mVn βββ ,,, 21

下的坐标分别为基 nααα ,,, 21 ,),,,( 121111
T

nbbbb =
,),,,( 222122

T
nbbbb = ,),,,(, 21

T
nmmmm bbbb = 那么

,,,,, 2121 bbm 组线性相关当且仅当向量元素组 βββ
., 线性相关mb

)4(
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证明 由假设
,2211 nniiii bbb αααβ +++= .,,2,1 mi =

因此 ,),,(),,( 1111 Bxxxx nmmm ααββββ ==++
.),,(,)( 1

T
mmnij xxxbB == ×其中 线性无由 mαα ,,1

mmxx ββθ ++= 11 .0=⇔ Bx
.0),,( 1 =⇔= BxBxm θαα

故而
有非零解线性相关 0,,1 =⇔ Bxmββ

mBr <⇔ )(

关可知 因此

.,,, 21 线性相关向量组 mbbb⇔
注记 定理表明,以坐标为中介,线性空间元素组与坐
标构成的向量组有相同的线性结构. 因此直观地说,
在考察有限维线性空间的线性结构时可以用与它相
同维的向量空间在“坐标对应”意义下“代替”.
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3.12例 ,31
12

1
22 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=× AK 中矩阵组求 ,33

11
2 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=A

,02
01

3 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=A ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 31

13
4A ,的秩和一组极大无关组

解 中一组基取 22×K ,,,, 22211211 IIII 4321 ,,, AAAA矩阵
在这组基下坐标依次为

,)3,3,1,1(,)3,1,1,2( 21
TT aa −=−=

.)3,1,1,3(,)0,2,0,1( 43
TT aa ==

做初等行变换得对矩阵 ),,,( 4321 aaaa

→),,,( 4321 aaaa

.极大无关组线性表示将非极大无关组元素用

并

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

0000
0000
1110

2101

,,,2 21 为极大无关组部分组因此该元素组秩为 AA
.2; 214213 AAAAAA −=−=
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3 线性空间的同构
.概念先回忆一些映射的基本

定义12.2 ',', MMMM 到所谓集合是两个非空集合设
中按照这个法则应法则的一个映射是指一个对 M,,

.' 对应中一个确定的元素与它每个元素都有M 如果

,' 相对应中元素与中元素使映射 βα MMT αβ是则称
,, 的原象称为下的象在映射 βαT 记做 ).(αβ T= 所称T

即记做的值域有象构成的集合为 ),(, TRT
}.),(|{)( MTTR ∈== ααββ

).(定义域的原象集称为TM

都有且只中每个元素映射到对任意从 αMMM ,'
,'中元素未必都有原象但M

.原象也未必唯一

注记
;'M∈β有一个象

的映射到都是若 MMST ′,
.,),()(, STSTSTM ==∈ 记做相等和称且对任意 ααα

., 的映射也称为变换到从此外 MM
,即使有
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即象中不同元素对应不同的若 ,)2( M
).(一一的为单射则称T

既是单射又是满射若T)3( 一一为一一映射则称 (T
).,双射对应

使即存在都有原象中每个元素如果 MM ∈αβ ,')1(
.为满射则称T

中任意元素都且将的映射到是从如果 MMMT ,)4(
即对任意对应到自身, 为恒则称T

.),( IIM或简记为记做单位映射等映射

.'的映射到是设 MMT定义12.3

,)( βα =T得
)()( βα TT =

,M∈α ,)( αα =T

定义12.4 定义的映射到到分别是设 ,''',', MMMMST
称此的象为的一个映射使得到 )),(('' αα TSMMM ∈

即记做复合的乘积与映射为 ,),( STTS
)).(()( αα TSST =

,βα =⇔
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定义12.5 MMMMT 到如果存在一个的映射到是设 ','
使得的映射S 'MITS = .MIST =且 是可逆映射则称T

., 1−TTS 记做的逆映射是并称

.是一一映射可逆当且仅当 TT
定义12.6 如果存在上的线性空间均为数域及设 ,' KVV

使得的一一映射到 TVV ' ,,, KkV ∈∈βα对任意
),()()( βαβα TTT +=+

.',, 同构而称线性空间为同构映射则称 VVT

定理12.3 .同构都与向量空间维线性空间任意 nKVn
证明

).()( αα kTkT =

,,,1 nV αα的一组基任意取定 建按对应关系 )4(
得与由对应式 )6()5(.TKV n的映射到立 ,是双射显然T

因此为同构映射,T .同构与 nKV

.)7( 乘运算中等号两边的加法与数注意区分注记

)7(

.)( 11 TT =−−此时

16:06 共17页 14

;)()1( θαθα =⇔′=T )'( 中零元素为Vθ ′
;)()( αβθαβ −=⇔′=+TT

)2( .1 mmkk ααβ ++=⇔

证明

线性相关mαα ,,)3( 1 .)(,),( 1 线性相关mTT αα⇔
,为单射注意T

可知)()0()(0)1( θααθ TTT ===′ ;)( θαθα =⇔′=T
)()()( αβαβθ +=+=′ TTT

)()()()()2( 1111 mmmm kkTTkTkT ααααβ ++=++=
.11 mmkk ααβ ++=⇔

)3( )()( 1111 mmmm kkTTkk ααθααθ ++=⇔++=
).()( 11 mmTkTk ααθ ++=′⇔

因此 线性相关mαα ,,1 .)(,),( 1 线性相关mTT αα⇔

那么的同构映射到是从线性空间设 ,'VVT性质12.1

)()()( 11 mmTkTkT ααβ ++=

.)()( βαβα =⇔= TT

αβθαβ −=⇔=+⇔
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性质12.2 .同构映射同构映射的逆映射还是
证明 .'1 的双射到是的逆映射显然同构映射 VVTT −

由对任意 ,,, KkV ∈′∈′′ βα
))(())(())(( 111 βαβαβα ′+′=′+′=′+′ −−− TTTTTT

可知 )()()( 111 βαβα ′+′=′+′ −−− TTT
再由 ))(())(())(( 111 αααα ′=′=′=′ −−− kTTkTkTkTT 可知

).()( 11 αα ′=′ −− kTkT .1为同构映射因此 −T

))()(( 11 βα ′+′= −− TTT

性质12.3 那的同构映射到到分别是若 ,,, VVVVST ′′′′
.的同构映射到是么乘积 VVST ′′

推论 线性空间的同构满足反身性, 对称性与传递性.

此外容易证明(请同学自己完成)

注记 (1)同构线性空间中的元素有相同的线性关系. 
(2)同构的有限维线性空间有相同的维数,因为维数只
是线性空间中线性无关元素的最大个数.

16:06 共17页 16

可得结合定理 3.12
定理12.4 数域K上两个有限维线性空间同构的充要
条件是它们有相同的维数.
注记 直观而言,同构空间有相同线性结构, 定理12.4
说明, 空间线性结构的本质特征是空间维数; 同维线
性空间, 尽管构造不同,若仅考虑线性结构,本质相同.

4.12例 ,线性空间按数的加法和乘法为实R
,5.10 中实线性空间为例+=′ RV VV ′与验证 .同构

,RV =令

:解 的映射建立 +→ RR ,: aeaT → 即 .,)( RaeaT a ∈=
),()(, bTeeaTba ba =≠=≠若

,+∈Rc若 .)(,ln cedTRcd d ==∈= 则令
:为双射T

,此外 );()()( bTaTeeebaT baba ⊕===+ +

).()()( aTkeekaT kaka ===
因此 .同构与VV ′
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课后练习

.,,.1 的一一映射到到分别是集合若 MMMMST ′′′′
.的一一映射到是证明 MMST ′′

证明元素组上的一组基已知 ,,,,1:)I(][.2 32
4 xxxxK

,][)(1,)(1,1,1:(II) 4
32 的一组基也是 xKxxx +++

的过渡矩阵以及到基并求出基 I)()II(
32 7531)( xxxxf +++=

.)II( 下的坐标在基
求矩阵组.3 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= 57

52,56
01,19

32,14
21 DCBA

素并将非极大无关组的元组的秩以及一个极大无关 ,
.示用该极大无关组线性表

1121 ,,,,.4 VnKVV s为维线性空间上两个是数域设 αα
.,, 21 线性无关组为Vsββ,线性无关组 到证明存在 1V

.,,2,1,)(2 siV ii == βασσ使得同构映射
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第13讲 子空间及其交与和

1 线性子空间

2 子空间的交

3 子空间的和

4 子空间的直和
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的一个非是上的线性空间是数域设 VWKV ,定义13.1
1 线性子空间

,, 算封闭中定义的加法与数乘运按照若空子集合 VW
,, KkW ∈∈ 及即对任意 βα ,WkW ∈∈+ αβα 且 则称

.,简称为子空间的线性子空间为VW
定义的加法与数乘满足上按直接验证可知 VW注记

按这些因而条运算规律满足线性空间定义中的 W,8
.运算规律构成线性空间

例13.1 及都是其自身以及集合对任意线性空间 }{, θV
.的子空间V 其他

.凡子空间或真子空间可能的子空间称为非平
例13.2 ,,,1 mV αα中非零元素任取 VL m 为},,{ 1 αα

,的子空间 ,,,1 的一组基不是若 Vmαα
.的真子空间为V

},,{ 1 mL αα则

,的平凡子空间称这两个子空间为V
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}0|{ =Axx
),(AN通常记作

例13.3 方程设 ,nmKA ×∈ 的解空间0=Ax

=)(AR
}.|{ mRxAx ∈== β

所张成的空间的列向量 mA ααα ,,, 21

,, 的列空间或值域称为的子空间是 AK n

},,,|{ 212211 Rxxxxxx mmm ∈+++= αααβ

A称为 .的核或零空间
为},,{ 1 mL αα
).(AR记作

mT KAA 所张成的空间为转置行向量即的列向量由 )(,
).(,, TARA 记作的行空间称为的子空间 0=xAT方程

,的子空间为 mK

的解空间 }0|{}0|{ === AyyyAy TT 的子空间为 nK
).(, TANA 记做的左零空间称为

)()())(dim( ArArAR TT ==
的维数定理可得因此由齐次线性方程组

mARAN =+ ))(dim())(dim(
)).(dim())(dim( TARAN +=

可知由性质11.2 ),())(dim( ArAR =
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零子空间的一组基有限维线性空间任何非定理13.1

rs ββααα ,,,,,, 121

那么一定能的一组基为其子空间 ,,, 11 Vsαα
使得中找在另外的元素在 rV ββ ,,1

.的一组基为V

.的一组基都可扩充为该线性空间

易得由定理11.4

为有限维线即若V
,性空间

例13.4 .][][ 的子空间是线性空间线性空间 xKxKn

例13.5 的子集线性空间 nnK ×

},|{ nnTnn KAAAASK ×× ∈==
.的子空间为 nnK × 容易验证矩阵组
,jiijij IIF += ,nji ≤< ,iiii IF = ji =

,的一组基为 nnSK × 从而
.2/)1(dim +=× nnSK nn
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性质13.1 仍为那么的向量子空间为若 2121 ,, VVVVV ∩
.的线性子空间V

定义13.2 那么称集合的子空间为线性空间若 ,, 21 VVV
., 2121 的交为子空间 VVVV ∩

2 子空间的交

证明 .,, 212121 非空从而可知由 VVVVVV ∩∩∈∈∈ θθθ
,, 21 KkVV ∈∩∈ 以及任取 βα

2211 ,, VkVVkV ∈∈+∈∈+ αβααβα 以及

均为子空间可知由 21 ,VV

从而 ., 2121 VVkVV ∩∈∩∈+ αβα
,21 关于加法与数乘封闭即 VV ∩ .为线性子空间

TTT )1,0,0(,)0,1,0(,)0,0,1( 321 === ααα设
},,{ 211 ααLV =令 },,{ 312 ααLV = }.{ 121 αLVV =∩则

13.6例

., 3
2121 的子空间均是以及 KVVVV ∩
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13.7例 中矩阵取 22×K�

,33
11

2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=A ,02

01
3 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=A ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 31

13
4A

.),,(),,( 21432211 VVAALVAALV ∩== 求令

,31
12

1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=A

解 432121 ,,, xxxxVVA 必存在常数对任意矩阵 ∩∈
.44332211 AxAxAxAxA +=+=

解方程 44332211 AxAxAxAx +=+ 即

4321 32 xxxx +=+

4321 23 xxxx +=−−
421 xxx =+

421 333 xxx =+

⇔

032 4321 =−−+ xxxx

023 4321 =+++ xxxx
0421 =−+ xxx

0333 421 =−+ xxx
,得

241321211 ,,,2 kxkxkkxkkx ==−−=+=
., 21 Kkk ∈对任意

因此 },|{ 21423121 KkkAkAkAVV ∈+==∩ 2V=
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性质13.2 分的子空间为设 rsVVV ββαα ,,;,,,, 1121

}.{, 21 θ=∩VV则线性无关

., 21 的一组基别为 VV
rs ββαα ,,,,, 11

若元素组

证明 ,21 VV ∩∈α设

,11 sskk ααα ++=
使得存在知由 KkkV s ∈∈ ,,, 11α

使得知存在再由 KllV r ∈∈ ,,12α
.11 rrll ββα ++=

因此
sskk αα ++11 .11 θββ =−−− rrll

线性无关可知由 rs ββαα ,,,,, 11

011 ====== rs llkk
.θα =因此 }.{21 θ=∩VV从而

16:07 共18页 8

定理13.2 ,, 21 的线性子空间为有限维线性空间若 VVV
,121 VVV ≠∩ .221 VVV ≠∩

,,,,,, 1s1 rββαα 存在基
;,,,,,)( 111 的一组基为VI rs ββαα

;,,,,,)( 211 的一组基为VII ls γγαα
.,,,,,,,,)( 111 线性无关lrsIII γγββαα

.1.13))(( 的直接应用是定理III
设存在常数)(III 使得lrs kkddcc ,,,,,,,, 111

rrss ddcc ββααθ +++++= 1111 .11 llkk γγ +++
=α令 ,1111 rrss ddcc ββαα +++++

).( 11 llkk γγα ++−=
则

=α ,11 sskk αα ++使得常数 skk ,,1

即且可知由 ,))(( 21 VVIII ∈∈ αα .21 VV ∩∈α 因此有

且}{21 θ≠∩VV
的任意一组那么对 21 VV ∩

使得,,1 lγγ

证明



16:07 共18页 9

这进一步表明
,)()( 11111 rrsss ddmcmc ββααθ +++−++−=

为一组基可知由 rs ββαα ,,,,, 11
.0,,, 2111 ====== rss dddmcmc

因此 =α sscc αα ++11 ).( 11 llkk γγ ++−=
由此可得 sscc αα ++11 011 =+++ llkk γγ

也为一组基又由于 ls γγαα ,,,,, 11
.02121 ======== ls kkkccc

所以 .,,,,,,,, 111 线性无关lrs γγββαα
rVVVV ββ ,,)()1( 12121 则找不到元素或若 =∩

).0(0),,,( 1 == lrl 即此时相应地 γγ
注记

的任一组证明可知则由若 121 )(},{)2( VIIIVV θ=∩
构成的元素组的任意一组基与 lV γγ ,,12rββ ,,1基

.线性无关 即在有限维前提下性质13.2逆命题成立.
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=+ 21 VV
定义13.3 那么称集合的子空间为线性空间若 ,, 21 VVV

记作的和为子空间 ,, 21 VV
},:{ 21 VV ∈∈+ βαβα

.21 VV +
性质13.3 仍为那么的线性子空间为若 2121 ,, VVVVV +

.的线性子空间V

3 子空间的和

命题13.1 },,,{ 11 sLV αα=
}.,,,,,{ 1121 tsLVV ββαα=+

的子空间且都是设 VVV 21 ,
则},,,{ 12 sLV ββ=

证明 使得总有对 2121 , VVVV ∈∈+∈ βαγ .βαγ +=
使得存在而对 skkV ,,, 11∈α .11 sskk ααα ++=

.11 ttll βββ ++=使得存在对 tllV ,,, 12∈β
因此 }.,,,,,{ 11 tsL ββααγ ∈ 于是

}.,,,,,{ 1121 tsLVV ββαα⊂+
.反向包含显然成立 .命题得证
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性质13.4 ,, 21 的子空间为有限维线性空间若 VVV
,121 VVV ≠∩ .221 VVV ≠∩

lrs γγββαα ,,,,,,,, 111

其中的基为 ,21 VV + kji γβα ,, .13.2中元素组为定理

且}{21 θ≠∩VV
那么

13.8例 .13.7 2121 VVVV +的和与中子空间求例

解 },,,{ 432121 AAAALVV =+
知由例 3.12 的极大无为矩阵组 432121 ,,,, AAAAAA

.关组 因此
.},{ 12121 VAALVV ==+

则或若 ),()1( 2121 VVVV =∩注记
则若 },{)2( 21 θ=∩VV

.,, 21 的一组基是Vlγγ,,, 11 一组基为中 Vrββ

).( 1221 VVVV 或=+
其},,,,,,{ 1121 lrLVV γγββ=+
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定理13.3 则的子空间为有限维线性空间若 ,, 21 VVV
.dimdimdim)dim( 212121 VVVVVV ∩−+=+

证明

,对其他情形
slsrslrsVV −+++=++=+ )()()dim( 21

.dimdimdim 2121 VVVV ∩−+=

.1)(),( 2121 可得由上述注记若 VVVV =∩
以及上述后的注记由定理若 )2(2.13},{21 θ=∩VV

可得及定理由性质 2.134.13
可知结论成立注记 )2(

注记 .(*)式常被称为维数公式

(*)

该式表明子空间和
维数的和的维数一般地小于空间

总能分解成中元素需要指出的是和空间 α21 VV +
21 ααα += ),( 2211 VV ∈∈ αα

.但分解方式一般不唯一
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定义13.4 的与若的子空间为线性空间设 2121 ,, VVVVV
为则称其和空间即零公共元素为 2121 },{, VVVV +=∩ θ

.,, 2121 VVVV ⊕记作的直和

4 子空间的直和

的两是线性空间和设直和判定定理 VWU)(定理13.4
:,则下列命题等价个子空间

;)2( 是直和WU +
存在唯一任取 ,)3( WU +∈α 使得WwUu ∈∈ ,

;dimdim)dim()1( WUWU +=+

其即若零向量分解式唯一 ,,)4( wu+=θ ,Uu∈中
., θ==∈ wuWw 则

;wu +=α

使得中一组基中一组基存在 ,,,,,,)5( 11 ts WU ββαα
ts ββαα ,,,,, 11 .线性无关
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)3()2( ⇒ 可分解成设 WU +∈α 2211 wuwu +=+=α
.,,, 2121 WwwUuu ∈∈其中 ,, 均为线性空间由 WU
1221 wwuu −=−

得
UW ∩∈

,为直和因 WU + }.{θ=∩UW 因此 ., 2121 wwuu ==
)4()3( ⇒ 显然成立
)5()4( ⇒ 中的一组基分别为取 VUts ,,,;,, 11 ββαα

令
分解唯一及由 θββαα VrrUkk ttss ∈++∈++ 1111 ,

.1111 θββαα =+++++ ttss rrkk

,11 θαα =++ sskk .11 θββ =++ ttrr

.,,,,, 11 线性无关所以 ts ββαα

证明 )2()1( ⇒ 由维数公式可知 .0)dim( =∩WU
}.{θ=∩WU ;是直和即 WU +

因此

011 ====== ts rrkk
也线性无关线性无关由于 ts ββαα ,,,,, 11
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13.9例 ,3RV =设
},|),0,0{( 3 RzRzU T ∈∈= UWV ⊕=证明

},,|),,{( 3 RyxRyyxW T ∈∈=

证明 的一为容易验证 WTT )1,1,0(,)0,0,1( 21 == αα
,组基 .)1,0,0(3 的一组基为UT=α 线性显然 321 ,, ααα
.无关 .为直和因此 UW + 可得此时由性质13.4

},,{ 321 αααLUW =⊕ .3 VR ==

.WUV ⊕=
证明

性质13.5 则一定的子空间为有限维线性空间设 ,VU
使得存在子空间W

}.{, θ== WVU 则令若 ., WUV ⊕=显然此时
的任意一组基可知则由定理若 UVU ,1.13,≠
,,,, 21 rζζζ

可知由 )5()1()5( ⇒
但由维数定理 .dimdim)dim( VUVU +≤+ .)1( 成立因此

.dimdim)dim( VUtsVU +=+≥+
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.补空间可以不唯一 :例如
},)0,1,0(,)0,0,1{( TTLU = 令 },)1,0,0{(1

TLW =
},)1,1,0{(2

TLW = ., 21 的补空间均为则 UWW

注记
,3RV =取

,线性子空间的交与和
.子空间情形 .6)(参见习题

化恰当直和分解是一种简需要指出的是将空间做
.问题常用方法与技巧

多个直和等概念可以推广到

定义13.5 关于为称的子空间为线性空间设 (, UWVU
.,) WUVV ⊕=若的补空间 的一又称为空间VWU ),(

.对直和分解

的一组基可以扩充为V .,,,,,, 121 nrr ζζζζζ +

}.,,{ 1 nrLW ζζ +=令

.WUV +=
可知由性质13.2

.WUV ⊕=因此

,此时

}.{θ=∩WU
得以及由命题13.1
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课后练习

3 证明性质13.3, 13.4.

2 的子空间均是线性空间设 VVVU 21 ,, 证明
),( 2121 VVUVUVU +∩⊂∩+∩

并举例说明 ).( 2121 VVUVUVU +∩≠∩+∩

说明理由空间的下列子集是否构成子 ?22×K1

⎩⎨
⎧ ∈⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= Kcbc

bW ,0
1)1( 1 ⎩⎨

⎧ =+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 00

0)2( 2 bab
aW

的子空间求 4.4 K }0|),,,{( 432143211 =−+−= xxxxxxxxW
}0|),,,{( 432143212 =+++= xxxxxxxxW以及 的交与和

.的基与维数
子空阶对称矩阵集合构成的可分解为证明 nK nn×.5

.的子空间的直和阶反对称矩阵集合构成间与n
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试验证的子空间为线性空间设 ,,,,.*6 21 VVVV n
},,2,1,,|{ 1 niVxVxW iin =∈++=∈= ααα

记做的和空间称为为线性空间 ,,,. 1 nVV .1 nVV ++
若在和空间 即解中零元素只能有唯一分 ,1 nVV ++

,1 nααθ ++= ii V∈α θα =⇔ i

则称 ., 11 nn VVVV ⊕⊕++ 记做为直和空间 试证

.1 下列条件中一条成立为直和空间明 ⇔++ nVV
;)1( 1 分解中任意元素都只有唯一nVV ++

则中一个元素任取 ,,,,1,)2( ii niV α= nααα ,,, 21

则的任一组基为若 ,,,2,1,,,)3( 1 niViiki i
=εε

nnknkk εεεεεε ,,,,,,,,, 1221111 21

.1 的一组基为 nVV ++

.性无关中非零元素部分组必线
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