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第1讲 一元多项式及其运算

1  1  一元多项式的概念一元多项式的概念

2   2   多项式的加法与乘法多项式的加法与乘法

3   3   多项式的带余除法多项式的带余除法

4   4   余数定理及其应用余数定理及其应用

系数为实数的多项式大家早已熟悉,  然而有些问
题对系数有额外要求, 为了统一, 我们先定义

若为数域数集称至少含一个非零数的 ,K

1 1 一元多项式的概念一元多项式的概念

定义1.1
满足 KabbabaKba ∈−+ ,,,,)1( 则若 ∈

KaaKa ∈≠ /1,0)2( 则且若 ∈

,都是数域以及复数集合显然实数集合 CR 此外
,也是数域有理数全体Q .不是数域但整数全体Z

定义1.2 ),(, 符号是一个文字是一个非负整数设 xn
表达式上的一组数为数域 ,,,, 10 Kaaa n

n
n xaxaxaa ++++ 2

210 ∑=
=

n

i

i
i xa

0
.)( 上的一元多项式数域系数在称为 K 一般记其为

),(),( xgxf 或简记为 .,, gf
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.0,0,,,)1( 10 记为时称其为零多项式全为naaa

n
n xaxaxaaxf ++++= 2

210)(对多项式

.,)2( 次项系数为次项的为多项式称 kakfxa k
k

k

.,0 可以不写出次项则若 k
kk xaka =

为多则称但若 m
mnmm xaaaa ,0,0)3( 1 ===≠ +

fmaf m 称为多项式为首项系数的首项项式 ,,
),deg(, f记作的次数 此时

.)( 2
210

m
m xaxaxaaxf ++++=
若它们同的同是相等与称多项式 ,)()()()4( xgxf
).()(, xgxf =此时记作次项系数相等

.)deg( mf =即

注： ；只对非零多项式有定义)deg( f 零多项式与

].[xK记作
上全体多项式称数域K.零次多项式是不一样的

,上的多项式环集合为数域K

m
m xaxaxaaxf ++++= 2

210)(
设有数域K上多项式

2 2 多项式的加法与乘法多项式的加法与乘法

n
n xbxbxbbxg ++++= 2

210)(
,nm ≤不妨设 .0, 1 ===+ nm aa令为方便
差为的和定义 ,, gf

1
11 )()( −

−− ±+±=± n
nn

n
nn xbaxbagf

)()( 0011 baxba ±+±++ ∑ ±=
=

n

i

i
ii xba

0
)(

的积为定义 gf ,
1

11 )()()( −+
−−

+ ++= mn
nmnm

mn
nm xbabaxbaxgxf

000110 )( baxbabaxC k
k ++++++
∑=
=+ kji

jik baC

0≥k
.)(

0
∑ ∑
+

= =+

mn

k

k

kji
ji xba
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., 算应用竖式书写能方便计杂多项式的积虽然比较复

).()()()( xgxfxgxf 以及求 +
解 22152)()( 342 +−++++=+ xxxxxxgxf

3422 234 ++++= xxxx
).22)(152()()( 342 +−+++= xxxxxxgxf

456 2102 xxx ++=
345 52 xxx +++

xxx −−− 23 52

297122 23456 ++−−++= xxxxxx
2104 2 +++ xx

,152)(1.1 2 ++= xxxf例 ,22)( 34 +−+= xxxxg

.1,)()()()( ≥nxfxfxfxfn n为的乘积个记

),(0, xf多项式对任意非特别约定 .1)( 0 ≡xf

152 2 ++= xxf
,22 34 +−+= xxxg×
456 2102 xxx ++

345 52 xxx ++
xxx −−− 23 52

2104 2 +++ xx
297122 23456 ++−−++= xxxxxxfg

还可用分离 .0,此时缺项要补上系数系数法计算
152
21012 −×

2102
152

000 152 −−−
4 10 2

7122 1− 9 21−
65432 212792 xxxxxxfg +++−−+=所以
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性质1.1  多项式的运算满足如下规律
交换律：)1(

).()()()( xfxgxgxf =

定理1.1(次数定理) 多项式运算与次数之间满足:
则且若 ,0)()(0)(,0)()1( ≠±≠≠ xgxfxgxf

))}(deg()),(max{deg())()(deg( xgxfxgxf ≤±
且则若 ,0)()(0)(,0)()2( ≠≠≠ xgxfxgxf

))(deg())(deg())()(deg( xgxfxgxf ＋＝

:)2( 结合律
))()(()()())()(( xhxgxfxhxgxf ++=++

分配律：)3( ),()()()()())()(( xhxgxhxfxhxgxf +=+

))()()(()())()(( xhxgxfxhxgxf =

),()()()( xfxgxgxf +=+

消去律：)4( 那么且 ),()()()(0)( xhxfxgxfxf =≠
).()( xhxg =

33 多项式的带余除法多项式的带余除法

一元多项式可以做加减乘法, 但除法不是普遍可
做的,我们先介绍带余除法.
定义1.3 若有且设多项式 ,0)(],[)(),( ≠∈ xgxKxgxf

使得多项式 ][)(),( xKxrxq ∈
);()()()()1( xrxgxqxf +=

)),(deg())((deg0)()2( xgxrxr <= 或
,)()()( 的商除是则称 xfxgxq

.)(),( 分别为被除式与除式xgxf
,)()()( 的余式除是 xfxgxr

.)()()(),( 的过程称为带余除法和求已知 xrxqxgxf
带余除法可以通过长除法求得.

,122)( 1.2 2 ++= xxxf例 ,22)( 34 +−+= xxxxg
.)()( 所得商及余式除求 xgxf
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解 由长除法得

22122 342 +−+++ xxxxx
2x

234 22 xxx ++
xxx −−− 23

x2
1−

xxx 2
123 −−−

22
1 +− x

因此
)2()122)((22 2

12
2
1234 +−+++−=+−+ xxxxxxxx

.2)(,)( 2
1

2
12 +−=−= xxrxxxq从而

122 2 ++ xx
长除法还常如下书写

22 34 +−+ xxx 2x x2
1−

234 22 xxx ++
xxx −−− 23

xxx 2
123 −−−

22
1 +− x

或者用系数分离法简单表示
122 2

1−2 1 0 1− 2 1
2 2 1

1− 1− 1−
1− 1− 2

1−
2
1− 2

,1)( 1.3 2 −−= xxxf例 ,6532)( 234 −+−= xxxxg
.)()( 所得商及余式除求 xgxf

111 −− 1−2 3− 5 0 6− 2
2 2− 2−

1− 7 0
1− 1 1

)(xf )(xg

1− 6−6

6

6− 6−6
5 0

.5)(,62)( 2 xxrxxxq =+−=所以

解
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)(,0)(],[)(),( xfxgxKxgxf 则且多项式 ≠∈
.)()()( 存在且唯一和余式的商除以 xrxqxg

定理1.2

证明: .先证存在性
.0)(,0)(,0)( 即可取若 === xrxqxf 0)( ≠xf以下设

.))(deg(,))(deg( mxgnxf ==设
,mn <若 .)()(,0)( 即可取 xfxrxq ==
,mn ≥若 .用数学归纳法证明对n

,)(),(,0,0 为常数此时时当 xgxfmn == ,0)( =xr取
.)(/)()( 即可xgxfxq =

分别为令时那么时成立假设 mk bxaxknkn ,,, =<
则多项式的首项,)(),( xgxf

)()()( 1
1 xgaxbxfxf mk−−−=

.))(deg( 1 kxf <满足 使存在由归纳假设 )(),(, 11 xrxq
得 )),(deg())(deg(0)( 11 xgxrxr <= 或 且

).()()()( 111 xrxgxqxf +=
此时取容易验证, )()(),()( 11

1 xrxrxqaxbxq mk =+= −−

即有带余除法表示
).()()()( xrxgxqxf +=

.,存在性获证由归纳原理
:再证唯一性 使得设另有多项式 )(),( xrxq

),()()()( xrxgxqxf +=
且 .0)())(deg())(deg( =< xrxgxr 或 那么

)())()(()()( xgxqxqxrxr −=−
可知那么由若 0)(),()( ≠≠ xgxqxq 0)()( ≠− xrxr

从而

))()(deg( xrxr −=
))(deg())()(deg( xgxqxq +−≤))(deg( xg

))(deg( xg<
),()( xqxq =矛盾表明 ).()( xrxr = 唯一性得证.
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4   4   余数定理及其应用余数定理及其应用

或零次多带余除法中的余式为时除式 0,)( cxxg −=
.,, 称为余数即余式为一个数项式

定义1.4 ][)( 10 xKxaxaaxf n
n ∈+++=设多项式

项并计算所得的值称为多替换成中将 cxxfKc )(,∈
).(,)( cfcxxf 记作的值在式 = )(,0)( xfccf 为则称若 =

.0)( 的解的根或方程 =xf
除所得余数就被多项式 cxxf −)(定理1.3(余数定理)

).(cf是

证明: 使得及余数由带余除法可知存在 rxq )(
.))(()( rcxxqxf +−=

代入得两边用 cx =
.))(()( rrcccqcf =+−=

余数定理为我们提供了一种用余数计算多项式值
的方法. 

n
n xaxaaxf +++= 10)(设 cxxf −被由次数定理 )(
设为次多项式除的商是 ,1−n

.)( 1
110

−
−+++= n

n xbxbbxq
则记余数为 ,r .))(()( rcxxqxf +−=

展开并比较系数可得

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−
=−

=−
=

−−−

−

00

110

112

1

acbr
acbb

acbb
ab

nnn

nn

即

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=
+=

+=
=

−−−

−

00

110

112

1

cbar
cbab

cbab
ab

nnn

nn

仅用一次乘法的系数及数这表明只要知道 cxf )(
.,,, 01 rbbn−与加法就可依次得到

下面我们分析如何用带余除法求余数.
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的方法称为综合除及余数基于上述观察求商 rxq )(
.法

na 1−na 2−na 1a 0ac

na

1−nb

1−ncb
11 −− + nn cba 22 −− + nn cba

11 cba +

2−nb 3−nb
0b r

00 cba +
2−ncb 1cb 0cb

求例  1.4 6532)( 234 −+−= xxxxf 除的商及被 3−x
.余数

解 由综合除法
2 3− 5 0 6−3

2 3 14 42
6 9 42 126

120
所以 ,421432)( 23 +++= xxxxq商 .120=r余数

该方法可如下表示

1.5例 9355)( 234 +−−−= kxxxxxfk使求 .9为根以

解 由综合除法

1 5− 35− k− 9

1
9
4

36
1

9
k−9

k981−
k990−

9

.990)9( kf −=所以 .9)(10 为根以时 xfk =
1.6例 .133)( 24 的方幂和展成将 −++= xxxxf

][分析 要对任一多项式 ,)( 10
n

n xaxaaxf +++=
,)( 的方幂和将其展成 cx − 就是要写成

01 )()()( bcxbcxbxf n
n +−++−=

.的形式 .,, 0就可以数因此我们只要能确定系 bbn
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01
1 )]()([ bcxbcxb n

n +−++−= −

的余数除是因此 )(0 xfcxb −
的商除是 )()()( 1

1
1 xfcxbcxbxq n

n −++−= −

01 )()()( bcxbcxbxf n
n +−++−=

我们发现重复这个观察,
的余数除是 )(11 xqcxb −

的商除是 )()()( 12
2

2 xqcxbcxbxq n
n −++−= −

的余数除是 )(11 xqcxb nn −− −
的商除是 )()( 1 xqcxbxq nnn −−=
及商一直做综合除可以对这个观察告诉我们 )(, xf

.,直至商为常数法 次为所得余数按先后次序依
,,,, 110 −nbbb

.nb最后的商为

注意到

33)( 24 ++= xxxf设
.)1()1()1()1( 01

2
2

3
3

4
4 bxbxbxbxb +−+−+−+−=

解:

由综合除法
1 0 31 0 3

1
1
1

1
4

4
4

4
7

1
1
2

2
6

6
10

1
1
3

3
9

1
1
4

.1,4,9,10,7 43210 ===== bbbbb可知

即 .7)1(10)1(9)1(4)1()( 234 +−+−+−+−= xxxxxf
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课后习题
13)(,122)(.1 2234 +−=+−+−= xxxgxxxxxf已知

.)()()()( 的商及余式除以及求 xfxgxgxf
求已知 ,1)32()1()(.2 234 ixxixixxf +−+−+++=

).1( if +
.)2(125)(.3 234 的方幂和表示成将 ++++= xxxxxf

..4 去律证明多项式乘法满足消

..5 有理数域试证明任何数域都包含
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第2讲 整除与最大公因式

2. 最大公因式

3. 互素

1.  整除的概念与性质

1  整整 除除

定义2.1

注记:

)(],[)(),( xhxKxgxf 若存在设多项式 ∈
),()(),()()(],[ xfxgxgxhxfxK 整除则称使得 =∈

),(|)( xfxg记作 )(,)()( xfxfxg 的因式为此时称
.)( 的倍式为 xg

).(|)(),()( xfxgxfxg 记作不能整除若
0.0,0)( 只能整除但整除概念没有要求 ≠xg

由定义容易验证
);(|)()1( xfxf ;0|)()2( xf )(|)3( xfc )0( ≠c

),(|)()(|)()4( xcfxgxfxg 则若 ).( Kc∈

)(|)(,0)( xfxgxg 则若 ≠ )()( xfxg 除⇔
除判别由带余除法可得如下整

定理2.1
.0的余式为

.)()()( 的因式为的根为 xfcxxfc −⇔推论
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性质2.1

),()(),(|)()(|)()3( xcgxfxfxgxgxf =则且若

则若 ),(|)(,),(|)(),(|)()2( 13221 xfxfxfxfxfxf nn−

).(|)(1 xfxf n

那么对任若 ),(|)(,),(|)()1( 1 xfxgxfxg n
),(,),(),( 21 xuxuxu n意多项式

)()()()()()(|)( 2211 xfxuxfxuxfxuxg nn+++

证明(只证(3)) ,0)(0)( == xgxf 则若 ).()( xgxf =
,0)(0)( ≠≠ xgxf 则若 使得存在 0)(,0)( 21 ≠≠ xhxh

),()()( 1 xgxhxf = )()()( 2 xfxhxg =
因此 )()()()( 12 xfxhxhxf =
由次数定理知 故 ).()( xcgxf =

.0≠c
).()(|)()()(|)(),(|)()4( xwxgxhxfxwxhxgxf 则若

,0))(deg( 1 =xh

?|1,,, 32 nmxxlxxnml ++++满足什么条件例2.1
由长除法得解 :

1 0 m n1 l 1 1
1 l 1

l− 1−m n

l−

l− 2l− l−
21 lm +− ln+

nmxxlxx ++++ 32 |1 .1 2lmln −=−=⇔ 且
证明多项式若非 ),(|)(),(|)(0 xhxgxfxg例2.2

).()(|)( xhxfxg +
由假设知证明 :

),()()( 1 xgxqxf = ).()()()( 2 xrxgxqxh +=
)).(deg())(deg( xgxr <其中 因此

).()())()(()()( 21 xrxgxqxqxhxf ++=+
所以 ).()(|)( xhxfxg +
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2  最大公因式最大公因式

定义2.2

定义2.3

满足若设 ][)(],[)(),( xKxhxKxgxf ∈∈
)()()(),(|)()(|)( xgxfxhxgxhxfxh 和是则称以及

比如任意公因子有非显然任意两个多项式都 (0
).0次多项式

满足若设 ][)(],[)(),( xKxdxKxgxf ∈∈
);(|)(),(|)()1( xgxdxfxd

,)()()()2( 的因子的任一公因式都是与 xdxgxf
.)()()( 的最大公因式与是则称 xgxfxd

注记

.的公因子

.0,0)()()1( 则最大公因式只能是若 == xgxf
的最大公因式与是 )()()()(|)()2( xgxfxfxgxf ⇔

),()(),()()3( xuxgxfxd 的公因子且存在多项式是若
)()(),()()()()()( xfxdxgxvxfxuxdxv 是则使得 +=

.)( 的最大公因式与 xg

引理2.1
)()()()( xrxgxqxf +=

的与的最大公因式必是与那么 )()()()( xrxgxgxf

且不全为若 ,0][)(),( xKxgxf ∈

,最大公因式 .反之也成立
:证明 ,)()()( 的最大公因式与是设 xgxfxd 由

及
)(|)(),(|)( xgxdxfxd

,)()()(1 的公因式与是 xgxfxd

,)()()()( 可知xrxgxqxf =− ).(|)( xrxd 因此
.)()()( 的公因式与是 xrxgxd

,)(),()(1 的公因式为设 xrxgxd 由条件可知
).(|)(1 xfxd

).(|)(1 xdxd因此
.)(),()( 的最大公因式是所以 xrxgxd

..此略反之部分同样证明可得
注记 )),(deg())(deg(2.1 xgxr <中并没有要求引理

.供了便利这为我们使用该结论提
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定理2.2 中存在一个则在设 ][],[)(),( xKxKxgxf ∈
)()(),()()( xfxdxdxgxf 可表示成且的最大公因式与

使得即存在的一个组合与 ][)(),(,)( xKxvxuxg ∈
).()()()()( xgxvxfxuxd +=

:证明 0)()( == xgxf若 的最大公因式与则 )()( xgxf
此时有就是 .0 ).(0)(00 xgxf +=

,0)(),( 不全为若 xgxf ,0)( ≠xg不妨设

下面利用引理2.1讨论最大公因式的存在性与求法.

得除再以若 )()(,0)( 11 xgxrxr ≠
);()( 22 xrxq 与商与余式

)0(, ≥k若干步因余式次数不断降低 ,0后余式必然为
等式因此我们得到如下一组

得除 )()( xfxg
);()( 11 xrxq 与商与余式

);()(0)( 122 xrxrxr 除再以若 ≠
);()( 33 xrxq 与得商与余式 ,如此辗转相除

)()()()( 11 xrxgxqxf += )()()()( 212 xrxrxqxg +=
)()()()( 3231 xrxrxqxr +=

)()()( 11 xrxqxr kkk +− =)()()()( 12 xrxrxqxr kkkk += −−

)(),(,0 xgxfk 可将成立其中为使表示式对一切 ≥

得由引理2.1
显然 .)()(0)( 1 的一个最大公因式与为 xrxrxr kkk −≠

.)(),()( 12 的最大公因式也是 xrxrxr kkk −−

可得次使用引理如此连续 2.1k 的与为 )()()( xgxfxrk

.一个最大公因式 .).()( 存在性获证即 xrxd k=

上述等式组可推出时当 ,1≥k
)()()()( 11 xrxgxqxf =− )()()()( 212 xrxrxqxg =−
)()()()( 3231 xrxrxqxr =−

)()()()( 12 xrxrxqxr kkkk =− −−

).(),( 01 xrxr−分别看作

)()(,0 xgxdk == 时当 .)()( 的组合与可表示成 xgxf
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的表达式并整理得代入将 )()( 21 xrxr

式由归纳法易得存在多项如此依次代入并整理 ,
使得)(),( xvxu ).()()()()()( xgxvxfxuxrxd k +==

注记 项式都有最大不但证明了任意两个多定理2.2
大公因式的一种方其证明过程给出了求最公因式,

称为法, 辗转相除法.
,143)( 2.3 234 −−−+= xxxxxf设例

1)( 23 −−+= xxxxg
),()()( xdxgxf 的一个最大公因式与求 使得并求 vu,
).()()()()( xgxvxfxuxd +=

解: 由辗转相除法得

)()()())()(1()( 2212 xfxqxgxqxqxr −+=
的表达式并整理得代入将 )()(),( 321 xrxrxr

)()()()1()( 32131233 xgqqqqqxfqqxr ++−+=

1 3− 4− 1−111 1− 1−
)(xf)(xg

1
11 1− 1−

2− 3− 1−)(1 xr
xxq =)(1

2
1−

1 2
3

2
1

2
1− 2

3− 1−

4
1

2
1− 4

3− 4
1−

4
3− 4

3−)(2 xr

3
8

2− 2−
1− 1−

3
4

1− 1−
0

4
3

4
3

2 )()( −−== xxrxd最大公因式
此时 )()()()( 11 xgxqxfxr −=

=)(2 xq

4
1

2
1 +− x

)()( xxgxf −=
)()()()( 122 xrxqxgxr −=

)]()()[()( 4
1

2
1 xxgxfxxg −+−−=

)()()()1( 4
1

2
1

4
12

2
1 xfxxgxx −++−=

时即 xxxvxxu 4
12

2
1

4
1

2
1 1)(,)( +−=−=

).()()()()( xgxvxfxuxd +=
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,0][)(),( 不全为若 xKxgxf ∈

此时用符号

的最大与则 )()( xgxf
常数式间差一个非0不同最大公因公因式不唯一,

与的表示首项系数为 )(1 xf))(),(( xgxf
.)( 的最大公因式xg ),(2.2 xu知存在多项式由定理

使得)(xv
).()()()())(),(( xgxvxfxuxgxf +=

32)(,32)(2.4 334 −−=++−= xxxgxxxxf设例
求 )).(),(( xgxf

注意到解 4)()( xxgxf +−=
易知由引理2.1 )),(())(),(( 4xxgxgxf =

而的非常数因式必为由于 ),3,2,1,0(4 =≠ kccxx k

).(| xgcxk

.1))(),((,1)),(( 4 == xgxfxxg 从而所以

,2872)( 2.5 345 −−−+= xxxxxf设例
32522)( 234 +−+−= xxxxxg

使得以及多项式求 )(),())(),(( xvxuxgxf
).()()()())(),(( xgxvxfxuxgxf +=

解: 由辗转相除法

1 2 7− 0 2−8−2 2− 5 32−
)(xf)(xg

2
1

1 1− 2
5

2
31−

3 2
19− 1 2

19− 2−

2
3

3 3− 2
15 3− 2

9

2
13− 2

13− 2
13− 2

13−)(1 xr

)(1 xq
13
4−

2 2 2 2
4− 4−3 3

13
8

4− 4−4− 4−
7 70)(2 xr

)(2 xq

14
13−

2
13− 0 2

13−
2

13− 0 2
13−

14
13−

2
13− 0 2

13−
0
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.1)())(),(( 2
27

1 +== xxrxgxf
取 )84()()( 91

1
27

1 −=−= xxqxu
))()(1()( 217

1 xqxqxv += )4450( 2
182

1 xx −−=
).()()()(12 xgxvxfxux +=+此时有

得

2.6例 证明设 ],[)(),( xKxgxf ∈
))(),()(())(),(( xgxgxfxgxf +=

:证明 2.2由定理 ][)(),( xKxvxu ∈存在 使得
)()()()())(),(( xgxvxfxuxgxf +=

.)()()())(),(( 的公因式与是所以 xgxgxfxgxf +

),())()(())()()(( xgxuxvxgxfxu −++=

的最大公与是进而 )()()())(),(( xgxgxfxgxf +
因此因式且首项系数为 .1

))(),()(())(),(( xgxgxfxgxf +=

)()(|))(),(( xgxfxgxf +因为

3 互素
定义2.4 即如果设 ,1))(),((],[)(),( =∈ xgxfxKxgxf

)()(,0)()( xgxfxgxf 与则称常数的最大公因式是非与
.互素或互质

互素的充要与设 )()(],[)(),( xgxfxKxgxf ∈
条件是 使得存在 ][)(),( xKxvxu ∈

.1)()()()( =+ xgxvxfxu

定理2.3

).(|)(),()(|)(1))(),(( xhxfxhxgxfxgxf 则且若 =推论

定理2.4 ,1))(),(()()(|)(),(|)( =xgxfxhxgxdxfxd 且若
).(|)( xhxd则

证明 使得可知存在由 )(),(1))(),(( xvxuxgxf =
.1)()()()( =+ xgxvxfxu

因此 ).()()()()()()( xhxhxgxvxhxfxu =+
)(|)(),()(|)(),(|)( xhxdxhxgxdxfxd 因此因为

:由定义直接可得 的任意非互素与 )()()( xfxgxf ⇔
).(xg常数因式都不整除
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则且 ,1))(),(()(|)(),(|)( =xgxfxhxgxhxf
).(|)()( xhxgxf

定理2.5

:证明 使得可知存在由 )()(|)( xqxhxf
)()()( xqxfxh =
可知以及再由 1))(),(()(|)( =xgxfxhxg ),(|)( xqxg

).()()()( xpxgxqxp =使得即存在 这表明
).()()()( xpxgxfxh =

).(|)()( xhxgxf因此

7.2例 证明是任意多项式且设 ,)(,1))(),(( xhxgxf =
))()(),(())(),(( xgxhxfxhxf =

证明 1))(),(( =xgxf由 可知及定理2.4
)(|))()(),(( xhxgxhxf

从而 ))(),((|))()(),(( xhxfxgxhxf
另一方面显然有 ))()(),((|))(),(( xgxhxfxhxf
因此 ))()(),(())(),(( xgxhxfxhxf =

.形广到有限个多项式的情最大公因式与互素可推
,,2,1),( nixfi =设有多项式 满足如果多项式 )(xd

nixfxd i ,,2,1),(|)()1( =
),(|)(,,2,1),(|)()2( xdxnixfx i ϕϕ 有对任意 =

.)(,),(),()( 21 的最大公因式为则称 xfxfxfxd n

))(,),(),(( 21 xfxfxf n以
.1的最大公因式表示首项系数为

定理2.6 ))()),(,),((())(,),(),(( 1121 xfxfxfxfxfxf nnn −=
使得从而存在 nixui ,,2,1),( =

.)()())(,),(),((
1

21 ∑
=

=
n

i
iin xfxuxfxfxf

1))(,),(),(( 21 =xfxfxf n自然若 ,),(),( 21 xfxf称
⇔互素类似地 )(,),(),(, 21 xfxfxf n

使得存在 nixui ,,2,1),( = .1)()(
1

=∑
=

n

i
ii xfxu

,0,,2,1),( 不全为若 nixfi =

.)( 互素xfn
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课后习题
整除能被 1)(25)(.1 223 ++=+++= mxxxgxlxxxf

.,ml求
证明若 ),(4)(3|)(),(2)(|)(.2 xhxgxfxhxgxf ++

)).(),((|)( xhxgxf
,242)(.3 234 +−−+= xxxxxf ,2)( 3 xxxg −=
使得以及求 )(),())(),(( xvxuxgxf

).()()()())(),(( xgxvxfxuxgxf +=

求解多项式方程组.4
0233 =+− xx

0442 234 =++++ xxxx
其中证明 ),())(),(())()(),()((.5 xhxgxfxhxgxhxf =

.1)( 首项系数为xh
证明若 ,1))(),((,1))(),((.6 == xhxfxgxf

.1))()(),()((1))()(),(( =+= xgxfxgxfxhxgxf 以及

,.7* 大公因式的讨论对照本节关于多项式最 证明
则记其最大公因子为对任意两个整数 ),,(,, nmnm

使得存在整数 vu, .),( vnumnm +=
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第3讲 因式分解与重因式

1 不可约多项式

2 因式分解定理

3 重因式

1  1  不可约多项式
定义3.1 如果设多项式 ,1))(deg(],[)( ≥∈ xpxKxp

低的多上两个次数比它不能表示成为数域 )( xpK
,)(, 上的不可约多项式为数域则称项式的乘积 Kxp

.否则称为可约多项式
注记 ..1 的一次多项式总是不可约

..2 数域有关一个多项式是否可约与 12 +x比如
.,在复数域内可约在实数域内不可约

则不可约且设 ,)(][)(),(),( xpxKxpxgxf ∈定理3.1
;1))(),(()(|)()1( =xfxpxfxp 或

).(|)()(|)()()(|)()2( xgxpxfxpxgxfxp 或则若
证明 则设 ),())(),(()1( xdxfxp =

)()( xcpxd = )0( ≠c .1)( =xd或
.1))(),((,1)( == xfxpxd 则若 ).(|)( xfxp否则
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有否则由则结论成立若 )1(,)(|)()2( xfxp
.1))(),(( =xfxp

).(|)(2.4 xgxp可知此时由定理
推论 ),()()(|)()()1( 21 xfxfxfxpxp n不可约且若

.,,,2,1),()( 中一个必整除则 nixfxp i =

3.1例 ),(,)1()( xfnxp 若对任意多项式次多项式是设 ≥
),(|)()(|)()()(|)(),( xgxpxfxpxgxfxpxg 或可得由

.)( 必是不可约多项式那么 xp
证明 使得那么存在可约若 )(),(,)( 21 xpxpxp

)),(deg())(deg( 1 xpxp < ))(deg())(deg( 1 xpxp <
).()()( 21 xpxpxp =且 此时令

)()(),()( 21 xpxgxpxf ==
.)(, 不可约因此则与题设矛盾 xp

或者互素与那么均不可约若 )()(,)(),()2( xqxpxqxp
.或相差一个非零常数

22 因式分解定理因式分解定理

定理3.1(因式分解唯一性定理) 中每个次数大][xK
上一都能唯一地分解成数域于零的多项式 Kxf )(

有所谓唯一性是指若些不可约多项式的乘积 )(, xf
两个不可约分解式

)()()()()()()( 2121 xqxqxqxpxpxpxf ts ==
序后有且在适当排列因式的次那么 ,ts =

sixqcxp iii ,,2,1),()( ==
.为非零常数其中 ic

证明 .. 用归纳法对多项式次数先证分解的存在性 n
.,1 显然成立时当 =n .1次多项式都是不可约的因为

.时成立下设 kn <
,时当 kn = .,)( 则结论显然成立不可约若 xf )(xf若

使得则存在可约 )(),(, 21 xfxf
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)()()( 21 xfxfxf =
.))(deg(0,))(deg(0 21 kxfkxf <<<<且 由归纳假设

有不可约多项式 )(,),()(,),( 11 xpxpxpxp srr +及

使得 )()()()( 211 xpxpxpxf r=
)()()()( 212 xpxpxpxf srr ++=

从而 ).()()()( 21 xpxpxpxf s= .时成立即 kn =
.,存在性获证由归纳原理

.下证唯一性 有两个分解式设 )(xf
)(xf

.)(),( 均是不可约多项式其中 xqxp ji

因此显然有不可约时当 ,)(,1 xfs =

)()()( 21 xpxpxp s= )()()( 21 xqxqxq t=

.用归纳法证明对不可约因式个数 s

).()()(,1 11 xfxqxpts ====

)()( 11 xcqxp =

.时唯一性成立下设 ks <
,时当 ks =

)(xf )()()( 21 xpxpxp s= )()()( 21 xqxqxq t=
由

可知 ),()(|)( 11 xqxqxp t ,)(1 不可约由于 xp )(1 xp因此

).(xq j必整除某个 适当重排后不妨将 )(,),(1 xqxq t
).(|)( 11 xqxp设 ,)(1 也不可约由于 xq 使得存在 0≠c

)()(2 xpxp s )())(( 2
1 xqxqc t

−=因此

11 −=− ts由归纳假设有 并且适当重排后
)()(,),()( 222 xqcxpxqcxp sss ==

.0,,2 均不为scc .时唯一性成立因此 ks =
.,唯一性获证由归纳原理



4

则存在多项式且若 ,0))(deg(][)( >∈ xfxKxf
使得以及不可约多项式 ][)(][)( xKxpxKxg ∈∈

).()()( xgxpxf =

推论

存在如下的因式分解可知由定理 )(3.1 xf

定义3.2

)(xf )()()( 21 xpxpxap s=
.)(1,)( 首项系数为不可约且首项系数为其中 xfaxpi

,的连乘写成幂的形式多项式连在一起并将它

)1(

不可约的分解式重排使得相同形如将 )1()(xf
即

)( xf )()()( 21
21 xpxpxap lr

l
rr=

且互不相等的不为首项系数为其中 1)(,),(1 xpxp l
的不可约分解称其为 )(xf

注记 .一标准分解式除次序外唯

,为非负整数ir
.)( 的标准分解式则称其为 xf

,可约多项式
,恒正特别若 ir.式

定理3.2 拥有分解式设 ][)(),( xKxgxf ∈
)()()()( 21

21 xpxpxapxf sr
s

rr=
)()()()( 21

21 xpxpxbpxg st
s

tt=
.0≥ir
.0≥it

的不可约多项式首项系数为其中 1,,2,1),( sixpi =
.且互不相同 则

)()()())(),(( },min{},min{
2

},min{
1

2211 xpxpxpxgxf ss tr
s

trtr=
证明 )()()()( },min{},min{

2
},min{

1
2211 xfxpxpxp ss tr

s
trtr 为容易验证

.1,)( 且首项系数为的公因子与 xg
,)()()( 的任一公因子与为设 xgxfxd 标准分解式为

).()()()( 21
21 xqxqxcqxd th

t
hh=

)(|)()( xfxqxq ii 不可约而且因为

从而存在 使得)(xp j

ti ,,2,1=对任意

).(|)( xpxq ji
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因此为也不可约且首项系数也由于 ,1)(xp j
).()( xpxq ji =

,)(|)( ji rhxfxd ≤知由 .)(|)( ji thxgxd ≤知再由
).(|)( },min{ xpxq jji tr

j
h
i

从而

故

).()()())(),(( },min{},min{
2

},min{
1

2211 xpxpxpxgxf ss tr
s

trtr=
)()()(|)( },min{},min{

2
},min{

1
2211 xpxpxpxd ss tr

s
trtr

因此

注记 由于多项式因式分解没有确定的方法, 定理3.2
定理3.3作为理论结果更多用在理论推导中.

3.2例 1.0))(deg(][)( ≥>∈ mxfxKxf 证明存在且设
对任意⇔= )()( xcpxf m使得以及不可约多项式 )( xp

或1))(),((],[)( =∈ xgxfxKxg ).(|)(,0 xgxfk k>有

:证明 ""⇒ ][)(),()( xKxgxcpxf m ∈= 对任意已知
,1)())(),(( ≠= xdxgxf若 知那么由 )(|)( xpxd m

次多项式最多定理可知由标准分解式以及次数 n,

.个根次多项式最多只有 nn定理3.3
我们有如下定理

次多若对进而 n,
使得个不同数存在项式 121 ,,,1)(),( ++ ncccnxgxf

),()(,),()( 1111 ++ == nn cgcfcgcf ).()( xgxf =那么

.个不同的一次因式只有n

),()( 1 xpcxd r=
使得以及非零常数存在 11 cmr ≤≤

因此 ).(|)()( xdxcpxf mm=
得又由 )(|)( xgxd ),(|)( xgxd mm

故 ).(|)( xgxf m

""⇐ 存在不可约多
).()()( xhxpxf =

使得以及项式 ][)()( xKxhxp ∈

由于 1))(),(( ≠xpxf 由条件假设必有 ).(|)( xpxf k

因此 ).()( xcpxf m=使得存在 km <<0
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,)( 次多项式为设 nxf 个数是任给的nccc n,,, 21

总可表示成为由归纳法可以证明 )( xf
))(()()( 212110 cxcxacxaaxf −−+−+=

)())(( 21 nn cxcxcxa −−−++
.,,,, 10 为待定系数其中的形式 naaa

)2(

次多项式的为一般地我们称 n)2( 逐次逼近公式.
3.3例 0)2(,1)1()(3 == ffxf 使得次多项式求一个

.22)4(,5)3( == ff
解 )2)(1()1()( 210 −−+−+= xxaxaaxf设

)3)(2)(1(3 −−−+ xxxa
分别代入得将 4,3,2,1=x ,10 =a ,010 =+ aa

522 210 =++ aaa 22663 3210 =+++ aaaa
由此可得 .1,3,1,1 3210 ==−== aaaa
因此整理后 .23)( 23 ++−= xxxxf

以及

3 重因式
定义3.3 称为是多项式不可约多项式 ][)( xKxp ∈

若重因式的 ,][)( kxKxf ∈
).(|)()(|)( 1 xfxpxfxp kk +但

)(,1;)()(0 xpkxfxpk 那么称若的因式不是则若 ==
.)()(,1;)( 的重因式为称若的单因式为 xfxpkxf >

.)(,)0()( 重根的是称重因式的为若 kxfckkxfcx >−
.1,1 为重根称为单根称特别 ckck >=

定义3.4 n
n xaxaaxfn +++= 10)(次多项式对任意

次多项式称 1−n 1
21 2 −+++ n

n xnaxaa
.)(,)()( )(

dx
xdfxfxf 或记作导数一阶的为 ′

的求导因此有与数学分析一致
注记 数学分析中多项式函显然这里多项式导数与

.数的导数表示一致
.法则 本课程不予重述.
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导数替归地定义多项式高阶也可与数学分析一样 ,
.])([)( )1()( ′= − xfxf mm

直接验算可得
,0)()( =xf m .mn <

,
)!(

!)()( ∑
=

−

−
=

n

mk

mkkm x
mk
akxf ,1 nm ≤≤

则设多项式 ],[)(),( xKxgxf ∈命题3.1
.1))(deg())(deg(,0))(deg()1( −=′> xfxfxf若

.1))(),((,)()2( =′ xfxfxf 则不可约若

证明 ))2((只证 ,1))(),(( ≠′ xfxf若 不可约知由 )(xf
,0),())(),(( ≠=′ cxcfxfxf

从而 )(|)( xfxf ′
.))(deg())(deg(0)( 矛盾且这与 xfxfxf <′≠′ 因此

.)()( 互素与 xfxf ′

定理3.4 )1()()( ≥kkxfxp 的一个是若不可约多项式
.1)()(, 重因式的是则重因式 −′ kxfxp

证明 重因式可知的为由 kxfxp )()( )()()( xgxpxf k=
).(|)( xgxp其中

))()()()()(()( 1 xgxpxgxpkxpxf k ′+′=′ −

不可约且由于 )()(|)(),(|)( xpxgxpxpxp ′
)()(|)( xgxpxp ′

)()(|)( xgxpxp ′又由于 所以

).(|)()(|)(1 xfxpxfxp kk ′′− 但这表明
推论1 重的一个是若不可约多项式 )1()()( ≥kkxfxp

,2,1)(,),(),()(, )1()2( −−′ − kkxfxfxfxp k 的是则因式
,1, 重因式 的单因特别地的因式但不是 )(.)()( xfxf k

.)( 的因式式不再是 xf ′

的导数得求 )(xf

))()()()((|)( xgxpxgxpkxp ′+′
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推论2 的重因式的充要是不可约多项式 )()( xfxp
条件是 .)()()( 的公因式与是 xfxfxp ′
推论3 .1))(),(()( =′ xfxfxf 无重因式的充要条件是

只重因式或得到有无要判断知和由推论 ,)()(,32 xf
.)()( 的最大公因式与需要用辗转相除法求 xfxf ′

3.4例 的重因式求 253)( 234 −−−+= xxxxxf
解 5634)( 23 −−+=′ xxxxf 由辗转相除法可求得

2)1())(),(( +=′ xxfxf
,1)( +xxf 的重因式为因此 ).2()1()( 3 −+= xxxf且

最后我们讨论如何去除重因式的问题

设其标准分解式为对任意多项式 ],[)( xKxf ∈
)()()()( 21

21 xpxpxapxf sr
s

rr=
的不可约多项式首项系数为其中 1,,2,1),( sixpi =

1≥ir

可知由定理 3.4,3.2
).()()())(),(( 11

2
1

1
21 xpxpxpxfxf sr

s
rr −−−=′

从而 )()()(
))(),((

)(
22 xpxpxap

xfxf
xf

s=
′

.不含重因式

3.5例 求一设 ,82024166)( 2345 −+−+−= xxxxxxf
.)( 式有相同的因式但无重因个多项式与 xf

解 204848245)( 234 +−+−=′ xxxxxf
由辗转相除法得

22))(),(( 2 +−=′ xxxfxf
所求多项式可取为

.464
))(),((

)( 23 −+−=
′

xxx
xfxf

xf
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次多项式使得求一个 3.1
.15)4(,1)3(,5)2(,5)1( =−=−=−=− ffff

0)(|)(,0)(.2 >⇔≠ mxfxgxg 存在自然数证明若
).(|)( xfxg mm使得

无重因式证明多项式
!!2

1)(.3
2

n
xxxxf

n

++++=

?4)(,.4 4 有重因式满足什么条件时 baxxxfba ++=
求一个与设 ,13223)(.5 2345 +−++−= xxxxxxf

)()( xfxf 的多项式并写出有相同因式但无重因式
.的标准分解式

)()(][.6 xpxpxK 使得中存在不可约多项式举例说明
.)(1)( 重因式的重因式但不是的是 kxfkxf −′

课 后 练 习

个为任意次多项式为设 1,,,,)(7 121
* ++ ncccnxf n

,不同的数 证明
∑
+

= ′−
=

1

1 )()(
)()()(

n

i ii

i

cFcx
xFcfxf

.)()(
1

1
∏
+

=
−=

n

i
icxxF其中

(3)

在近似计算插值公式称为多项式的拉格朗日 ,)3((
.)中被大量使用

是证明重根的是如果 αα ,)(8 )3(* kxf
)()())()()(()( 2

1 ααα fxffxfxxg +−′+′−=
.3重根的 +k

证明多项式为两数域 .],[)(,.9 * KcxKxfSK ∈∈⊂
在数域为重根当且仅当上在数域为 )()( xfcrKxfc

.重根上rS
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第4讲 有理系数多项式

11 本原多项式本原多项式

22 整整系数多项式系数多项式的有理根的有理根

33 有理多项式的因式分解有理多项式的因式分解

1  1  本原多项式本原多项式
,, 单判断其是否可约并不简对有理多项式而言

若其系设非零多项式 ],[)(
0

xZxaxf
n

i

i
i ∈∑=

=
定义4.1

则称外没有其他公因数即除去互素 ,1,,,, 10 ±naaa

对整对该问题的研究可转为 .系数多项式的讨论

].[xZ合为记所有整系数多项式集

.)( 为本原多项式xf

例如多项式
627)( 47

1 ++= xxxf
28204)( 34

2 +++= xxxxf

注记 .系数多项式有效本原多项式概念只对整

.1则必为本原多项式系数为若整系数多项式有一个

本原多项式

非本原多项式
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定理4.1 .仍是本原多项式两个本原多项式的乘积

证明 01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

−设

01
1

1)( bxbxbxbxg m
m

m
m ++++= −

−

.是两本原多项式 又设

01)()()( cxcxcxcxgxfxh k
k

nm
nm +++++== +

+

=kc其中 ,∑
=+ kji

jiba .,,1,0 nmk +=

满足则存在素数不是本原多项式若 pxh ,)(

].[)( xZxh ∈显然

kcp | .,,1,0 nmk +=
.,)( 不能整除其所有系数为本原多项式因为 pxf 设

即整除的系数中第一个不能被是 .,,, 01 paaaa nnk −

kkn apapap |,|,,| 1+

即整除的系数中首个不能被是同样设 ,,, 0 pbbb ml

llm bpbpbp |,|,,| 1+

注意到 ,∑=
+=+

+
lkji

jilk bac

011 bababa lklklk +−+ +++=
lklk baba ++− +++ 011

以及由 lkcp +|
,| 011 babap lklk +−+ ++ lklk babap ++− ++ 011|

可知 lkbap |
这意味着为素数因 ,p .与前述推断矛盾

注记 本原多项式的乘积由归纳法可知任意多个

.仍是本原多项式

lk bpap || 或
.)( 为本原多项式因此 xh



3

定理4.2 及则存在设非零多项式 QrxQxf ∈∈ ],[)(
除差与且使得本原多项式 )(),()(),( xgrxrgxfxg =

.正负号外唯一

证明 ,)( 01 axaxaxf n
n +++=设 .,,, 01 Qaaan ∈

,公倍数为所有系数分母的最小令c 且为整数那么 ,c
.,,, 01 Zcacacan ∈

.且互素

那么的最大公因数表示令 ,,,, 01 cacacap n
.,,, 01 Zp

ca
p

ca
p

can ∈
这意味着 .)()( 为本原多项式xfxg p

c= 此时

).()( xgxf c
p=

.存在性获证 .下证唯一性 )()()( 11 xgrxrgxf ==设

.0,,)(),( 11 ≠rrxgxg 都是本原多项式其中

).()( 11
xgxgr

r =于是

.
1 q

p
r
r =得

使存在互素整数由于 qpQr
r ,,
1
∈

1.,,1
1

±±≠ 至少一个不为则若 qpr
r 不防设

那么 满足：中各系数 nibxg i ,,1,0,)( =
qpbi /

.仍为整数 可知因此由 1),( =qp

ibq |

.1±≠q

.,,1,0 ni =
.)( 为本原多项式矛盾这与 xg 因此

).()(, 11 xgxgrr ±=±=
.唯一性获证

注记本结论把有理多项式和整系数多项式联系在一
起,因而寻找有理多项式的解本质就是求整系数多项
式的有理根.
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22 整整系数多项式系数多项式的有理根的有理根
定理4.3 项式能分解成两个如果一个非零整系数多

系数多项式的乘积次数较低的有理 那么它一定能
.整系数多项式乘积分解成两个次数较低的

证明 次整系数多项式且为设 nxf )(
),()()( 21 xgxgxf =

.][)(),( 21 nxQxgxg 且次数不大于其中 ∈
使得及有理数存在整数由定理 21,,24. rrr

)()(),()(),()( 2221111 xhrxgxhrxgxrfxf ===
.)(),(),( 211 为本原多项式其中 xhxhxf 因此

)()()()( 21211 xhxhrrxrfxf ==
为本原多项式表明定理 )()(4.1 21 xhxh 4.2故由定理

为整数rrr ±=21 进而 能表示)())(()( 2121 xhxhrrxf =
.项式的乘积两个次数较低整系数多

推论 )(.)(][)(),( xfxgxZxgxf 若为本原多项式且设 ∈
].[)(),()(),()( xZxhxQxhxhxg ∈∈= 则其中

证明： 使得存在本原多项式由定理 )(,4.2 xp
).()( xrpxh =

).()()( xpxrgxf =从而 ,)()( 仍为本原多项式由于 xpxg
.为整数故r ].[)( xZxh ∈从而

由该推论可得一个求整系数多项式全部有理根的方法.
定理4.4 如果它有设 ].[)( 01 xZaxaxaxf n

n ∈+++=
.|,|,,,/ 0arassrsr n那么是互素的整数其中一个有理根

.,1, 数则其所有有理根都是整若特别 =na
证明： ).(|)(| xfrsxxfx s

r −− 得由假设 ][)( xQxg ∈即有
)()()( xgrsxxf −=

].[)(,, xZxgrsx ∈− 由上述推论为本原多项式因为
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001, rbasba nn −== −

.,)( 01 为其常数项首项系数为其中 bxgbn− 所以

.|,| 0aras n

4.1例 .0322 34 的有理根求方程 =−+− xxx
解 是该方程的有理根只可能由定理 ,4.4

2
3

2
1 ,3,,1 ±±±±

.1, 为方程的根只有依次做综合除法知 =x
4.2例 .43)( 2

323
2
34 的有理根求 −+−+= xxxxxf

解 )()( 2
1 xgxf =

其中 .38632)( 234 −+−+= xxxxxg
.)()( 有相同的根与 xgxf 4.4因此由定理 的有)(xf

理根只可能是 2
3

2
1 ,3,,1 ±±±±

.)(2/13, 的根都是及由综合除法知 xf−

故

4.3例 .15)( 3 在有理域上不可约证明 +−= xxxf
证明 ,,)( 则必存在一个一次因式可约若 xf 即存在

.一个有理根 1)( ±的有理根只可能是但 xf 经验算

,)( 的根这都不是 xf .)( 没有有理根即 xf )(xf所以

.在有理数域上不可约

4.4例 试证明都是奇数与若设 ,)1()0(],[)( ffxZxf ∈
.)( 没有整数根xf

证明 那么有整数根若 ,)( αxf
)()()( xgxxf α−=

,是本原多项式由于 α−x ].[)(,3.4 xZxg ∈推论由定理

,)1(),0( Zgg ∈因此 必有一偶数知与进而由 αα −− 1
.)1()0( 至少一个为偶数与ff )(, xf因此与题设矛盾

.没有整数根
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(ii) 其余各项的系数都能被p整除,

那么多项式f (x)在有理数域上不可约.

33 有理多项式的因式分解有理多项式的因式分解

定理4.5(艾森斯坦(Eisenstein)判别法)
若是一个整系数多项式设 ,)( 10

n
nxaxaaxf +++=

能找到一个素数p,使得

(i) 最高次项系数 不能被p整除,na

.)( 2
0 整除不能被常数项 paiii

f (x)可分解成两个次数较低的整系数多项式的乘积

这里

)()()( xhxgxf =
并且,)(,)( 00

l
l

k
k xccxhxbbxg ++=++=

证明如果多项式f (x)在有理数域上可约,由定理4.3,

k < n , l < n , k + l = n . 

.000 cba =
.,, 000 整除被或所以是一个素数而整除被因为 pcbppa

.,, 00
2

0 整除不能同时被所以整除不被但 pcbpa

除的系数是bs. 

.00 整除不被整除而被不妨设 pcpb 的系数不但 )(xg

考察等式

由此得到

.0110 ssss cbcbcba +++= −

.,,,, 001 整除也能被所以整除都被其中 pcbpbba sss −

中至少有一个能与这意味着是一个素数但 0, cbp s
.整除被p .)( 在有理数域不可约这个矛盾表明 xf

否则由f (x) = g (x)h (x)可知f (x)的系数
令g (x)中首个不能被p整

能全被p整除,
全被p整除, 这与假定矛盾.
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4.5例 .1)( 36 在有理数域上是否可约判断 ++= xxxf
解 .),( pEisensteinxf 判别法的素数找不到满足对

.1+= yx但若令 考虑多项式
)1()( += yfyg

.391821156 23356 ++++++= yyyyyy
.3 判别法条件满足则存在素数 Eisensteinp = )( yg即

.在有理数域上不可约 具有相同的与由于 )()( xfyg
.可约性 .)(, 在有理数域上不可约因此 xf

多判别法只是为我们判别表明例 Eisenstein4.5
.件约性提供了一个充分条项式在有理数域的不可

注记

nEisenstein判别法容易看出对任意此外由
2+nx

.在有理数域不可约 意次因此在有理数域存在任
.不可约多项式

.数域上是否可约判别下列多项式在有理4.6例

4118)()1( 234 ++−= xxxxf
8464)()2( 234 ++++= xxxxxg

解 .)()1( pEisensteinxf 判别法的素数找不到满足对

但其有理根只可能是

因此.0)2( =f直接检验不难得到

.4,2,1 ±±±
.)( 可约xf

.2)2( 条件不成立使得存在素数 Eisensteinp =
但是对多项式

7)1()( 4 +=−= yygyh
.)(. 不可约从而条件成立显然 yhEisenstein

.)(,)()( 不可约因此由相同可约性与由于 xgyhxg
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4.7例 又设个不同的整数是设 ,,,, 21 naaa n
.1)())(()( 21 +−−−= naxaxaxxf
.)( 在有理数域不可约为奇数则证明若 xfn

证明 ,)( 次整系数多项式为显然 nxf 可约则若 )(xf
,的有理系数多项式乘积可表示成两个次数较低

)()()( xhxgxf =
使得存在整系数多项式进而由定理 )(),(,4.3 xhxg

.))(deg())(deg(,))(deg(0 nxgxhnxg =+<<其中

从而为奇数时当 )),(deg())(deg(, xhxgn ≠
).()( xhxg ≠

,,,2,1,, nkak =对任意但由条件
.1)()()( == kkk ahagaf

.1)()( ±== kk ahag从而 矛盾！

.)( 在有理数域上不可约所以 xf
).()( xhxg =这意味着

课后练习

求下列多项式的有理根.1
1574)( 24 −−− xxxa 73)( 2

1523
2
1 −+− xxxb
数域上是否可约判断下列多项式在有理.2

,1)( ++ pxxa p

4117)( 234 ++− xxxb
那么上不可约如果在证明：一个本原多项式 ,.3 Z

.上也不可约它在Q
证明是整系数多项式设 ,)(4. 23 cbxaxxxf +++=

.)(,)( 不可约则为奇数若 xfcba +

)( 为素数p
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第5讲 复(实)系数多项式与结式

33 结式结式

11 复系数多项式复系数多项式

22 实系数多项式实系数多项式

11 复系数多项式

的复系数多项每个次数 1≥定理5.1(代数基本定理)
.式在复数域有一个根

.,此略的分析知识定理证明涉及更进一步
:定理可等价叙述为

的复系数多每个次数 1≥ 一项式在复数域上一定有
.个一次因式

.次因式上不可约因式一定是一这表明在复数域C
的复系数多项每个次数 1≥定理5.2 式在复数域上

.乘积可以分解成一次因式的
为次多项式的标准分解式复数域上因此 n,
lr

l
rr cxcxcxaxf )()()()( 21

21 −−−=
为正整数且互不相同其中 ll rrrccc ,,,,,,, 2121

nrrr l =+++ 21

).(, 重根按重数个根次复系数多项式恰有由此 nn
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22 实系数多项式

αα 那么的复根是实系数多项式如果 ,)(xf定理5.3
.)( 的复根的共轭也是 xf

证明 ,)(
0
∑
=

=
n

i

i
i xaxf设 .,,, 10 Raaa n ∈其中

由假设 .0)( =αf 注意到

)()(
1

ααα faf
n

i

i
i == ∑

=

.0)( =αf因此 .)( 的复根的共轭也是即 xfα
定理5.4 实数的实系数多项式都可在每个次数大于1
域上唯一分解成 .因式的乘积一次因式与二次不可约
证明 .用数学归纳法证明对多项式次数n

.,,1 故结论成立因一次多项式总不可约时当 =n
的多项式可分解成一即次数时成立下设 kkn << .

.式的乘积次因式与二次不可约因

.)(2,.5, α在复数域上有一个根由定理时当 xfkn =
次为且那么为实数若 1)()()()(, −−= kxgxgxxf αα

.实系数多项式 ., 成立结论对此时由归纳假设 kn =
因此的根也是那么为复数若 ,)(, xfαα

)())(()( xgxxxf αα −−=
,))(( 多项式为实数域内二次不可约由于 αα −− xx

.2)( 次实系数多项式为 −kxg 结论此时由归纳假设 ,
.式成立kn =

., 式都成立结论对一切实系数多项由归纳原理
域上的标准分次实系数多项式在实数由定理可得 n,

解式为 pr
p

r cxcxaxf )()()( 1
1 −−=

ql
qq

l bxaxbxax )()( 2
11

2 1 ++++×
满足均为正整数均为实数其中 ,,,,, jijii rlcba

nllrr qp =+++++ )(2 11 .042 <− ii ba以及
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5.1例 上分分别在复数域与实数域将 1)( −= nxxf
.积解为不可约多项式的乘

解 1)( −= nxxf 复数域内所有的根为
,sincos 22

n
k

n
k

k ic ππ += 1,,2,1,0 −= nk
在复数域上的分解为因此 )(xf

∏
−

=
−−=

1

0

22 )sincos()(
n

k
n
k

n
k ixxf ππ

,为得到在实数域上分解 我们注意到

knn
kn

n
kn

n
k

n
k

k ciic −
−− =+=−= ππππ )(2)(222 sincossincos

.12 也为实数时而且只有 −== mcmn
所以 时当 mn 2=

∏
−

=
−−+−=

1

1
))(()1)(1()(

m

k
kk cxcxxxxf ∏

−

=
+−

1

1

22 )1cos2(
m

k
n
k xx π

时当 12 += mn
∏
=

−−−=
m

k
kk cxcxxxf

1
))(()1()( ∏

=
+−

m

k
n
k xx

1

22 )1cos2( π

,10 =c

5.2例 345 )23()2()( xixixxf −+−+=将
ixixi −−+−+ )21()32( 2

解

由辗转相除法可得

234 )69()48(5)( xixixxf −+−+=′
)21()64( ixi −+−+

=′ ))(),(( xfxf 12 ++ xx
因此 ).()1()( 22 xgxxxf ++=
由带余除法可知 ixxg −=)(

在复数域的分解为因此 )(xf

.因式的乘积在复数域分解成不可约

2
2
3

2
12

2
3

2
1 )())(()( ixixixxf −++−−=
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5.3例 3456 )23(62)( xiixxixxf +−+−+=将

.约多项式的乘积在复数域上分解为不可
1)22()41( 2 −−+++ xixi

解

多次使用综合除法可得

观察得

)()1()1()( 2 xhxxxg +−=

.1)( 2 −+= xxxh其中

))(( 2
51

2
51 +− ++= xx

因此
).12)()()(1()1()( 2

51
2

512 ++++−= +− ixxxxxxf

其中

)()12()( xgixxf +=
.123)( 235 −++−= xxxxxg

判别法可验算由整系数多项式有理根
.0)1()1( =−= gg

即

5.4例 证明若 ),()(|1 3
2

3
1

2 xxfxfxx +++
)).(),((|1 21 xfxfx −

证明 2
31

2
31 , ii −−+− == ωω令 则

1| 2 ++− xxx ω 且 1| 2 ++− xxx ω
可知由 )()(|1 3

2
3

1
2 xxfxfxx +++

)()(| 3
2

3
1 xxfxfx +−ω
0)1()1( 21 =+ ff ω

)()(| 3
2

3
1 xxfxfx +−ω

即 0)1()1( 21 =+ ff ω
.0)1()1( 21 == ff由此可解得 因此

).(|1)(|1 21 xfxxfx −− 且
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3  3  结结 式式
可以用辗转相除法对任意多项式 ],[)(),( xKxgxf ∈

., 因式的存在性也可仅依靠系数判断公求公因式

上的是数域设 Kxbxgxaxf
m

i

i
i

n

i

i
i ∑∑

==
==

00
)(,)(引理5.1

有非常数与则不全为零两个多项式 )()(.,, xgxfba mn

),(][ xuxK 中存在非零多项式公因子的充要条件是在
使得)(xv

).()()()( xgxvxfxu =
且nxvmxu << ))(deg(,))(deg(

证明 ""⇒ ),(,1)())(),(( 1 xfxdxgxf 可得存在由 ≠=
使得)(1 xg ).()()(),()()( 11 xgxdxgxfxdxf ==

且那么 nxfmxg << ))(deg(,))(deg( 11
).()()()( 11 xgxfxfxg =

""⇐

那么若 ,1))(),(( =xgxf

因为这不可能, .))(deg(0)( nxvxv <≠ 且

).()()()( xgxvxfxu =
.))(deg(,0 nxfan =≠ 即不妨设 由

).()(|)( xgxvxf可知
).(|)( xvxf

)(xf所以
.)( 有非常数公因式与 xg

我们设为确定引理中的 ),(),( xvxu
01

2
2

1
1)( uxuxuxuxu m

m
m

m ++++= −
−

−
−

01
2

2
1

1)( vxvxvxvxv n
n

n
n ++++= −

−
−

−

乘法计算得 ∑ ∑
−+

= =+
=

1

0
)()(

mn

k

k

kji
ji xauxfxu

∑ ∑
−+

= =+
=

1

0
)()(

mn

k

k

kji
ji xbvxgxv
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两边系数得比较 )()()()( xgxvxfxu =
1−mnua 1−= nmvb

211 −−− + mnmn uaua 211 −−− += nmnm vbvb
32112 −−−−− ++ mnmnmn uauaua 32112 −−−−− ++= nmnmnm vbvbvb

∑∑
=+=+

=
kji

ji
kji

ji vbua

01100110 vbvbuaua +=+
0000 vbua =

0101 ,,,,, vvuu nm −−将其看作关于未知量 的方程组

个未知量的齐个方程移项后构成一个含 mnmn ++
其系数矩阵为次线性方程组 ,

=D 0

1

a

a
a
n

n

−

0

1

a

a
a
n

n

−

0

1

a

a
a
n

n

−
0

1

b

b
b
m

m

−

−
−

−

0

1

b

b
b
m

m

−

−
−

−

0

1

b

b
b
m

m

−

−
−

−

m列 n列
性方程组的存在性等价于齐次线显然 )(),( xvxu

0=Dx
.是否有非零解 这等价与判断法则由 ,Cramer

0|| =D
.0行列式是否为这又等价于判断下面的
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上的是数域设 Kxbxgxaxf
m

i

i
i

n

i

i
i ∑∑

==
==

00
)(,)(定义5.1

.0,, >nm两个多项式 式为称如上形式定义的行列

01 aaa nn −

01 aaa nn −

01 aaa nn −

01 bbb mm −

01 bbb mm −

01 bbb mm −

m行

n行

,)()( 的结式与为 xgxf ).,( gfR记作

=),( gfR

上的是数域设 Kxbxgxaxf
m

i

i
i

n

i

i
i ∑∑

==
==

00
)(,)(定理5.5

.0,, >nm两个多项式 ),(0),( xfgfR ⇔=
.0== mn ba常数公因子或

有非)(xg

证明 ""⇒ .0, 则结论成立全为若 mn ba
.)(),( 不全为零则 xgxf

.论也自然成立 ,0)(),( 全不为下设 xgxf 此时由

0),( =gfR
可知 ,0有非零解齐次线性方程组 =Dx 从而存在不全

使得的多项式为 )(),(0 xvxu
)()()()( xgxvxfxu =

且也全不为因此全不为由于 ,0)(),(0,)(),( xvxuxgxf
.))(deg(,))(deg( nxvmxu <<

.)(),(,5.1 有非常数公因式由引理 xgxf
""⇐ .0, 结论成立或有一个多项式为零时全为mn ba

可知齐次线性方程则由引理全不为若 5.1,0)(),( xgxf
.0有非零解组 =Dx .0),( =gfR这意味着

,0, 不全为若 mn ba
则结有一个为零若 ,)(),( xgxf
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.的结式求例5.5 01)( axaxaxf n
n +++=

12
1)( axaxaxg n

n +++= −

=),( gfR

解 01 aaa nn −

01 aaa nn −

01 aaa nn −

11 aaa nn −

11 aaa nn −

11 aaa nn −

n-1行

n行

得作变换 11,1 −≤≤− +− nirr ini

=),( gfR 1
0

)1()1( −−−= nn
n

nn aa

由定义

00
00

000 a
11 aaa nn −

11 aaa nn −

11 aaa nn −

n-1行

n行

0a
0a

.1
0
−= nn

naa

2100
0210
0021
2010
0201

),(

λ
λ

λ
λ

λ
−

−

=gfR

因为

2)( 2 ++= xxxg λ
5.6例 取何值时多项式λ 与2)( 3 +−= xxxf λ

.有非常数公因子

解

)3()1(4 2 −+−= λλ

时以及因此 31 =−= λλ .有非常数公因式

定理5.6 有重根的多项式复数域上次数大于 )(1 xf
.0),( =′⇔ ffR

5.7例 ?128)( 23 是否有重根多项式 −−+= xxxxf
解 .823)( 2 −+=′ xxxf
直接计算得 =′),( ffR .)( 无重根因此 xf.03600 ≠−
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1 i−2 i23− i32− i21− i−5 i48− i69− i64− i21−
i510− i1015− i1510− i105− i5−5 1
i48− i69− i64− i21−5
i−2 i46− i96− i84− i5−
i510− i2030 − i4530− i4020 − i25− i−2
i510− i1612 − i2112− i162− i5−

i418 − i2418− i2418 − i20−

i1045 − i5264 − i6224 −i7269 − i205 −5
i1045 − i6045 − i50−i6045 −

i819 + i1224 −i1224 − i205 −
i34187 + i156192− i1905 −i156192 −i819+
i34187 + i156267 − i156267 − i19080 −

75− 75−75−
1 11

i29 −
i29 − i29 − i29 −

i10− i10− i10− i10−
i10− i10− i10−

0

2cr
1cr i29 − i129 − i129 − i10−

附例5.2辗转相除法

返回

课后练习

分求 1357753)(.1 234567 −+−+−+−= xxxxxxxxf
.标准分解式别在实数域与复数域的

实系数多项式求一个次数尽可能低的.2 使得 ,,0,1 i
.,1 是二重根并且均为其在复数域的根 ii−

..3 项式必有实根证明奇数次的实系数多

?3)(,.4 3 有重根多项式取何值时 λλ +−= xxxf
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