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）

－维破裂孤子方程的群叶状方法和Ｍ式解 ． 原方程的对称群

的无穷维部分被用 来产生整个解空间的叶状结构
，

于是分解系统就继承了对称群的有限维部分 ． 求解的

过程完全符号化和 算法化 ． 利用群叶状方法
，

破裂孤子方程的
一

些Ｍ式精确解被得到
，

这些解关于无穷

维对称子群封闭 ．
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１ 引 言

非线性偏微分方程的求解具有重要意义 ，
且许多重要的微分方程具有无穷维的对称

群 ． 在李群理论框架下 ， 群叶状
（
也称群分解

）
方法是微分方程求解的有效方法 ． 该方法最

初 由 Ｌ
ｉｅ
Ｗ引人 随后经 Ｖｅ ｓｓ ｉｏｔ

Ｈ发展 ， 而它的现代形式则 由 Ｏｖ ｓ ｉａｎｎｉ
ｋｏｖ

Ｐ ｌ确立 ． 在群叶状

方法中 ， 我们首先将所研究方程的解空间关于其
一

个对称子群 ， 通常为对称群的无穷维部

分
，
分解成

一

个 自守系统和
一

个分解系统 ． 自 守系统刻＿ 了任
一

解在群作用下的轨道 ，
而

分解系统则区别各个不 同的解，
因此它表示轨道的集合 ． 自 守系统可看作

一

个不变微分约

束 ，
它的所有解均可通过变换群得到 ． 当关于对称群的无穷维部分做群叶状方法时 ，

于是

分解系统就继承了对称群的有限维部分 ． 这就使得我们可以系统地研究分解系统的群不

变解 ． 例如 ， 可以构造分解系统对称群的优化系统来求解分解系统不等价的群不变解 ． 最

终积分相应的 自 守系统 ， 可得原方程的解 ． 群叶状方法的例子在文 ［

４ １０
］
中可见 ． 遗憾的

是群叶状方法 ，
尤其是分解系统的构造 ，

通常很复杂且不易操作 ．

众所周知 ， 微分不变量在几何 、 微分方程和数学物理 中均有重要应用 ， 可参见文 ［

１ １

１ ５
］

． 对于
一

个李群 ， 确定其微分不变量的代数结构是应用微分不变量的第
一

步 ． 在文

［

１ ６ １ ７
］
中 ，

Ｆｅｌ ｓ 和 Ｏ ｌｖｅｒ 引入了
一

个活动标架 Ｃａｒｔ ａｎ 方法的新的等变法则 ，
之后又通过

一

系列文献
（
见

［

１８ ２０
］ ）
发展了这个方法 ． 这个方法已被用来构造偏微分方程的结构方程

和微分不变量 （
见

［

２ １ ２２
］ ）

． 最近 ，

Ｔｈｏｍｐｓｏｎ 和 Ｖａ ｌｉｑｕｅｔ ｔｅ 将等变活动标架理论嵌入到群
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，
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叶状方法中 （
见

［

２３
］ ）

． 与传统的方法相 比 ， 文 ［

２３
］ 中发展的方法完全符号化和算法化 ． 特

别地 ， 分解系统的推导仅依赖于微分不变量之间的递推关系和对合关系 ，
而不需要微分不

变量和不变微分算子 ．

本文研究 （
２ ＋１

）

－维破裂孤子方程 （
见

［

２４ ２６
］ ）
的群叶状方法和显式解

Ｕ
ｔｘ
—

４ｕｘｕｘ
ｙ

—

２，ＵＸ Ｘ Ｕ
ｙ

—

ＵＸ ＸＸ
ｙ

＝
０

，（
ｌ ＊ ｌ

）

这个方程被用来描述沿 ｙ 轴传播的 Ｒ ｉｅｍａｎｎ 波和沿 ｘ 轴传播的长波之间的相互作用 ．

当 ｙ
＝

ｘ 时 ，
它退化为著名的 ＫｄＶ 方程 ． 近些年来 ， 许多人研究了 它的 Ｐａ ｉｎｌｅｖＳ 性

质 、
Ｄｒｏｍｉｏｎ－型结构 、

Ｌａｘ 对及各种精确解
（
见

［

２７ ３４
］ ）

． 利用等变活动标架法 ， 研究了

它的微分不变量
（
见

［

３５
］ ）

． 然而 ， 据所知方程
（

１ ． １
）
的群叶状方法还没有被研究过 ． 本文利

用等变活动标架理论， 研究方程 （
１ ． １

）
关于其无穷维部分对称子群的群叶状方法 ． 可看到

求解过程是完全符号化和算法化的 ，

一

些关于无穷维子群封闭的显式解被得到 ．

本文结构如下 ： 第 ２ 节介绍
一

些关于等变活动标架和微分不变量的预备知识 ． 第 ３ 节

给出微分不变量代数的详细构造过程 ． 在第 ４ 节中 ， 将给出破裂孤子方程的群叶状结构 ，

得到它的
一些精确解 ． 最后

一

节为总结 ．

２ 预备知识

本节介绍
一些关于等变活动标架和微分不变量的基本知识， 更多详细结果可参考文

［

１ １ １ ２
，１ ６ １ ７

，１９
，
２２

］

．

对于下列含有 ｐ 个 自变量 ｘ 
＝

（
ｘ

ｉ

，

． ． ．

，
，

） 和 ？ 个因变量 Ｍ 
＝

 （
Ｍ

ｉ

，

． ． ．

，
Ｍ ？

） 的偏微分

方程组 ，
其中包含 《 阶导数

Ａ
＂

（
ｘ

，

ｍ
（
？

）

）
＝

０
，

ｖ
＝
１

， 
２

，

？  ？？

１

ｋ
１ （

２ ． １
）

这里 ｚ 
＝

（
ｘ

， 
ｍ

） 可看作 ｍ
＝

ｇ 维流形空间 Ｍ 中的
一

个局部坐标 ．

考虑方程组
（

２ ． １
）
的李点对称

ｄｕ
°

并记其 《 阶延拓为
Ｖｆ

）
ｑｎｏ

，
（
＂

）
＝ｅ４ ＋ｅ ｅ ＾４

ｔ
＝ ｌａ＝ ｌ ＃ Ｊ＝ ０ Ｊ

其中的系数 由下面的延拓法则决定

的
＝ 〇命

．

＋
ｊｙｉ ｔｅ ．

ｉ
＝ ｉｉ

＝ ｉ

本文我们关心对称群 （
２ ． ２

） 的无穷维部分 ， 并记

斗 ． ．

，

工
＊

，

． ． ．

，

以
°

，

． ． ．

，ｄ ． ． ．

， 沪！ ，

． ． ．

）

＝
〇

，

（

２ ． ２
）

（
２ ． ３

）

（

２ ．４
）

（
２ ． ５

）

为其无穷小决定方程组 ．

现在给出活动标架的定义 ．

定义 ２ ． １ 对于
一

个作用在 ｐ维子流形 ＷＣＭ 上的李伪群 ０
，
它的 ｎ 阶活动标架为

一

个局部 ０ 等变截面 ｐ
（
ｎ

）
：

ＪＩＭｊ）
４ 丑⑷ ．
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）

－维破裂孤子方程的群叶状方法和Ｍ式解３７９

构造活动标架 的
一

个实用方法是通过正规化过程 ， 这个过程依赖于为 ０ 轨道选

择
一

个横截面 ． 活动标架
一旦确定 ， 即 可通过不变化 ？ 阶坐标 （

Ｘ
，
Ｍ
Ｗ

） 得到正规化的微分

不变量 ，

Ｈ
ｔ
＝／

ｊ
＝（

２ ． ６
）

其中 ｔ 为诱导的不变化过程 ．

关于微分不变量代数， 有下列定理 ．

定理 ２ ． １ 若李 伪群 ０ 在
一适当的幵子集 Ｊ

＂

（
Ｍ

， ｐ ）
上

， 其中 ｎ 》 ０
（充分大的 ｎ

） ， 存

在
一

相容的活动标架族 ， 则所有 《 ＞ 〇 阶非幻影的正规微分不变量
（

２ ． ６
）
函数无关且构成

微分不变量代数 而 ＋

通过不变微分可更有效地获得高阶微分不变量 ． 不变微分算子的
一组基 １？

１ ，

． ． ．

，

可通过不变化全微分算子 １＾ ，

． ． ．

， 得到 ． 此外 ， 通过不变化水平坐标协标架 ， 我们可得

接触不变水平协标架

ｕｊ
％
＝ｉ

＝
１

， 
２

，

？ ？？

，
ｐ

． （
２ ． ７

）

为 了建立微分不变量之间的递推关系 ， 微分同胚伪群的 Ｍ ａｕｒｅｒ －Ｃａｒｔ ａｎ 形式是必需

的 ， 其可看作在无穷节丛上的右不变接触形式 ． 它的
一

组基可用纤维坐标 Ｘ
Ｌ来标记 ，

并记

Ｘ＼ ，＊
＝
１

， 

？ ？ ？

 ， ｐ ，〇．
＝

！
，

■ ■ ■＞０（
２ ． ８

）

表示对应的基 Ｍａｕ ｒｅｒ
－Ｃａｒｔａｎ 形式 ． 下列关于 Ｍａｕ ｒｅｒ

－Ｃａｒｔａｎ 形式的定理和定义是重要

的 ．

定理 ２ ． ２Ｐ艮制的 Ｍａｕｒｅ ｒ－Ｃ ａｒｔａｎ 形式满足提升决定方程组

￡
（

． ． ．

， ＸＨ ，

． ． ．

）

＝ ０
，（

２ ． ９
）

其可从无穷小决定方程组 （
２ ． ５

）
通过下列替换法则得到

ｘ
％

＾ｕ
〇＇

＾Ｕ
ａ

，ｉ

—

＾ｘａ ｊ＾Ｍａ
－

然而 ， 在构造递推关系的过程中 ， 最重要的并不是 Ｍａｕ ｒｅｒ －Ｃａｒｔａｎ 形式 自身 ，
而是它

们在活动标架映射下的拉回形式 ．

定义 ２
．
２ 给定

一

个活动标架 ｐ
（
ｎ

） ：Ｊ
＂

（

Ｍ
，

；ｐ ）
４Ｗ （

ｎ
）

， 不变的 Ｍａｕｒｅ ｒ－Ｃａｒｔａｎ 形式定

义为其拉回形式的水平分量

ＰＡ
＝

＾Ｈ
［ （ｐ

｛
ｎ

）

Ｔｘ
ｌ

ＡｌＣＡ
＝

＾Ｈ
［ （ ｐ

｛
ｎ

）

ｙ Ａ^ｌ （
２ ． １〇

）

其中

ｘｋ ，
ｉ

１％＜＝１
，

． ． ．

， Ｐ ，
《
＝１

，

． ． ．

， Ａ＃乂＞〇 （

２ ． １ １
）

为基Ｍ ａｕ ｒｅｒ
－Ｃａｒｔａｎ

形式 ．

定理 ２ ． ３ 不变的 Ｍａｕｒｅ ｒ
－Ｃ ａｒｔａｎ 形式满足不变的决定方程组

（
（

． ． ．

， 私 ，

…

，

尸
Ｓｄ

． ． ．

）

＝
〇

， （
２ ． １ ２

）

其可通过不变化无穷小决定方程组
（

２ ． ５
）
得到 ．
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拓展不变化过程 ， 令
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＜ｅＡ ）
＝

Ｐ
ｌ

Ａ ，

＇＾
°

ａ ）
＝

Ｃｌ （
２ ． １ ３

）

为相应的不变 Ｍａｕ ｒｅｒ
－Ｃａｒｔ ａｎ 形式

（

２ ． １０
）

．

定理 ２
．
４ 微分不变量

（

２ ． ６
）
之 间的递推关系为

Ｐ

１＝ １

＾ｈＩ
°

ｊ
＝ （

２ － １４
）

１
＝ １１

＝ １

其中修正项 約 ＝

４存彳 ） 为延拓向量场 中系数 分彳 的不变化 ． 事实上 ，
只需延拓法则 （

２ ．４
）

和决定方程组 （
２ ． ５

） 即可计算 存彳 ，
而不需要 ＾ 的显式表达式 ．

生成对合关系分成两类 ，
第
一

类为如下形式 ：

＾ｋ Ｉ
°

ｊ
＝

ｃ

°

ＪＫ
＋ （

２ ． １ ５
）

其中 巧 为
一

个生成微分不变量 ， 为
一

个幻影微分不变量 ；
而第二类形式为

＾
Ｊ
＾
ＬＫ

￣＾ｋ Ｉ
ｌ ．Ｊ

＝
Ｌ^Ｋ

，

Ｊ 
￣

Ｌ^ Ｊ
，

Ｋ ＾（
２ ． １ ６

）

其中 疗ｉｆ 和 疗』 均为生成微分不变量 ， 指标集 Ｋ ｎＪ
＝

０ 不相交且非空 ，

Ｌ 为
一

个任意的

多指标 ．

３ 微分不变量代数

对于
（

２＋１
）

－维破裂孤子方程 ， 其对称群的向量场 ｖ 为

ｖ
＝

ｒｄ
ｔ
＋＾ｄｘ＋ｒ

］

ｄ
ｙ
＋ （

ｐ
ｄｕ

， （

３ ． １
）

其中无穷小 ｔ
，
Ｃ

， 和 Ｗ 均为 ｔ
， Ａ的函数 ． 由方程 （

１ ． １
） 在 向量场 （

３ ． １
） 下的不变条件

可得
一

组关于 ｔ
， 已 ？

？ 和 Ｗ 的超定系统 ，
解得

Ｔ
＝

＾

Ａ
］ ｔ

２

＋入 ２ 尤 ＋入 ３
， £ 

＝

＾
（
入 １尤＋２入 ２

－

２入５
）
工＋／ ，

？
？

＝

豆
（
Ａ

ｉ ｙ＋２入 ４ ）
尤＋入 ５泣＋入６ ，（

３ ． ２
）

Ｖ

＝— ＋ ２Ａ２
—

２Ｘｓ
）

ｕ
—－Ｘ ４Ｘ 

—－ Ｘ ｉ ｘｙ
—－

＾
ｙ ｆ

＇

＋ｇ ，

其中 ＼ ，
＊
＝
１

，
２

，

． ． ．

，
６ 为常数， ／ 三 ／⑴ 和 ３ 三 ３⑴ 均为 ｔ 的光滑函数／ 表示求导 ． 因此

对称群的无穷维部分为

ｖ
／

＝

ｆ
ｄ
ｘ
－

＾
ｙｆ

＇

ｄ
ｕ ，ｖ

ｓ

＝

ｇ
ｄ
ｕ

．（
３ ． ３

）

同时 ， 向量场
（

３ ． ３
）
的无穷小决定方程组为

Ｔ 
＝

Ｔ
ｆ

＝＝

Ｃｙ
＝

Ｃｕ
＝＝＝

〇
？Ｔ ｙ

＝— ￣

＾
ｔ

． （
３ ．４

）

在对递推关系的结构有所了解之后 ， 我们再选取确定活动标架的横截面 ． 首先 ， 令

Ｈ
ｉ
＝丑

２
＝

＂
（
工

）
，

丑
３
＝

＂
（ ？ ／ ）

，Ｉ
ｔ
ｊ
ｋ
＝
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－维破裂孤子方程的群叶状方法和显式解 ３８ １

表示正规化的微分不变董 ， 用

＾ｉ
ｊ ｋ ｌ


＝ｉ^ ｉ

ｊ ｋ ｌ

＝

ｌｙ

ｉ，＾，

ｉ
ｊ ｋ ｌ

＇

）
ｉ

＇

ｈｊ ｋ ｌ

＝

ｂ
ｉｊｈｊ ｋ ｌ

）
，Ｃｉ

ｊ ｋ ｌ

＝

 ）

表示不变的 Ｍａｕ ｒｅ ｒ
－Ｃ ａｒｔ ａｎ 形式 ． 由不变化决定方程组 （

３ ． ４
）

， 可得不变的 Ｍａｕｒｅ ｒ
－Ｃａｒｔａｎ

形式之 间的完全线性相关系统为

ａ
＝＾

／

＝

 ｊ
３ｘ

＝

（
３ｙ

＝

ｌ
＾ｕ

＝

Ｃｘ
＝

Ｃｕ
＝

〇
：Ｃｙ

＝（
３ ． ５

）

且不变的 Ｍａｕ ｒｅｒ
－Ｃａｒｔａｎ 形式的

一

组基可选为

Ｐｔ、Ｃｔ、ｎ彡 ０
，

记 Ｐ
２ ，为对偶于不变水平协标架的不变微分算子

＝
＾

（

ｄｔ
）

，Ｃ
ｃ ？

２
＝

＾
（

ｄｘ
）

，Ｃ
ｃ ？

３
＝

ｆ ＾

（

ｄ
ｙ ）

．

（
３ ． ６

）

同样 ， 这里并不要求它们的具体形式 ．

于是， 由定理 ２ ． ４ 下面的递推关系立即可得

ｄｎ


丑１
＝

ｗ ｉ
，ｄＨＨ２

＝
＾ ２＋／

？
， （＾ｈＨｓ

＝
０Ｊ３

，

ｄ
ｊ／
ｉ
ｏ ｏ ｏ

＝Ｊ
ｉ 〇 〇ｗ ｉ十ｉ 〇 ｉ 〇Ｗ２十Ｊ０ ０ １Ｗ ３十Ｃ ，

ｄ
ｊ／
Ｊ

ｉ ｏ ｏ
＝

ｉ
２ 〇 〇ｗ ｉ十Ｊ１ １ ０Ｗ２十Ｊ１０ １Ｗ ３

—

Ｊ
〇 ｌ 〇 ／

？Ｔ十Ｃｒ ，

ｄ ｊ／ｉ ｏ ｉ ｏ
＝

ｉｎ 〇Ｗ ｉ十ｉ 〇 ２ 〇Ｗ２十Ｊ〇 ｌ ｌＷ ３
，

ｄ ｊ／ｉ ｏ ｏ ｉ
＝

Ｊｉ ｏ ｉ Ｗ ｉ十ｉ 〇 ｉ ｉ Ｗ２十Ｊ〇 ０ ２Ｗ ３
—

ｄ ｉｆｉｎ ｏ
＝

ｉ ２ １ 〇Ｗ ｌ十Ｉｌ ２ 〇Ｗ２十Ｉｌ ｌ ｌＷ ３
＿

Ｉ〇 ２ 〇 ／
＾Ｔ

，

ｄ ｉ／Ａ ｏ ｉ
＝

ｄ
ｉｆ
ｉ
ｏ ｉ ｉ

＝

Ｊ２ ０ １ Ｗ １十Ｊ１ １ １ Ｗ２十Ｊ１０ ２Ｗ ３
——

Ｊｏ ｉ ｉＡｒ
，

Ｉ
ｌ ｌ ＼ Ｌ〇 ｌ＋／〇 ２ １ ＾２＋ ０^ １２＾ ３ ，

ｄ
ｊ／
＾
２ ０ ０

＝
 ＾３０ ０＾ １＋ ＾２ １ ０＾２＋ ＾２ ０ １＾ ３

￣

２／ｈ 〇 ／
？ｔ

ｉ ｌ ２ 〇Ｗ ｌ十／〇３ 〇Ｗ２十Ｊ〇 ２ ｌＷ ３
，

ｉ ｌ 〇 ２Ｗ ｌ十／〇 １ ２Ｗ２十Ｊ０ ０ ３Ｗ ３
，

＾ｕｋ ｏ ｏ
＝

 ＾
４０ ０＾ １＋ ＾３ １ ０＾２＋ ＾３０ １＾ ３

￣

３／
２ ｌ 〇 ／

？Ｔ

ｄ
ｊ／
Ｊ
〇 ３０

＝
Ｊ

ｌ ３〇Ｗ ｌ十Ｊ〇４ 〇Ｗ２十Ｊ０ ３ １Ｗ ３ ，

ｄ
＿

ｆｆｉ 〇 〇３
＝

Ｉｌ ０ ３Ｗ ｌ十Ｉ〇 １３ Ｗ２十Ｉ〇 ０ ４Ｗ ３
，

ｄ ｉ／＾０ ２ ０

ｄ ｉｆ／〇 〇 ２

？Ｉ
〇 ｌ 〇 ／

＾Ｔ ：Ｔ十ＣｔＴ ，

ＳＩ
ｉ ｉ ｏＰｔｔ

—

Ｉ
ｏ ｉｏ Ｐｔｔｔ＋Ｃｔｔｔ ，

（
３ ． ７

）

ｄ
ｊ／
Ｊ

ｌ ２ ０
＝Ｊ

２ ２ ０Ｗ Ｉ十Ｊｌ３ 〇Ｗ２十Ｊ１２ １Ｗ ３
—Ｊ

〇３ 〇 ／

？Ｔ ，

ｄ
ｊ／ｈ ｉ ｏ

＝
Ｊ

３ １ ０Ｗ Ｉ十Ｊ２ ２ ０Ｗ２十Ｊ２ Ｉ ＩＷ ３
—

２Ｊ
ｉ ２ 〇 ／

？Ｔ
—

Ｊ
〇 ２ 〇Ａｒｒ ，

ｄ ｉｆｉ ｌ ０ ２
＝

Ｉ２ ０ ２Ｗ Ｉ十Ｉ１ １ ２Ｗ２十Ｉ１０ ３Ｗ ３
＿

Ｉ〇 １ ２ ／
５ｔ

，

ｄ ｉｆ／２ ０ １ Ｊ３０ １ Ｗ Ｉ十Ｊ２ Ｉ Ｉ Ｗ２十Ｊ２ ０ ２Ｗ ３
——

ｉ 〇 ｌ ｌ ／
？ＴＴ

—

ｄ ｊ／ｉ 〇 ｉ ２
＝

Ｊ１ １ ２Ｗ １十Ｊ０ ２ ２Ｗ２十Ｊ０ １３Ｗ ３
，

ｄ
ｉｆ
ｉ
〇 ２ １

＝Ｉ
ｌ ２ ｌ Ｗ ｌ十Ｉ〇３ ｌ Ｗ２十Ｉ〇 ２ ２Ｗ ３ ，
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考虑正规化条件

丑
２
＝

〇
，

１
〇 〇 〇

＝
〇

， 人
，

〇
，

〇
＝

〇
， 人 ｉ

，

ｏ
，

ｉ
＝

〇
，

＜＞ １
，

将
（
３ ． ８

）
代入

（
３ ． ７

）
， 可得基本的不变形式 ：

／
？
＝－＾ ２

，Ｐｔ
＝

２
（
／〇ｈ＾ ２＋＾０ ０ ２＾３

） ，

ＰｔＴ
＝

２
（

／ｍ
—

 ２／
〇 １ １ ）

＾２ ＋２
（

／
ｉ〇 ２ 

—

２／０ ０ ２ ／０ １ １
）
＾３ ，

． ． ．

，

Ｃ

＝—＾
０ １ ０＾ ２ ，Ｃｔ

＝

（
２／

〇 ｌ〇
／
〇 ｌ ｌ

—

／
ｌ ｌ〇 ）

＾ ２＋２／〇 ｉ 〇
／
〇〇 ２＾３ ，

ＣｔＴ
＝

（
２／〇 ｌ 〇

／
ｌ ｌ ｌ＋４／〇 ｉ ｉ

／
ｉ ｉ〇

—

４／〇 ｉ〇
／
〇 １ １

—／
２ １〇

）
＾ ２

十２
（

ｉ
〇 ｉ 〇

Ｊ
ｉ 〇 ２十４Ｊｎ 〇

ｉ
〇 〇 ２

—

４ｉ
〇 ｉ〇

ｉ
〇 ｉ ｉ

ｉ
〇 〇 ２

）
Ｗ３ ，

． ． ．

，

而更髙阶的不变 Ｍａ ｉｉｒｅ ｒ
－Ｃａｒｔａｎ 形式可递归得到 ．

将
（
３ ． ９

）
代入

（
３ ． ７

） 式中非幻影变董方程 ， 即得微分不变董之间的递推关系 ：

＾
１
＾
０ １ ０

＝ Ｊ
１ １ ０ ，

＾
２
＾
０ １０

＾ １＾０ １ １

＝ Ｊｉ ｌ ｌ ，
＾２＾０ １ １

＾
ｌＡ ｌ Ｏ

＝ Ｊ
２ １ ０ ，

＾
２
＾

１ １０

＾ １＾０ ２ ０
＝ Ｊ１ ２ ０

，

＾２＾０ ２ ０

＾
１
＾
０ ０ ２

＝ Ｊ
１ ０ ２ ，

＾
２
＾
０ ０ ２

＾
１
＾

１ ０ ２
＝ ｈ 〇 ２ ，

＾
２
＾

１ ０ ２

＾
１
＾
０ １ ２

＝ Ｉ
１ １ ２ ，

＾
２
＾
０ １２

＾ １＾０ ２ １

＝ Ｊ１ ２ １
，

＾２＾０ ２ １

＝
１
〇 ２ 〇 ，１＾

３ ０^ １０
＝


０^ １ １ ，

＝
１〇 ２ １ ，１＾３ ０^ １ １

＝
 ０^ １２ ，

＝ 了
１２ ０

—

２ｉ
〇 ｉ ｉ

ｉ
〇 ２ 〇 ，Ｐ

３Ａ １Ｏ
＝

Ａ ｌ ｌ
—

２／
〇 〇 ２

／
〇 ２ ０ ，

＝
ｉ〇 ３〇

，Ｄ３ Ｊ０ ２Ｏ
＝

Ｊ〇 ２ １
，

＝
ｉ
〇 １２ ，Ｔ＞

ｓ
Ｉ
〇 〇２ 

＝
／

〇 〇３ ，

＝ Ｊ
ｌ ｌ２

—

２ｉ〇 ｉ ｉ
ｉ
〇 ｉ ２ ，Ｔ＞

ｓ
Ｉ

ｉ〇 ２
＝／

ｌ〇 ３
￣

２／〇 〇 ２／〇 ｌ２ ，

＝ ｉ
〇 ２ ２ ，Ｄ

３
Ｊ
０ １２ 

＝Ｊ
〇 １３ ，

＝
ｉ〇 ３ １

，Ｔ＞ｓ Ｉ〇 ２ ｌ
＝

／〇 ２２
，

（

３ ． ８
）

（
３ ． ９

）

（
３ ． １０

）

至此
， 我们得到下面的定理 ．

定理 ３ ． １（
２ 十 １

）

－维破裂孤子方程无穷维部分对称群的微分不变董代数的基本生成

集为 ｛
丑 １

，

丑３
，

Ｊ＿
，

Ｊ〇 ０ ２ ｝ 

＋

下面 ， 为了推导活动标架和微分不变董的显式形式 ， 我们考虑 （
３ ． ３

）
对应的变换

Ｔ＝ｔ
，Ｘ＝ｘ ＼ ｆ ，Ｙ＝

ｙ ，Ｕ＝ｕ －－ ｙｆ
ｆ


＼

ｇ
． （

３ ． １ １
）

于是， 群变换
（

３ ． １ １
）
的提升水平协标架为

＜＼ｒＴ
＝

ｄｔ
，ｄ

ｆｆ 

义 ＝＝

ｆ
！

ｄｔ ＋ｄｘ
，

ｄＨＹ
＝

ｄ
ｙ ，

（

３ ． １ ２
）

且对偶的提升全微分算子为

ＤＴ＝Ｄ
ｔ

－

ｆＤｘ
，

Ｄｘ＝Ｄｘ
，

Ｄｙ
＝

Ｄ
ｙ

．

（
３ ． １ ３

）
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２ 十 １

）

－维破裂孤子方程的群叶状方法和显式解 ３８３

反复将微分算子 （
３ ． １ ３

） 作用到 （
３ ． １ １

） 中的 上
， 可得 （

３ ． ３
） 在子流形节丛上延拓的群

作用 ． 例如 ，

Ｕｊ１

＝

Ｕ
ｔ
—

ｆ ｕｘ
—￣

＾
ｙ ｆ９ ？Ｕｘ

＝Ｕｙ
＝

Ｕ
ｙ

——

ｆ ，

ＵｔＸ＝ｕ
ｔ
ｘ
—

ｆ
ｕｘ ｘ

．

Ｕｔｔ＝ｕ
ｔ ｔ
—

ｆ
！ ！

ｕｘ＋ｆ
／２

ｕｘｘ
—

２ｆ
！

ｕ
ｔ
ｘ
—

ＵｔＹ
＝

Ｕ
ｔ ｙ

—

ｆ
！

Ｕｘ
ｙ

—－

／
／ ；

，

ＵｘＸ
＝

ｕｘ ｘ ，ＵｘＹ
＝ 从

ｘ
ｙ

，Ｕｗ
＝

＾
ｙ ｙ

ｉＵｘＸＸ＝ｕ ｘｘ ｘ ，

（
３ ． １４

）

ＵｘＸＸ Ｙ

解正规化方程组
（
３ ． ８

）
， 可得群参数

ｆ
＝—

／
＝

２Ｗ
ｙ ，ｆ

＝
＾Ｕ

ｔ ｙ

—

ＡＵＸ
ｙ
Ｕ
ｙ ：

． ． ．

，

ｇ
＝

ｙＵ ｙ

—

ｕ
，ｇ

＝

ｙ ｉ＾ ｔ
ｙ

—

２／Ｕ
ｙ
ＵＸ

ｙ

＇

）２／ｕ ｘＵ
ｙ

—

再将 （
３ ． １５

） 代入其他的变换子流形节丛坐标可得正规微分不变董

Ｈ
ｉ
＝：

Ｌ
（
ｔ

）
＝

ｔ
，

ｈ
３
＝

ｉ
、 ｙ）

＝

ｙ ：Ｉ
０ １０

＝
ｌ

｛＾ｘ
）
＝

Ｊ〇 ｌ ｌ
：＝

＾
（
Ｕｘ

ｙ ）

＝
＾ｘ

ｙ 
１

Ｉ〇 ２ ０
＝

＾
｛
ｕｘ ｘ

）
＾ｘ ｘ

ｉ ０^ ０ ２
＝＝

＾
ｙｙ ｉ （

３ ． １ ６
）

Ｉ
１ １ ０

ｚ＝
＾

（
Ｕ

ｔｘ
）

＝
Ｕ

ｔｘ
̄

＂
２ＵＸ ＸＵ

ｙ
■／

〇 ３ １
＝

＾＾ｘｘ ｘ
ｙ ）

＾ｘ ｘｘ
ｙ

＊ ＊ ＊

．

最终 ， 方程 （
１ ． １

）
立即可用所得的微分不变董表示

＾
（

Ｅ
ｑ

．

（

ｌ ． ｌ
） ）
＝／ｎ ｏ

－ ４ ／
〇 ｉ〇

／
〇ｎ

－／
〇３ ｉ

＾Ｈｘ
＿＿

４ｕｘ ＵＸ
ｙ

＿

＾ｘ ｘｘ
ｙ

＝ ０ ．

方程
（
３ ． １７

）
在推导群叶状方法分解系统中有重要作用 ．

（
３ ． １ ７

）

４ 群时状方法和显式解

由 定理 ３ ． １
， 我们可将 Ｆ３

，

ｉ 〇 １ ０ 看作 自 守系统中函数无关的参变量 ， 余下的 １〇 ０ ２ 看

作关于它们的
一

个实函数 ． 此外 ， 需验证相关性条件

＜１丑丑 １ 八 ＜１丑丑３ 八 ｄ
＿

ｆ／ ｉ〇 ｉ 〇
＝

ｗ ｉ 八吨 八
（
Ｊｎ〇 ｗ ｉ 十 １ 〇 ２ 〇吻 十 １ 〇 １ １吨

）

＝ —／
〇 ２ 〇

ｉ＾ ｌ
Ａ （ｘ？

２
Ａ （ｘ？

３
－ （

４ ． １
）

于是， 需分别考虑 ｉ〇 ２ 〇＃
〇 和 ｉ〇 ２ 〇

＝
〇两种不同的情形 ．

４
．
１情形

１
，
１。 ２ 。 ／

０

首先用不变导数 乃
＆ ， 和 。 来表示不变全导数算子 Ｐ

２ 和 Ｐ
３

． 由 链式

法则 ， 可知

Ｖ
＼
＝Ｖ

＼
Ｈ

ｉ
？ＤＨ

ｌ＋ Ｘ＞

ｉ
ｉ＾

３
＊Ｄｈ３＋ ＾ １

／
０ １０

＊Ｄ
Ｉ〇 １ ０

＝ＤＨ
ｌ ＼

Ｉｎ〇
Ｄ

Ｉ〇 １ ０ ，

Ｖ
２ 
＝

Ｖ
２
Ｈ

１
？

ＤＨ
ｌ
＋＾２

＾
３

＊

Ｄｈ３
＋＾２

＾
０ １０

＊

Ｄ
Ｉ〇 １ ０

＝
Ｉ

〇 ２ 〇
Ｄ

ｉ 〇 １ ０ ， （

４ ． ２
）

取 ＝
．

ＤＨ
ｌ＋ Ｖ３

Ｈ
３

．

ＤＨｓ＋ Ｖ３
ｌ
〇 １０

．

Ｄ
Ｉｑ ｉ ｑ

＝ＤＨｓ＋Ｉ０ １ １
Ｄ

Ｉ〇 １ ０

．
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显然另外 ３ 个不变董 ／１ １ ０
，１ 〇 ２ ０ 和 ｉ〇 ｕ 应当作因变董加入到生成集中 ． 于是 ， 在这种情形

下 ， 生成集
（不是最小／

基本生成集
）
变成 ｛迅 ，＾ ，

／＾ ，

／＾ ，

ｉ
〇 ２ Ｑ ，

ｉ
〇ｕ ｝ ， 且生成集之间

的对合关系为

＾
３ 〇^ １〇

＿

＾２＾０ ０２ 
＝

〇
，＾２ ＾１ １０

－

＾ １ ０^ ２ ０ ＋２／〇 ｎ ／〇 ２ 〇
＝

〇
，

％ ０^ ２ ０
－ ＾

２ ０^ １ １
＝

〇
，％Ａ ｌ Ｏ

－＾
１
＾
０ １ １＋２

／
〇 〇 ２

／
〇 ２ ０

＝
〇 ？

同时 ，
立即可得

一

个秩为 ３ 的 自守系统 ：

／〇 〇 ２
＝

Ｅ
｛
Ｈ ＼

，
Ｈｓ

，
／〇 １〇

） ，／ｎｏ
＝ｉ＾３

，

／〇 １ 〇
） ，

／
〇 ２ 〇

＝Ｋ
｛

Ｈ
＼ ，
Ｈ

ｓ ，
／
〇 ｉ〇

）
，／

〇ｎ
＝Ｌ

｛

Ｈ
＼ ，
Ｈ

ｓ ， 
／
〇 ｉ〇

）

．

此外，
已知方程 （

１ ． １
） 的不变化为

／
ｌ ｌ 〇

—

４／〇 １ 〇
／
〇 １ １

— ／
〇 ３ １

＝／ｎｏ
—

４／〇 １〇
／
〇 １ １

— Ｖ
＾
Ｉ
ｏｎ

＝
０

，

它被称作约束对合关系 ．

将
（
４ ． ３

） 和 （
４ ． ５

） 用 （
４ ． ２

） 和 （
４ ． ４

）
表示

，
立即可得下面的分解系统

ＫＨ
３
＋ＬＫＩ

〇 １ ０
－

ＫＬ Ｉ
〇 １ ０

＝
０

，

ＬＨ
ｚ
＋ＬＬ ｉ

〇 １ ０
－

ＫＥＩ
〇 １ ０

＝
０

，

Ｋ Ｊ
ｉ０ １ ０

＋ ２ＫＬ － ＫＨ
ｉ

－ ＪＫ
ｉ〇 １ ０

＝
（）

，

Ｊｈ
３
＋ＬＪｊ

０ １ ０
＋２ＥＫ

—

Ｌｈ
ｘ

—

ＪＬ／ｊ
０ １ ０

０
，

Ｊ — ４／
〇 ｉ〇

Ｌ－

（

Ｋ
Ｉ 〇 １ ０

Ｌ
Ｉ〇 １ ０

＋ＫＬ Ｉ〇 １ ０ ｊ０ １ ０ ）

Ｋ＝０ ．

这个方程组刻画了 自守系统 （
４ ． ４

） 的可积条件 ． 经计算可知 （
４ ． ６

） 的李对称群由 下列 ６ 个

向董场生成 ：

ｘｉ
＝ｄｎ

１
，Ｘ３

＝Ｈ
ｉ
ｄｎ

１
＋Ｈｓ

ｄｎ３
—

２Ｅ〇ｅ
—Ｊｄ

ｊ
— Ｌ〇ｌ ，

３３

Ｘ２
＝

９ｈ
３ 

，ｘ４
＝

Ｈ＾ ｃ）ｈ
？ｉ

＋Ｉ〇 ｉ〇 ９ｉ
０ １ ０

—－ＥｄＥ ＼
Ｊｄｊ ＼

－ ＫｄＫ
，

Ｘ５
＝－ Ｈ

ｆ
ｄｎ

１
＋

—Ｈ ｉＨｓ ｄｎ
３
—

〇 （
＾３＋４ｉ７ｉ ／〇 ｉ〇

）
＾／

０ １ ０（
４ ． ７

）

ＬＬ〇

－ －Ｈ ｉＥｄＥ—＋
￣

（
ＨｓＬ ＋Ｉ〇 ｉ 〇

）

＾

ｄｊ
—－Ｈ １Ｋ ｄＫ

—

（
＾

Ｈ ｉＬ＋

Ｘ６
＝—４丑 １办／

３
十 办

。 １ Ｃ
Ｉ十４Ｌ３ｊ ．

最近 ， 文
［

３６
］
和文

［

３７
］
中分别提出 了构造李对称群

一

维和二维优化系统的直接算法 ．

本文为简化起见 ， 我们仅考虑方程组 （
４ ． ６

） 在四维子代数 ｛
ｘｈ ｘｉ ｘ＾ ｘｊ 下的对称约化 ． 利

用文
［

３７
］
中的方法 ， 略去复杂的计算 ， 可得上述子代数的

一

个二维优化系统为

０ １
＝

｛
ｘ２＋ｘ４

，
Ｘｉ＋Ｘ２ ＋ｘ３ ｝ ，０ ２

＝

｛
ｘ４

，
Ｘ ｉ＋Ｘ３ ｝ ，

０ ３
＝

｛
Ｘ２ ，

Ｘ３＋Ａ： ｉ Ｘ４ ｝ ，０ ４
＝

｛
Ｘ２ ， 

Ｘ ｉ＋Ｘ４ ｝ ，

０ ５
＝

｛
ｘ２

，

ｘ ｉ
－ ｘ ４｝ ，０ ６

＝

｛
ｘ ｉ

，

ｘ３＋Ａ： ２Ｘ４ ｝ ，０ ｒ
＝

｛
ｘｉ

，

ｘ２＋Ｘ３
－

Ｘ４ ｝ ，（

４ ． ８
）

０ ８
＝

｛
Ｘ １

，

Ｘ２
－ Ｘ ３＋ Ｘ４ ｝ ，０ ９

＝

｛
Ｘ ｉ＋ Ｘ２

，

Ｘ３ ｝ ，

０ １０
＝

｛
ｘ

ｉ
－

ｘ
２ ，

ｘ
３ ｝ ，（

ｋ
１ ：

ｋ
２
Ｇ Ｍ

）
．

（
４ ． ３

）

（
４ ．４

）

（
４ ． ５

）

（
４ ． ６

）
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利用 （
４ ． ８

） ， （
４ ． ６

） 可被直接约化成
一

组常微分方程 ． 求解相应的常微分方程组， 可得

（
４ ． ６

）
的精确解 ， 于是即可得到显式的 自 守系统 ．

利用 ＾ ， 略去复杂的计算 ， 得到
（

４ ． ６
）
的
一

个精确解

Ｅ ＝０
，

Ｊ〇 ｉ ｏ

历 十 ｒ
Ｋ＝

丑３ 十 １

）

暑

４
（
历 十 １

）

．

（
４ ． ９

）

于是， 我们得到下面的 自 守系统 ：

ｕｘ

Ｕ
ｙ ｙ

＝
〇

，
ｒ

（Ｊ
ｊ
ｔｘ
＿

＾ｕｘｘ Ｕ
ｙ

＝ —

力 十ｉ

，

ｉ

Ｕｘ
ｙ

＝￣

４
（
ｔ＋ １

）

＇

（
４ ． １０

）

求解
（
４ ． １０

）
， 可得破裂孤子方程的

一

个显式解

１／４ｘ１＼ １
／
ｘ 十ｈ ｉ ， ＼ ７

１ ６Ｖ ｔ ＋１ｃ
２

（
ｘ＋／ｉ ｉ

）

ｙ４Ｖｔ ＋１
 １

Ｊ
ｙ

在 （
４ ． １ １

）
及下面得到的解中 ，

ｃ
￥

０ 为常数 ，

／ＭＥｈ ⑴ 和 如 Ｅ 如⑴ 为任意函数 ．

考虑 ０ ２ ， 可得 （
４ ． ６

）
的另

一

解

Ｅ 
＝

０
，

１
〇 １ ０

Ｈｉ＋Ｖ
Ｋ
＝

ｈ
３＼ ｉ

ｍ＋ｉ
） ４

（
Ｆｉ＋ｌ

）

＇

类似地 ， 得到

１１ ／ ｘ＋ｈ ＼

１６ｃ
２

（
ｘ＋ｈ ｉ

）４Ｖｔ＋１

（
４ ． １ １

）

（
４ ． １ ２

）

（
４ ． １ ３

）

解 （
４ ． １ １

） 和解 （
４ ． １３

） 均关于 ｙ 线性而关于 ｘ 非线性 ． 它们在 ｉ
＝－

１ 和 ｘ 
＝－

／ｍ 处均具有

奇性， 且当 ｘ ４〇〇 时无界 ．

利用 ０ ３ ， 得到 （
４ ． ６

） 下面的解

￡ ；
＝ ＿

Ｍ
｜
＿ｔ

ｌ
）

（
ｆｆｉ ）

＿

｜
ｋ

ｌ
＿ ２

＞Ｊ＝ ｋｌ＾
Ｋ＝ｃ

（
Ｈｌ ）

＾
，Ｌ ＝

＾
－

， （
４ ． １４

）

从中可得另
一

显式解

ｕ 
＝—

ｔ
＾

ｋ
ｌ

ｘ
＾


＼
（

—－—

ｈｈ ＼ ］ｘ
—

（
Ｓｔ （ ｔｈ

＾
—

ｋ
＼
ｈ

＼
） ｙ

—

ｋ
＼ （
ｋ

ｉ ＼
ｌ

）ｙ

２

） ＋＾ ２
－ （

４ ． １ ５
）

２ ＼Ａｔ／丄ｂｅ

这个解关于 ｘ 是二次的且在 ｔ 
＝

０ 处有奇性 ． 当 ＾＃
０ 且 ＾＃

－

１ 时
，
它关于 ｙ 也是二次

的 ． 求解方程组

＼ ｕｘ
＝

ｃｔ
＾
ｋ

ｌ

ｘ ＼

＾

＼ ＾ ＝ ０
，

｜
ｆ ２

＝—— —

ｋ＼ ｈ ｉ
）
—

ｋ＼
｛
ｋ ＼＋ｌ

） ｙ ）
＝

０
，

得到其驻点为

／２ ｔ ｉ
ｋ

ｌＡｔ＼

ｐ＾ ｙ）
＝

（

－

ｃ
（枷 ＋２

）

啉
’

１
＋ｈ＾

ｋ
ｌ （

３ｋ
１＋２

）

｛
２ｔ ｈ

，

１
－ 泷山 ）

）

．

容易验证Ｍｎ ｆ
；

／
５

。
）

＝
ｃｔ ｉ

ｆｃ
ｌ

， 且 －

Ｍ
＾ ） （

Ｐ。
）

＝￣

＾
ｆｃ

ｌ （
３

ｔ

ｆｃ

２

１＋ ２
）

－

于是， 对于有限时间 ｔ
＝

ｔ ｏ＞〇 且 －

Ｉ
＜ｈ＜〇

， 当 Ｃ＞０ 时 ，
（

４ ． １５
）
在驻点 Ｐ

〇 处取得

最小值 ； 当 ｃ＜０ 时
，
它在 处取得最大值 ． 而当 ｈ＜

－

｜
或 ｈ＞０ 时

， （
４ ． １ ５

） 不能在 Ｐ
〇

处取得最值 ．
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利用 ０ ４ ， 得到 （
４ ． ６

） 的
一

个解

Ｅ＝——
ｅｘｐ

＾

—

２
＾

）
＾
Ｊ＝Ｊ

〇 ｉ ｏ
，
＾＝ｃ ｅｘｐ＾

Ｌ ＝－

， （
４ ． １ ６

）

于是， 可得相应的解为

ｗ
＝

》

ｘ
２

ｅｘｐ
（０）

十—

＂ ｉ
）ｙ
—

ｙ

２

）
ｅｘｐ

（

—

ｆ）

十十ｘｈ ｉ十 ＂２ ． （
４ ． １ ７

）

这个解关于 ｘ 和 ｙ 都是二次的 ． 它的驻点为

Ｐ
〇

（
ｘ

， ｙ ）

＝

 ｙ

—ｅｘＰ
（

—

２ ／
１

￣

^
１

）
１

由于
（
ｉ、

－

〇 （凡 ）

＝ －

啬 ＜ 〇
，
因此它不能在 凡 处取得极值 ．

考虑 ０ ５ ， 我们得到
（

４ ． ６
）
的另

一

解

Ｅ 
＝――

ｅｘｐＪ
＝＿Ｉ〇ｖｈＫ

＝

ｃ ｅｘｐ
＾１＾（

４ － １ ８
）

且对应的精确解为

Ｍ
＝

＾
工

２

ｅｘＰ
（

—

ｆ）

＋
Ｙ＾ （

８
（

／

４ 
＋＂ ｉ

）ｙ

—

ｙ

２

）
ｅｘｐ

（ 豆
尤

）

一

２

；ｒｙ＋ａ ：／ ｉ ｉ＋／ｉ２
． （

４ ． １ ９
）

类似地 ， 可知这个解同样不能在其驻点处取得极值 ．

利用 ０ ６ ， 可得 （
４ ． ６

）
的
一

个简单解

Ｅ
＝

Ｊ
＝

Ｌ
＝

０
，Ｋ

＝

ｃ
（

／
〇 ｉ〇

）

５
， （

４ ． ２０
）

其对应的解为

Ｕ
＝￣

ｃ＾ｘ ｌ ２ｈ １
）

＋ ｈ
，

ｉ ｙ＋ｈ ２
＇ （

４ ． ２ １
）

利用优化系统
（
４ ． ８

）
中的其他元素 ， 分解系统

（
４ ． ６

）
的更多精确解可能被发现 ． 于是 ，

就可能求得破裂孤子方程更多的显式解 ， 限于篇幅 ， 这里不再讨论 ．

４ ． ２ 情形 ２
，
心 ２ ０

＝０

在这种情形下 ， 和 迅 被看作 自守系统中两个函数无关的参变量 ，
而 １ 〇 １ 〇 和 １〇 〇 ２

被当作 因变量 ． 类似地 ， 我们有

Ｖ ｉ
＝ Ｖ ｉＨ ｉ

■

ＤＨ
ｌ＋ Ｖ ｉ Ｈｓ

■

Ｄｈ３
＝

ＤＨ
ｌ

，

Ｖ
２
＝

Ｖ
２
Ｈ

１
■

ＤＨ
ｌ
＋Ｖ２

Ｈ
３

■

ＤＨａ
＝

０
，（

４ ． ２２
）

％
＝ ■

ＤＨ
ｌ＋Ｖ３Ｈ３

■

Ｄｈ３
＝

〇ｈ ３

■

同时 ，
立即可得

一

个秩为 ２ 的 自守系统

Ｉ０ １ ０
＝

Ｍ
（
Ｈｕ Ｈ３

） ，Ｉ〇 〇 ２
＝ Ｅ

（
Ｈｕ Ｈ３

） ，（
４ ． ２３

）

且 ／
〇 １〇 和 １

〇 〇２ 之同的对合关系为

Ｔａ
ｌ
ｌｏ ｗ

—

Ｖ２ Ｉ０ ０ ２
＝

〇 ？（
４ ． ２４

）

另有方程 （
１ ． １

）
的不变化为

ｈ ｉｏ
—

４／
〇 １〇

／
〇 １ １

—

Ｉ
〇 ３ １

＝
Ｖ

ｉ
ｌ
ｏ ｉｏ

—

ＡＩ
０ １０
Ｖ

３
Ｉ
０ １０

—

ｖ
ｌ
ｖ

＾
ｌ
ｏ ｉ ｏ

＝
０ ．

（

４ ． ２５
）
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于是， 可得

ｍｈ
３ ，

ｈ
３

＝ ０
，Ａｆ＾

—＝
〇

， （
４ ． ２６

）

且方程组的解为

Ｍ
＝

Ｃ ｌ ＾ Ｈ
ｓ

Ｃ ２
－

４Ｆ Ｘ 

； （
４ ． ２７

）

其中 Ｃ ｉ 和 ｃ２ 为常数 ． 求解

Ｖ．

ｎ Ｃｌ＋ ｙ
？

ｘｘ Ｕｘ  ．  ｉ

Ｃ２
－

４ｔ
（
４ ． ２８

）

可得破裂孤子方程的另
一

解为

１

． （
ｃ ｉ＋ｙ）

ｘ ：^
１

“＋ｂＵ ｙ ）
．

Ｃ２
－

４ｔ

（
４ ． ２９

）

５ 结 语

等变活动标架理论为研究无穷维李伪群的微分不变量代数提供了
一

个强有力的工具 ．

文中 ， 仅从无穷小决定方程组和
一组正规横截面出发 ， 我们就完全确定了破裂孤子方程无

穷维对称子群的微分不变量递推法则 ． 利用所得到的微分不变量 ， 研究了破裂孤子方程的

群叶状方法 ． 可看到分解系统的推导过程是直接的和符号化的 ， 不依赖于微分不变量或不

变微分算子的任何显式形式 ． 与传统的群叶化方法相比 ， 本文的求解过程是完全符号化和

算法化的 ． 接着
， 利用

一

个二维优化系统 ，
分解系统的

一

些群不变解被得到以获得显式的

自 守系统 ． 最终 ，
通过积分 自 守系统即 可得到原方程的解 ． 由于 自 守性， 自 守系统的解很容

易被得到 ．

在求解分解系统
（
４ ． ６

）
的过程 中 ， 我们仅考虑了

一

个四维的子群 ． 研究 （
４ ． ６

）
在整个六

维对称群下的对称约化可得到
（

４ ． ６
）
更多的解 ， 这是今后需考虑的问题 ． 此外， 可验证本文

所得到的解均为群不变解 ． 于是这就产生下面的问题 ： 分解系统的对称约化是否导致原方

程的对称约化 ， 即 导致群不变解？ 若是 ， 则当期望得到原方程的非群不变解时 ， 就不能再

对分解系统做对称约化 ． 因此
， 如何通过其他方法或技巧构造分解系统更多的精确解就显

得非常重要 ． 这个问题有趣且重要 ， 值得我们进
一

步研究 ．
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ｓｏｌ ｉ ｔｏｎ

ｅｑｕａｔ ｉｏｎ
 ［

Ｊ
］

．ＣｈａｏｓＳｏｈ ｔｏｎｓＦｒａｃｔａ ｌｓ
＾２００４ ，

２２
（
３

）
： ６８３ ６９ １ ．

［

３３
］
ＦａｎＥｎｇｕ ｉ

， 
Ｈｏｎ Ｙ Ｃ ．

Ｑ ｕａｓ ｉｐｅｒ ｉｏｄｉｃｗａｖｅｓ ａｎｄａｓｙｍｐ ｔｏｔ ｉｃｂｅｈａｖｉｏｒｆｏｒ Ｂｏｇｏｙａｖ ｌｅｎｓｋ ｉｉ ^

ｂ ｒｅａｋｉｎｇｓｏｌ ｉ ｔｏｎ ｅｑｕａｔ ｉｏｎ ｉｎ
（
２ ＋ｌ

）

－ ｄｉｍｅｎｓ ｉｏｎ ｓ
［

Ｊ
］

．ＰｈｙｓＲｅ ｖＥ
７
２００８

，
７８

（
３

）
： ０３６６０７ ．

［

３４
］ＦａｎＥｎｇｕ ｉ

，ＣｈｏｗＫ Ｗ ．Ｄａｒｂｏｕｘｃｏｖａｒ ｉａｎｔｌａｘ
ｐａ ｉｒｓａｎｄｉｎ ｆｉｎ ｉｔｅｃｏｎｓ ｅｒｖａｔ ｉｏｎ ｌａｗｓｏ ｆ

ｔｈｅ
（
２＋ ｌ

）

－ｄ ｉｍｅｎ ｓ ｉｏ ｎａ ｌｂｒｅａｋｉｎｇ
ｓｏｌ ｉ ｔｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎ

［

Ｊ
］

．ＪＭａｔｈＰｈｙｓ ７２０ １ １
，
５ ２

（
２

）
： ０２３５０４ ．

［

３５
］Ｈ ａｎＺｈｏｎｇ ，

ＣｈｅｎＹｏｎｇ ． Ｄｉ ｆｆｅｒｅｎ ｔ ｉａ ｌ ｉｎｖａｒ ｉａｎｔ ｓｏｆ ｔｈｅ
（

２＋ ｌ
）

－ｄ ｉｍｅｎ ｓ ｉｏｎａｌ ｂ ｒｅａｋｉｎｇ
ｓｏｌｉ

？

ｔｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎ
 ［

Ｊ
］

．ＺＮａｔｕ ｒｆｏ ｒｓ ｃｈＡ ，２０１ ６
，
７１

（
９

）
： ８５ ５ ８６２ ．

［

３６
］ＨｕＸ ｉａｏｒｕ ｉ

，
Ｌｉ Ｙｕｑｉ

，
ＣｈｅｎＹｏｎｇ ．Ａｄｉ ｒｅ ｃｔａ ｌｇｏｒ ｉ ｔｈｍ ｏ ｆｏｎｅ

－ ｄｉｍｅｎ ｓ ｉｏｎａｌ ｏｐｔ ｉｍａ ｌ ｓｙｓｔｅｍ

ｆｏｒｔｈｅ
ｇｒｏｕｐ

ｉｎｖａｒ ｉａｎｔｓｏｌｕ ｔ ｉｏｎｓ［

Ｊ
］

．ＪＭａｔｈＰｈ
ｙｓ ＾２０ １５

，
５６

（
５

）
：

０ ５３５０ ４ ．

［

３７
］ＨｕＸｉａｏｒｕｉ

，
ＬｉＹｕｑ ｉ

，
ＣｈｅｎＹｏｎｇ ．Ｃｏｎ ｓｔｒ ｕｃｔ ｉｎｇ ｔｗｏ

－ ｄｉｍｅｎｓ ｉｏｎａ ｌｏ ｐｔ ｉｍａ ｌｓｙｓｔｅｍｏｆ ｔｈｅ

ｇｒｏｕｐ
ｉｎｖａｒ ｉａｎｔ ｓｏｌｕ ｔ ｉｏｎ ｓ ［

Ｊ
］

．ＪＭａｔｈＰｈ
ｙｓ ＾２０ １ ６

，
５ ７

（

２
）

：

０２３５ １８ ．
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ＧｒｏｕｐＦｏｌｉａｔ ｉｏｎａｎｄＥｘｐ ｌ ｉｃｉｔＳｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ

（
２＋ｌ

）

－Ｄ ｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＢｒｅａｋ ｉｎｇＳ ｏｌ ｉｔｏｎＥｑｕａｔｉｏｎ

ＨＡＮＺｈｏｎｇ
１ＣＨＥＮＹｏｎｇ

２ＬＡＮＧＹａｎｈｕａｉ

３

１

Ｓ ｈａｎｇｈａ ｉＫ ｅｙＬ ａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＴｒｕｓｔｗｏｒｔｈｙＣｏｍｐｕ ｔ ｉｎｇ ，ＥａｓｔＣｈｉｎａＮｏｒｍ ａ ｌ

Ｕ ｎｉｖｅｒｓ ｉ ｔｙ ，
Ｓｈａｎｇ

ｈａ ｉ２０００ ６２
，
Ｃｈ

ｉｎａ ．Ｅ －ｍａ ｉ
ｌ

：

ｈａｎｚｈｏｎｇ２２
＠
ｑｑ

． ｃｏｍ

２

Ｃｏｒｒｅ ｓｐｏｎｄｉｎｇａｕ ｔｈｏｒ ．Ｓｈａｎｇｈａ ｉＫ ｅｙ
Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ

ｏ ｆＴｒｕ ｓｔｗｏｒｔｈｙＣｏｍｐｕｔ ｉｎｇ ，

ＥａｓｔＣｈ ｉｎａＮｏｒｍａ ｌ Ｕｎ ｉｖｅｒｓ ｉ ｔｙ，
Ｓｈａｎｇ

ｈａ ｉ２０００６２
，
Ｃｈ

ｉｎａ ．

Ｅ －ｍ ａ ｉｌ ：ｙｃｈｅｎ＠ ｓｅｉ ． ｅｃｎｕ ． ｅｄｕ ．ｃｎ

３
Ｓ ｃｈｏｏ ｌｏｆＭａｔｈｅｍ ａｔ ｉｃ ｓ

，Ｓｈａｎｇｈａ ｉＵ ｎｉｖｅ ｒｓ ｉ ｔｙｏ ｆＦ ｉｎａｎｃ ｅａｎｄＥｃｏｎｏｍ ｉｃ ｓ
，

Ｓ ｈａｎｇ
ｈａ ｉ２００４ ３３

，
Ｃｈ ｉｎａ ．Ｅ －ｍａ ｉ ｌ

：ｙ
ｈｌａｎｇ

＠ ｓｈｕｆｅ ． ｅｄｕ ． ｃｎ

Ａｂｓ ｔ ｒａｃｔＧｒ ｏｕｐ
ｆｏｌ ｉａｔ ｉｏ ｎｏｆ ｔｈｅ

 （
２＋ ｌ

）

－ ｄｉｍｅｎｓ ｉｏｎａｌ ｂ ｒｅａｋｉｎｇ
ｓｏｌ ｉ ｔｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎｉ ｓ

ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ

ｗｉｔｈ ｉｎｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏ
ｆ ｅｑｕ

ｉｖａｒ ｉａｎｔｍｏｖｉｎｇ
ｆｒ ａｍ ｅｓ ．Ｔｈｅ ｉｎ ｆｉｎｉ ｔｅ

－ｄ ｉｍｅｎｓ ｉｏｎａｌ
ｐａｒｔｏ

ｆｔｈｅａｄ ？

ｍｉ ｔｔｅｄｓｙｍｍ ｅｔ ｒｙｇｒｏｕｐｉ ｓｕ ｔ ｉ ｌｉｚ ｅｄｔｏｐ ｒｏｄｕｃ ｅａｆｏｌ ｉａｔ ｉｏｎｏ ｆｉ ｔ ｓｅｎｔ ｉ ｒｅｓｏ ｌｕ ｔ ｉｏｎｓｐａｃｅ ，ｓｏ

ｔｈｅｒｅｓｏｌｖｉｎｇｓｙｓｔｅｍ ｉｎｈｅ ｒ ｉｔ ｓｏ ｎｌ

ｙｔ
ｈｅｆｉｎｉ ｔｅ

－ｄ
ｉｍｅｎｓ ｉｏｎａｌ

ｐａｒｔｏ
ｆｔｈｅｓｙｍｍｅ ｔ ｒｙ ｇｒｏｕｐ

．Ｔｈｅ

ｐｒｏｃ ｅｄｕｒｅｏｆ ｔｈｅｍｅｔｈｏｄ ｉ ｓｃｏｍｐｌｅ ｔｅ ｌｙｓｙｍｂｏ ｌｉｃａｎｄａ ｌｇｏｒ ｉ ｔｈｍｉｃ ．Ｗｉ ｔｈｔｈｅｇｒｏｕｐｆｏｌｉａｔ ｉｏｎ

ｒｅｄｕｃｔ ｉｏｎｍｅ ｔｈｏｄ
， 
ｓｏｍ ｅｓｏｌｕ ｔ ｉｏｎ ｓ ｏｆｔｈｅｂ ｒｅａｋ ｉｎｇ

ｓｏｌ ｉ ｔｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎａｒｅｏｂ ｔａ ｉｎｅｄ ｉｎ ａｎｅｘｐ ｌｉｃ ｉ ｔ

ｆｏｒｍｗｈ ｉｃｈａｒ ｅｃ ｌｏｓｅｄｗｉ ｔｈｒｅ ｓｐｅ ｃｔｔｏｔ
ｈｅｒｅｇａｒ

ｄ ｉｎｇ
ｉｎｆｉｎｉ ｔｅ

－ ｄｉｍｅｎｓ ｉｏｎａ ｌｓｕｂｇｒｏｕｐ
．

ＫｅｙｗｏｒｄｓＧｒｏｕｐ ｆｏｌ ｉａｔ ｉｏｎ
，Ｅｑｕ ｉｖａｒ ｉａｎｔｍｏｖｉｎｇｆｒａｍｅ ｓ

，Ｄｉ ｆｆｅｒｅｎ ｔｉ ａｌｉｎｖａｒ ｉａｎｔ ｓ
，

（

２＋ｌ
）

－Ｄｉｍｅｎｓ ｉｏｎａ ｌｂｒｅａｋｉｎｇ
ｓ ｏｌｉ ｔｏｎｅｑｕａｔ ｉｏ ｎ

２０００ＭＲＳｕｂ
ｊ
ｅｃｔＣ ｌａｓ ｓ ｉｆｉｃａｔ ｉｏｎ２２Ｅ０５

，
３４Ａ０ ５

，
３４Ａ ３４

ＴｈｅＥｎｇｌ ｉ ｓｈｔ ｒ ａｎ ｓ ｌａｔ ｉｏｎｏｆ ｔｈ ｉｓ
ｐａｐｅｒｗｉ ｌｌｂｅ

ｐｕｂ ｌｉ ｓｈｅｄ ｉｎ

Ｃｈｉ ｎｅｓｅＪｏｕｒｎａ ｌｏｆＣｏｎｔ ｅｍｐｏｒａｒｙ
Ｍａｔｈｅｍａｔ ｉｃｓ

，
Ｖｏ ｌ

．
３９Ｎｏ ．

４
，
２０ １８

ｂｙ
ＡＬＬＥＲＴＯＮＰＲＥＳ Ｓ

，
ＩＮＣ ．

，
Ｕ ＳＡ


