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　　近年来，将数学史融入数学教学的实践与案

例开发已成为 ＨＰＭ领域的中心课题之一．然而，
数学史资源的匮乏是导致中学 ＨＰＭ 实践难以开

展的主要因素之一．随机选择一个中学数学课题，
考虑从 ＨＰＭ的视角进行教学设计，结果，教师往

往会发现，这个知识点的历史其实是个盲点．在与

中学教师研讨余弦定理的 ＨＰＭ 教学设计 时，我

们首先需要解决的就是历史这个盲点．
另一方面，在高中数学教材 即 将 开 始 修 订 之

际，“数学史融入数学教材”成了人们关注的研究

课题．就余弦定理而言，需要先解决“融入什么”，
才能解决“如何融入”的问题．

基于上述原因，我们对１７—２０世纪１４２种三

角学文献进行考察（限于篇幅，其中绝大部分文献

未在参考文献中列出），试图回答：２０世纪中叶以

前，余弦 定 理 是 如 何 演 变 的？ 有 哪 些 推 导 方 法？

余弦定理的历史对今日教学有何启示？

为便于表述，我们将余弦定 理 分 成 几 何 和 三

角两种形式，前者不含三角形内角的余弦，后者即

为我们熟知的三个含内角余弦的等式．将几何 形

式与直角三角形边角关系结合起来，就成了三 角

形式．
１　从欧几里得到毕蒂克斯

余弦定理是作为勾股定理 的 推 广 而 诞 生 的．
公元前３世纪，欧几里得在《几何原本》卷二分别

给出 钝 角 三 角 形 和 锐 角 三 角 形 三 边 之 间 的

关系［１］：
命题Ⅱ．１２　在钝角三角形中，钝角对边上的

正方形面 积 大 于 两 锐 角 对 边 上 的 正 方 形 面 积 之

和，其差为一矩形的两倍，该矩形由一锐角的对边

和从该锐角（顶点）向对边延长线作垂线，垂足到

钝角（顶点）之间的一段所构成．
命题Ⅱ．１３　在锐角三角形中，锐角对边上的

正方形面 积 小 于 该 锐 角 两 边 上 的 正 方 形 面 积 之

和，其差为一矩形的两倍，该矩形由另一锐角的对

边和从该锐角（顶点）向对边作垂线，垂足到原锐

角（顶点）之间的一段所构成．
命题Ⅱ．１２相 当 于 说，在 图１所 示 钝 角 三 角

形△ＡＢＣ中，

ａ２ ＝ｂ２＋ｃ２＋２ｃｍ（ａ为钝角对边） （１）

图１
　　

图２

命题Ⅱ．１３相 当 于 说，在 图２所 示 锐 角 三 角

形△ＡＢＣ中，

ａ２ ＝ｂ２＋ｃ２－２ｃｍ（ａ为锐角对边） （２）

其中等式（２）对于钝角三角形中的锐角对边也是

成立的．
欧几里得 利 用 勾 股 定 理 对 上 述 命 题 进 行 证

明．如图１和２，由勾股定理分别得，

ａ２＝ｈ２＋（ｃ＋ｍ）２＝ｈ２＋ｍ２＋ｃ２＋２ｃｍ＝ｂ２＋
ｃ２＋２ｃｍ，

ａ２＝ｈ２＋（ｃ－ｍ）２＝ｈ２＋ｍ２＋ｃ２－２ｃｍ＝ｂ２＋
ｃ２－２ｃｍ．
在第一种情形，ｍ＝－ｂｃｏｓ　Ａ，在第二种情形，ｍ＝
ｂｃｏｓ　Ａ，代入相应等式，即得我们熟悉的 三 角 形 式

的余弦定理：

ａ２ ＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ （３）

公元２世 纪，古 希 腊 天 文 学 家 托 勒 密（Ｃ．

Ｐｔｏｌｅｍｙ）在其《天文大成》中利用欧几里得的几何

命题解决了“已知三角形三边求角”的问题，但他
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并未明确提出余弦定理．另一方面，利用托勒密定

理，我们的确能轻易证明余弦定理．
１５９３年，法国数学家韦达（Ｆ．Ｖｉèｔｅ，１５４０—

１６０３）首 次 将 欧 几 里 得 的 几 何 命 题 写 成 三 角 形

式［２］．在 图２中，根 据（２）有２ｃｍ＝ｂ２＋ｃ２－ａ２，
故有

１∶ｓｉｎ　９０°－（ ）Ａ ＝ｂ∶ｍ＝２ｂｃ∶２ｃｍ＝
２ｂｃ∶ ｂ２＋ｃ２－ａ（ ）２

而在图１中，根据（１）有２ｃｍ＝ａ２－ｂ２－ｃ２，故有

１∶ｓｉｎ Ａ（ ）－９０° ＝ｂ∶ｍ＝２ｂｃ∶２ｃｍ＝
２ｂｃ∶ ａ２－ｂ２－ｃ（ ）２

综合上面二式可得

２ｂｃ：ｂ２＋ｃ２－ａ（ ）２ ＝１：ｃｏｓ　Ａ （４）

　　韦达还证明了余弦定理的另一种几何形式．
如图３，在△ＡＢＣ 中，ＡＢ＞ＡＣ＞ＢＣ，以Ｃ 为 圆

心、以短腰ＣＢ为半径作圆，交ＡＣ及其延长线于

Ｆ、Ｅ，交ＡＢ于Ｇ．由几何知识易知：

图３
　　

图４

ＡＢ∶ＡＥ＝ＡＦ∶ＡＧ
此即

ＡＢ∶ ＡＣ＋（ ）ＢＣ ＝ ＡＣ－（ ）ＢＣ ∶ ＡＤ－（ ）ＤＢ
或

ｃ∶ ｂ　＋（ ）ａ ＝ ｂ　－（ ）ａ∶ ＡＤ－（ ）ＤＢ （５）
由此，韦达得到下列几何命题：“三角形底边与 两

腰之和的比等于两腰之差与底边被高线所分的两

条线段 之 差 的 比．”［２］我 们 称 之 为 韦 达 定 理．将

ＡＤ－ＤＢ＝ｃ－２ａｃｏｓＢ代入，即得三角形式

ｂ２ ＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓＢ （６）

　　稍 后，德 国 数 学 家 毕 蒂 克 斯（Ｂ．Ｐｉｔｉｓｃｕｓ，

１５６１—１６１３）在其《三 角 学》（１５９５）［３］中 利 用 韦 达

定理来解不等边三角形的“边边边”问题．由（５）求

得ＡＤ－ＤＢ，进 而 求 得 ＤＢ 和ＡＤ．由 ＤＢ＝
ａｓｉｎ　９０°－（ ）Ｂ ，ＡＤ＝ｂｓｉｎ　９０°－（ ）Ａ 可求得!Ａ 和!

Ｂ．需要指出，毕 蒂 克 斯 是 历 史 上 第 一 个 将“三 角

学”作为书名的数学家．

２　几何主导下的１７－１８世纪

在我们所考察的１７—１８世纪的２６种三角学

著作 中，只 有 荷 兰 数 学 家 斯 内 尔 （Ｗ．Ｓｎｅｌｌ，

１５９１—１６２６）的《三角形论》［４］、意大利数学家卡瓦

列里（Ｂ．Ｃａｖａｌｉｅｒｉ，１５９８—１６４７）的《平 面 与 球 面

三角 学》［５］、英 国 数 学 家 爱 默 生（Ｗ．Ｅｍｅｒｓｏｎ，

１７０１—１７８２）的《三 角 学 基 础》［６］和 意 大 利 数 学 家

卡诺 里（Ｍ．Ｃａｇｎｏｌｉ，１７４３—１８１６）的《平 面 与 球

面三角形》［７］给出了三角形 式 的 余 弦 定 理．其 中，
斯内尔、卡瓦列里、爱默生和韦达一 样，直 接 根 据

欧几里得的几何命题导出比例式（４），而卡诺里则

利用欧几里得的证法得到我们今天的形式．斯 内

尔还给出余弦定理的另一个比例式：

１∶ １－ｓｉｎ　９０°－（ ）［ ］Ａ ＝２ｂｃ∶ ａ２－ ｃ　－（ ）ｂ［ ］２

（７）

　　爱默生的《三角学基础》仅给出三角形式的余

弦定理而未涉及几何形式，其余２５种三角学著作

均含有几何形式的余弦定理．
在１７—１８世纪，韦达定理仅仅局限于底边上

高线的垂足位于底边上的情形，即对于钝角 三 角

形而言，必须选择钝角的对边作为底边；而对于锐

角三角形而言，底边可以是任意一个角的对边．
韦达和毕蒂克斯在证明（５）时，仅以短腰为半

径作辅助 圆．卡 瓦 列 里、西 班 牙 数 学 家 萨 拉 戈 萨

（Ｊ．Ｚａｒａｇｏｚａ）［８］、法国数学家奥泽南（Ｊ．Ｏｚａｎａｍ，

１６４０—１７１７）［９］等均沿用同样的证法．但斯内尔在

其《三角形论》中却以长腰为半径作辅助圆，同样

证明了 韦 达 定 理［４］：如 图４，在△ＡＢＣ 中，ＡＢ＞
ＢＣ＞ＡＣ，以Ｃ为圆心、以ＣＢ为半径作圆，交ＡＣ
的延长线于Ｅ、Ｆ，交ＢＡ的延长线于Ｇ．由几何知

识易知：ＦＡ×ＡＥ＝ＧＡ×ＡＢ，或即 ＢＣ－（ ）ＡＣ ×
ＢＣ＋（ ）ＡＣ ＝ＡＢ× ＤＢ－（ ）ＡＤ ，故得

ＡＢ∶ ＢＣ＋（ ）ＡＣ ＝ ＢＣ－（ ）ＡＣ ∶ ＤＢ－（ ）ＡＤ
（８）

由（８）可得（３）．
之后，荷兰数学家弗拉克（Ａ．Ｖｌａｃｑ，１６００—

１６６７）在《平 面 与 球 面 三 角 学》［１０］中、英 国 数 学 家

海恩斯（Ｓ．Ｈｅｙｎｅｓ）在《三角学》［１１］中也采用了斯

内尔 的 方 法．英 国 数 学 家 马 塞 雷（Ｆ．Ｍａｓｅｒｅｓ，

１７３１—１８２４）在其《平面三角学 基 础》中 则 同 时 采

用了两种方法［１２］．
与毕蒂克斯的《三角学》一样，２５种三角学著
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作都详细讨论了各种三角形求解问题．表１给出

了卡瓦列里的分类讨论情况．其中，“已知三边 求

各角”问题的方法是：先运用韦达定理求得底边被

高线所分成的两条线段，然后根据直角三角形 边

角关系求出原三角形的底角．
表１卡瓦列里所讨论的解三角形问题

序 已知项 所求项 定理

１
两边和其中一边

所对角
另一边的对角 正弦定理

２
两角和其中一角

所对边
另一角的对边 正弦定理

３ 两边及其夹角 另两个角 正切定理

４ 两边及其夹角 第三边
余 弦 定 理 （三

角形式）

５ 三边 三个角 韦达定理

　　在１７—１８世纪的多数三角学著作中，由于不

含三角形式的余弦定理，因而“已知两边及

其夹角求第三边”问题也是通过正 切 定 理 来

解决的．如，已知ａ，ｂ和∠Ｃ，则由

ａ＋ｂ
ａ－ｂ＝

ｔａｎＡ＋Ｂ２

ｔａｎＡ－Ｂ２

（９）

因Ａ＋Ｂ
２ ＝９０°－Ｃ２

已 知，故 可 求 得Ａ－Ｂ
２
，从 而 求

得!Ａ和!Ｂ．再利用正弦定理，即可求得第三边ｃ．

图５

图５给出２５种三角学著作 中 的 韦 达 定 理 证

明方法的分布情况．从中可见，韦达的著作对１７—

１８世纪三角学著作产生了很深的影响，绝大多数

作者沿用了辅助圆方法．
３　承前启后的１９世纪

在我 们 所 考 察 的１９世 纪６８种 三 角 学 著 作

中，有５１种仅给出三角形式的余弦定理而不涉及

几何形式；８种仅采用韦达定理，另９种同时使用

了两种形式．
在给出三角形式的６０种著作中，定理的推导

方法共有以下四种．
方法１　直接利用《几何原本》命 题Ⅱ．１２和

Ⅱ．１３；
方法２　利 用 欧 几 里 得 证 法，即 两 次 运 用 勾

股定理．美国数学家哈斯勒（Ｆ．Ｒ．Ｈａｓｓｌｅｒ）在其

《解析平面与球面三角学基础》（１８２６）中对欧氏方

法进行简化［１３］，即根据图１和２得

ａ２ ＝ ｂｓｉｎ（ ）Ａ　２ ＋ ｃ－ｂｃｏｓ（ ）Ａ　２ ＝ ｂ２ ＋
ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ

方法３　利用射影公式．又分成三种方法．
（１）由ａ＝ｂｃｏｓＣ＋ｃｃｏｓＢ，ｂ＝ｃｃｏｓ　Ａ＋ａｃｏｓＣ，

ｃ＝ａｃｏｓＢ＋ｂｃｏｓ　Ａ可得

ａ２＝ａｂｃｏｓＣ＋ａｃｃｏｓＢ，

ｂ２＝ｂｃｃｏｓ　Ａ＋ａｂｃｏｓＣ，

ｃ２＝ａｃｃｏｓＢ＋ｂｃｃｏｓ　Ａ，
从而得到

ａ２＋ｂ２－ｃ２＝２ａｂｃｏｓＣ，

ｂ２＋ｃ２－ａ２＝２ｂｃｃｏｓ　Ａ，

ａ２＋ｃ２－ｂ２＝２ａｃｃｏｓＢ．
英国数学 家 杨（Ｊ．Ｒ．Ｙｏｕｎｇ，１７９９—１８８５）

的《平面与球面三角学基础》是最早采用该方法的

三角学教材之一［１４］．
（２）由ａ＝ｂｃｏｓＣ＋ｃｃｏｓＢ 得ｃｃｏｓＢ＝ａ－

ｂｃｏｓＣ，两边平方得

ｃ２　ｃｏｓ２　Ｂ＝ａ２－２ａｂｃｏｓＣ＋ｂ２　ｃｏｓ２　Ｃ （１０）
又由ｃｓｉｎＢ＝ｂｓｉｎＣ得

ｃ２　ｓｉｎ２　Ｂ＝ｂ２　ｓｉｎ２　Ｃ （１１）
（１０）＋（１１）得

ｃ２ ＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓＣ （１２）
同理可得另外两个等式（３）和（６）．

美国数学 家 肖 弗 内（Ｗ．Ｃｈａｕｖｅｎｅｔ，１８２０—

１８７０）的《平面与球面三角学》是最早采用该法的

三角学教材之一［１５］．
（３）将射影公式写成关 于ｃｏｓＢ和ｃｏｓＣ的 方

程组

ｃ·ｃｏｓＢ＋ｂ·ｃｏｓＣ－ａ＝０
０·ｃｏｓＢ＋ａ·ｃｏｓＣ－ ｂ－ｃｃｏｓ（ ）Ａ ＝０
ａ·ｃｏｓＢ＋０·ｃｏｓＣ－ ｃ－ｂｃｏｓ（ ）Ａ
烅
烄

烆 ＝０
则显然有

ｃ　ｂ －ａ
０ ａ　ｃｃｏｓ　Ａ－ｂ
ａ ０ ｂｃｏｓ　Ａ－ｃ

＝０

展开即得（３）．英国数学家尼克松（Ｒ．Ｃ．Ｊ．Ｎｉｘ－
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ｏｎ）在《初等平面三角学》中采用此法［１６］．
方 法 ４　 利 用 和 角 公 式 与 正 弦 定 理．在

△ＡＢＣ中，我们有

ｓｉｎＣ＝ｓｉｎ　Ａ＋（ ）Ｂ ＝ｓｉｎＡｃｏｓＢ＋ｃｏｓ　ＡｓｉｎＢ，
两边平方得

ｓｉｎ２　Ｃ＝ｓｉｎ２　Ａｃｏｓ２　Ｂ＋ｃｏｓ２　Ａｓｉｎ２　Ｂ＋
２ｓｉｎＡｓｉｎＢｃｏｓ　ＡｃｏｓＢ
＝ｓｉｎ２　Ａ＋ｓｉｎ２　Ｂ－２ｓｉｎ２　Ａｓｉｎ２　Ｂ＋
２ｓｉｎＡｓｉｎＢｃｏｓ　ＡｃｏｓＢ，

＝ｓｉｎ２　Ａ＋ｓｉｎ２　Ｂ＋２ｓｉｎＡｓｉｎＢｃｏｓ　Ａ＋（ ）Ｂ
＝ｓｉｎ２　Ａ＋ｓｉｎ２　Ｂ－２ｓｉｎＡｓｉｎＢｃｏｓＣ

由正弦 定 理 即 得 等 式（１５）．英 国 数 学 家 德 摩 根

（Ａ．ｄｅ　Ｍｏｒｇａｎ，１８０６—１８７１）在其《三角学基础》
中采用此法［１７］．

法 国 数 学 家 塞 雷 （Ｊ．Ａ．Ｓｅｒｒｅｔ，１８１９—

１８８５）在其《三角学》中详细讨论了正弦定理、余弦

定理和射影公式之间的关系［１８］：
（１）和角公式＋正弦定理"射影公式：

ｓｉｎＣ＝ｓｉｎＡｃｏｓＢ＋ｃｏｓ　ＡｓｉｎＢｃ＝ａｃｏｓＢ＋
ｂｃｏｓ　Ａ，同理可得其他等式；

（２）射影公式"余弦定理，如上文介绍；
（３）余弦定 理"射 影 公 式：将 等 式（３）、（８）和

（１５）两两相加即得；
（４）余弦定理"正弦定理：由余弦定理得

ｓｉｎ２　Ａ＝２ａ
２ｂ２＋２ｂ２ｃ２＋２ｃ２　ａ２－ａ４－ｂ４－ｃ４

４ｂ２ｃ２
，

ｓｉｎ２　Ｂ＝２ａ
２ｂ２＋２ｂ２ｃ２＋２ｃ２　ａ２－ａ４－ｂ４－ｃ４

４ａ２ｃ２
，

ｓｉｎ２　Ｃ＝２ａ
２ｂ２＋２ｂ２ｃ２＋２ｃ２　ａ２－ａ４－ｂ４－ｃ４

４ａ２ｂ２
，

故得
ｓｉｎ２　Ａ
ａ２ ＝ｓｉｎ

２　Ｂ
ｂ２ ＝ｓｉｎ

２　Ｃ
ｃ２

从而得到正弦定理．
图６给出了６０种三角学著 作 中 四 种 方 法 的

分布情况．

图６
可见，虽然韦达定理在１９世纪逐渐退出历史

舞台，三角形式的余弦定理逐渐一统天下，但利用

欧几里得 命 题 或 欧 几 里 得 的 几 何 方 法 来 推 导 后

者，依然是１９世纪绝大多数三角学教材的选择．
在采用韦达定理解“边边边”问 题 的１７种 著

作中，５种采用了韦达的证法，５种采用了斯内尔

的证法，６种采用了勾股定理，１种未给出证明．
值得一 提 的 是，１９世 纪 数 学 家 补 充 了１８世

纪三角学著作中未曾涉及的情形，从而完善 了 韦

达定理．如 英 国 数 学 家 格 雷 戈 里（Ｏ．Ｇｒｅｇｏｒｙ，

１７７４—１８４１）在 其 《平 面 和 球 面 三 角 形 基 础》
（１８１６）中 利 用 图７［１９］、美 国 数 学 家 佩 尔 斯（Ｂ．
Ｐｅｉｒｃｅ，１８０９—１８８０）在 其 《平 面 三 角 学 基 础》
（１８３５）中利用图８［２０］各得到：

ＡＢ∶（ＡＣ＋ＢＣ）＝（ＡＣ－ＢＣ）∶（ＡＤ＋ＤＢ）
（∠Ｂ为钝角）．

图７ 图８

４　平凡的２０世纪上半叶

在我们所考察的１９００—１９５５年间出版的４８
种教材中，已完全看不到韦达定理的影子．

诸教材中推导余弦定理（三角形式）的方法共

有四种：其中方法１－３分别与１９世纪的方法１－
３相同，为直接利用欧几里得命题Ⅱ．１２和Ⅱ．１３、
欧氏勾股定理证法和射影公式法．方法４为解析

几何方法，利用两点之间的距离公式，该方法也为

今日教材所采用．
图９给出各种方法的分布情况．

图９

与１９世纪相比，直接利用欧几里得命题的教
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材明显减少，欧几里得的几何证法一枝独秀，备受

青睐．尽管美国数学家库尔提斯（Ｄ．Ｒ．Ｃｕｒｔｉｓｓ）
在１９４２年出版的《三角学及其应用》中开始利用

直角坐标系来推导余弦定理［２１］，但所用方法其实

仍是欧几里得 的 方 法．就 余 弦 定 理 而 言，２０世 纪

前５０年是因循守旧、平淡无奇的时期．直到１９５１
年，美 国数 学 家 荷 尔 莫 斯（Ｃ．Ｔ．Ｈｏｌｍｅｓ）在 其

《三角学》中才开始真正采用解析几何方法［２２］．至

于向量方法的出现，更是晚近的事了．
５　结语

余弦定理是作为勾股定理 的 推 广 而 诞 生 的，
在诞生之初，它只是以几何定理的身份出现；直到

１６世纪，才出现三角形式．１７－１８世纪，尽管三角

形式偶有出现，但人们主要运用韦达定理来解“已

知三边求各角”问题，用正切定理来解“已知两边

及其夹角求第三边”问题．１９世纪，韦达定理逐渐

被抛弃，三 角 形 式 的 余 弦 定 理 逐 渐 占 上 风．到 了

２０世纪，韦达 定 理 销 声 匿 迹，三 角 形 式 的 余 弦 定

理一统天下．
１６世纪以降，人们普遍采用欧几里得的几何

方法或直接从 欧 几 里 得 的 几 何 命 题Ⅱ．１２和Ⅱ．
１３出 发 来 推 导 三 角 形 式 的 余 弦 定 理；１９世 纪 之

后，也有部分作者采用射影公式或从正弦定理 与

和角公式出发来推导该定理；直到２０世纪５０年

代才出现解析几何的方法．韦达或斯内尔的辅 助

圆方法只是用来证明韦达定理，而在推导三角 形

式的余弦定理时，并没有人使用这种方法，但今天

所谓的“无字证明”不过是用韦达或斯内尔的辅助

圆方法来推导三角形式的余弦定理而已，这应 验

了《圣 经》传 道 书 中 的 一 句 话———太 阳 底 下 无

新事！

历史告诉我们，余弦定理深 深 根 植 于 几 何 的

土壤之中，为几何而生，由几何而证，因几何而美．
一切抛开几何背景和几何方法的余弦定理教 学，
都不可能符合学生的认知规律，都不可能完美 无

缺．历史还告诉我们，余弦定理不仅以几何定理为

前身，而且和其他三角学定理之间也有密切的 联

系，在课堂教学中揭示这样的联系，无疑可以加深

学生对定理的理解．
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