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ＨＰＭ 视角下 的人 口增长 问题学 习进阶设计
＃

姜浩哲 汪晓勤

（ 华东 师范 大学教师教育 学 院 ， 上海 ２０００６２
）

１ 问题的提出

人 口增长问题是中 、小学数学教材中常见

的数学问题． 在小学数学
“

认识百分数
”

相关章

节中 ，学生就有接触到
“

人 口增长率
”

的概念
，

并开始简单预测未来人 口增长趋势 ； 在初中学

习了函数的相关概念后 ，
学生能通过函数的 图

像寻找人 口数量随时间增长的规律
；
而高中等

比数列的有关内容则与人 口指数增长模型有

着密切的联系 ．

在我国 ，尽管人 口 增长问题学生各学段的

数学学习中均有涉及
，
但通常教学却往往只重

视数学知识本身 ， 忽视了课程内容的联系 、学

生思维的发展和建模能力 的培养． 近年来 ，
关

于学习进阶 （
ＬｅａｒｎｉｎｇＰｒｏｇｒｅｓｓｉｏｎｓ

）

①
的相关研

究和应用方兴未艾 ［

１
］

． 吴颖康等认为 ，

“

学习进

阶揭示了学生在学习和探索某一主题时 ，对该

主题的思考 、理解与实践活动在相当长的
一

段

时间内是如何从简单到复杂 、从低水平到高水

平、从新手到专家逐步发展的．

”
［
３

］

倘若基于学

习进阶加以设计 ，使人 口增长问题教学能围绕

主线 ，不断深人贯穿于不同学段的相关课程内

容之中
，
不失为系统帮助学生认识模型本质和

提升建模能力 的良策 ．

在数学史上 ，人 口 增长问题同样引发了数

学家们的广泛兴趣？ 早在公元前 ４５００ 年 ，
巴比

伦王 国就举 办 了全 国性 调査
， 按族登记人

口

［ ４ ］

． １７ 世纪
，
英 国学者格兰特 （

Ｊ ．Ｇｒａｕｎｔ
，

１６２０ 

－

１６７４
）编制了世界上第一张生命表

，并正

式开始人 口数量规律的科学研究 ［
５

］

． 著名数学

家欧拉 （ Ｌ．Ｅｕｌｅｒ
，

１ ７０７
－

１７８３
）在《无穷分析引

论》中介绍指数和对数时引人了相关人 口指数

增长 的实例
［

６
］

，马尔萨斯 （
Ｔ．Ｍａｌｔｈｕｓ

，
１７６６

－

１８３４
）在此基础上对人 口 指数增长模型进行了

完善．

一

方面 ，人口增长问题的发展历史为建立

假 设 的 学 习 进 阶 （
ＨｙｐｏｔｈｅｔｉｃａｌＬｅａｒｎｉｎｇ

Ｔｒａ
ｊ
ｅｃ ｔｏｒｉｅｓ

）
提供了参考

［
７

］

；另
一

方面
，从 ＨＰＭ

视角看
，丰富的历史材料在选择和加工后融入

课堂教学同样具有较高的价值和意义 ．

２ 教学设计

２ ． １ 小学阶段人 口增长问題的教学设计

２ ． １ ． １ 新课引入

教师向学生介绍新课历史背景 ． 人 口增长

问题 由来 已久 ， 我 国先秦时期管子 、孔子 、 商

鞅 、韩非子等人就在著作 中进行了相关论述
，

甚至提出 了人 口 和土地之间应有一个理想 比

例的思想 ． 古希腊柏拉图 （
Ｐｌａｔｏ

， 公元前 ４２７
－

公元前 ３４７
） 和亚里士多德 （

Ａｒｉｓｔｏｔｌｅ
，公元前

３ ８４
－

公元前 ３２２
） 从城邦 国家的 防务 、安全和

行政管理角度研究了人口
“

适度
”

问题 ． １７ 世纪

后 ，许多数学家 、统计学家或都探讨过人 口增

长问题． 当然
，研究人口 增长问题 ，必然离不开

人 口统计数据 ． 早在公元前 ４５００ 年 ，
巴 比伦王

国就举办了全国性调查 ， 按族登记人 口 ． 我国

是世界上唯
一

有长期不间断人 口资料记录的

国家 ，据 《后汉书 》 记载 ，公元前 ２２００ 年 ，大禹

就曾经
“

平水土
，
分九州 ， 数万民

”

，所谓
“

数万

民
”

就是统计人口 ．

２ ． １ ． ２ 例题解析

例 １ 我国 （不含港澳台 ）
１ ９７０ 年 、

１ ９８０年

和 １ ９９０年人 口 总数分别为 ８ ．３０亿 、９．８７ 亿和

＊ 上海高校
“

立德树人
”

人文社会科 学重 点研 究基地之数 学教 育教 学 研究 基地研究 项 目
“

数 学课程 与 教学 中 落 实 立

德树人根本任务的研 究
”

之 系列 论文之一 ．

① ＬｅａｒｎｉｎｇＰｒｏｇｒｅｓｓｉｏｎ ｓ 与 Ｌｅａｒｎｉ
ｎｇ７Ｖａ）

ｅｃｔｏｒ
ｉ
ｅｓ 本质上具有

一

致性 ，
因 而 在此 可不做 区分 （ 参阅文献 ［ ２ ］ 和 ［ ３ ］ ） ．
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１ １
．
４３ 亿①，

试 比较 １９７０年至 １９８０ 年间 、 １ ９８０

年至 １９９０年间人口增长速度 ．

教师指 出 ，
１９７０年至 １９８０年间 、 １９８０ 年至

１９９０ 年间人 口数量分别增长了１ ．５７ 亿 、 １ ．５ ６

亿 ． 然而 ，从历史上看 ，我国 自 １ ９８２ 年起推行计

划生育政策 ，

１ ９８０ 年至 １９９０ 年间人 口 增长速

度呈放缓趋势． 教师继而指 出 ： 在人 口基数不

同的情况下 ，
不能通过人 口 增长的绝对数量 比

较人口 增长速度 ．

教师联系百分数 、比例的有关内容 ，启发学

生寻找能表示人 口增长速度的
“

相对量
”

，并给

出学生人 口增长率的数学公式 ：设某地区 Ｘ 年

人口总数为 Ｓ
ｉ

，
Ｘ＋ｉＶ 年人 口总数为 Ｓ

２ ，则该地

区在 Ｚ 年至 Ｚ＋Ｗ年间人口总增长率为 ｘ

１００％ ． 教师要求学生运用人口增长率的概念和公

式作答例 １
，
发现结论与历史相符 ．

教师指出 ，学生可 以将数学模型理解为数

字 、字母或其他数学符号组成的 ， 描述现实对

象数量规律的数学公式 、 图形或算法 ， 虽然真

正实际问题的数学模型通常要 比例 １ 复杂得

多 ，但是建立数学模型的基本步骤已经包含在

了解决例 １ 的过程中 了 ：对实际人 口 总数进行

近似以简化问题 ；
用字母表示数 ；

根据实际问

题列 出数学公式
；
求 出数学解答 ； 用得到的数

学答案解释原问题 ；
最后还用历史背景知识对

上述结果进行了简单检验 ．

２ ． １ ． ３ 思维拓展

思考题 １ 若已知 ２０１０年 Ａ 、 Ｂ 两地区人口

总数均为 １０万人 ，
２０１０年至 ２０１５ 年间 ，

Ａ 地区人

口总增长率为 ３〇％
，
Ｂ 地区每年平均人口增长率

为 ６％
，
试比较 ２０１５年 Ａ

、
Ｂ两地区的人 口总数？

小学生在百分数应用 的学习 过程 中常有

这样的思维误区 ， 即 ＃ 年间人 口 总增长率等于

年平均人口增长率与 Ｗ 的乘积 ，
教师通过思考

题 １ 引导学生思考和发现 ５ 年后 Ａ 、 Ｂ 两地区

人口 总数并不相等 ，既帮助学生巩 固了所学新

知 ，也为后续学习埋下伏笔 ．

在课堂最后 ，教师为学生简单拓展人 口 自

然增长率与出生率 、死亡率之间 的关系 ， 并补

充介绍格兰特生命表的有关历史内容 ．

２ ． １ ．４ 课后活动

教师布置课后活动
？

，要求学生通过网络 、

图书等收集世界人 口历史数据 ，绘制简单的世

界人 口 调查统计表 、折线统计图等 ，估算不同

时期世界人 口 增长率并对未来世界人 口进行

合理预测 ，搜集资料了解人 口发展与资源环境

承载能力之间的关系 ．

我国著名教育家张奠宙教授指 出 ：

“

解决

数学应用问题的本质是数学建模 ．

”

在小学阶

段 ，
学生运用数学公式解答应用问题的过程 ，

本身也是一种典型 、简约 、形象的数学建模过

程
［
９

］

． 教师往往也会直接为学生建立模型 ， 学

生一般只需要找出模型 中数学符号在具体问

题情境中的含义 ，代人相关数值后即可求解得

到答案． 教学设计既包含有中 国传统式的课堂

教学 ，也将美国探究实践式的课后活动融人其

中 ． 教师通过建立
“

人 口增长率
”

模型帮助学生

学习百分数的应用 ，
也使学生体会了数学建模

的基本步骤 ，从而对数学模型产生初步的认识．

２ ． ２ 初中阶段人口增长问题的教学设计

２ ．２ ． １ 新知传授

教师教授学生描点法作函数图像的
一

般

步骤 ：列表 、描点 、连线 ，并详细说明和举例 ＿

２ ． ２ ． ２ 例题解析

教师引导学生从函数的观点分析人 口增

长问题并给出例题．

例 ２ 表 １ 给出 了近两个世纪的美国人 口

统计数据 ， 运用描点法作出人 口数量随时间

（ 年份） 变化的函数的图像 ？

学生作答后 ， 教师要求学生回忆小学阶段

学习的
“

人 口增长率
”

概念并进行相关计算 ，
随

后 ，教师引导学生发现 ：在人口增长率较高的时

期 ，函数图像上升
“

陡峭
”

，而在人 口增长率较低

的时期 ，函数图像上升
“

平缓
”

，并指 出通过函数

图像观察人 口增长趋势更具直观性？ 同时 ，
教师

补充了
１９３０ 年至 １９６０ 年经济萧条和二次大战

的历史背景 ，以解释其间人口增长缓慢的原因 ．

①数据来源 ： 中华人 民共和 国 国 家统计局 ． 中国 统计年鉴 ２０ １４
［ 
Ｍ］

． 北京 ： 中 国 统计 出版社 ，
２０ １４ ．

② 本课后 活 动教学设 计参考 了 全美数 学教师 协会 （ ＮＣＴＭ ） 的 官 网 资源和文献 ［
８

］

．
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表 １ 美国历史人 口数据
［ １ １］

年 １７９０ １８００ １ ８１ ０ １ ８２０ １８３０ １ ８４０ １ ８５０ １ ８６０ １８７０ １ ８８０ １ ８９０

人口 ／百万 ３ ．９ ５． ３ ７ ． ２ ９． ６ １２ ． ９ １ ７．１ ２３ ． ２ ３ １． ４ ３８．６ ５０． ２ ６２． ９

年 １９００ １ ９ １０ １９２０ １ ９３０ １９４０ １ ９５０ １９ ６０ １ ９７０ １９ ８０ １ ９９０ ２０００

人口／百万 ７６ ． ０ ９２． ０ １０６ ． ５ １２３ ． ２ １ ３ １ ． ７ １ ５０． ７ １７９ ． ３ ２０３ ． ２ ２２６ ． ５ ２４８． ７ ２８ １ ． ４

从简单运用 已建立的模型到根据
一

般步

骤 自主建立模型 ，这一阶段的学习让学生对数

学建模有了更进一步的尝试． 再看数学模型 ，

小学时
，
学生了解的数学模型仅仅是用来解决

实际问题的 ，它只是具有应用价值 ，但如今 ， 教

师引导学生发现数学模型还是对现实情境的
一

种简洁 、清晰的表达 ，

一段函数图像 ，却很好

地阐明 了近两个世纪的人 口增长过程 ，这也很

好地解释了人们常说的
“

数学是
一

种语言
”

，
从

这个意义上说 ，
学生在对数学模型本质的认识

上也完成了一次进阶．

２ ． ３ 高中阶段人 口增长问题的教学设计

２ ． ３ ． １ 新课引入

首先 ，教师引导学生 回忆小学时的思考题

１
，要求学生猜想 ｉＶ年间人口 总增长率与年平均

人口增长率之间 的关系 ． 同时
，
教师帮助学生回

顾初中阶段学习 的例 ２
，要求学生计算 １７９０ 年

至 １８６０ 年期间各相邻 １０ 年人 口数量的 比值 ，
发

现近似相等 ． 教师由此引导学生建立等 比数列

模型 ：从 １９７０ 年起到 １８６０ 年美国每 １０ 年的人

口数量近似地构成一个等比数列 ｛
？

？｝ ，若每 １０

年人口总增长率为 贝 ！１ＫＪ 的公比 ９
＝１ ＋ ＊．

２
．
３

．
２ 历史展示

教师向学生展示数学家欧拉研究人 口 增

长问题的历史． １ ７４８ 年 ， 欧拉在 《无穷分析引

论》中介绍指数和对数时就引人和讨论了相关

人 口增长问题． 欧拉认为 ， 第 ／ｔ 年的人 口数量

满足圪 ＋ １
＝

（
１＋幻圪 ，

其中 ｎ为正整数 ４代

表人口增长率 为正实数 ． 如果考虑初始人口

数量 Ｐ
。 ，则 广 ＝

（
１＋ 幻 这被称作是人 口几

何级数增长模型或人 口 指数增长模型 ［

１ °
］

． 其

后
，
人口学家马尔萨斯在调查了英国 １〇〇 多年

的人口统计资料 ，对指数增长模型进行了完善

并补充了人 口增长率不变的假设
［
１ １

］

． 教师随后

要求学生建立模型解答下述选 自 《无穷分析引

论》 中的例题 ？

例 ３ 某地现有人 口１０ 万
， 年增长率为

￥
，求百年后该地人口数 ．

教师介绍 ，这道问题欧拉是根据 １ ７４７ 年柏

林人 口调查数据提出 的 ，
１７４７ 年柏林人 口数量

约为 １０ ．７２２４万 ． 欧拉通过人 口指数增长模型

说明 自然情况下任何地 区在一个世纪中人 口

数量将增加 １ ０倍以上 ，而这一事实也在伦敦被

观察证实
［

１〇
］

．

２ ． ３ ．３ 思维拓展

教师指出 ，在欧拉《无穷分析引论》指数与

对数的相关章节还讨论了贷款利率 问题 ， 与人

口指数增长模型十分类似 ，
思考题 ２ 对原书问

题进行了适当改编．

思考题 ２ 某人以 ５％的年复利率借款 ４０

万弗罗林 ，
商定 年后一次性还款 ， 问 ｎ 年后连

本带息共应还款多少？

教师引导学生运用类 比的思想方法建立

等比数列模型解答 ，将两类问题进行适当比较

并要求学生联系小学阶段课后活动中人 口发展

与资源环境承载能力关系 的资料思考 ：在贷款

利率问题中 ，如果 ／１— ００
， 贝！

１
还款金额必定也会

趋向于无穷大 ；但是在人 口增长问题中 ，如果时

间接近无限长 ，
人口数量会趋向于无穷大吗 ？

如果说小学阶段通过
“

增长率
”

研究人口

增长问题较为繁琐且缺少 了直观性 ，初 中阶段

通过函数的图像研究人 口增长问题不能很好

满足定量分析的要求 ，那么在高中阶段 ，借助

等比数列相关知识得到的人 口指数增长模型

则同时弥补了以上两种方法的缺陷 ． 通过数列

通项公式
，
便可以简单明了计算和预测某一地

区较长时间 内人 口数量 ． 高中阶段 ，
教师从小

学思考题和初中例题的 内容再出发 ， 引导学生

在事先没有步骤和方法可循的情况下 自 主建

立等比数列模型． 思维拓展环节 ，教师结合《无

穷分析引论》 的相关内容设置思考题 ， 引导学
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生通过类 比的思想方法使数学模型应用到更

多新的领域 ，数学模型再也不是预制好的 、
一

成不变的 ，
而是可以根据具体问题不断调整 、

灵活多变 的 ；
也不是为特定对象所独有 的 ，

而

是可 以转移到所有合适领域中的 ． 课堂最后 ，

教师再次结合小学课后活动内容启发学生进

行深度思考 ，帮助学生了解人 口指数增长模型

也有不完善的地方 ，
因为地球的资源和空间是

有限的 ，人 口不可能无限制地增长
，
并引导学

生树立正确的人口观 ．

３ 数学史与学习进阶融合的方式

表 ２ 数学史与学习进阶融合的方式

学段
数学史运

用方式

教学

环节

本教学环节数

学史相关内容

回顾的其他学

段或环节的内容
回顾相关教学内容的 目 的

高 中

整体性

重构

复制式
例题

解析

《无穷分析 引论 》 中

人 口增长问题

顺应式

新课

引人

运用 指数增 长模 型

分析美 国 １ ８ 世纪上

半叶人 口数据

况 年间 人 口 总增 长

率与年平 均人 口增

长率之间的关系

引导学生联系等 比数列的 有关内容建

立模型

思维

拓展

《无穷分析 引论 》 中

贷款利率问题

《无穷分析引论 》 中

人口增长问题 、人 口

发展与资源环境 承

载能力之间 的关系

引导学生通过类 比的思想方法建立和

应用数 学模型 ， 并对两类 问题进 行比

较． 启发学生树立正确 的人口观

初中 顺应式
例题

解析

通过函 数的 图 像分

析 美 国 历 史 人 口

数据

通过增长 率分 析中

国历史人口数据

补充说明人 口增长率在函数图像 中 的

体现 ，对比说明通过函数图像观察人 口

增长趋势更具直观性

小学

附加式

新课

引人

介绍人 口 思想和人

口普査的历史

思维

拓展
介绍格兰特生命表

课后

活动

査阅 资料了 解世界

历史人口数据 、人 口

发展与资源环境承

载能力之间的关系

顺应式
例题

解析

通过增长率分析 中

国历史人口数据

纵观从小学至髙 中的人 口增长问题教学

设计 ，数学史在整体性重构后与学习进阶相融

合的 ，史料和 问题在教学中环环相扣 、层层铺

垫
，如表 ２ 所示 ． 教学设计中 ，数学史料和问题

不断回顾 、补充 、对比 ，意图促进学生的认知和

元认知水平
［

１２
］

．

４ 数学史与学习进阶融合的价值

在人 口增长问题的教学设计中
，
不仅 由

学 习进阶联结而成的数学 内容 、思想的体系

和网络呈现了
“

方法之美
”

， 而且融合了 的数

学史与学习进阶还共同体现 了
“

知识之谐
”

、

“

探究之乐
”

、

“

能力之助
”

、

“

文化之魅
”

和
“

德

育之效

４ ． １ 方法之美

许多研究发现学习进阶有助于学生形成

更丰富的知识网络或概念序列 ［

３
’

１ ３
］

． 通过学习

进阶 ，百分数 、 函数 、数列等多样的数学方法
，

类比 、数形结合等精妙的数学思想在人 口增长

问题教学中联结成系统全面 、有机统
一

的 网络

体系 ，呈现出
“

方法之美

４ ． ２ 知识之谐
一方面 ，基于历史人 口 统计数据或历史上
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－

５

数学家们的认知引导学生发现和解决问题 ，使

得学生理解和学习模型有关知识的过程变得

自然而然 、水到渠成 ？

，
另一方面 ，基于学习进阶

的教学是依据学生的认知和理解而设计的 ， 各

学段教学内容环环相扣 、层次铺垫
，
学生也能

明白有关模型或知识不是
“

降落伞
”

从天而降 ，

体现了
“

知识之谐

４ ． ３ 探究之乐
一方面 ，

历史人 口数据为数学建模提供 了

丰富的资源依托 ，学生在探究如何更好地描述

历史人口增长规律的过程中既能被数学家们的

智慧吸引 ，也能因 自身数学活动经验的积累而

收获乐趣． 另一方面 ，在学习进阶中 ，人 口增长问

题环环相扣 、层层深人 ， 面对愈发复杂的问题情

境 ，学生更能在好奇心的驱使下揭开问题的层

层面纱 ，刨根究底之中
“

探究之乐
”

也愈发浓烈 ．

４ ． ４ 能力之助
一方面 ，历史问题有助于提升学生数学建

模等核心素养
［

１ ４
］

；另
一

方面 ，学习进阶为循序

渐进地引导学生发展建模能力提供 了科学依

据 ． 从开始学会运用 已经建立 的模型 ， 到 自 主

建立和求解模型 ，学生数学建模能力不是
一

蹴

而就的
，
基于学习进阶的教学也无疑成为

“

能

力之助
”

？

４ ． ５ 文化之魅
一方面 ，人 口增长 问题历史悠久 ，

既展现

了数学与现实生活的联系 ，
教学设计也充分体

现了Ｍ
？ 克莱 因 （

Ｍ ．Ｋｌｉｎｅ
，

１ ９０８
－

１９９２ ） 的
“

数学文化原理
”

；
另一方面 ，

学习进阶过程中 ，

教学设计 同样为学 生呈现 出 多元 的学 习 文

化
［

１５
］

：既有中国传统文化注重的循序渐进的课

堂讲授 ，也引入了西方文化所提倡的 旨在引导

学生实践 、探索 、体验的课后活动 ？

４ ． ６ 德育之效
一方面

，
教学设计落实了

“

立德树人
”

这一

今 日教育的根本任务
，
通过数学史 的融人引导

学生更好地认识数学活动的本质 ，理解数学是

不断演进的
，
数学家们勤奋、执着 、严谨的优秀

品质更向学生传递了数学背后的人文精神 ；
另

一

方面 ，基于学习进阶的教学也促进 了
“

人 口

观
”

的发展 ， 教师引导学生逐渐理解了人 口增

长应与资源环境相适应 ，潜移默化的
“

德育之

效
”

也由此产生 ．

５ 结语

从 １９８９
－

２０ １６ 年核心期刊文献的统计分

析可以发现 ， 中小学生数学建模能力的提高是

数学教育研究人员关注的焦点 ，优秀的数学建

模案例还略显不足 ［

１６
］

．
—方面 ， 数学史可 以作

为假设的学习进阶建立的依据 ， 而学习进阶又

能科学地 、循序渐进地发展学生建模能力 ；
另

一方面 ，数学史又为数学建模案例的开发提供

了丰富 、真实的背景资源 ． 与此同时 ，数学史和

学习进阶融合后还体现了多个维度的价值 （ 如

图 １ 所示 ）
． 当然 ，考虑到学习进阶本身具有假

设性的特点 ，我们在学习进阶设计的过程中尚

未开展实证研究 ， 因而还存在部分值得完善的

地方 ． 但是 ，我们有理由 相信 ，
从 ＨＰＭ 视角下

设计数学建模的学习进阶无论是对于当前的

教学实践 、案例开发
，
还是对今后教科书 的修

订和编写
，
都具有重要的参考意义．

数学建模

图 １ＨＰＭ 视角下的数学建模学习进阶设计

知识之谐 方法之美 探究之乐 能力之助 文化之魅 德育之效
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