
从“勾股容方”到均值不等式
汪晓勤

（华东师范大学数学系　２００２４１）

　　均值不等式是中学数学的重要主题，迄今为
止，人们已经给出了很多种证明或推导方法，人们
耳熟能详的弦图模型和半圆模型实源于古代中国

和希腊的数学史 ．展卷阅读古代数学文献，我们
常常会有新的收获 ．本文从《九章算术》“勾股容
方”问题出发，对均值不等式进行了粗浅的探究．
１　勾股容方
汉代数学名著《九章算术》勾股章中设题：“今

有勾五步，股十二步，问勾中容方几何 ．”解法是：
“并勾股为法，勾股相乘为实，实如法而一，得方一
步 ．”［１］设直角三角形的直角边为ａ和ｂ，则上述
解法相当于说，与直角三角形具有公共直角的内
接正方形边长为

ｄ＝ ａｂ
ａ＋ｂ

　　公元２６３年，布衣数学家刘徽为《九章算术》

作注 ．在注中，他利用出入相补原理证明了上述
公式，如图１所示 ．用对角线将长和宽分别为ｂ
和ａ的矩形分成两个直角三角形，每个直角三角
形分成一个内接正方形（黄）和两个小直角三角形
（朱、青）．将三种颜色的图形进行重组，得到图２
所示的矩形，该矩形的长为ａ＋ｂ，宽即为内接正
方形的边长ｄ，故有ａｂ＝ｄ　ａ＋（ ）ｂ ．

图１

图２

今天，人们常常顺应式地将“勾股容方”问题
运用于初中数学教学中 ．如，用相似三角形性质
解决“在一块直角三角形空地上设计一座正方形
花坛”之类的实际问题 ．但该历史名题的教育价
值远不止于此 ．事实上，刘徽的勾股容方图也是
均值不等式的几何模型．
２　相似观点
如图３，在矩形ＡＢＣＤ 中，ＢＣ＝ａ，ＡＢ＝ｂ，ａ

＜ｂ．正方形ＧＢＥＦ和ＨＩＤＪ 分别内接于直角三
角形ＡＢＣ和ＣＤＡ，ＪＨ 的延长线交ＧＦ 于Ｋ．注
意到ＡＨ：ＣＨ＝ＣＦ：ＡＦ＝ａ：ｂ，故知ＡＨ＜ＣＨ，

ＣＦ＜ＡＦ．因此，当ａ＜ｂ时，直角三角形ＨＫＦ总
是存在的 ．于是，

图３

　　

图４

ＨＫ＝ｂ－２ａｂａ＋ｂ
，　ＫＦ＝２ａｂａ＋ｂ－ａ

因直角三角形 ＨＫＦ 与直角三角形ＡＢＣ 相似，
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ＡＢ＞ＢＣ，故ＨＫ＞ＫＦ，于是有

ｂ－２ａｂａ＋ｂ＞
２ａｂ
ａ＋ｂ－ａ

由此得不等式

４ａｂ
ａ＋ｂ＜ａ＋ｂ

或即

２ａｂ
ａ＋（ ）ｂ

２

＜ａｂ＜ ａ＋ｂ（ ）２
２

（１）

故得均值不等式

２ａｂ
ａ＋ｂ＜槡ａｂ＜

ａ＋ｂ
２

（２）

３　函数视角
设内接于直角三角形ＡＢＣ、且与直角三角形

具有一个公共直角的长方形的长为ｘ，则其面
积为

（）Ｓ　ｘ ＝ｘ　ｂ－ｂｘ（ ）ａ ＝－ｂａ ｘ－ａ（ ）２
２

＋ａｂ４

易知，当ｘ＝ａ２
时， （）Ｓ　ｘ 最大 ．如图４，设 Ｍ 是

ＡＣ 的中点，ＭＱ和ＭＰ 分别垂直于ＡＢ 和ＢＣ，则

ＱＢＰＭ 是直角三角形ＡＢＣ的面积最大的内接长

方形，其面积为１
４ａｂ．
因此有：

ａｂ
ａ＋（ ）ｂ

２

＜１４ａｂ
（３）

由此同样可得不等式（１）或（２）．
４　三角比值
在刘徽的勾股容方图中，如果我们连接ＢＦ，

并且作ＢＲ⊥ＡＣ，垂足为Ｒ，如图５所示 ．易知

ＢＦ＝槡２ａｂａ＋ｂ
，　ＢＲ＝ ａｂ

ａ２＋ｂ槡 ２

设∠ＢＦＲ＝θ，则有

ｓｉｎθ＝ＢＲＢＦ＝

ａｂ
ａ２＋ｂ槡 ２

槡２ａｂ
ａ＋ｂ

＝

ａ＋ｂ
２
ａ２＋ｂ２槡２

＝

ａ２＋ｂ２槡２
ａ２＋ｂ２
ａ＋ｂ

，

１－ｃｏｔ２槡 θ＝ 槡ａｂａ＋ｂ
２

＝

２ａｂ
ａ＋ｂ
槡ａｂ
．

因π
４＜θ＜

π
２
，故槡２
２＜ｓｉｎθ＜１

，０＜ １－ｃｏｔ２槡 θ＜１，

由此即得ａ、ｂ的调和中项、几何中项、算术中项、
均方根、反调和中项之间中项之间的大小关系

图５

　　

图６

２ａｂ
ａ＋ｂ＜槡ａｂ＜

ａ＋ｂ
２ ＜ ａ２＋ｂ２槡２ ＜ａ

２＋ｂ２
ａ＋ｂ

（４）

５　转换视角
让我们换一种视角来考察刘徽的勾股容方图

．如图６，设ＥＣ＝ａ，ＡＧ＝ｂ（ａ＜ｂ），则ＥＦ＝ＧＦ＝

槡ａｂ．过点Ｅ作ＣＡ 的平行线，分别交ＧＦ和ＡＧ
于Ｓ和Ｔ．易知，ＳＦ＝ＥＣ＝ａ，ＡＴ＝ＥＦ＝ 槡ａｂ．
故有ＧＳ＝槡ａｂ－ａ，ＴＧ＝ｂ－槡ａｂ．因直角三角形
ＴＧＳ与直角三角形ＡＧＦ 或ＦＥＣ相似，又由ａ＜ｂ
知ＥＣ＜ＥＦ＝ＧＦ＜ＡＧ，故得ＧＳ＜ＴＧ，即

槡ａｂ－ａ＜ｂ－槡ａｂ （５）
这就是均值不等式（２）．

图７

类似地，如图７，过点Ｆ作ＧＥ 的平行线，交
ＡＢ于Ｙ，交ＢＣ的延长线于Ｘ；过Ｃ作ＢＣ 的垂
线，交ＦＸ于Ｗ．因ＣＥ＜ＢＥ，故ＣＦ＜ＡＦ，从而
得ＷＣ＜ＡＹ．这就是不等
式（５）．
不等式（５）亦可直接

由比例性质得到：由 槡ａｂ
ａ

＝ ｂ
槡ａｂ
得 槡ａｂ－ａ

ａ ＝

ｂ－槡ａｂ
槡ａｂ

，再由ａ＜槡ａｂ，即

得（５）．这种推导方法可以
上溯到古希腊阿基米德的
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著作中［２］．
６　梯形模型
转换视角之后，我们还可以通过梯形来考察

均值不等式 ．如图８，仍设ＥＣ＝ａ，ＡＧ＝ｂ（ａ＜ｂ）．
过点Ｃ作ＢＣ 的垂线ＣＵ，过点Ａ 作ＡＢ 的垂线
ＡＶ，分别交ＧＥ和ＥＧ 的延长线于Ｕ 和Ｖ．过ＡＣ
的中点Ｍ 作ＢＣ和ＡＢ 的平行线，分别交ＵＶ 于
Ｎ、Ｌ．由于ＣＥ＜ＢＥ，故ＥＵ＜ＧＥ．在梯形ＣＡＧＵ

中，ＭＬ是中位线，ＭＬ＝ａ＋ｂ２
，由ＦＥ＜ＭＬ即得

均值不等式（２）．

图８

类似地，在梯形ＣＡＶＥ中，由ＧＦ＜ＮＭ，亦得
均值不等式（２）．
７　若干启示
从勾股容方图出发，我们得到了探究均值不等

式的多种几何方法 ．这样的探究有着诸多启示．
（１）数学史为学生提供了探究的机会，古老的

“勾股容方图”展示了数学史的这一教育价值 ．历
史上的数学问题可以成为课堂上探究的起点；站
在古人的肩膀上，必能有所创新．

（２）带着 ＨＰＭ 的眼光去阅读数学历史文献
时，这些文献将不再是过时的、冷冰冰的陈列品，
而是鲜活的、生动的、充满教育意蕴的思想养料．
因此，ＨＰＭ可以引领我们找到新的研究课题．

（３）言“有”易，说“无”难 ．数学的历史是一座
宝藏，其中所蕴含的教学资源取之不尽、用之不
竭．如果轻率地断言：“除了某某方法，不再有别的
方法”，那么很可能是大错特错的 ．对于均值不等
式而言，区区一个“勾股容方图”尚能提供如此多
样的方法，数千年以来人类智慧之宝库、浩如烟海
的数学历史文献，其中又该含有多少精彩的方法
呢？历史开阔我们的视野、涤荡我们的心胸，教会
我们宽容、审慎和谦卑．
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问题特别注意反映真实的现实问题，而且丰富、有
趣．因此，如何使我们的统计与概率教学赶上世界
先进水平是一个急需解决的问题．我们应特别关
注如何加强统计思想、数据分析观念，使学生掌握
基本的数据收集、整理、分析的技能，同时要加强
统计与概率的综合，使学生掌握用概率知识研究
随机现象的基本方法，并能用于解决一些实际问
题等．某种意义上说，在中学数学课程中，统计与
概率更多地扮演了“联系”“综合”“问题解决”“实
际应用”等角色，这样的特点需要关注．
本文所展示的研究非常粗浅．坦率地说，我们

对统计与概率的知识储备水平不高，因此本研究
一定是挂一漏万，而且会存在错误，敬请大家批评

指正．愿我们一起为提高我国统计与概率的教学
水平作出更大的努力．
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