
专题研究 ５７　　　

初中ＨＰＭ课例中的数学文化内涵分析
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摘　要：基于知识源流、学科联系、社会角色、审美娱乐、多元文

化这五个维度的分类框架，选取２０１４年—２０１８年发表的１２个初中

ＨＰＭ课例，分析它们体现了哪些数学文化内涵。得到结论：ＨＰＭ
课例经常使用“知识源流”与“多元文化”维度的数学文化元素，很少

使用“社会角色”“审美娱乐”和“学科联系”维度的数学文化元素。

提出建议：深入开展教育取向的数学史文献研究；夯实 ＨＰＭ 的理

论基础；不脱离学校数学教育的现实，开发 ＨＰＭ课例。

关键词：ＨＰＭ课例　数学文化内涵　分类框架

　　丹麦学者Ｊａｎｋｖｉｓｔ认为，数学史既是数学

教学的工具，又是数学教学的目标。实践表

明，将数学史融入数学教学（ＨＰＭ），可以揭示

知识之谐，呈现方法之美，营造探究之乐，达成

能力之助，展示文化之魅，实现德育之效。

近年来，将数学史融入数学教学日益受

到一线教师的关注和推崇，不少ＨＰＭ课例被

开发了出来。但是，在应试背景下，很多教师

对数学史的工具性价值（如“知识之谐”“方法

之美”等）比较重视，而对数学史的目标性价

值（如“文化之魅”等）关注较少。

笔者之一曾经撰文根据已有的关于数学

史教育价值的理论探讨，结合《普通高中数学

课程标准（２０１７年版）》提出的课程目标，建立

了“基于数学史的数学文化内涵”分类框架。

这个框架包含知识源流、学科联系、社会角色、

审美娱乐、多元文化五个维度。“知识源流”是

指某个知识点的历史发展过程以及相关的人

物、事件、思想等；“学科联系”是指数学与其他

知识领域（科学技术、社会科学、人文艺术等）
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之间的关联；“社会角色”是指数学对人类文明

进步、社会发展所起的重要作用；“审美娱乐”

是指数学的美和趣味；“多元文化”是指不同文

明、不同地域在同一数学课题上的成就和

贡献。

下面，我们尝试基于上述框架，选择一些

初中ＨＰＭ课例，分析它们体现了哪些数学文

化内涵，有何特点与不足，以期为未来 ＨＰＭ
课例的研究以及关于数学文化内涵的进一步

探讨，提供有益的启示。

一、课例的选取

我们选取了２０１４年—２０１８年发表的１２
个初中 ＨＰＭ课例作为研究对象。这些课例

大多由 ＨＰＭ学习共同体开发。各个课例扼

要的教学过程如下：

《字母表示数》课例通过古埃及数学问题

引入，让学生设未知数，列一元一次方程；再

通过丢番图的二元一次方程组问题，提出“字

母表示任意数或一类数”的思想；最后通过火

柴棍搭正方形问题，进一步巩固“字母表示任

意数或一类数”的思想。

《反比例函数》课例通过《太上感应篇》中

的故事，引出称重活动，揭示重物、砝码、力臂

之间的关系，从而引入反比例函数概念；再以

问题串的形式，让学生辨析反比例函数概念；

最后设计３个不同类型的练习题，进一步帮

助学生巩固对概念的理解和掌握。

《三角形内角和》课例通过“泰勒斯拼地

砖”的故事引入，通过三角形拼图活动，让学

生自主探究并发现三角形的内角和性质；再

引导学生用严谨的方法进行说理；最后改编

美国早期几何教科书中的问题，丰富和强化

学生对三角形内角和性质的理解与应用。

《平方差公式》课例通过佃户租地的故

事，引出平方差公式；再用赵爽的“面积割补

法”，证明公式；在巩固练习之后，提出丢番图

的二元二次方程组问题，借助“和差术”，利用

平方差公式加以解决。

《分数指数幂》课例先让学生通过类比，

猜想得到２
１
２ 槡＝ ２；再通过４道思考题，让学生

体会分数指数幂与方根之间的关系，引出分

数指数幂与根式之间的一般关系；最后展示

分数指数幂符号的演进过程，并设计两道以

数字为底的常规题目和两道以字母为底的历

史素材问题作为练习。

《一元二次方程的配方法》课例先引导学

生复习开平方法；再改编花拉子米的方程问

题，引导学生认识代数意义上的“配方”对应

于几何意义上的“将长方形割补成正方形”；

最后让学生探究古巴比伦的一元二次方程

（一次项为负）的几何解法。

《邻补角、对顶角》课例首先通过“如何测

量墙角线的夹角”问题，引出邻补角和对顶角

概念；接着利用视错觉图，揭示“仅凭观察得

到的结论未必可靠”的道理，让学生对“对顶

角相等”进行说理；然后通过视频，讲述泰勒

斯的故事以及说理的历史背景；最后让学生

运用新知解决问题。

《演绎证明》课例首先结合生活实例，引

入数学证明；接着通过回顾“对顶角相等”的

证明，让学生感知数学中的演绎证明；然后播

放视频，让学生了解证明的由来，并认识泰勒

斯、欧几里得和《几何原本》；最后让学生证明

三角形内角和定理。

《三角形中位线定理》课例首先通过四等

分三角形土地问题，引出中位线概念；接着让

学生通过实验操作，猜想中位线性质；然后让

学生用多种方法，对性质进行证明；最后通过

视频，介绍中位线定理的历史。

《实数的概念》课例通过 Ａ４纸长宽之比

问题的探究，引入槡２；再通过求近似值的计

算，体验槡２是无限不循环小数，从而建构无理
数的概念；最后播放视频，回溯无理数的历史。
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《完全平方公式》课例通过“已知正方形

面积，求边长”的问题引入；再设计“从符号表

征下的公式推导到图形表征下的公式解释”

和“从和的平方到差的平方”的探究过程；最

后通过例题和练习，让学生理解和掌握公式。

《等腰三角形的性质》（第一课时）课例首

先利用古罗马时期的墓碑，设置问题引入；接

着利用等腰三角形纸片，让学生通过观察、操

作，猜想等腰三角形的性质；然后让学生通过

推理，论证等腰三角形的性质；最后让学生复

原古人测山高的方法。

二、数学文化内涵的分析

（一）知识源流

ＨＰＭ课例的基本特点就是，借鉴数学知

识发生、发展的过程，运用相关的历史素材，

引导学生进行数学学习。因此，“知识源流”

是数学文化内涵的基础维度。这一维度可以

进一步分为人物与事件、概念与术语、问题与

求解、命题与证明、工具与符号等子维度。１２
个课例都涉及这一维度，进一步看，都涉及人

物与事件子维度，部分涉及其他子维度。具

体如下：

《字母表示数》课例涉及丢番图用字母表

示未知数，以及古埃及的一元一次方程问题、

丢番图的二元一次方程组问题（属于问题与

求解子维度）。

《反比例函数》课例涉及欧几里得定义反

比例，以及“反函数”一词中“反”的含义（属于

概念与术语子维度）。

《三角形内角和》课例涉及泰勒斯发现三

角形内角和定理，以及美国早期几何教科书

中的问题（属于问题与求解子维度）和毕达哥

拉斯学派、欧几里得、克莱罗、美国早期几何

教科书给出的不同证明（属于命题与证明子

维度）。

《平方差公式》课例涉及赵爽证明平方差

公式，以及丢番图的二元二次方程组问题（属

于问题与求解子维度）和面积割补法（属于命

题与证明子维度）。

《分数指数幂》课例涉及斯蒂菲尔将幂指

数从非负整数推广到负整数，沃利斯将正整

数幂的运算推广到任意有理数幂，以及沃利

斯和欧拉的有关分数指数幂的问题（属于问

题与求解子维度）和分数指数幂符号的历史

（属于工具与符号子维度）。

《一元二次方程的配方法》课例涉及花拉

子米用几何方法解一元二次方程，以及花拉

子米的一元二次方程及其几何解法（属于问

题与求解子维度）。

《邻补角、对顶角》课例涉及泰勒斯开创

演绎证明之先河，以及演绎证明的必要性、泰

勒斯关于“对顶角相等”的证明（属于命题与

证明子维度）。

《演绎证明》课例涉及《几何原本》奠定数

学证明模式，以及欧几里得关于“三角形内角

和”和“对顶角相等”的证明（属于命题与证明

子维度）。

《三角形中位线定理》课例涉及欧几里得

用面积方法证明平行线分线段成比例定理

（三角形中位线定理为其特殊情形），以及古

巴比伦泥板记载的土地分割问题（属于问题

与求解子维度）和刘徽的“出入相补法”（属于

命题与证明子维度）。

《实数的概念》课例涉及毕达哥拉斯学派

发现无理数，以及无理数的辞源（属于概念与

术语子维度）和根号的历史（属于工具与符号

子维度）。

《完全平方公式》课例涉及刘徽用几何方法

解释开方法，以及“已知正方形面积，求边长”的

问题（属于问题与求解子维度）和完全平方公式

的几何证明（属于命题与证明子维度）。

《等腰三角形的性质》（第一课时）课例涉

及古埃及和古罗马人使用水准仪，以及１６世

纪的测山高问题（属于问题与求解子维度）和
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水准仪（属于工具与符号子维度）。

（二）学科联系

数学史告诉我们，数学与其他学科（自然

科学、人文科学、社会科学）之间有着紧密的

关联。这种关联正是数学文化的内涵之一。

１２个课例中只有２个课例涉及这一维度。具

体如下：

《反比例函数》课例的新课引入环节，教师

讲述了我国古代的劝善书《太上感应篇》中记

载的一个关于杆秤的故事：“明朝万历年间，扬

州有一家大南货店，店主在临死的时候吩咐儿

子说：‘我平生起家，全靠这杆秤。这杆秤乃是

乌木合成，中间空的地方藏有水银，称出的时

候，就将水银倒在秤头，称入的时候，就将水银

倒在秤尾。这样入重出轻，就是我致富的原

因。但是，目前竞争激烈，也只能惨淡经营。

希望你更加努力，争取扭转局面。’”从而引出

问题：店主究竟是怎样“入重出轻”的？他这样

做的利和弊是什么呢？利用杆秤的故事和天

平实验引出反比例函数概念，体现了数学与物

理之间的密切联系。

《演绎证明》课例中，教师用博物学家达

尔文（Ｃ．Ｒ．Ｄａｒｗｉｎ，１８０９—１８８２）的故事来说

明演绎证明的意义：“有一个农场主，他的猪

总是养不胖，因此他忧心忡忡。这件事被达

尔文知道了，他告诉农场主：多养猫，猪就会

胖起来。理由是猫吃田鼠，多养猫便少田鼠；

田鼠吃土蜂，少田鼠便多土蜂；土蜂传播三叶

草，多土蜂便多三叶草；猪吃三叶草，多吃三

叶草，猪便会胖起来。”这段史料看上去与数

学无关，是在讲生物学中关于食物链的故事，

但是关于食物链的推理实例有助于学生对逻

辑推理的理解和对证明作用的领会。这说明

了演绎证明不仅仅局限于数学学科，也体现

了数学与生物学的联系。

（三）社会角色

数学对人类文明的进步、社会的发展有

着重要的作用，数学文化中的“社会角色”就

是指数学的应用价值。１２个课例中只有４个

课例涉及这一维度。具体如下：

《三角形内角和》课例中，教师设计“泰勒

斯拼图”活动，再现三角形内角和的发现过程：

公元前６世纪，古希腊思想家、哲学家泰勒斯

在装修房子时发现了一个非常有趣的事实：六

块同样的正三角形地砖恰好铺满某一点的四

周，而不重叠，也不留任何缝隙。这就表明，大

小相同的六个角相加恰好等于３６０°，其中三个

角相加恰好等于１８０°。泰勒斯发现三角形内

角和的过程，让学生感受到数学知识来源于生

活，数学的应用无处不在。

《平方差公式》课例中，教师将发生在古希

腊的欺骗性土地分配事件改编为“庄园主与佃

户”的故事来引入：“从前，有一个狡猾的庄园

主，把一块边长为ａ（ａ＞５）米的正方形土地租

给佃户张老汉。第二年，他把这块土地的一边

减少５米，相邻的另一边增加５米，继续租给

张老汉，租金不变。”教师引导学生通过比较边

长变化前后的土地面积来判断张老汉是否吃

亏。由此可见，数学与现实生活息息相关。

《三角形中位线定理》课例中，教师利用

古巴比伦泥板记载的六兄弟分割三角形土地

的问题，巧妙设计了“四兄弟分土地”问题的

情境：“在古巴比伦两河流域，有四兄弟相安

无事地生活着。直到一天，他们的父亲去世

打破了这一平静，四兄弟为了分割父亲留下

的一块土地而争论不休。”教师让学生设计方

案解决四兄弟的矛盾，由此感受数学在现实

生活中的应用价值。

《等腰三角形的性质》（第一课时）课例

中，教师展示了古代埃及和古巴比伦通过生

活经验的积累制作的由一个等腰三角形及悬

挂在顶点处的铅垂线组成的水准仪（如图１），

并指出：“土地丈量员在测量时调整底边的位

置，如果铅垂线经过底边终点，就表明底边垂
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直于铅垂线，即底边是水平的。我们从中就

可以发现这实际上运用到了等腰三角形三线

合一的性质。”此外，教师还展示了１７世纪意

大利数学家博默多罗的《实用几何》一书中的

一幅插图（如图２），并指出：“文艺复兴时期，

水准仪这种工具也被广泛地运用着，那个时

代的测量员正是利用水准仪来测量山的高

度。”由此，深刻体现了数学的“社会角色”。

图１

　　
图２

（四）审美娱乐

数学史告诉我们，促进数学发展的不仅

有实际应用，还有智力上的好奇以及美学和

趣味上的娱乐。英国哲学家和数学家罗素

（Ｗ．Ｒｕｓｓｅｌｌ，１８７２—１９７０）说过：“数学，如果

正确地看，不但拥有真理，而且也具有至高的

美。”数学美包括简洁美、对称美、奇异美和统

一美等。１２个课例中只有４个课例涉及这一

维度。具体如下：

《字母表示数》课例中，教师给出了古埃及

时期莱因德纸草书上的一个问题：“一个量，加

上它的２
３
，它的１

２
和它的１

７
，等于３３，求该量。”

让学生感觉到现行符号语言的简洁之美。

《平方差公式》课例中，教师将古希腊丢

番图的《算术》中的一个问题作为例题：“已知

两正数和为２０，积为９６，求两数。”由于学生

没有学过一元二次方程，教师采用丢番图的

“和差术”解决：假设所求两数分别为１０－ｘ

和１０＋ｘ，则（１０－ｘ）（１０＋ｘ）＝９６，即１０２－ｘ２

＝９６，故ｘ＝２，故所求两正数分别为１２和８。

这展示了数学解题方法的对称之美。学生或

许会困惑为什么将两数设为１０－ｘ和１０＋ｘ，

但从解题过程中可以看到“和差术”的方法对

于简化计算的优势。

《分数指数幂》课例中，教师展示了分数

指数幂的符号在１４世纪—１７世纪这３００余

年来的发展过程，如图３所示。学生感觉到

符号的形式越来越简洁、直观。

图３

《邻补角、对顶角》课例中，教师通过视错

觉图形（如图４），告诉学生“仅凭观察得到的

结论未必可靠”的道理，让学生感觉数学的奇

异之美。实际上，早期几何教科书为了说明

演绎证明的重要性，常常使用这类图形：图５

就是关于直线位置关系的两种视错觉图形。

图４

图５

（五）多元文化

数学史上，任何概念、公式、定理或问题

都不是某一个数学家，也不是某一个国家或

地区的专利，不同时代、不同文明、不同地域

的数学家都可能做出各自的贡献（如问题的

提出、公式的推导、定理的证明、符号的创造

等等）。因此，“多元文化”是数学文化的重要
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内涵。１２个课例中有９个课例涉及这一维

度。举例如下：

《一元二次方程的配方法》课例中，教师引

导学生经历配方法的产生过程，重新发现古埃

及祭司、古巴比伦祭司、古希腊数学家欧几里

得（公元前３世纪）、《九章算术》作者（约１世

纪）、阿拉伯数学家花拉子米（Ａｌ－Ｋｈｗａｒｉｚｍｉ，

９世纪）的几何方法，完成一次与古代数学家

的“跨越时空的心灵之约”，拉近与数学的距

离，感悟数学文化的魅力。

《完全平方公式》课例中，教师展示了古

希腊数学家欧几里得、中国数学家刘徽（３世

纪）、古希腊数学家席翁（Ｔｈｅｏｎ，４世纪）、阿

拉伯数学家花拉子米、印度数学家婆什迦罗

（Ｂｈāｓｋａｒａ，１１１４—１１８５）、意大利数学家斐波

那契（Ｌ．Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ，１３世纪）、法国数学家韦达

（Ｆ．Ｖｉèｔｅ，１５４０—１６０３）等对完全平方公式的

图形（几何）形式、文字形式和符号形式所做

的贡献，呈现了多元文化。

三、结论与启示

由以上分析可见，很多ＨＰＭ课例对数学

文化元素的使用不够均衡，缺乏多元性：“知

识源流”与“多元文化”维度的元素经常被使

用，而“社会角色”“审美娱乐”和“学科联系”

维度的元素很少被使用。因此，许多课例尽

管采用了ＨＰＭ的视角，但实际上其“文化味”

是不足的。究其原因，除了本文开头所说的应

试背景之外，还可能受以下三种因素的制约：

一是教师在数学文化内涵认识上的局限

性。数学史是数学文化的重要组成部分。所

以宽泛地说，数学史融入数学教学就意味着

数学文化融入数学教学。但事实上，教师可

能只聚焦最能体现数学史内涵的“知识源流”

以及自然涉及的“多元文化”，而忽视能够体

现数学文化内涵的其他维度，因而影响了对

历史素材的选择和运用。

二是教师所掌握的数学历史素材较少。

大多数 ＨＰＭ课例所运用的历史素材都比较

单一。例如，古巴比伦人在土地丈量的实践

中，提出了“已知长方形面积以及长宽之差，

求长和宽”问题，在没有代数符号的情况下，

他们只能依靠几何方法，通过割补将长方形

转化为正方形来求得长方形的宽。ＢＢＣ制作

的《数学的故事》（第一集）中包含了上述内

容。如果融入这一素材，那么，《一元二次方

程的配方法》课例就多了数学文化的“社会角

色”维度。又如，许多绘画作品，如１６世纪意

大利艺术家弗朗西斯卡（Ｐ．ｄｅｌｌａ　Ｆｒａｎｃｅｓｃａ，

１４０６—１４９２）的《基督受鞭图》，长宽之比满足

槡２∶１。如果融入这一素材，那么，《实数的概
念》课例就有了数学文化的“学科联系”维度

（数学与艺术）。

三是数学教学的现实条件。ＨＰＭ 课例

都是在常规课堂中实施的，教师还需要完成

常规的教学目标———这需要一定的巩固练习

时间。事实上，中学数学的教学进度并不允

许一节常态课中运用太多的历史素材。因

此，当我们分析ＨＰＭ课例中的数学文化内涵

时，应该清楚理想和现实之间是存在差距的。

对此，我们认为，要在 ＨＰＭ 课例中更深

刻地体现数学文化内涵的价值，ＨＰＭ学习共

同体（课例开发者）还应在以下方面下功夫：

一是深入开展教育取向的数学史文献研

究。数学史是一个巨大的宝藏，可用的素材

取之不尽、用之不竭。没有历史研究，ＨＰＭ
课例就成了无源之水、无本之木，数学的“文

化之魅”则不易呈现。为此，课例开发者首先

应该拥有一定数量的数学史文献，包括原始

文献和研究文献。两河流域泥板书、古埃及

纸草书、东西方历代数学名著（如《九章算术》

《几何原本》《计算之书》等）和历史上的数学

教科书都属于原始文献。数学通史（如史密

斯的《数学史》、博耶的《数学史》、伊夫斯的

《数学史概论》、卡茨的《数学史通论》等）、国
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别史（如希思的《希腊数学史》、刘钝的《大哉

言数》、Ｓｉｒｉｎｉｖａｓｉｅｎｇａｒ的《印度数学史》等）、

专题史（如范德瓦登的《古代文明的几何与代

数》、卡茨等的《驯服未知数：从古代到２０世

纪初的代数史》、博耶的《解析几何史》等）以

及数学史论文都属于研究文献。此外，一些

数学史家相继编辑了东西方的数学史原始文

献，如史密斯的《数学原始文献》、斯特洛伊克

的《数学原始文献：１２００～１８００》、福韦尔的

《数学史读本》、李文林的《数学珍宝》、卡茨的

《东方数学选粹》等。

二是夯实 ＨＰＭ 的理论基础。在 ＨＰＭ
领域，理论和实践始终保持着良性互动：课例

研究为 ＨＰＭ理论的建构提供论据，而 ＨＰＭ
的理论则反过来指导课例研究。根据课例分

析，我们得出基于数学史的数学文化内涵的

五个维度，反过来，数学文化内涵的五个维度

指导我们更有针对性地对历史材料进行选

择、裁剪和加工。例如，教学锐角三角函数概

念时，我们可以按照数学文化的内涵选取较

为丰富的历史素材。为了体现“学科联系”，

可以选取公元前３世纪古希腊天文学家阿里

斯塔克斯的天文测量问题；为了体现“社会角

色”，可以选取美、英早期教科书中的实际测

量问题（如山高测量问题、在沼泽地两端架设

水管问题等）；为了体现“审美娱乐”，可以选

取１９世纪的数学谬论“６４＝６５”，等等。

三是不脱离学校数学教育的现实，开发

ＨＰＭ课例。在教学进度无法更改、课堂时间

有限的情况下，要多维度地展现“文化之魅”，

融入更多的数学史素材，理想的策略是在多

个教学环节中运用史料。如根据历史材料编

制数学问题作为例题或练习题，制作简短的

ＨＰＭ视频，等等。
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