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ＨＰＭ 视角下
“

可化为 一元一次方程的分式方程
”

的教学

栗小妮
１

贾 彬
２

（
１ ． 华东 师 范大 学教师教育学 院 ，

上海 ２０００６２
；２． 上海市建平远翔学校 ， 上海 ２００１２９

）

１ 引言

分式方程是初中 阶段学生在学习 了整式

方程以及整式相关知识后 ，
必学 的一部分知

识 ， 而已有的分式方程的教学实践表明 ， 学生

在学习过程中存在以下问题 ［
１

］

：

？ 对分式方程相关概念模糊不清
；

？ 对找分式的最简公分母的方法掌握不

太好
；

？ 去分母时 ，漏乘情况严重 ；

？ 当去括号前面是减号时 ， 去括号后 ， 括

号后的项不变号
；

？ 搞不清楚分式方程的增根与无解 ， 利用

分式方程解应用题时 ，等量关系找不全．

“

可化为一元一次方程的分式方程
”

是沪

教版七年级上册的教学内容 ， 之前学生已学习

过
一

元一次方程 、分式以 及分式 的运算等 内

容 ． 本节课的教学 目 标是理解分式方程的概

念
，掌握可化为一元一次方程的分式方程的解

法
；
知道解分式方程时可能产生增根的原因 ，

并掌握解分式方程的验根方法． 其 中 ， 教学重

点是掌握可以化成
一元一次方程的分式方程

的解法
，
以及掌握分式方程转化为整式方程的

方法及其中的转化思想． 解分式方程过程 中产

生增根的原因及如何验根是教学 的难点 ． 在教

学实践中 ，
对于学生经常发生的增根或失根错

误 ，教师虽然可以予以批评指正 ，但可能会打击

学生的 自信心 ． 同时
，数学文化融入数学教学也

日益受到人们 的关注． 这就给我们提出了 以下

问题 ，如何在本节课中培养学生 的探究精神 ？

如何在指出学生错误的同时又能培养学生的 自

信心 ？ 如何在本节课中更好地融人数学文化？

这些都是教师需要考虑的问题．

ＨＰＭ 视角下 的数学教学可 以为以上问题

的解决提供
一

定的启示 ，英国学者福韦尔总结

了数学教学中运用数学史的 １５ 条理由 ，其中第

２条为
“

改变学生 的数学观
”

，第 ３ 条为
“

因为

知道并非只是他们有 困难 ， 所 以得到心理安

慰
”

，
第 １０ 条为

“

提供探究的机会
”

［

２
］

． 从情感

态度价值观而言 ，
数学史有利于激发学生学习

数学的兴趣 ，让学生亲近数学 ；
可以揭示数学

作为人类文化活动的本质 ，
让学生感受数学背

后的人文精神 ． 结合 以上思考与启示 ， 我们从

ＨＰＭ 的视角设计和实施本节课的教学 ．

２ 历史素材

２ ． １ 分式方程的历史

在东西方数学文献中 ， 分式方程都出现得

较晚 ．
９ 世纪阿拉伯数学家花拉子米的 《代数

学》中已经有分式方程
，
比如

“

将 １ ０分成两部

分 ，第一部分除以第二部分 ， 第二部分除以第
一部分 ，它们的和是二又六分之一

”
［
３

］

，
相应 的

分式方程为

见２
＋
丄＝

２
丄

．

ｘ＼０
－

ｘ６

１ ３ 世纪 ，意大利数学家斐波那契在《计算

之书》中列举了许多用分式方程求解的问题 ，

其中部分问题源于花拉子米 例如
［
４

］

：

若干人平分 １０ 第 纳 尔 ， 每人得若干 ？ 若加

上 ６人
，再平分 ４０ 第 纳 尔

，
则每人所得与前面

＊ 本文是华东 师 范大 学 ＨＰＭ 工作 室 系 列课例 之一 ．
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１３ 世纪之后至 １ ８ 世纪中 叶以前 ，很少有

数学家关注分式方程． 在沃利斯 （
Ｊ ．
Ｗａｌｌ ｉｓ

，

１６ １ ６
－

１７０３
）

、麦克劳林 （
Ｃ ．Ｍａｃ ｌａｕｒｉｎ

，

１ ６９８
－

１７４６
） 、欧拉等数学家的代数学著作中 ，都没有

分式方 程 的影 子 ． 美 国 学 者曼 宁 （ Ｋ ．Ｒ ．

Ｍａｉｍｉｎｇ ）检查了 １９世纪出版的 １０００ 多种初等

和高等代数著作 ，
发现 １ ８０５ 年左右以前的绝大

多数著作均未涉及分式方程 ，

一些作者甚至还

认为分式方程并不属于初等代数内容
［
５

］

．

在 １ ３ 世纪的 中 国
， 数学家李冶 （

１ １ ９２
－

１２７９
）
的 《测 圆海镜 》 中 出现 了分式方程的例

子 ． 如第 ７ 卷第 ２题得到

２。…
６５２３２０４６６５６００？

－

Ｘ
２

＋８６４０＋


＋
——

；

— ＝ ０
，

ＸＸ

李冶将其化为

－

Ｘ
４
＋８６４０＊

２

＋６５２３２０＊＋４６ ６５６００＝０．

２ ． ２ 增根的历史

斐波那契 、桑德森等在解分式方程时都没

有遇到增根的情形 ． 法国数学家拉克洛瓦在出

版于 １８００ 年的 《代数基础 》中 ，
给出 了含字母

系数的分式方程的解法 ，并考虑了当字母系数

使得根的分母为零时 ，方程无解 ， 但他并未发

现方程存在特殊根
，
也没有验根的意识

，
因而

与增根和失根问题失之交臂 ．

１９ 世纪中叶之后 ，许多代数教科书 中都含

有有关分式方程的 内容
，
但并没有给出分式方

程的一般解法 ，编者往往对分式方程和分数系数

方程不加 区别 （如温特沃斯 （ Ｇ．
Ａ

．
Ｗｅｎｔｗｏｒｔｈ

，

１ ８３５

－

１９０６
）在《代数基础》 中将分式方程和分

数系数方程统称为
“

ｆｒａｃｔ ｉｏｎａｌｅｑｕａ
ｔ ｉｏｎ

”
［ ６

］

） ，
对

不同的分式方程采用不同 的技巧 ，
对增根和失

根并没有清晰的认识．

１ ８８０ 年左右 ，分析的严密化运动引发了人

们对于
“

零能否作除数
”

问题的大讨论 ，这在一

定程度上促进了分式方程理论的发展 ，数学家

们开始将分式方程作为
一

个专 门的课题来研

究． １ ８８２ 年 ， 美国康乃尔大学数学教授奥利弗

等人在其 《代数专论》 中讨论了分式方程 的解

法 ， 对增根问题已经有 了 比较清晰的认识 ． 书

中指出
［ ７ ］

，方程

Ｎ
（
ｘ

）
Ｐ

（
ｘ
）
＝ Ｎ

（
ｘ
）Ｑ（

ｘ
）

与

Ｐ
（
ｘ
）
＝
Ｑ（

ｘ
）

不一定是同解方程
，
因为可能存在 ｘ 的值 ，使得

风 ＊
）
＝ ０

，而 Ｐ⑷ （岣 ＃ ０
， 因此

，
这样的 ＊

的值是方程 ＝ 风＊
） 以４ 的根

，但不

是方程 ＰＵ ）
＝

＜？Ｕ） 的根 ， 因此 ，在方程 ／
＊

Ｕ）
＝

两边同乘以含 ％ 的某个式子 后 ， 就

可能会产生增根． 如 ：

ｌ

－＾
ｒ
＝

ｒ
Ｊ－ －

６
，

 ①
＾
－

１ Ｉ
－

Ｘ

方程两边同乘以叫 ＊
）＾

－

１后 ，
得到一元二次

方程ａ ：

２
－

７；？＋６＝０
，于是得 ａ ：

＝
１ 或＊ 

＝
６ ． 其 中 ，

尤 ＝ １ 是增根？

在解释方程①在化为整式方程之后何以会

产生增根时 ，奥利弗等人认为 ，若将原方程化为

再化简得

７
－

（
１＋ ＊

）
＝ ０

，

从而得 ＾ 
＝

６
，
不会产生增根 ． 这里 ，奥利弗等人

已经有了使分式方程不产生增根 的想法 ， 后

来 ，美国数学家费歇尔 （ Ｇ． Ｅ ．Ｆｉ ｓｈｅｒ
，１ ８６３

－

１９２０
） 和施瓦特 （

１ ． ＞ ［ ． ５（： １？他１
，

１８６７
－

１９３７ ）将

其总结为分式方程的完美解法 ．

奧利弗等人似乎相信 ， 在分式方程两边同

乘以分母的最小公倍式 ，所导出 的多项式方程

与原方程是同解的 ． 而我们知道 ，
事实并非如

此． 如对于方程

两边同乘以分母的最小公倍式Ｖ－

１
） 得

ｘ
２－

２ｘ
－

３
＝

０
，

于是得 ａ：

＝
３ 或 ａ ：


＝ －

１
，
显然

，
；《
＝－

１ 是方程②

的增根 ．

１ ８９９年 ，宾夕法尼亚大学的费歇尔和施瓦

特在《代数基础》 中给出 了一种不会失根也不

会产生增根的解法 ，
解法如下

［ ８
］

： 通过移项将

给出的分式方程的一边化为零 ，将另一边进行
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１５

通分 ，并化为最简分式 ， 于是得到原方程的 同

解方程

其中 （
Ｐ⑷ ， （？ （

＊
） ）

＝１
，两边同乘以 ，

得

多项式方程

Ｐ
（
ｘ

）
＝
０

，

④

满足方程③的 ｚ 的值必定满足方程④ ， 因而③

的解必定是④的解 ，从③到④不会失根 ；另
一

方面 ， 由于 和 是互质的多项式 ，
因

此 ，满足④的 Ｘ 值必满足③ ，因此从③到④也不

会产生增 根 ， 所以 ③和 ④与原方程是 同解

方程？

利用上述方法 ，
费歇尔和施瓦特将方程②

的左边通分 ，得

再将左边化为最简分式 ，得

ｘ
－

３

７
＝〇

）

ｘ
－Ｉ

两边同乘以 （
＊： 
－

１
） 得 ＊ 

－

３
＝

０
，
从而得 ａ：

＝３ ．

费歇尔和施瓦特将ｂ＋１ ） 称为 多余的 因式

（
ｕｎｎｅｃｅｓｓａｒ

ｙ ｆａｃｔｏｒ ） ，正是这种多余的因式导致

了增根的 出现 ． 新的解法消除了多余的因式 ，

从而避免了增根 ， 故无需对所得结果进行检

验 ？１ ９ 世纪末 ， 分式方程的历史终于有了完美

的结局 ．

３ 教学设计与实施

３ ． １ 展示前置学 习成果

本节课采用翻转课堂的形式进行 ，课前教

师让学生 自行观看有关分式方程的微视频 ， 自

学课本知识 ，并完成课前导学思考题．

课前视频内容包括三部分 ：

（
１

） 斐波那契的生平简介． １ ３ 世纪的意 大

利数学 家斐波那 契 ，
出 生在意大利 比 萨 的一个

商人家庭 ． 他早年随父 亲在 北 非
一

带 受过教

育 ， 后来游历 于地 中海沿 岸各 国
，
向 当 时著名

的 阿拉伯数学 家 学 习 ， 大 约在 １２００ 年回 国 ？

１２０２ 年
，
他根据阿拉伯文与 希腊文材料编译而

成的拉丁文代表著作 《计算之书 》 ，是 中世纪数

学的最重要的著作之
一

 ？ 它促进 了 印度数字 系

统和代数方法在欧洲 的 广泛传播 ， 并产 生 了 巨

大的影响
；

（
２

） 选用 《计算之书 》 的
一题 ：

“

若干人平

分 １０ 第 纳 尔 ，每人得若干 ；
若加上 ６人

，再平分

４０ 第纳 尔 ， 则每人所得与前面相 同 ， 求第
一次

分钱的人数 ．

”

（ ３ ） 介绍分式及分式方程的发展历 史 （
历

史素材 中 ２．１ 所述 ） ．

选用意图 ：通过斐波那契的生平简介加深

学生对斐波那契的印象 ，知道《计算之书》是斐

波那契编译而成 ，在学生心中播种一颗对此感

兴趣的种子？ 在学生心 目 中 ， 数学著作往往高

大上 ，遥不可及
，但 《计算之书 》 中的这个问题

学生能够根据题意列出分式方程 ， 因此选用此

题不仅可以让学生认识分式方程 ， 而且有利于

缩小数学著作在学生心 目 中的距离 ，
另外很多

知识的产生 、发展的过程 ，并不是一蹴而就的 ，

简要介绍分式方程发展的历史有助于学生体

会数学家们对分式方程的认识和研究是从发

现到逐步完善的过程 ．

根据
“

微视频
”

和
“

教科书 内容
”

，设计的课

前导学思考题如下 ：

⑴ 下列式子 ③＾－
５

；

④二
一 ＝ ５

； ⑤士 （ ａ：

－

２ ）
＝
ｌ

； ⑥丄 （ ａ：

－

ｌ
）
＝

ｘ＋
ｙ３ｘ

ｆ 中 ，
整式方程是 ：
 ；

分式方程

是 ：
 ； （ 填写序号 ）

你判断的依据是 ：


（
２

） 写出视频中斐波那契求 ｘ 的方程 ，并

解此方程 ＿

⑶ 解分式方程 ：

－＾
；

＝
３ ＋

ｘ
－

２ｘ
－

２

（
４

） 检査一下 ，解 以上两个方程得到的 ＊

的值是否是原方程的解 ？ 请说明理由 ．

第 １ 题正确率非常高 ，班级 ３７人中有 ３６人

答对 ，其中 １ 人将① 、 ②误认为是方程
；
第 ２ 题

学生都能将此方程写出 ，并成功解此方程 ，部分

同学将解代人原方程进行了检验 ；第 ３ 题大部分

同学用两边乘以最简公分母去分母 ，将分式方
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程转化为整式方程求 无 的值 ，

一部分同学将 ％ 的

值代回原方程检验 ，
认为是增根 ；少部分同学通

过移项通分求 ＼发现求不出来 ，
认为方程无解 ．

课上 ，教师首先和学生一起分享了课前导

学思考题的结果 ，为进一步的探究做好铺垫 ．

３ ． ２ 探究增根产生原因
“

增根
”

对学生来讲是个陌生的新知 ，
为什

么解分式方程会产生增根是本节课的难点 ，所

以在前置思考的基础上 ， 教师采用小组合作探

究的方式 ，
让学生思考增根产生的原因 ，体现

“

组内合作
”

的力量？ 以下为学生小组讨论后师

生交流的教学片段．

师 ：什 么是
“

增根
”

？
“

增根
”

从何而
“

增
”

？

生 １
：在分式方程两边 同 时乘以最简 公分

母去分母 时 ，会使本不相等的 两边 因 为 乘 以
“

零
”

而相等 了
；

生 ２
：分式方程在去分母后未知数的取值

范围被扩大 了 ．

师 ： 请说 明
“

本 不 相 等 的 两 边
”

是什 么

意思？

生 ：
比如＾ 

＝
３ 移项 ，得４－

ｘ
—

１ｘ
—

２ｘ
—

２

２ｘ
－

２


 ＝ ３
，



＾

＝
３

，
左边 ＝

１
，
右边 ＝ ３ ． 所以此

ｘ
－

２ｘ
－

２

方程的 两边本不相等．

师 ：

“

根
”

与
“

增根
”

有什 么 关系 ？

生 ：

“

增根
”

不是原 分式方程的根 ，
但它是

去分母转化后的整式方程的根＿

３ ． ３了解增根发展历史

在此环节 ，学生根据前置学习 中 自 主解分

式方程的 步骤和课上通过小组讨论对增根 的

理解
，
归纳出解分式方程的一般步骤 ， 通过练

习解分式方程 ：ｇ

＿

＾７

＝

＾ ， 熟悉解
ｘ＋２ｘ

－

４ｘ
－

２

法的好奇 ，
鼓励学生大胆尝试重走数学家的研

究之路 ？

观看视频后
，
教师 向学生展示了一位同学

解分式方程

ｘ
－

２１ ６＿ 

＾＋２

ｘ＋２ｘ
２￣

４ｘ
－

２

的方法．

ｘ
—

２１６ｘ＋２^


＝ 〇

ｘ＋２（
ｘ＋２

）（
ｘ
－

２
）ｘ

－

２

（
ｘ
－

２
）

２

１ ６

｛ ｘ＋２
） （

＾
—

２ ）｛
ｘ＋２ ） （

ｘ
￣

２
）

（ ｘ＋２ ）

２
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． 原方程无解 ．

然后
，
教师向学生解释 ，这位同学的解法就

是美国宾夕法尼亚大学的教授费歇尔和施瓦特

在他们编写的 《代数基础 》中给出的分式方程的
一般解法 ，

用这个一般解法解分式方程不会产

生增根 ，被称为
“

完美解法
”

，并让学生小组研究
一下他的解题步骤

，
学生得到用

“

完美解法
”

解

分式方程的一般步骤为 ：先将方程移项通分 ，化

为最简分式 ，
根据分子为零 ，可得到分式方程的

解 ，若分母为常数 ，则原分式方程无解 ．

３ ．４ 对照 目标 自主评价

分数方程的一般步骤 ，
学会验根 ． 然后 ，教师通

过微视频介绍增根的历史 （微视频内容为历史

素材中 ２ ．２
）

，
让学生了解分式方程的增根从发

现到解决经历了约一个世纪的漫长历程 ，
让学

生了解数学活动的本质
——数学是人类的文

化活动 ， 数学家也会犯错 ， 数学学习和数学研

究都会遇到困难 、错误和失败 ，在学习过程中

不要因为出错而失去信心． 通过学生对美国教

授费歇尔和施瓦特的不会产生增根 的一般解

本环节教师设置了两个问题 ， 问题 １ 目 的

在于引导学生对照学习 目 标小结本节课的知

识 ，养成学习
一总结

一学习 的习 惯
，
培养学生

的反思整理的能力 ． 问题 ２ 的 目 的是呼应前置

学习中关于斐波那契和他 的分式方程 的历史

线索 ，
让学生发挥想象 ， 大胆与历史中的数学

家对话？

问题 １
：
请对照学 习 目 标 自我检查 ， 本节课

你的 学 习达成度怎样？



２０１ ９ 年第 ３ 期 故￥故学 ３
－

１７

问题 ２
： 若斐 波那契通过时 光隧道来到 我

们的课堂 ，你想对他说什 么 ？

生 １
：我很想知道 当 时是怎样学 习数学的 ？

生 ２
：那时交通不发达 ，你们是怎 么 交流数

学 问题的 ？

４ 学生反馈

本节课结束 ，共有 ３４ 位同学参与 了问卷调

查． 对于问题
“

这节课你听懂了 吗 ？

”

，
１００％ 的

同学选择
“

完全听懂＇ 对于问题
“

你喜欢这节课

吗 ？ 无论是否喜欢 ，都请你说明理由 ， 或者用具

体教学情节举例说明
”

，
３３ 位同学表示喜欢 ，其

中 ２ １ 位同学的理由是这节课既有分式方程的概

念 ，又有分式方程解法 ，还知道了分式方程的历

史和增根的渊源 ， 内容丰富 ，
有趣味

；
１０ 位同学

的理由是喜欢这节课的互动形式 ，有小组讨论 ，

有观看微视频
；

１ 位同学的理 由是喜欢这节课是

因为和数学考试有关． １ 位 同学不喜欢 ，理 由是

用太多时间讲历史和由来 ，
是在浪费时间 ．

对于问题
“

你希望教科书里介绍分式方程

的由来和发展概况吗 ？ 为什么 ？

”

，
３０ 位同学表

示
“

希望
”

，
可以 了解更多的知识 ， 拓宽视野 ， 增

加兴趣 ，促进理解 ． ４ 位同学表示
“

不希望
”

，其

中 ２ 位同学认为课堂上听故事更有趣 ；
１ 位同

学认为 自 己 去寻找这方面的知识更快乐 ；
１ 位

同学认为由来和发展不重要 ．

Ｓ 小结反思

本节课以介绍历史人物开篇 ， 以历史上的

原题或改编后的历史问题作为研究的载体 ， 在

学生 自行探究如何解分式方程的基础之上 ，借

助数学史讨论增根产生的原因 ， 介绍分式方程

增根研究的历史 ，强化学生对增根的认识
，
实

现了
“

知识之谐
”

，
营造了

“

探究之乐

分式方程的 出现和增根的发现都不是
一

蹴而就的 ， 都经历了很长的时间
，
将这段历史

展示在学生面前 ，

一是将静态的数学知识转化

成动态发展的故事 ， 激励学生保持好奇之心 ，

大胆发现 ，
主动探究 ；

二是在冰冷 的数学中融

人人文的知识 ，让数学变得温暖 ，容易亲近 ． 向

学生充分展示了历史上数学家也会犯错误 ，说

明 了错误并不可怕 ， 只要知错能改即可 ； 与历

史上数学家解 同一问题 ， 学生得以亲近数学 ，

也促进了学生对数学本质的认识
，
通过课堂观

察和问卷及访谈 ， 我们看到 ， 学生的 良好表现

不是仅仅停 留在知识 （与技能 ） 的掌握这样
一

个层面 ，数学史的融入还使绝大多数学生在感

受数学悠久的历史 、古人的智慧 以及数学知识

的传承的同时 ，对古代数学问题及数学家产生

了浓厚的兴趣 ，确实将
“

冰冷的美丽
”

转化成了
“

火热的思考
”

， 培养学生学会数学 的思维 ， 实

现了数学史的
“

文化之魅
”

、

“

德育之效

教师利用学生对微视频中美 国宾夕法尼

亚大学两位教授的一般解法的好奇心 ，展示一

位学生解分式方程的另一种解法 ，这种解法和

去分母的解法相 比虽然较为繁琐 ，但这种方法

竟然与两位教授的一般解法相 同 ，增加了这位

学生 自信心的 同时也让其他学生认识到分式

方程的解法并不唯一 ，体现了数学史的
“

方法

之美
”

，学生对方式方程不 同解法的认识和理

解 ，也可促使学生从不同 角度认识数学问题 ，

训练学生的思维
，
体现了数学史的

“

能力之助
”

价值．
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