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数学史对批判性思维培养的作用＊

———以《三角形一边平行线性质定理及推论》一课为例

卢成娴，姜浩哲，汪晓勤

（华东师范大学教师教育学院，２０００６２）

摘　要：对 ＨＰＭ课例《三角形一边平行线性质定理及推论》中

的开放思想、批判思维的自信心、认知成熟度与寻找真相、分析能

力、系统化能力等批判性思维特质的培养进行分析。得出结论：数

学史对发展学生批判性思维具有独特作用，将数学史融入数学教学

可以且应当成为发展学生批判性思维的重要路径之一。

关键词：ＨＰＭ　批判性思维　三角形一边平行线性质定理

　　苏格兰数学家阿布斯诺特（Ｊ．Ａｒｂｕｔｈｎｏｔ，

１６６７—７３５）在其《论数学学习的益处》中指出：

“数学使人获得清晰的、论证性的、有条理的推

理习惯，为头脑注入生命力，使其免受偏见、轻

信和迷信的影响。”数学的教育价值之一就在

于培养学生的理性思维。作为２１世纪技能的

核心，批判性思维是一种“理性的、反思性的思

维”，“其目的在于决定我们的信念和行动”。

近年来，在数学教学中如何发展学生的批判性

思维，已经成为备受关注的热点问题。

事实上，数学史的教育价值可以分成知

识之谐、方法之美、探究之乐、能力之助、文化

之魅、德育之效六类，这六类价值均与批判性

思维有着密切的联系。本文试图通过对一节

典型的初中ＨＰＭ课例进行分析，来回答将数

学史融入数学教学对批判性思维的培养有何

作用，从而为后续的ＨＰＭ课例研究以及数学

学科育人价值的实现提供参考。

一、批判性思维分析框架

２０世纪９０年代初，美国哲学协会曾组织

来自不同领域的４６位批判性思维研究专家，

制订和发布了著名的《德尔菲报告》，对批判

性思维的内涵做了具体阐述。在此基础上，

法乔恩（Ｐ．Ａ．Ｆａｃｉｏｎｅ）等人研制了《加利福尼
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亚批判性思维倾向测试》（Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ　Ｃｒｉｔｉｃａｌ

Ｔｈｉｎｋｉｎｇ　Ｄｉｓｐｏｓｉｔｉｏｎ　Ｉｎｖｅｎｔｏｒｙ，简 称 ＣＣＴ－

ＤＩ），被公认为具有较好的信度和效度，在美

国的大学、中学广为使用。

ＣＣＴＤＩ将批判性思维的特质分为七个方

面：（１）求知欲，指对知识充满好奇，渴望学

习，即使这些知识的实用价值并非直接明显

的；（２）开放思想，指对不同的方法和意见采

取包容的态度，防止个人偏见的可能；（３）批

判思维的自信心，指相信自己的推理过程与

分析能力；（４）系统化能力，指有组织、有目标

地处理问题；（５）认知成熟度，指审慎地做出

判断，或暂不做判断，或修改已有判断，警觉

性地接受多种解决问题的方法；（６）寻找真

相，指勇于寻找最佳方案，敢于质疑，在寻找

知识时保持真诚和客观的态度；（７）分析能

力，指能够鉴定问题所在，预计可能出现的结

果，基于证据、运用推理解决问题。

二、ＨＰＭ课例简述

这节课的课题是“三角形一边平行线性

质定理及推论”。

课前，教师下发阅读材料，让学生在阅读

教材的基础上阅读，初步了解“三角形一边的

平行线”。阅读材料介绍了欧几里得《几何原

本》的命题Ⅵ．２、命题Ⅰ．４３以及杨辉的“勾中

容横、股中容直”原理。

《几何原本》命题Ⅵ．２　如果一条直线平

行于三角形的一边，那么它截三角形的两边

成比例；如果三角形的两边被截成比例，那么

通过两个截点的直线平行于三角形的第三边

（如图１）。

图１

　　
图２

《几何原本》命题Ⅰ．４３　在任何平行四

边形中，对角线两边的平行四边形的补形面

积相等（如图２）。

“勾中容横、股中容直”原理　如图３所

示，设Ｏ是矩形ＡＢＣＤ 对角线上一点，过点Ｏ

分别作一组邻边的平行线ＰＱ、ＲＳ，则ＳＯＰＤＳ

＝ＳＯＱＢＲ。

图３

　　
图４

课上，教师主要从定理“是什么”“如何

证”“怎么用”三个方面展开教学。

在“理解定理”环节，教师带领学生分别

从文字语言（平行于三角形一边的直线截其

他两边所在的直线，截得的对应线段成比

例）、图形语言（有两种情形，如图１和图４，分

别被命名为“Ａ字型”与“８字型”）以及符号语

言（因为ＤＥ∥ＢＣ，所以ＡＤＤＢ＝
ＡＥ
ＥＣ
，ＡＤ
ＡＢ＝

ＡＥ
ＡＣ
，

ＤＢ
ＡＢ＝

ＥＣ
ＡＣ
）三个角度，解读三角形一边平行线

性质定理。

在“证明定理”环节，教师首先带领学生

回顾《几何原本》中“Ａ字型”的证明方法，引

导学生在“Ａ字型”的基础上证明“８字型”；然

后引导学生探究三角形一边平行线性质定理

的推论，同样利用三种语言描述，并类比欧氏

几何方法论证；接着进一步引导学生利用“出

入相补”原理证明上述定理与推论，由直角三

角形推广到一般三角形；最后引导学生总结

欧氏几何方法与“出入相补”原理的异同，深

入体会东西方数学思想。

在“应用定理”环节，教师通过两道例题，

引导学生分别从欧氏几何方法和“出入相补”

原理两个角度进行解答，感受三角形一边平

行线性质定理及推论在测量问题中的广泛应
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用。例１为《九章算术》“勾股章”第１９题，此

题属于一次测望问题；例２为《周髀算经》中

的日高公式，属于二次测望问题。

在“课堂小结”环节，教师引导学生从数学

知识、方法、思想等方面概括本节课的内容，并

最后总结：东西方数学方法的殊途同归体现了

海纳百川、兼容并包的思想意识，在后续的学

习中会进一步体会东西方结合的思想方法。

三、ＨＰＭ课例中的批判性思维分析

（一）开放思想

在“证明定理”环节，教师引导学生多角

度、多方面地证明三角形一边平行线性质定

理，通过展现东西方数学方法，培养学生的开

放思想。以下为证明“Ａ字型”的有关教学

片段———

师　根据阅读材料，欧几里得在《几何原本》

中是如何证明“Ａ字型”的呢？

生　（展示图５）连接ＢＥ、ＣＤ，设ＤＥ、ＢＣ之间

的距离为ｈ，则Ｓ△ＤＥＢ＝Ｓ△ＤＥＣ＝
１
２ＤＥ

·

ｈ。又因为Ｓ△ＡＤＥＳ△ＤＥＢ
＝ＡＤＤＢ

，Ｓ△ＡＤＥ
Ｓ△ＤＥＣ

＝ＡＥＥＣ
，所

以ＡＤ
ＤＢ＝

ＡＥ
ＥＣ
。

图５

　　
图６

……

师　虽然“出入相补”原理可以一图多含，但

是，它的应用范围是在特殊的直角三角

形中。那么，这种证明方法可以运用在

一般的三角形中吗？

生　过Ａ点作ＢＣ的垂线。

师　为什么想到作垂线呢？

生　这样就将一个三角形分成了两个直角三

角形。（展示图６）左边补一个（长方形），

可以得到ＡＤ
ＤＢ＝

ＡＭ
ＭＨ

；右边补一个（长方

形），可以得到ＡＥ
ＥＣ＝

ＡＭ
ＭＨ

。

师　作出垂线ＡＨ，以它作为桥梁，将一般的

三角形转化成特殊的直角三角形。那

么，除了这种方法，还有其他方法吗？

生　（展示图７）把△ＡＢＣ补成平行四边形：

过点Ａ 作ＢＣ 的平行线，过点Ｂ 作ＡＣ
的平行线。

图７

　
图８

师　补出来的这张图就是《几何原本》里的图

了！根据预习，我们已经知道什么式子？

生　ａｃ＝ｂｄ。

师　而我们要证明的是什么？

生　ｄａ＝
ＡＤ
ＤＢ
。

师　刚刚我们说可以将直角三角形补成矩形，

那么，对一般的三角形，我们是否可以把

它补成平行四边形？大家尝试一下。

（学生思考讨论，约３分钟。）

生　（展示图８）可以在△ＡＢＣ左侧再补一个

平行四边形：过点Ｍ 作ＡＢ 的平行线，过

点Ｂ作ＡＭ 的平行线。

师　这样，在原来的基础上又做了一次“出入

相补”。在平行四边形 ＭＡＣＢ中，ＱＤＤＰ＝

ＥＤ
ＤＦ
；在平行四边形ＭＡＢＫ 中，ＨＦＦＩ＝

ＪＦ
ＦＤ

＝ＥＤＤＦ
。因此ＨＦ

ＦＩ ＝
ＱＤ
ＤＰ
，即ＡＤ
ＤＢ ＝

ＡＥ
ＥＣ
。

（稍停）那么，除了这种补法，还有其他的

方法吗？

（学生迟疑。）

师　（展示图９）刚刚我们是在左边补了一个
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平行四边形，我们还可以在右边补一个

平行四边形。

图９

图５的欧氏几何方法与图６的“出入相

补”方法分别代表了东西方数学思想，是同一

个定理在不同视角下的探索，有助于开拓学

生的思维；图８与图９的证法则更进一步，将

欧氏几何方法与“出入相补”原理融合，展现

了两种文化的水乳交融，有助于培养学生兼

容并包的开放思想。

（二）批判思维的自信心

在“证明定理”环节，教师还引导学生以

《几何原本》中的“Ａ字型”为媒介，探索“８字

型”的多样证明方法，完善定理的证明过程。

师　《几何原本》中只给出了“Ａ字型”，那么

用欧氏几何的面积方法，能否证明“８字

型”呢？

生　（展示图１０）联结ＢＥ、ＣＤ，因为△ＢＥＤ
与 △ＣＤＥ 面 积 相 等，所 以 △ＡＢＥ 与

△ＡＣＤ 面积相等，所以ＡＤＡＢ ＝
Ｓ△ＥＡＤ
Ｓ△ＥＡＢ

＝

Ｓ△ＤＡＥ
Ｓ△ＤＡＣ

＝ＡＥＡＣ
。

图１０

　　
图１１

师　非常棒！还有其他方法吗？

生　（展示图１１）可以将“８字型”转化成“Ａ
字型”。只要在ＡＢ上截取ＡＤ′＝ＡＤ，在

ＡＣ上截取ＡＥ′＝ＡＥ，连接Ｄ′Ｅ′，证明

△ＡＤＥ 与 △ＡＤ′Ｅ′全 等，就 可 以 将

△ＡＤＥ转化为△ＡＤ′Ｅ′。

师　将“Ａ字型”变成已知的条件，这就是欧

几里得《几何原本》非常漂亮的地方，将

结论作为条件应用。那么，这种转化还

有其他的方式吗？

生　（展示图１２）过点Ｄ 作ＥＣ 的平行线，交

ＢＣ的延长线于Ｃ′。

图１２

师　你是怎么想到这种方法的呢？

生　本来ＢＤ与ＣＥ 是交叉的，平移以后就可

以转化成“Ａ字型”了。

师　非常棒！通过这种思路把“８字型”也转

化为了“Ａ字型”。

在这一探索过程中，学生能够站在古代

数学家的肩膀上思考问题，弥补他们的不足，

无形中提高了学生批判思维的自信心。

（三）认知成熟度与寻找真相

在“证明定理”环节，讨论“利用‘出入相

补’原理是否能证明三角形一边平行线性质

定理”时，起初部分学生的答案是否定的，但

是，在交流中他们发现能够证明直角三角形

一边平行线性质定理，进而发现结合等比性

质还能优化证明过程。

师　在阅读材料中，我们给出了由“出入相

补”原理得到的“勾中容横、股中容直”原

理。我们既然要走东西方结合的道路，

那么能够通过“出入相补”原理证明上述

定理与推论吗？我们先一起来说一说根

据“出入相补”原理可以得到什么？

生　（展示图３）将ＯＲ、ＯＰ、ＯＱ、ＯＳ分别标为

ａ、ｂ、ｃ、ｄ，根据ＳＯＰＤＳ ＝ＳＯＱＢＲ 可以得到

ＯＰ·ＯＳ＝ＯＱ·ＯＲ，也就是ｄａ＝
ｃ
ｂ
。

师　但我们现在的问题是可否证明三角形一

边平行线性质定理与推论。我们先找一



热点透视 １５　　　

个“Ａ字型”。在这个图形中，我们需要

证明ＯＣ
ＯＡ＝

ｄ
ａ ＝

ｃ
ｂ
。这个结论与刚刚的

“容横、容直”结论并不一样，是否可以下

定论：利用“出入相补”原理无法证明三

角形一边平行线性质定理？

（学生思考，有人说不可以，有人说可以。）

师　有同学一开始说无法证明，后来又说可

以证明。我们就请他来说说看。

生　根据勾股定理可知，ＯＣ
２

ＯＡ２＝
ｃ２＋ｄ２

ａ２＋ｂ２
，而ａ＝

ｂｄ
ｃ
，ｄ＝ａｃｂ

，将它们中的一个带进去消元，

化简后就可以得到。

师　是能够算出来的，只是有点复杂。有没

有同学有其他方法？如果没有，我们就

把上面的式子代进去计算。

生　由ｄａ＝
ｃ
ｂ
可得ｄ

２

ａ２＝
ｃ２

ｂ２
，直接利用等比性

质ｃ
２＋ｄ２

ａ２＋ｂ２＝
ｄ２

ａ２＝
ｃ２

ｂ２
，就可以证出ＯＣ

２

ＯＡ２＝

ｄ２

ａ２＝
ｃ２

ｂ２
，开方后可得ＯＣ

ＯＡ＝
ｄ
ａ＝

ｃ
ｂ
。

在这一探究过程中，“勾中容横、股中容

直”原理与三角形一边平行线性质定理的不

一致引发了学生的深度思考，让他们始终积

极地进行探索，从而用严密的逻辑推理证明

了定理，并结合等比性质找到了最佳证明方

法。这培养了学生勇于探索的求真精神。同

时，这一探究过程也启示学生：面对问题要有

自己的思考，不可轻易做出判断。这有助于

培养学生科学论证的理性精神，提高学生的

认知成熟度。

（四）分析能力

在“证明定理”环节，利用欧氏几何方法

和“出入相补”原理证明定理及推论后，教师

进一步引导学生比较这两种方法之间的异

同，体会数学思想，理解数学本质，从而提升

分析能力。

师　我们用欧氏几何方法和“出入相补”原理

分别证明了三角形一边平行线性质定理

及推论，你觉得它们之间有什么相同点

和不同点呢？

生　所有的证法都用到了面积。

师　通过面积从什么证什么？

生　通过面积从平行线证比例式。

师　非常好！它们的共性是将平行关系转化

为比例式以及借助了面积。在这个过程

中还包括了从特殊到一般、从静态到动

态，体现了类比、化归、分类讨论和一题

多解等思想方法。那么，它们之间的不

同点在哪里呢？

生　利用欧氏几何方法只研究了“Ａ字型”，

而利用“出入相补”原理不仅研究了“Ａ
字型”，而且研究了“８字型”，可以直接得

出定理和推论。

生　“出入相补”原理更加完整，但是欧氏几

何方法更加简单。

师　我们总结一下：欧氏几何方法是完美的

演绎推理，由一个推到另一个，可将已经

证明的结论作为解题的条件，是结论性方

法；而“出入相补”原理不同，它一个图包

含多个内容，一个结论出来另一个也就出

来了，在求解的过程中就包含了解题的方

法，是过程性方法。（稍停）那我们进一步

来探讨：你觉得为什么东西方数学家都想

到用面积来证明三角形一边平行线性质

定理？这与想到用面积来证明勾股定理

有必然联系吗？

生　比例式可以化成乘积式，乘积式就表示

面积。

生　两条边相乘是两维的，最常见的两维表

示是面积。

生　在勾股定理中，ａ２、ｂ２ 都可以看作正方形

的面积。在这个定理中，乘积式与面积
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也有一定的联系。

师　大家都说得很好！实际上，面积在平面

几何中有“帝王不变量”之称。古今中外

很多数学家都很重视面积方法。纪伯伦

曾说：“人性是一条光河，从无始流到永

恒。”可能就是数学家的这种人性之美发

现了数学的理性之美，使他们共同发现，

原来路可以往这里。我们同学也可以继

续发现数学的美。

这里，教师由历史上的定理证明出发，一

步一步引导学生挖掘证明方法之间本质的联

系，发现比例的基本性质是东西方数学家都

用面积证明定理的关键。这一过程有助于培

养学生分析问题和解决问题的能力。

（五）系统化能力

在“应用定理”环节，教师借鉴古人的测

量方法，以《九章算术》与《周髀算经》中的测

量题为例，从“一次测望”到“重差术”，系统地

介绍了各类测量问题的求解方法。

例１　《九章算术》“勾股章”第１９题：今

有邑方不知大小，各开中门。出北门三十步

有木，出西门七百五十步见木，问邑方几何？

例２　我国西汉时期天文学家提出了著

名的“重差术”：如图１３，为了测量太阳离大地

（当时人们认为大地是平的）的高度 Ｈ，立高

为ａ的两表，测得影长分别为ｓ１和ｓ２，两表之

间相距ｄ，则日高为 Ｈ＝ａ＋ ａｄ
ｓ２－ｓ１

。请用杨

辉的“勾中容横、股中容直”原理加以证明。

图１３

解后归纳：例１只需要一次测望即可；例

２则需要用到二次测望。二次测望称为“重差

术”，刘徽曾在《海岛算经》中阐述这种方法：

“凡望极高，测绝深而兼知其远者，必用重

差。”《海岛算经》中还记载了三次测望、四次

测望，课后同学们可以进一步去探究。

四、小结

综上所述，在《三角形一边平行线性质定

理及推论》课例中，将数学史通过多种方式融

入数学教学，培养了学生的批判性思维，总结

起来如表１所示。

　表１

批判性思维特质 教学内容 数学史融入方式 数学史使用价值

开放思想
通过展现东西方数学思想引导学生多角度、多

方面地证明三角形一边平行线性质定理

复制式、顺应式、

重构式
拓宽解题思维

批判思维的

自信心

通过展现《几何原本》中“Ａ字型”的证明，引导

学生用多种方法证明“８字型”，完善数学家对

三角形一边平行线性质定理的探索过程

复制式、顺应式 奠定探究基础

认知成熟度与

寻找真相

通过“勾中容横、股中容直”原理的讨论，引导

学生探究利用“出入相补”原理能否证明定理

与推论

复制式、顺应式 引导深度思考

分析能力
通过不同证明方法的比较，引导学生分析其中

的异同，感受数学思想的水乳交融
顺应式 铺设分析视角

系统化能力
引用古代测量问题，系统介绍各类测量问题的

求解方法，由“一次测望”到“二次测望”
复制式 提供解法借鉴
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　　五、反思

虽然在不同的ＨＰＭ课例中，数学史的融

入内容和方式会有不同，批判性思维的特质

体现也会有不同，但是，我们有理由相信，数

学史对发展学生批判性思维具有独特作用，

将数学史融入数学教学可以且应当成为发展

学生批判性思维的重要路径之一。

对此，本节课还有一些需要进一步完善

的地方。在课堂引入部分，教师可以结合数

学史料阐述学习定理的必要性，激发学生的

求知欲；对于学生的证明方法，教师可以从数

学史角度给予肯定，将学生的方法与数学家

的方法进行比较，倡导古今对话，激发学生的

自信心；在比较东西方数学方法的异同时，可

以进一步揭示东西方文化的共同之处，使学

生感受到东西方文化的殊途同归，提高学生

的分析能力。

从这个意义上说，ＨＰＭ教学具有揭示学

习必要性、倡导古今对话等价值，同样对发展

学生的批判性思维有着重要的作用。这给未

来数学史料的选材与加工、课堂教学的预设

与生成乃至 ＨＰＭ 课例的开发与应用提供了

启示。

＊本文系上海高校“立德树人”人文社会

科学重点研究基地之数学教育教学研究基地

研究项目“数学课程与教学中落实立德树人

根本任务的研究”（编号：Ａ８）和华东师范大学

教育学部２０１８年度大学生科研基金项目“初

中生数学批判性思维测评工具开发与培养路

径探析”（编号：ＥＣＮＵＦＯＥ２０１８ＫＹ０２１）的阶

段性研究成果。
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