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“等腰三角形的性质”：从历史中找应用，看证明＊

汤雪川１，栗小妮２，孙丹丹３

（１．上海市徐汇区长桥中学，２００４４４；２．华东师范大学教师教育学院，２０００６２；

３．华东师范大学数学科学学院，２００２４１）

摘　要：分析沪教版高中数学教材设计的不足，梳理相关的历

史素材，对“等腰三角形的性质”分两个课时设计和实施教学：第一

课时主要让学生通过折纸操作、添加“三线之一”说理等活动，归纳

发现、演绎证明“等边对等角”，进而得到“等腰三角形三线合一”，并

且运用它们解决历史现实（水准仪）和教材逻辑（“ＳＳＳ”的说理）的

问题；第二课时主要让学生运用多种方法对“等边对等角”进行说

理，并且反思各种方法的本质以及之间的联系。课后反馈表明，这

样的教学取得了较好的效果。

关键词：ＨＰＭ　等腰三角形的性质　应用　证明

　　等腰三角形“等边对等角”的性质和“等

角对等边”的判定是边与角互相联系和转化

的重要依据，是平面几何知识体系中支柱性

的定理之一。在沪教版初中数学教材中，“等

腰三角形的性质和判定”是七年级第二学期

第十四章《三角形》第３节《等腰三角形》中的

内容，被安排在“三角形的有关线段、分类和

内角和”（第１节《三角形的有关概念和性质》

中的内容）“全等三角形的性质和判定”（第２
节《全等三角形》中的内容）后。教材先用一

个小节呈现“等腰三角形的性质”：直接利用

问题“等腰三角形的两个底角具有怎样的大

小关系”来引入，然后通过画顶角的平分线并

沿着其翻折的实验操作以及线段重合的说

理，得到“等边对等角”的性质，接着运用全等

三角形的判定“ＳＡＳ”和性质“对应角相等”，
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对其进行严格说理（论证），最后反思说理的

过程，基于三角形全等，得到剩下的一组对应

边相等和一组对应角相等，进而得出“等腰三

角形三线合一”的性质，揭示等腰三角形的轴

对称性。

这样的设计一方面凸显了直观感知，能

够增进学生的兴趣、提升学生的认识，另一方

面加强了逻辑推理，能为学生后续逐渐进入

论证几何的定理系统打下基础。不少教师在

教学中也采用了类似的设计，只是侧重点略

有不同。但是，这样的设计仍然存在一些不

足。首先，虽然数学的研究对象是抽象化的

思想材料，但是过分脱离现实（生活）来源的

教学不符合学生的心理特点，难以激发学生

的学习动力，会令学生感到枯燥和无用。其

次，为了便于翻折后对线段重合进行说理，也

考虑到教材之前未给出（后续会给出）全等三

角形的判定“ＳＳＳ”的说理及特殊情况下全等

三角形的判定“ＳＳＡ”，运用它们说理显得不

够严谨，应该画顶角的平分线，而不画底边上

的中线或高；但是直接画顶角的平分线，而不

说明为什么不能画底边上的中线或高，则会

限制学生的思维，显得不够自然、透彻。此

外，吹毛求疵地看，教材之前是运用全等三角

形的判定“ＳＳＳ”，对角平分线的尺规作图方法

进行说理的，因此，“画顶角的平分线”的说理

方法也显得不够严谨。

对此，我们尝试追寻“等腰三角形的性

质”的历史踪迹，看看其到底有什么实际的运

用，有哪些证明的方法，采用 ＨＰＭ 视角改进

这一内容的教学。

一、历史素材梳理

（一）“等腰三角形三线合一”的实际运用

１．古埃及、古巴比伦时期。

在古代埃及和巴比伦，新庙址的测量是

按照严格的几何和天文方法进行的，且是法

老和僧侣阶级的特权———在埃及神话里，还

有专门掌管测量的女神。一些测量工具和基

本的几何图形往往成为神圣的符号而被人们

用作护身符。古代的水准仪是由一个等腰三

角形及悬挂在顶点处的铅垂线组成的，如图１
所示。水准仪中三角形的底边猜测是用绳子

做成的，因为绳子的中点非常容易确定。测

量时，调整底边的位置，如果铅垂线经过底边

中点，就表明底边垂直于铅垂线，即底边是水

图１

平的。古代人通过生活

经验的积累，找到了这种

判定水平的方法，实际上

用到的就是“等腰三角形

三线合一”的性质。

２．古罗马时期。

古罗马时期的一块墓碑如图２所示。也

许，我们不认识墓碑上刻着的名字，也不知道

长眠于地下的人生前经历了怎样跌宕起伏的

人生。但是，从墓碑顶上的等腰三角形和中

间的铅垂线可以断定，墓碑的主人生前是一

位土地丈量员。也许，他并不精通数学，但

是，他每天都在使用“等腰三角形三线合一”

的性质。

图２

　　
图３

３．文艺复兴时期。

在文艺复兴时期，水准仪这种工具也被

广泛地应用着。１７世纪意大利数学家博默多

罗的《实用几何》一书中的一幅插图（如图３）

告诉我们，那个时代的测量员正是利用水准

仪来测量山的高度的。由于山的高度是竖直

方向高度的累加，需要在斜坡上找到水平线
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作为每次测高的基准，因此要用到水准仪。

（二）“等边对等角”的证明方法

１．欧几里得的证明方法。

公元前３世纪，古希腊数学家欧几里得

在《几何原本》中给出了“等边对等角”最早的

证明方法。《几何原本》第一卷命题５说的

是：“在等腰三角形中，两个底角彼此相等，并

且若向下延长两腰，则与底角相邻的两个角

也彼此相等。”欧几里得的证明如下：如图４，

分别延长等腰三角形的两腰ＡＢ 和ＡＣ，在

ＡＢ的延长线上任取一点Ｅ，在射线ＡＣ上截

取ＡＤ，使得ＡＥ＝ＡＤ，联结ＣＥ、ＢＤ。先证明

△ＡＢＤ 和△ＡＣＥ 全等（“ＳＡＳ”），可得ＢＤ＝

ＣＥ，∠ＡＤＢ＝∠ＡＥＣ，∠ＡＢＤ＝∠ＡＣＥ；由

ＡＥ＝ＡＤ，ＡＢ＝ＡＣ 可得ＢＥ＝ＣＤ，再证明

△ＢＤＣ和△ＣＥＢ全等（“ＳＡＳ”），可得∠ＣＢＤ

＝ ∠ＢＣＥ，∠ＤＣＢ ＝ ∠ＥＢＣ；由 ∠ＡＢＤ ＝

∠ＡＣＥ，∠ＣＢＤ＝∠ＢＣＥ，根据公理３（等量减

等量，差相等），得∠ＡＢＣ＝∠ＡＣＢ。

图４

　　　
图５

中世纪，欧洲数学教育水平低下，学生初

读《几何原本》，学到命题５时，就觉得很难。

因此，这个命题也被戏称为“驴桥”，意思为笨

蛋的难关———也有人推测，欧几里得作出的图

形很像一座简单的桁架桥，因而有“驴桥”之名。

《几何原本》的最大特色在于演绎体系的

建立，即新命题证明的依据只能是之前的公

理、公设或已经证明的命题。由于命题５之

前没有出现“ＳＡＳ”以外的全等三角形判定方

法，所以这里不能用“ＳＡＳ”以外的三角形全

等判定方法证明“等边对等角”。由于命题１３

才是“两条直线相交所成的角中，相邻两个角

或者是两个直角，或者它们的和等于两个直

角”，因此这里不能由∠ＥＢＣ＝∠ＤＣＢ直接得

出∠ＡＢＣ＝∠ＡＣＢ。

此外，有了“等边对等角”，就可以把边转

化为角，就可以对全等三角形的判定“ＳＳＳ”进

行说理了。因此，从历史的角度看，如果运用

全等三角形的判定“ＳＳＳ”，对“等边对等角”进

行说理，则有循环论证之嫌。

２．帕普斯的证明方法。

３世纪末，古希腊数学家帕普斯给出了

“等边对等角”巧妙的证明方法：将等腰△ＡＢＣ
想象成两个三角形，由ＡＢ＝ＡＣ，ＡＣ＝ＡＢ，

∠ＢＡＣ＝∠ＣＡＢ，可得△ＡＢＣ 与△ＡＣＢ全等

（“ＳＡＳ”），从而得到∠ＡＢＣ＝∠ＡＣＢ。

３．普罗克拉斯的证明方法。

５世纪，古希腊数学家普罗克拉斯（Ｐｒｏ－

ｃｌｕｓ，４１０～４８５）也曾给出过“等边对等角”的

证明方法。与欧几里得的方法类似，他的方

法是直接在两腰ＡＢ和ＡＣ上取点Ｅ 和点Ｄ，

使得ＡＥ＝ＡＤ，然后联结ＥＣ、ＤＢ（如图５），两

次利用“ＳＡＳ”得到三角形全等。

二、教学设计与实施

分析历史素材可知，“等腰三角形的性

质”重要的实际应用是测量水平线，主要的证

明方法本质上是从顶点出发在两腰所在的直

线上截取相等的线段（欧几里得是在腰的延

长线上截取，帕普斯是直接截取腰，普罗克拉

斯是在腰上截取，另外可以在腰的反向延长

线上截取），构造两个三角形，多次（一般为两

次）运用全等三角形的判定“ＳＡＳ”。这些历

史素材可以激发学生的学习动力，还可以让

学生感受证明方法的多样性，体会欧氏几何

公理体系的严密性和“运动联系”“变化统一”

的思想，因此，应该运用、渗透到教学中。

此外，教材中的折纸操作活动属于实验

几何内容，具有很强的体验性，符合学生的认
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知水平，便于学生先猜想后证明，体会科学研

究的基本过程。而且，由此引出添加顶角的

平分线或底边上的中线或底边上的高，构造

全等三角形进行说理，是自然的、易懂的。因

此，教学中也应该保留这些内容，并结合历史

素材说清楚背后的道理，指出其是否严谨。

综上，考虑到课堂容量的限制，我们对“等

腰三角形的性质”分两个课时设计和实施教学：

第一课时主要让学生通过折纸操作、添加“三线

之一”说理等活动，归纳发现、演绎证明“等边对

等角”，进而得到“等腰三角形三线合一”，并且

运用它们解决历史现实（水准仪）和教材逻辑

（“ＳＳＳ”的说理）的问题；第二课时主要让学生运

用多种方法对“等边对等角”进行说理，并且反

思各种方法的本质以及之间的联系。

（一）第一课时

１．引入史实，激发思考。

基于等腰三角形的性质在古代用于测量

的史实，利用古罗马时期的墓碑设置问题引

入，激发学生的好奇心和求知欲；利用学生熟

悉的工具制作简单的水准仪，进一步吸引学

生的注意，引发学生的兴趣。

师　（出示图２）猜一猜图中的是什么？有没

有和数学学科相关的内容？

生　等腰三角形、铅垂线、直尺、梯形。

师　什么是等腰三角形？

生　有两边相等的三角形叫作等腰三角形。

师　等腰三角形作为特殊的三角形，其边与

角有特殊的名称，分别是———

生　等腰三角形中，相等的两条边叫作腰，另

一条边叫作底边，相等两边的夹角叫作

顶角，另两个角叫作底角。

师　非常好！这其实是一块墓碑。图中等腰

三角形和铅垂线的组合是一种测量、检

验水平线（即与水平面平行的直线）的工

具。今天，老师也模仿古人，做了一个简

单的水准仪。

（演示：取一把等腰三角尺，在其底边的

中点处做一个记号，在其顶点上系一条

铅垂线，利用这一教具展示水平线与非

水平线的检验。）

师　这个工具究竟具体能够做些什么呢？老

师先卖一个关子，请同学们带着这个疑

问来进行今天的学习。本节课我们就来

研究等腰三角形的性质。

２．类比旧知，确定方向。

通过回忆三角形相关知识的学习过程，

帮助学生利用类比的方式，得到研究等腰三

角形性质的方向，即从边、角、特殊线段等角

度研究等腰三角形特有的性质。

３．动手操作，归纳猜想。

借助三角形纸片，让学生自由观察、操作

（直观感受）得到等腰三角形特有的性质，为

后续逻辑推理提供经验支撑和思考的基础，

初步感受实验感知与逻辑推理两者之间的联

系与区别。

师　请你利用课前准备好的等腰三角形纸

片，观察、操作并猜想等腰三角形可能具

有哪些性质。

（学生活动。）

师　等腰三角形的边有哪些特有的性质？

生　等腰三角形的两腰相等。

师　是的，这是定义。你是如何验证这一性

质的？

生　看出来的。

生　用直尺量出来的。

生　对折等腰三角形纸片，两边重合。

师　等腰三角形的角有哪些特有的性质？

生　等腰三角形的两个底角相等。

师　你是如何得到这一性质的？

生　目测、度量、叠合都能得出。

（教师通过几何画板演示：图形在运动，

等腰三角形的元素———底角和腰的大小

在相应变化，但是两个底角之间、两条腰



５６　　　 教育研究与评论 中学教育教学／２０１８年第１１期

之间的等量关系没有变化。）

师　这种图形中元素与元素之间不变的数量

或位置关系就是图形的性质。

４．逻辑思考，说理证明。

通过符号语言，让学生自由添加辅助线，

表达“等边对等角”的说理，体会化归的数学

思想，为后续“等腰三角形三线合一”的得出

打下基础，进一步感受实验几何与论证几何

的区别。当学生添加的是底边上的中线时，

通过“小故事”，帮助学生初步感受循环论证

的问题；当学生添加的是底边上的高时，通过

几何画板演示，让学生知道所用的全等判定

方法只在一些特殊的情况下成立，为后续学

习埋下伏笔。

师　刚才大家通过观察、操作得到的结论可

以用符号语言表达为：在△ＡＢＣ中，已知

ＡＢ＝ＡＣ，则有∠Ｂ＝∠Ｃ。但是，眼见

（观察）不一定为实，而且度量、叠合（操

作实验）不可避免地会有误差。即使没

有误差，也只是验证了有限多个结果，并

不能说明对所有的（无限个）等腰三角形

都是成立的。因此，我们应该用逻辑推

理（理性认识）的方法来证明这一性质。

那么，如何通过几何说理的方式证明这

个结论正确呢？

生　（出示图６）取ＢＣ的中点，构造三角形全

等说明。

图６

师　你能想出这种方法，真棒！通过添加辅

助线构造出可说明全等的三角形，将等

角的问题转化为全等的问题。但是严格

地说，我们用来证明其他命题的命题必

须是已经证明过的。请大家回忆一下：

我们前面学习全等三角形的判定“ＳＳＳ”

时，对它进行说理了吗？

生　没有。

师　因此，不能用“ＳＳＳ”来说明等腰三角形的

底角相等。其实，“ＳＳＳ”的说理需要用到

等腰三角形的底角相等，也即需要用等

腰三角形的底角相等来说明“ＳＳＳ”：这

里，老师有一个故事———瘦子问胖子：

“你为什么这么胖？”胖子回答：“因为我

吃得多。”瘦子又问胖子：“你为什么吃得

多？”胖子回答：“因为我胖啊。”请大家想

一想：这里犯了一个怎样的错误？

生　形成了一个循环。

师　说理的前提就是说理的结论，成了一个

循环，是无意义的，逻辑上有错误。用

“ＳＳＳ”来说明等腰三角形的底角相等也

有循环论证的嫌疑。

生　（出示图７）那我们可以作∠ＢＡＣ的平分

线，构造全等。

图７

生　（出示图８）作高也可以。

图８

师　作高后，要说明△ＡＢＤ 和△ＡＣＤ 全等，

可以找到的条件从边和角的角度来看，

其实是什么？

生　两边及其中一边的对角。
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师　也就是“ＳＳＡ”。这可是我们没有学过的

全等三角形的判定方法哦！它正确吗？

（通过几何画板演示：两边及其中一边的

对角对应相等的两个三角形 ＡＢＣ 和

ＤＥＦ 不一定全等，但是当∠Ｃ与∠Ｆ 由

原来的钝角、锐角变成相等的直角时，两

个三角形是可以全等的。）

师　这是后续要学习的一种特殊的判定两个

三角形全等的方法。

５．回顾反思，获取新知。

引导学生回顾“等边对等角”的说理过

程，得出“等腰三角形三线合一”；结合前面的

折叠操作，得到等腰三角形的轴对称性，强化

实验感知与逻辑推理。

师　回顾刚才的说理过程，等腰三角形中，哪

几条线段十分特殊，特殊在哪里？

生　高、中线、角平分线。

生　它们重合。

（教师通过几何画板演示从不等腰到等

腰，三角形“三线”逐渐合一的过程，揭示

特殊线段之间不变的位置关系。）

师　等腰三角形各有三条高、中线、角平分

线，它们都重合吗？

生　是底边上的高、底边上的中线、顶角的平

分线重合。

师　这样，我们就得到了等腰三角形的第二

条性质：等腰三角形顶角的平分线、底边

上的中线、底边上的高互相重合，简称

“等腰三角形的三线合一”。如何对这条

性质进行说理？

生　在顶角平分线的条件下，可以利用全等三

角形的性质说明顶角的平分线平分底边

且垂直于底边，即顶角的平分线就是底边

上的中线，也是底边上的高。而等腰三角

形底边上的中线、底边上的高都只有一

条，它们自然就都是顶角的平分线。

师　为什么底边上的中线、底边上的高都只

有一条？

生　因为过两点有且只有一条直线；过一点

有且只有一条直线垂直于已知直线。

师　等腰三角形的边、角、特殊线段的关系都

是其局部的性质。从图形整体来看，它有

怎样的特有性质？想想前面纸片的折叠。

生　等腰三角形是轴对称图形。

师　其对称轴是什么？有几条对称轴？

生　对称轴是顶角的平分线所在的直线，也

就是底边上的中线或高所在的直线。有

一条对称轴。

６．运用新知，解决问题。

介绍历史上水准仪的用途，让学生利用

“等腰三角形三线合一”的性质解释水准仪的

原理，呼应课堂引入，并让学生感受等腰三角

形的性质在现实生活中的用处，提升学习动力。

再让学生利用“等边对等角”的性质说明三角形

全等的“ＳＳＳ”判定方法，进一步表明“教材之前

没有对‘ＳＳＳ’判定方法进行说理，是因为当时还

未学习‘等边对等角’，缺少说理的依据”。

师　大家还记得刚上课时看到的那个墓碑

吗？我们不认识墓碑上刻着的名字，也

不知道长眠于地下的人生前经历了怎样

跌宕起伏的人生。但是，从墓碑顶上的

等腰三角形和中间的铅垂线，我们可以

猜测他生前是一位土地丈量员。在文艺

复兴时期，这种工具也被广泛地应用着。

（出示图３）１７世纪意大利数学家博默多

罗的《实用几何》一书中的一幅插图告诉

我们，那个时代的测量员正是利用水准

仪来测量山的高度的。你能用所学的知

识，说明他们是如何测量山高的吗？

生　另做一个有长度刻度的铅垂线。先使铅

垂线指向山脚最低处；调整水准仪，使其

保持水平，且底边的一个端点贴住山上

的某个点，另一个端点贴住铅垂线上的

某个点；记录此时底边的一个端点贴住
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的山上的那个点以及底边的另一个端点

贴住的铅垂线的刻度（长度）。再使铅垂

线指向刚才山上的那个点，重复之前的

操作。不断重复这样的操作，直至底边

的一个端点贴住的山上的那个点为山

顶。最后将记录的铅垂线的刻度（长度）

加在一起，就可以得到山的高度。

师　如何调整水准仪，使其保持水平？

生　当水准仪的铅垂线指向底边的中点时，

底边为水平线。

师　为什么这一工具能判断是否为水平线

呢？能否用所学的等腰三角形的性质来

解释水准仪测水平线的合理性？

生　当铅垂线指向底边中点时，铅垂线与底

边上的中线叠合，根据“等腰三角形三线

合一”，底边上的中线垂直与底边。

生　（补充）因为铅垂线与水平线是垂直的，

这样就保证了与水准仪底部紧贴的线为

水平线，从而保证了竖直方向的高度是

准确的。

师　为什么铅垂线的长度加在一起，就可以

得到山的高度？

生　铅垂线的长度是竖直方向的高度。

师　回答得非常棒！由于山的高度是竖直方

向高度的累加，需要在斜坡上找到水平

线作为每次测高的基准，因此我们要用

到水准仪。这里还运用了图形平移的知

识，将求山高的问题转化成了求若干竖

直方向线段长的问题。

师　大家还记得前面说明“等边对等角”时，

老师说过“‘ＳＳＳ’的说理需要用到等腰三

角形的底角相等”吗？

（出示例题：在△ＡＢＣ与△ＤＥＦ中，已知

ＡＢ＝ＤＥ，ＢＣ＝ＥＦ，ＡＣ＝ＤＦ。试说明

△ＡＢＣ与△ＤＥＦ全等的理由。）

师　本题是要说明“ＳＳＳ”判定方法的合理性，

因此不能使用“ＳＳＳ”判定方法。而另外

三种全等的判定方法（“ＳＡＳ”“ＡＳＡ”

“ＡＡＳ”）都与角有关，因此要找到一组对

应角相等。怎么找呢？

生　利用“等边对等角”。

师　可是题目条件中相等的线段在分散的两

个三角形中，怎么办呢？

生　通过图形的运动，将它们组合到一起。

（出示图９）不妨设ＢＣ、ＥＦ分别是两个三

角形的最长边，把两个三角形拼在一起，

使边ＢＣ与ＥＦ 重合，并使点Ａ、Ｄ 在公

共边两侧，再联结ＡＤ；两次运用“等边对

等角”说明∠ＥＤＦ＝∠ＢＡＣ，再由“ＳＡＳ”

可得结果。

图９

（二）第二课时

１．另辟新径。

为了引出“等边对等角”的其他证明方

法，从第一课时中“作顶角的平分线”出发，提

示学生尝试作底角的平分线，使学生想到作

两腰上的高和中线，进而引导学生想到截取

相等线段。在此过程中，让学生发现共同点，

感悟“特殊到一般”“变中有不变”的思想。

师　上节课，为了说明等腰三角形的两个底角

相等，我们利用等腰三角形的特殊线段，

构造了两个全等三角形，使两个底角为它

们的对应角。那么，有没有其他方法能对

等腰三角形的两个底角相等进行说理呢？

（学生思考。）

师　上节课，我们通过添加顶角的平分线，构造

了两个全等三角形。那么，添加两个底角

的平分线，能否构造所需的全等三角形？

生　我按老师的提示作了图，但是没有证明

出来，感觉无处下手。
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师　其实通过作底角的平分线，的确可以对

“等边对等角”进行说理，但还需要作其

他辅助线，用到一些同学们目前还没有

学到的知识，暂时行不通。那么，能否考

虑其他特殊线段呢？

生　（出示图１０）我尝试了作两腰上的高，证

法如下。

图１０

师　很好，上节课我们说过，为了避免循环说

理，证明“等边对等角”时不能使用全等

三角形的判定“ＳＳＳ”，该同学在这里就没

有使用ＢＣ＝ＣＢ这组公共边，利用“ＳＳＳ”

进行说理。此外，从结论出发，找需要的

条件（分析法）受阻时，可以从条件出发，

看能够得到哪些结论（综合法），对接已

知与未知，这是解决数学问题的常用思

考方式。（稍停）还有没有同学添加了其

他的辅助线？

生　（出示图１１）我尝试了作两腰上的中线，

证法如下。

图１１

师　很好，为了避免循环说理，你也没有使用

ＢＣ＝ＣＢ 这组公共边。现在，请同学们

思考一下：从辅助线的结构来看，这几种

方法有无共同点？

生　都通过添加辅助线，构造了新的三角形；

都无法通过一组全等，证得结果，需要借

助另一组全等，得到等边或等角。

师　很好，我们都先证明了△ＡＢＤ 全等于

△ＡＣＥ，一种是通过作腰上的高，利用

“ＡＡＳ”；一种是通过作腰上的中线，利用

“ＳＡＳ”。请大家思考一下：要想用“ＳＡＳ”

证明全等，除了作腰上的中线，还有其他

作辅助线的方法吗？

生　是不是可以直接在ＡＢ、ＡＣ上截取两条

相等的线段？

师　很好，大家可以尝试一下，具体的证明方

法跟前面的非常类似。

（学生尝试。）

师　（出示普罗克拉斯的证明方法：在ＡＢ、

ＡＣ上分别截取ＡＥ、ＡＤ，使得ＡＥ＝ＡＤ，

分别联结ＢＤ、ＣＥ……）这种方法正是古

希腊数学家普罗克拉斯采用的方法。

２．化静为动。

引导学生以运动的视角来看待以上点

Ｅ、Ｄ的选择，引出帕普斯和欧几里得的证明

方法。

师　如果以运动的视角来看待点Ｅ、Ｄ 的选

择，上述情况只不过是点Ｅ、Ｄ在边ＡＢ、

ＡＣ上移动时经过的几个特殊位置。当

点Ｅ、Ｄ 在边ＡＢ、ＡＣ上移动时，△ＡＥＣ
始终全等于△ＡＤＢ，因此∠ＡＥＣ始终等

于∠ＡＤＢ。那么，试想一下：当点Ｅ、Ｄ
运动到点Ｂ、Ｃ时，你能得出什么结论？

生　此时，点Ｅ与点Ｂ 重合，点Ｄ 与点Ｃ 重

合，∠ＡＥＣ 仍 然 等 于 ∠ＡＤＢ，而 且

∠ＡＥＣ 就 是 ∠ＡＢＣ，∠ＡＤＢ 就 是

∠ＡＣＢ。
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师　很好！这种方法正是古希腊数学家帕普

斯的方法，即将等腰三角形看作两个三

角形，用“ＳＡＳ”说理。（稍停）刚才的若干

种方法中，点Ｅ、Ｄ 在两腰上移动。那

么，同学们大胆猜想一下：点Ｅ、Ｄ 还可

以移动到哪儿？

生　能否让点Ｅ、Ｄ在两腰所在直线上运动呢？

师　好想法！那在ＡＥ＝ＡＤ 的前提下，当点

Ｅ、Ｄ运动到边ＡＢ、ＡＣ的延长线上时，

你能否对“等边对等角”进行说理？

（学生得到欧几里得的证明方法。）

师　很好，这位同学的说理非常类似古希腊

著名数学家欧几里得对“等边对等角”的

说理。

（教师简单介绍欧几里得的生平和“驴

桥定理”。）

３．课堂小结。

师　上节课，我们曾利用简单的方法，对“等

边对等角”进行了说理，那么本节课，我

们为什么还要“舍近求远”，跟随历史上

几位著名数学家的脚步，对“等边对等

角”进行多种不同方法的说理呢？

生　因为可以掌握更多的“等边对等角”的说

理方法。

生　可以体会几何说理的严密性要求。

生　而且这些方法之间联系密切。

师　很好，老师希望同学们能通过“等边对等

角”的其他证明方法，进一步熟练掌握全

等三角形的判定与性质，提高对图形的

解读能力，体会数学的严密性，学着用运

动联系的眼光看待问题，感悟其中的变

化统一，这在很多数学问题的解决过程

中是非常重要的。此外，不知道同学们

有没有注意到，教材对角平分线的尺规

作图程序的说理用的是全等三角形的判

定“ＳＳＳ”？所以严格地说，对“等边对等

角”的说理也不能用角平分线的尺规作

图程序。

三、学生反馈

两节课后，我们都从收获、感受、疑惑、应

用等维度对学生进行了问卷调查。

（一）第一课时后

９１．３％的学生对等腰三角形的两条性质

表示完全理解；６５．２％的学生表示十分喜欢

水准仪测量山高的环节，觉得很有趣；２６．１％
学生表示钦佩古人的智慧，对很久以前就有

现在所学的知识感到很惊奇；１７．４％的学生

仍不理解为什么不能用“ＳＳＳ”来证明“等边对

等角”。

（二）第二课时后

绝大部分学生能理解用两次全等来证明

“等边对等角”的若干种方法；３４．８％的学生

表示本节课的内容虽然在开始时难以理解，

但是随着学习的深入，逐渐弄懂了；２６．１％的

学生表示本节课学习的过程虽然有些累，但

是比较有趣，古代数学家们的故事很吸引人，

自己要学习他们不断进取的精神；４３．５％的

学生提到原来“等边对等角”的说理有这么多

不同的方法，感受到了说理方式的多样性；

１３％的学生提到思考的过程比结果更重要，

能够锻炼自己的思维。

对于“类比欧几里得证明‘等边对等角’

的方式，通过反向延长两腰的方式来证明‘等

边对等角’”这一题目，６１％的学生能完整地

通过两次全等正确地进行说理；４位学生在说

理过程中出现了循环论证的错误；还有４位

学生没有使用题目要求的方法，而采用了上

课时呈现过的方法；个别学生仍提及为什么

不能作底边上的中线（用“ＳＳＳ”）来说理；１位

学生时间不够，没有作答。

四、教学反思

第一课时中，数学史料选取适切：古罗马

墓碑中的数学元素体现了人文性，文艺复兴

时期的水准仪测山高问题体现了趣味性，让
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学生感受到了古人的智慧，激发了学习的兴

趣。数学史料应用方式多元：水准仪测山高

问题采用了顺应式，即依据史料提出问题；

“ＳＳＳ”的说理问题采用了复制式，即直接采用

历史上的问题。数学史料融入自然：水准仪

测山高问题的解决是以图形的平移为基础

的，符合学生的认知顺序。数学史的教育价

值深刻：类比“三角形性质”的学习历程，探究

“等腰三角形性质”的过程体现了“知识之谐”

与“探究之乐”；通过添加辅助线将等角问题

转化为全等问题体现了“方法之美”与“能力

之助”；古罗马墓碑中的数学元素以及说理过

程中不断克服困难、打通思路的历程体现了

“文化之魅”与“德育之效”。

第二课时中，数学史素材的选取体现了

“方法之美”：从第一课时中“添加顶角的平分

线”出发，自然引入“添加不同的辅助线”，复

制式及顺应式地融入了历史中不同的“等边

对等角”的证明方法；用运动的观点串联这些

证明方法，体现了“特殊到一般”“变中有不

变”的思想方法。数学史素材的选取体现了

“德育之效”：站在巨人的肩膀上，将古代数学

家们零散、孤立的证明方法融会贯通，一方面

可以让学生感受数学家们不满足于某一种方

法，不断追求的进取精神，另一方面也揭示了

“数学是一门动态的、演进性的学科，而非一潭

死水；只要深入探索，都会有所创新”的本质。

当然，在上述教学过程和学生反馈中，我

们也发现，对于还未明确认识何为证明、何为

几何公理体系的七年级学生而言，理解说理

的环环相扣以及循环论证尚存在困难，不能

一蹴而就，需要在今后的几何证明教学中不

断渗透，加深理解。因此，教材也是考虑到学

生的认知水平不足以理解公理化思想，才采

用添加顶角平分线的方法来证明“等边对等

角”的。但是为了逐渐提升学生的逻辑推理

能力，教师还是要把握好每一个合适的教学

切入点，不断强化学生的公理化意识。

＊本文系本刊连载的汪晓勤教授团队开

发的 ＨＰＭ 案例之一，也系华东师范大学

ＨＰＭ工作室系列课例之一。
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