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１　 引言
早期的三角学是作为天文学的一部分而出现

的．在古希腊人看来，圆是最完美的平面图形，而

球是最完美的立体，天体都是球形的，天体的运动

都是沿着圆形轨道作匀速圆周运动．因而早期的

三角学一直是球面三角学，而且研究球面三角学

的目的是解决天文学上的问题．当时的天文学家

只关注“量天的学问”，并不关注“量地的学问”．后

来由于间接测量、测绘工作的需要才出现了平面

三角．直到１６世纪，三角学才从天文学中分离出

来，成为数学的一个独立分支［１］．三角学的英文是

ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｙ， 由 ｔｒｉａｎｇｕｉｕｍ（三 角 形 ） 和

ｍｅｔｒｉｃｕｓ（测量）两个单词拼合而成，即三角学也

是一门测量之学．但如今，人们更多地将其作为一

门抽象的学科，与测量的联系甚少．事实上，《普通

高中数学课程标准（２０１７年版）》（下称《课标》）就

要求掌握余弦定理、正弦定理；能用余弦定理、正

弦定理解决简单的实际问题．在人教版、沪教版等

高中教科书中，解三角形这一章的最后一节都是

以有关解三角形的实际应用而收尾．解三角形的

高考题也大多是带有实际背景的应用题，要求学

生利用所学的解三角形的相关知识去解决实际

问题．
《课标》提出了培养学生核心素养的要求，而

解三角形的实际应用问题可以在问题解决的过程

中培养学生的数学建模、数学抽象、数据分析、数

学运算等数学核心素养．翻阅美英早期三角学教

科书，三角学是和测量紧密结合在一起的，例如测

量物体的高度、不可直接测量的两个点之间的距

离、一块土地的面积、航海问题等等．此特点在早

期三角学教科书的练习中体现得非常明显．
本文研究美英早期三角学教科书中有关高度

测量的问题，试图回答以下问题：早期三角学教科

书中有关高度的应用问题有哪些类型？这些问题

有哪些特点？

２　 研究对象
笔者选取的是１７００—１８９９年出版的８０种美

英三角学教科书，若以二十年为一段，则各教科书

的时间分布情况如图１所示．

图１

有关高度测量的实际应用题目所在的章节大

致在“高度和距离”“解三角形的应用”“解直角三

角形”“解斜三角形”４类．由于解三角形的实际应

用价值，早期教科书往往会将“高度和距离”放为

单独一章节供学生学习．

３　 有关高度问题的分类
３．１　 构建一个三角形

构建一个三角形来解决实际问题的应用是最

简单的，主要分为三种类型．
类型一为直接通过解直角三角形来求物体

（塔、石碑、山、树、云、气球等）的高度．典型的问

题是：

问题１　 如图２，先测量 ∠Ｃ，假设其为

５２°３０′；再测量距离ＡＣ，假设为８５英尺，求塔ＡＢ
的高度．［２］

图２　　　　　　　　　　 图３

类似的问题是已知高ＡＢ，求距离ＡＣ 的问
题．在实践中，很难直接从地面测量角度，因此，也
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有一些教科书将测角仪的高度考虑在内［３］，如图

３所示．当然也有一些教科书直接从实际情境中抽

象出直角三角形作为插图［４］．
类型二为通过解斜三角形来求高度．典型的

问题是：

问题２　 如图４，一个高为１６０．４３英尺的塔

坐落在一座小山丘上，在距离塔底Ｂ６００英尺（即

ＡＢ 的长度）的山脚测量塔顶的仰角（即 ∠ＣＡＢ）

为８°４０′．求点Ａ 到塔顶的距离（即ＡＣ）以及小山
丘的坡度（即 ∠ＢＡＤ）．［５］

　 图４　　　　　　　　　　　 图５

也有教科书直接将实际情境抽象出几何图

形［６］．这种情形本文不再一一呈现．
类型三为与圆有关的测高问题．典型的问

题是：

问题３　 如图５，假设特纳利夫岛高ＡＢ 为

２英里，地球半径为３　９７９英里，求从海上一点Ｃ
处到特纳利夫岛顶Ａ 处的距离，即求 ＡＣ 的
距离．［７］

３．２　 构建两个三角形

现实情境中，由于河流、灌木丛、沼泽地等的

阻隔，测量地与建筑物之间的距离无法直接测得．
此时，构建一个三角形已不足以求得建筑物的高

度，于是人们想到了构建两个三角形来求高度．在

早期三角学教科书中，这种情形大致分为五类．
类型一为在水平面上作一根基线，构建两个

三角形．典型的问题是：

问题４　 如图６，欲知塔高，但塔的一边有一

些树木，另一边的土地凹凸不平，因此，在点Ｄ 处
测得∠ＣＤＢ＝５１°３０′，又测得ＡＤ＝７５英尺．在点

Ａ 处测得 ∠ＣＡＢ＝２６°３０′，求塔高．［３］

一些教科书还会考虑测角仪的高度．还有反

过来设问，即已知塔高，求ＡＤ．另外，还有一类典
型问题如下：

问题５　 如图７，已知塔高，两个观察点Ａ，Ｂ
在同一竖直平面内，从Ａ，Ｂ出分别观察船上的点

　 图６　　　　　　　　　　　 图７　

Ｃ，测得俯角 ∠ａＡＣ 和 ∠ｂＢＣ，求船离岸边的
距离．［８］

若将图７横过来看，其实与上述塔高问题如

出一辙．
类型二为在竖直平面上作一根基线构建两个

三角形．典型的问题是：

问题６　如图８，从一扇离房屋底部很近的窗

户Ａ 看一个教堂的顶部，测得仰角 ∠ＣＡＤ ＝
４０°２１′，从另一扇在窗户Ａ 竖直上方距离２０英尺
的窗户Ｂ 看这个教堂的顶部，测得仰角 ∠ＣＢＥ＝
３７°３６′，求教堂的高度．［７］

　　 图８　　　　　　　　　　 图９　　

１９世纪末，有教科书将其抽象成几何图形［９］．
还有一些问题，如已知高塔的高度求低塔的高度

或柱高，也是大同小异．
类型三为在同一平面内任意角度作一条基

线，构建两个三角形．典型的问题是：

问题７　 如图９，物体Ｏ 放置在山顶，从基地

Ｂ开始在斜坡上测量基线ＢＣ为１３０码，在Ｂ处竖
直放置一根棒ＢＥ，其长度与测角仪ＡＣ的长度均
为１码．在基地Ａ处测得仰角∠ＯＡＧ＝２７°１０′，俯
角 ∠ＧＡＥ＝８°４５′，在基地Ｂ 处测得仰角 ∠ＯＥＦ

＝３９°４０′．求山高ＯＨ．［７］

类型四为在不同平面内作一条基线，构建两

个三角形构成立体图形．典型的问题是：

　 图１０

问题８　 如图１０，物

体Ｂ 在山顶上，想知道

ＢＣ的高度．现在假设不方
便测量水平基线，于是在

任意方向作了一根基线

ＡＢ′并测量，接着测量
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∠ＣＢ′Ａ，∠ＣＡＢ′，∠ＢＡＣ．求山高．［１０］

　 图１１

也有教科书直接将实际

情境抽象成几何图形，发现

可以通过测量不同角度来解

决问题［１１］，如图１１所示．可

以先测量底面的三角形的两

个角，再测量任意一个竖直

的三角形在地面的仰角，抑或是如图１２所示，先

测量地面基线与顶点所构成的三角形的两个角，

再与前一种方法一样测量任意一个竖直的三角形

在地面的仰角即可［１２］．

图１２　　　　　　　　　 图１３　

类型五为物体在斜坡上，无法直接通过一个

直角三角形来求高度，故构造两个三角形来求解．
典型问题是：

问题９　 如图１３，欲知斜坡上的方尖碑的高

度，从其底部测量ＣＤ 距离为４０英尺，在点Ｃ 测
得仰角 ∠ＡＣＤ＝４１°，沿着直线ＤＣ继续测量ＣＢ

＝６０英尺，在点Ｂ点测得仰角∠ＡＢＤ＝２３°４５′，求
方尖碑的高度．［１３］

３．３　 构建三个三角形

当水平面上的人要测量坐落于一座山上的物

体高度时，构建两个三角形已经不足以计算出物

体的高度，此时需要构建三个三角形来解决问题，

还有其他类型的问题也需要构建三个三角形．在

美英早期三角学教科书中大致分为五类．
类型一为测量坐落于一座山上的物体的高

度，而且在山的一边有空地便于测量．典型的问

题是：

　 图１４

问题１０　如图１４，

塔ＣＦ 坐落在一座小山
上，观察者在点Ｄ 测量
仰角 ∠ＣＤＢ，∠ＦＤＢ，

在位于ＢＤ 延长线上的
点Ａ测量仰角∠ＣＡＢ，

并测 量 距 离 ＡＤ，求

塔高．［１４］

类型二为在类型一的基础上，山的一侧为斜

坡，因而无法确定水平基线．典型的问题是：

　 图１５

问题１１　如图１５，ＡＢ为
坐落在一座小山上的塔，观察

者在一个斜坡ＣＥ 上．在点Ｃ
观察塔的顶部和底部，测得仰

角 ∠ＡＣＰ 和 ∠ＢＣＰ．在斜坡
上测量直线段ＥＣ 的距离，并
在点Ｅ测得仰角∠ＡＥＬ和俯角∠ＬＥＣ．求塔ＡＢ
的高度．［１４］

类型三为在类型二的基础上，斜坡上无法测

得与塔在同一平面上的基线，因此可以在不同平

面构成立体图形求解．典型的问题是：

问题１２　 如图１６，柱子ＡＢ 竖直放置在山
顶，ＢＣ为坐落在水平面上的小山，在水平面作一
根基线ＤＥ ＝３８０英尺，并测得 ∠ＡＤＣ＝５９°，

∠ＡＤＢ＝２６°，∠ＡＤＥ＝７０°２０′，∠ＥＤＣ＝６５°３０′．
求柱高．［６］

　 图１６　　　　　　　　　 图１７

类型四为在斜坡上构造三个三角形形成立体

图形以求高度的问题．典型的问题是：

问题１３　 如图１７，欲知杆ＦＤ 的高度，测得
基线ＡＢ＝２５０英尺，点Ａ比点Ｂ高出１２英尺，即

ＡＣ＝１２英尺．ＢＣ和ＢＤ均为水平线，在点Ｂ测得
仰角 ∠ＤＢＦ＝１２°２４′，在水平面上，测得 ∠ＤＢＣ

＝３５°１５′以及 ∠ＤＣＢ ＝２７°５１′．求杆 ＦＤ 的

高度．［１５］

类型五为有关两个建筑物高度的问题．典型

的问题是：

　 图１８

问题１４　 如图１８，点

Ａ，Ｂ，Ｃ 位于同一水平面
上，在点Ｃ 处向两座塔的
顶 部 测 得 ∠ＥＣＤ ＝
５８°２０′，两座塔的高度分别

为ＤＡ ＝１６９英尺，ＥＢ ＝
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２１３英尺，在点 Ｃ 处的仰角分别为 ∠ＤＣＡ ＝
３°１８′，∠ＥＣＤ＝４°２１′．求ＣＡ，ＣＢ 和ＡＢ．［７］

３．４　 构建三个以上的三角形

构建三个及以上三角形在早期教科书中很少

见到．通过在地面作一根基线，再测量基线的两个

端点以及基线上一点对所测物体的仰角来计算物

体高度的问题十分典型，如：

　 图１９

问题１５　如图１９，在１７８４年

的布莱克希思有一个卢纳迪热气

球，为了测量这个热气球的高度，

在地上测量了一根长为１英里的

基线ＢＣ，在点Ｂ测量这个热气球
的仰角为 ∠ＯＢＡ＝４６°１０′，在点

Ｃ测量这个热气球的仰角为 ∠ＯＣＡ＝５４°３０′，在
基线ＢＣ 上一点Ｐ 测量这个热气球的仰角为

∠ＯＰＡ＝５５°８′．求这个热气球的高度ＯＡ．［１６］

一些教科书还讨论了当点Ｐ 取为基线中点
时的情况［１７］．

４　 特点分析
４．１　 从简单到复杂

美英早期三角学教科书中，解三角形的应用

问题都是从最简单的问题开始逐步加深难度，几

乎都是以构建一个直角三角形就可以解决的类

型，即类似于问题１这样的问题，来开启一章的内

容．当建筑物周围有小树丛或河流等障碍时，测量

者到建筑物底部的距离无法直接测得，或建筑物

矗立在斜坡上等情况，都需要构建两个三角形去

解决，如问题４和问题９．当物体坐落在山上或其

他高地而测量者位于水平地面上时，构建两个三

角形已不足以求出物体的高度了，于是构建三个

三角形去解决问题，如问题１０和问题１１．随着现

实中的问题越来越复杂，为了解决问题所构建的

三角形个数逐步增加，对学生的要求也在一步步

加大．

４．２　 从平面到立体

从构建两个三角形去解决高度测量问题的前

四种情形中，我们可以发现，如果要从同一个平面

内去解决问题，那么可以在水平面上作一根基线
（如问题４），若是水平面上作基线不太方便，也可

以在竖直平面上做一根基线（如问题６），若测量

者位于斜坡上，那也可以在同一平面内以任意一

个角度作一条基线，构建三角形解决相关问题（如

问题７）．对于同一平面这样一个要求在实际测量

过程中比较困难，而任意作一根基线并测出它的

距离还是易于做到的，这也就是类型四对相关问

题的解法（问题８）．虽然在思维容量和计算上更复

杂一些，但对于测量的要求却大大降低．当然，构

建三个三角形中的前三个类型即问题１０～１２，其

本质就是构建两个三角形问题的推广，因此，从构

建平面图形到构建立体图形也是自然而然的事

情了．

４．３　 从具体到抽象

现在的人教版和沪教版的教科书上对于实际

应用问题都是非常具体的，而美英早期三角学教

科书主要是１９世纪中后期，除了具体实际问题之

外，也会将其抽象出模型来直接告知边的长度和

角的大小，让学生计算边长或角度．其实，抽象出

模型也有利于培养学生的数学建模核心素养，而

一个模型也可以用于很多类型的问题．如问题４
与问题５，当从具体问题抽象出模型之后，可以发

现这两个问题只是扭转了一个角度而已，其本质

是一样的．再如问题６抽象出来的模型可以运用

于其他求高度的问题，也有利于培养学生将具体

问题转化为已知模型的能力．

５　 结论与启示
美英早期三角学教科书中，几乎每一种都有

解三角形的实际应用问题，从侧面证实“三角学”

也是“测量之学”．而从实际问题出发，让学生通过

阅读题目，构建三角形，抽象成已知一些边角的值

去求所需的边角的解三角形问题，提高学生解决

实际问题的能力的同时，也培养了学生数学建模、

数学抽象、直观想象等数学核心素养．当然，抽象

成解三角形的问题之后，也需要学生进行思考、计

算．如问题１４在测得基线长度、基线上在端点处

的仰角以及基线上的中点或任意一点处的仰角后

去计算热气球的高度，这并非易事．需要利用热气

球的高度来表示出基线上测得仰角的三点到热气

球的竖直下方的距离，再利用水平面上两个三角

形的内角互补、余弦值互为相反数的特点，通过余

弦定理用边进行表示，再代入计算，才能得到最终

结果．解决问题的过程中总共构建了五个三角形，

不仅需要思考如何解三角形，还需要比较复杂的

运算，解决问题的同时培养学生数据分析和数学

运算等数学核心素养．
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再从有关高度测量的问题来看，与高度有关

的测量问题远不止现行教科书中所呈现的少数几

种情况．以沪教版高一年级第二学期第五章第六

节解斜三角形为例，教科书中提及高度测量的问

题有“例９：如图２０所示，在金茂大厦底部同一水

平线上的Ｂ处和Ｃ处分别测得金茂大厦顶部Ａ的
仰角，并知道ＢＣ 之间的距离，求金茂大厦的高
度．”与本文中的问题４如出一辙．还在练习

５．６（４）中提及“大楼的顶上有一座电视塔的高度

已知，在地面某处测得塔顶和塔底的仰角，求此大

楼的高度．”这一问题与本文中的问题５基本一致．
在整个解三角形的应用中，高度测量问题有如上

所述的一道例题与一道练习．

图２０　　　　　　　　　　 图２１

在课堂上，教师可以让学生去发挥他们的聪

明才智，思考如何测量某物体的高度、在测量过程

中会遇到哪些阻碍、可以通过怎样的测量去解决

可能会发生的实际问题，根据现实条件可以调整

测量的方法去解决所遇到的阻碍，即构造不同形

状和个数的三角形去解决．从美英早期三角学教

科书中有关高度测量的问题的类型来看，在实际

生活中可能会遇到阻碍的高度测量问题基本都有

所涉及；以这些问题的特点来看，从简单到复杂、

从平面到立体、从具体到抽象、从构造一个三角形

到构造三个或以上的三角形去解决相关问题的这

样一个过程，非常符合学生的认知规律．
在编制练习题、试卷的过程中，美英早期教科

书给我们提供了很多很好的思路．例如２０１４年四

川高考题“如图２１所示，从气球Ａ 上测得正前方
的河流的两岸Ｂ，Ｃ 的俯角分别为７５°，３０°，此时
气球的高是６０ｃｍ，则河流的宽度ＢＣ 为多少？”

与问题４所抽象出的模型的推广“已知高度求距

离”大同小异．因而在编制练习题、试卷的过程中，

美英早期教科书也给了我们提供了很多实际问题

的素材．
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