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ＨＰＭ视角下的“演绎证明”教学＊

贾　彬１，栗小妮２

（１．上海市建平远翔学校，２００１２９；２．华东师范大学教师教育学院，２０００６２）

摘　要：从 ＨＰＭ视角设计“演绎证明”的教学：结合生 活 实 例，

回顾“对顶角相等”的证明，理解证明的含义，了解因果关系的表述，

知道演绎证明的基本过程；通过探究“三角形内角和等于１８０°”的证

明，体会演绎证明的一 般 步 骤；通 过“证 明 的 由 来”“达 尔 文 的 故 事”

“《几何原本》的 魅 力”等 数 学 史 的 融 入，了 解 演 绎 证 明 的 起 源 和 价

值，认识几何学习对于培养理性思维的意义，激发学习几何的兴趣。

课后学生问卷反馈 表 明，这 节 课 体 现 了 ＨＰＭ 的“知 识 之 谐”“文 化

之魅”和“德育之效”。

关键词：ＨＰＭ　演绎证明　起源　价值　教学设计

　　平面几何是初中数 学 课 程 的 重 要 组 成 部

分，对于学生培养逻 辑 思 维 能 力、提 高 理 性 思

维水平具有 不 可 或 缺 的 作 用，还 有 利 于 学 生

形成科学的世界观和价 值 观 以 及 良 好 的 思 维

习惯等。

现行人教 版、苏 科 版 以 及 沪 教 版 教 材 均

采用从实验几何逐步过 渡 到 论 证 几 何 的 编 排

方式，均安 排 了 有 关“证 明”或“演 绎 证 明”的

内容，作 为 过 渡 的 起 始 课。三 个 版 本 的 教 材

给出的“证明”或“演 绎 证 明”的 定 义 虽 不 完 全

相同，但都蕴含公理 化 体 系 思 想，强 调 其 主 要

是由已 知 事 实 或 结 论 推 理 未 知 结 论 成 立 的

过程。

教学沪教版教材中的“演 绎 证 明”内 容 之

前，学生在实验几何 阶 段 已 经 学 习 了 相 交 线、

平行线、三角形等相 关 知 识，对 几 何 证 明 具 有

一定的认识 和 体 验，但 是 对 演 绎 证 明 的 含 义

和价值不甚了了。基于此，我们从ＨＰＭ视角
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设计了本节课的教学，预 设 了 如 下 教 学 目 标：

（１）结 合 生 活 实 例，回 顾“对 顶 角 相 等”的 证

明，理 解 证 明 的 含 义，了 解 因 果 关 系 的 表 述，

知道演绎证明的基本过 程。（２）通 过 探 究“三

角形内角和等于１８０°”的证 明，体 会 演 绎 证 明

的一般步骤。（３）通 过 数 学 史 的 融 入，了 解 演

绎证明的起 源 和 价 值，认 识 几 何 学 习 对 于 培

养理性思维的意义，激发学习几何的兴趣。

一、历史素材选择

（一）证明的由来

公元前６世纪，古希腊数学家、哲学家 泰

勒斯证明了几条几 何 定 理：直 径 把 圆 平 分、等

腰三 角 形 的 底 角 相 等、对 顶 角 相 等……泰 勒

斯证明这些看起来 直 观、容 易 的 定 理，目 的 在

于利 用 证 明 来 说 服 别 人。古 希 腊 城 邦 实 行

“奴隶主民主政治”。这 种“小 民 主 制 度”也 需

要选举，于 是 就 有 了 说 服 别 人（争 取 选 票）的

需要。这种社会文化 反 映 在 数 学 上 便 成 了 证

明的由来。

匈牙利数 学 史 家 查 保 认 为，古 希 腊 数 学

证明的产生 是 受 到 古 希 腊 哲 学，尤 其 是 公 元

前５世纪的厄里亚 辩 证 学 派 推 动 的。当 时 的

哲学家在进 行 辩 论 时，论 点 都 是 基 于 某 些 双

方都愿意接纳、不需要 说 明 的 基 本 命 题（称 为

“假说”）的。碰 到 一 些 对 方 不 愿 意 接 纳 的 命

题时，一方要先请求 另 一 方 接 纳 这 些 假 说，再

基于这些假说展开论证。这 里 的“假 说”后 来

转变为我们现在称作 的“公 理”。这 是 数 学 公

理化模式的一个可能起源。

公元前３世 纪，欧 几 里 得 写 成 了 不 朽 巨

著《几何 原 本》，他 从 一 些 基 本 定 义 与 公 理 出

发，以合乎 逻 辑 的 演 绎 手 法 推 导 出 了 四 百 多

条定理，从而奠定了数学证明的模式。

选择理由：这 段 史 料 清 晰 地 阐 述 了 证 明

的由来（作用），那就是“用它们来说服别人”。

（二）达尔文的故事

有一 个 农 场 主，他 的 猪 总 是 养 不 胖，因

此他 忧 心 忡 忡。这 件 事 被 博 物 学 家 达 尔 文

（Ｃ．Ｄａｒｗｉｎ，１８０９～１８８２）知 道 了，他 告 诉 农 场

主：多 养 猫，猪 就 会 胖 起 来。理 由 是 猫 吃 田

鼠，多 养 猫 便 少 田 鼠；田 鼠 吃 土 蜂，少 田 鼠 便

多土蜂；土 蜂 传 播 三 叶 草，多 土 蜂 便 多 三 叶

草；猪吃三叶草，多吃三叶草，猪便会胖起来。

选择理由：这段史料看上去与数学无关，

但是 说 明 了 证 明 不 仅 仅 局 限 于 数 学。实 际

上，生活推 理 实 例 更 有 利 于 学 生 对 逻 辑 推 理

的理解和对证明作用的领会。

（三）《几何原本》的魅力

２０１７年１２月１９日，中 华 新 闻 网 上 有 这

样一篇报 道：满 文 版 的《几 何 原 本》在 内 蒙 古

呼和浩特展 出，其 中 留 有 清 朝 康 熙 皇 帝 学 习

时记录的笔记。

美国总统 林 肯（Ａ．Ｌｉｎｃｏｌｎ，１８０９～１８６５）

在当总统前是一名律 师，他 的 身 边 常 伴 有《几

何原本》，一 有 机 会 就 会 拿 出 来 阅 读 并 研 究，

直到能够 熟 练 地 证 明 前６卷 中 的 所 有 命 题。

他认为，《几 何 原 本》中 的 演 绎 证 明 可 以 使 人

思维严谨缜密，表达 条 理 清 楚，这 对 于 他 的 律

师职业、议员工作和总统竞选都有帮助。

选择理 由：欧 几 里 得 的《几 何 原 本》所 建

立的证明模 式 对 人 类 文 化 影 响 至 深，不 仅 限

于数学，更旁及其他文化领域。

二、教学设计与实施

（一）结合生活实例，引入数学证明

生活中 我 们 会 经 常 用 到“证 明”一 词，但

此“证明”与 数 学 中 的“演 绎 证 明”并 不 相 同。

本环节从学 生 的 生 活 实 例 引 入，在 学 生 已 有

的关于生 活 中“证 明”的 经 验 基 础 之 上，引 出
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数学中的“演绎证明”———

师　我觉得Ａ同 学 的 身 高 是 我 们 班 最 高 的。

你认为我说的对吗？

生　不是，Ｂ同学才是。

师　怎么证明？

生　站在一起比一比就知道了。

（Ａ、Ｂ两位学生站在讲台上比 身 高，学 生

Ｂ比较高。）

师　的确 是Ｂ同 学 比 较 高。这 里，大 家 是 通

过举例 来 说 服 别 人 的。（在 黑 板 上 画 一

个接近直角的角）我 认 为，黑 板 上 这 个 角

是直角。你觉得呢？

生　是。

生　不是。

生　看起来像是，要量一量才知道。

（这位 学 生 上 讲 台 用 量 角 器 测 量，结 果

为８８°。）

师　刚才 我 们 通 过 测 量 来 得 到 实 际 的 数 据，

这是 通 过 具 体 的 数 据 来 说 服 别 人。我

说，钓鱼 岛 是 我 国 不 可 分 割 的 领 土。你

认为对吗？

生　那当然。

师　我们怎么证明？

生　有历史资料记载。

师　我们是通过历史资 料 的 记 载 来 证 实 这 一

观点的。一 般 来 说，证 明 是 指 根 据 确 实

的材料判明人 或 事 物 的 真 实 性。而 在 数

学中，对数学结论 的 正 确 性 进 行 证 明，还

有更为严格的形式。

（二）利用数学结论，感知演绎证明

本环节 通 过 回 顾“对 顶 角 相 等”的 证 明，

让学生感知数学中的“演 绎 证 明”。通 过 不 断

追问，让学 生 慢 慢 感 悟 证 明 一 个 文 字 命 题 的

一般步骤：（１）画图，写 出 已 知、求 证；（２）进 行

证明，并在 证 明 的 每 一 步 后 面 写 上 推 理 的 依

据。让学生 初 步 了 解 观 察、测 量 和 演 绎 证 明

之间区别和联系：演 绎 证 明 是 最 令 人 信 服 的，

观察和 测 量 的 结 果 虽 然 不 是 令 人 信 服 的 结

论，但 却 是 发 现 结 论、进 行 猜 想 的 重 要 途 径，

猜想出的结论是否正 确 需 要 通 过 演 绎 证 明 来

确认。具体教学过程如下：

师　七年 级 我 们 学 习 了“对 顶 角 相 等”，请 问

如何证明“对顶角相等”？

生　要先画个图，画两条直线相交。

师　（在 黑 板 上 画 直 线ＡＢ、ＣＤ 相 交 于 点Ｏ，

如图１）你 要 求 画 的 这 幅 图 需 要 交 代 一

下吗？

图１

生　（点头）直线ＡＢ、ＣＤ相交于点Ｏ。

师　你交代的这句话能给个名称吗？

生　已知。

师　你的“已知”是从哪里来的？

生　画图来的。

师　根据 图 形 写 出 来 的 已 知，要 加 上“如 图”

二字。接着可以 开 始 证 明 了 吗？我 们 要

证明什么呢？

生　我 们 要 证 明 一 对 对 顶 角 相 等，也 就 是

∠ＡＯＣ＝∠ＢＯＤ。

师　我们要 证 明 的 目 标 也 给 它 一 个 名 称，叫

“求证”。结 合 图 形，你 有 哪 些 方 法 证 明

∠ＡＯＣ与∠ＢＯＤ相等呢？用“看”行吗？

生　不 行，比 如 刚 才 的 角，看 着 像 直 角，但 实

际测量出来不是直角。

师　那用“量”行吗？

生　也不行，因为度量会有误差。
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生　并不是每一个问题都能通过度量解决。

师　那用什么办法？

生　因为直线ＡＢ、ＣＤ相交于点Ｏ。

师　哪来的？

生　已 知 的。所 以∠ＡＯＣ＋∠ＡＯＤ＝１８０°，

∠ＢＯＤ＋∠ＡＯＤ＝１８０°。

师　你怎么知道的呢？

生　它们组成了平 角，根 据 平 角 的 概 念 可 知。

所以∠ＡＯＣ＝∠ＢＯＤ。

师　这个结论你又是怎么知道的呢？

生　 等 式 的 性 质，∠ＡＯＣ 和 ∠ＢＯＤ 都 与

∠ＡＯＤ相加得１８０°，它们当然相等。

师　这个理由成立。像 这 样 不 凭 任 何 个 人 的

感觉，而 是 从 已 知 的 概 念、条 件 出 发，依

据已经 确 认 的 事 实 和 公 认 的 逻 辑 规 则，

推导出某 结 论 为 正 确 的 过 程，我 们 称 为

演绎证明。和看、量 相 比，这 种 推 理 方 式

更能令人信服。

（三）融入历史素材，理解演绎证明

本环节利 用 历 史 素 材，让 学 生 理 解 演 绎

证明的价值———

师　历史 上 第 一 位 具 有“利 用 演 绎 推 理 进 行

证明”的意识并用 它 来 思 考、解 决 问 题 的

人非常 伟 大。那 么，是 谁 最 早 具 有 这 种

意识？数学证明 从 何 而 来 呢？我 们 为 什

么要学习证明呢？

（播放视频“证明 的 由 来”，让 学 生 了 解 证

明的由来，并 认 识 数 学 家 泰 勒 斯 和 欧 几

里得以 及 数 学 经 典《几 何 原 本》。然 后，

以推理的 形 式 讲 述 达 尔 文 的 故 事，将 理

由逐条呈 现，让 学 生 体 会 演 绎 证 明 的 推

理模式在生活中的运用。）

（四）运用新学知识，实践演绎证明

本环节在学生已经 知 道 并 理 解 演 绎 证 明

的基础上，利用学生已 经 学 过 的“三 角 形 内 角

和等 于１８０°”，通 过 操 作 验 证 和 演 绎 证 明，让

学生再次体会操作验 证 和 演 绎 证 明 之 间 的 区

别和联系以及演绎证明的一般步骤———

师　（给每一位学生发 一 张 三 角 形 彩 色 纸 片）

帕斯卡在 八 岁 时，就 通 过 一 张 简 单 的 纸

片发现了三角形 内 角 和 等 于１８０°。现 在

请你们通 过 自 己 的 方 式，利 用 手 中 的 三

角形 彩 色 纸 片 来 验 证 三 角 形 内 角 和 等

于１８０°。

（学生活 动，部 分 学 生 采 用 剪 的 操 作，部

分学生采用折 的 操 作。教 师 将 学 生 的 成

果展示在教室侧面的白板上。）

师　我更喜欢折的操 作，因 为 更 环 保，纸 片 还

可以再利用。（稍停）现 在 请 你 们 在 小 组

内讨论并完成“三 角 形 内 角 和 等 于１８０°”

的演绎证明。

（学生 活 动。一 位 学 生 展 示 利 用 三 角 形

外角的 性 质“三 角 形 的 一 个 外 角 等 于 与

它不 相 邻 的 两 个 内 角 之 和”来 证 明 的

方法。）

师　按照教材中的几 何 体 系，“三 角 形 的 一 个

外角等 于 与 它 不 相 邻 的 两 个 内 角 之 和”

是由三角形内 角 和 定 理 推 导 而 来 的。这

里用它来 证 明 三 角 形 内 角 和 定 理，是 典

型的循环论证，不具有说服力，因为证明

必须基于———

生　已经公认的事实或结论。

（学生 继 续 展 示。教 师 完 善 证 明 方 法，

如下。）

方法１　如图２，过点Ａ作ＢＣ的平行线，

构造两组相 等 的 内 错 角∠Ｂ＝!ＤＡＢ，∠Ｃ＝

∠ＥＡＣ，将三 角 形 的 三 个 内 角 转 化 为 一 个 平

角，得证。
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图２

方法２　如图３，过点Ｃ作ＡＢ 的平行线，

构造 一 对 相 等 的 内 错 角∠Ａ＝∠ＡＣＤ，一 对

互补的同旁内角∠Ｂ＋∠ＢＣＤ＝１８０°，将 三 角

形的三 个 内 角 转 化 为 这 一 对 互 补 的 同 旁 内

角，得证。

图３

师　用第 一 种 方 法 证 明 的 同 学 非 常 了 不 起，

因为你们的方法和 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 方

法一样。（出示图４）在第二种方法中，若

延长ＢＣ到Ｅ，将∠Ｂ 转 化 为∠ＥＣＤ，则

三角形的三个内角就可以转化为以Ｃ为

顶点的一 个 平 角，这 种 方 法 就 是 欧 几 里

得在《几何原本》中 运 用 的 方 法。你 们 将

三角形的三个内角 转 化 为 一 对 互 补 的 同

旁内角，想到了古 人 没 有 想 到 的 方 法，超

越了古 人，真 棒！ 历 史 上 还 有 很 多 不 同

的证明方法，同学们课后可以继续探究。

图４

最后，鉴 于 学 生 初 中 所 学 的 几 何 属 于 欧

氏几何，教 师 向 学 生 介 绍 了《几 何 原 本》以 及

我国清朝康熙皇帝、美 国 总 统 林 肯 学 习《几 何

原本》的 故 事，展 示 了“《几 何 原 本》的 魅 力”；

并指出“《几何原本》成 就 了 林 肯 的 人 生，如 果

你对它感 兴 趣，它 也 会 成 就 你 的 人 生”，以 期

点亮学 生 对 几 何 以 及《几 何 原 本》的 兴 趣

之光。

三、学生反馈

课后，我们对全 班３９名 学 生 进 行 了 问 卷

调查。

对于“请 用 自 己 的 语 言 描 述 什 么 是 演 绎

证明”一 题，有２６名 学 生 能 够 理 解 演 绎 证 明

的含义，虽然描述方 式 不 尽 相 同，但 基 本 认 为

演绎证明 是“从 已 知 的 公 理、定 理 出 发，用 严

密的推理来得到让人 信 服 的 结 论”，初 步 具 备

公理化体系思想。

对于“请 用 自 己 的 语 言 说 明 演 绎 证 明 有

什么作用”一 题，有３２名 学 生 认 为 演 绎 证 明

是最可靠 的，因 为 它“有 理 有 据，逻 辑 严 密”，

还有７名 学 生 认 为 演 绎 证 明 没 有 误 差 和 错

觉，比观 察 和 测 量 更 可 靠。所 有 学 生 都 能 够

理解证明的作用在于“使人信服”。

对于本节 课 印 象 最 深 的 环 节，学 生 提 到

的有“证 明 的 由 来”“达 尔 文 的 故 事”“三 角 形

内角和 的 探 究”“两 位 同 学 比 身 高”“钓 鱼 岛”

“认识很多 数 学 家”等，其 中 被 提 到 最 多 的 是

前三者。这说明数学 课 堂 中 融 入 人 性 化 的 内

容往往会给 学 生 留 下 深 刻 的 印 象，数 学 课 堂

中的探究活动可以让 学 生 自 主 生 成 知 识 并 深

度理解知识。

从学生问 卷 反 馈 可 知，本 节 课 作 为 从 实

验几何过渡 到 论 证 几 何 的 起 始 课，以 激 发 学

生学习的兴趣为出发 点，运 用 数 学 史 料，融 入

大量 人 文 元 素，较 好 地 达 成 了 相 应 的 教 学

目标。

四、教学反思

从数学练 习 的 角 度 看，本 节 课 只 证 明 了
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两个学生早 就 知 道 的 定 理，没 有 其 他 关 于 证

明的习题。但本节课 最 重 要 的 价 值 在 于 数 学

史的融入 使 原 本 枯 燥 的 几 何 课 变 得 人 性 化，

让学生切实 体 会 到 了 学 习 几 何 的 价 值，激 发

了学生学习几 何 的 兴 趣，体 现 了 ＨＰＭ 的“知

识之谐”“文化之魅”和“德育之效”。

视频“证明的由来”让 学 生 不 仅 认 识 了 几

何学鼻祖泰 勒 斯 和 欧 几 里 得，还 明 白 了 证 明

的作用———说 服 别 人，从 而 知 道 了 为 什 么 要

学习证明；同时，让一 些 学 生 体 会 到 人 类 的 理

性精神，感悟到生活 中 说 话、做 事 同 样 需 要 有

理有据，不可凭空 臆 测。学 生 只 有 知 其 因，才

能思其义，从而正其心，究其道。

“达尔文 的 故 事”让 学 生 体 会 到“学 有 所

用”并不是 一 种 口 号，而 是 真 实 存 在 的，感 悟

到数学来源 于 生 活，学 好 数 学 可 以 为 生 活 服

务，提高生活的质量。

“《几 何 原 本》的 魅 力”展 示 了 逻 辑 推 理

（清晰、缜密、有条理的 思 考）对 于 康 熙 皇 帝 和

林肯总统的吸引和 成 就，通 过 榜 样 的 激 励，有

助于学生树立远大的学习目标。

另外，在 探 究“三 角 形 内 角 和 等 于１８０°”

证明方法的 环 节，指 出 学 生 所 用 证 法 与 历 史

上数学家所 用 证 法 的 不 谋 而 合，让 学 生 体 会

到与古代数学家进行跨 越 时 空 的 学 术 交 流 的

惊奇感受，提升了学 习 数 学 的 信 心，增 强 了 学

习数学的兴趣。

除了 历 史 材 料 所 蕴 含 的 丰 富 德 育 价 值

外，在引入 环 节，提 到“钓 鱼 岛 是 我 国 不 可 分

割的领土”，渗 透 了 爱 国 情 感 的 培 养；在 三 角

形纸片操作验证环节，指 出“我 更 喜 欢 折 的 操

作，因为更环保，纸片 还 可 以 再 利 用”，渗 透 了

环保意识的培养；在“感 知 演 绎 证 明”环 节，让

学生证明以 文 字 形 式 表 达 的 数 学 命 题，有 助

于学生积累转化（“翻译”）的经验。

＊ 本文系本 刊 连 载 的 汪 晓 勤 教 授 团 队 开

发的 ＨＰＭ案例之一。
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