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　　【编者按】本刊自２０１４年起陆续刊登了华东师范大学汪晓勤教授团队开发的３６个中学

ＨＰＭ课例。其中绝大多数都是新授课（概念课或命题课）。目前，他们研究的视角开始触及复

习课（习题课）。本期呈现的是以袁芳、马艳荣两位老师为主开发的 ＨＰＭ视角下的复习课（习

题课）案例。希望有更多的教师加入到 ＨＰＭ的研究中来，可以开发新的课例，也可以对已有的

课例进行分析、评价与改进。

ＨＰＭ视角下的“和差术应用”专题复习课＊

袁　芳１，马艳荣２

（１．上海市致远高级中学，２０１４９９；２．华东师范大学教师教育学院，２０００６２）

摘　要：以数学史上的思想方法为纽带（线索），将数学课程中

散落（尤其是不同领域）的知识、问题串联起来，让学生系统地分析

与把握所学习的数学知识和要解决的数学问题，进一步体会其背后

蕴涵的数学思想，是数学复习课的一种很好的设计思路。“和差术应

用”专题复习课首先从古巴比伦泥板中的问题引入“和差术”，渗透换

元法与化归思想，接着从古巴比伦的二元方程组解法中提炼出“和差

术”相关的四个代数恒等式，最后应用“和差术”串联高中数学不同领

域的知识和问题。课后反馈表明这样的教学取得了较好的效果。

关键词：ＨＰＭ　专题复习课　和差术应用

　　复习课是数学教学的重要课型之一。好

的复习课不仅可以帮助学生梳理知识，形成

系统，更重要的是可以引导学生提取、归纳数

学思想方法，让学生站在思想方法的高度来

认识数学问题，培养思维能力。然而，因对复

习课的价值理解与把握不到位，不少教师依

然遵循传统的教学模式来上复习课：罗列基

础知识，讲解典型例题，布置课后作业。这样

把学过的知识重复讲一遍，把复习课上成练

习课，没有新内容、新增长，导致教学质量普
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遍不高。

Ｊａｎｋｖｉｓｔ认为，数学史是数学教学的指

南，不仅可以帮助学生梳理知识发展脉络，加

深学生的数学理解，而且可以帮助学生对比

古今思想方法，拓宽学生的数学思维。以数

学史上的思想方法为纽带（线索），将数学课

程中散落（尤其是不同领域）的知识、问题串

联起来，让学生系统地分析与把握所学习的

数学知识和要解决的数学问题，进一步体会

其背后蕴涵的数学思想，是数学复习课的一

种很好的设计思路，可以让数学复习课有新

意、更高效，焕发勃勃生机。

两千多年前古巴比伦的“和差术”正是这

样一种可以串联高中数学纵多知识与问题的

思想方法。因此，我们以“和差术应用”为主

题，设计了一节高三专题复习课。拟定的教

学目标如下：（１）理解“和差术”，掌握“和差

术”在不同知识领域中的应用；（２）经历从分

析和解决函数、三角函数、向量、几何等问题

中抽象出“和差术”模型的过程，理解换元法

和化归思想，拓宽解决问题的思维方式；（３）

感受数学思想方法的魅力，感悟数学文化，激

发学习兴趣。

一、历史上的“和差术”

古巴比伦的代数已经达到了相当高的水

准。在已经发现的古巴比伦泥板中含有大量

形如
ｘ±ｙ＝ａ，

ｆ（ｘ，ｙ）＝烅
烄

烆 ｂ
［其中，ｆ（ｘ，ｙ）具有ｐｘ＋

ｑｙ（ｐ２≠ｑ２）、ｘｙ或ｘ２＋ｙ２ 等形式］的二元方

程问题及其解法。例如，泥板 ＶＡＴ　８３８９涉

及二元一次方程组

ｘ＋ｙ＝１８００，

２
３ｘ－

１
２ｙ＝５００

烅
烄

烆
，
古巴比

伦祭司的解法（用今天的符号表示）是：设ｘ＝

９００＋ｔ，ｙ＝９００－ｔ，则２３
（９００＋ｔ）－１２

（９００－

ｔ）＝５００，解得ｔ＝３００，从而得ｘ＝１２００，ｙ

＝６００。

这里，祭司利用基本公式
ｘ＝ｘ＋ｙ２ ＋ｘ－ｙ２

，

ｙ＝ｘ＋ｙ２ －ｘ－ｙ
烅

烄

烆 ２

对方程组进行换元（若ｘ＋ｙ
２
已知，则取ｘ－ｙ

２
为

未知数；若ｘ－ｙ
２
已知，则取ｘ＋ｙ

２
为未知数），

将二元转换为一元，从而求得未知数。已知

两个数的和或差，将这两个数分别表示为半

和与半差的和或差，从而实现换元的方法，就

是所谓的“和差术”。利用“和差术”，可以在

和ｘ＋ｙ
２
、差ｘ－ｙ

２
、平方和ｘ

２＋ｙ２
２
和积ｘｙ四个

代数式之间建立基本关系。

“和差术”在后世被广泛使用。例如，在３

世纪，古希腊数学家丢番图（Ｄｉｏｐｈａｎｔｕｓ，约

２４６～３３０）利用“和差术”来解二元二次方程

组问题———古巴比伦泥板中亦有此类问题。

又如，到１７世纪，法国数学家洛必达

（Ｍ．ｄｅ　ＬＨｏｓｐｉｔａｌ，１６６１～１７０４）利用“和差

术”来推导椭圆的方程。如图１所示，设椭圆

长轴｜ＡＢ｜＝２ａ，短轴｜ＣＤ｜＝２ｂ，焦距｜Ｆ１Ｆ２｜

＝２ｃ，Ｐ为椭圆上的任意一点，坐标为（ｘ，ｙ），

因为｜ＰＦ１｜＋｜ＰＦ２｜＝２ａ，故设｜ＰＦ１｜＝ａ＋ｚ，

｜ＰＦ２｜＝ａ－ｚ，则有 （ｘ＋ｃ）２＋ｙ槡 ２＝ａ＋ｚ，

（ｘ－ｃ）２＋ｙ槡 ２＝ａ－ｚ，于是（ｘ＋ｃ）２＋ｙ２＝（ａ

＋ｚ）２，（ｘ－ｃ）２＋ｙ２＝（ａ－ｚ）２。两式相减得ｚ

＝ｃａｘ
，两式相加得ｘ２＋ｃ２＋ｙ２＝ａ２＋ｚ２。把

ｚ代入，整理可得ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ａ２－ｃ２＝１
。令ｂ２＝ａ２

－ｃ２，得到椭圆标准方程ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１
。上述推

导过程不仅简便，而且能得到椭圆的焦半径
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公式：｜ＰＦ１｜＝ａ＋
ｃ
ａｘ
，｜ＰＦ２｜＝ａ－

ｃ
ａｘ
。

图１

二、教学设计与实施

（一）引入方法，给出定义

课间休息时间，教师播放周杰伦《爱在西

元前》的 ＭＶ，并提醒学生留意歌词：“我给你

的爱写在西元前／深埋在美索不达米亚平原／

几十个世纪后出土发现／泥板上的字迹依然清

晰可见／……／用楔形文字刻下了永远／……／

祭司神殿征战弓箭是谁的从前／……”

上课伊始，教师请学生说出 ＭＶ中提到

的地点、人物、物品，然后说道：“这首 ＭＶ是

周杰伦逛完博物馆后有感而发创作的。它的

故事原型是古巴比伦王和他的妻子。古巴比

伦王给他的妻子建造了一个非常宏伟的建

筑———古代七大奇迹之一的空中花园。当一

个国家的建筑登峰造极的时候，这个国家的数

学一定也高度发展。所以今天我们来学习古

巴比伦的一个重要的数学方法———和差术。”

然后，教 师 介 绍 古 巴 比 伦 泥 板 ＶＡＴ

８３８９，指出其上所载的问题相当于求解二元

一次方程组

ｘ＋ｙ＝１８００，

２
３ｘ－

１
２ｙ＝５００

烅
烄

烆
，
并请学生观察

古巴比伦祭司的原始解法。

师　请问这个方法和你们初中学的方法一样

吗？初中是用什么方法解的？

生　消元法。

师　那古巴比伦祭司用了什么方法呢？

生　参数方程。

师　结合题干，你能告诉我参数ｔ前面的

１８００代表什么？

生　ｘ与ｙ的和。

师　看第一个式子ｘ＝１８００２ ＋ｔ，若将１８００这

一具体数字用一般的量来代替，如何

转化？

生　ｘ＝ｘ＋ｙ２ ＋ｔ。

师　实际上，这里我们利用了两个等式：ｘ＝

ｘ＋ｙ
２ ＋ｘ－ｙ２

，ｙ＝ｘ＋ｙ２ －ｘ－ｙ２
。也就是

说，我们设的参数ｔ就是ｘ－ｙ２
。像这样，

已知两数之和，令两数分别等于半和与

一个参数的和与差，在数学上称为“和差

术”。我们可以看到，早在古巴比伦时

期，人们就已经开始运用这种方法了。

（二）找恒等式，建立模型

教师 进 一 步 展 示 古 巴 比 伦 泥 板 ＢＭ

１３９０１和ＹＢＣ　４６６３上的二元二次方程组及

其解法：

泥板ＢＭ　１３９０１涉及方程组
ｘ＋ｙ＝５０，

ｘ２＋ｙ２＝１３００烅
烄

烆 ，

祭司的解法是：（１）ｘ
２＋ｙ２
２ ＝６５０；（２）ｘ＋ｙ２ ＝

２５；（３）ｘ＋ｙ（ ）２

２

＝６２５；（４）ｘ
２＋ｙ２
２ － ｘ＋ｙ（ ）２

２

＝２５；（５） ｘ２＋ｙ２
２ － ｘ＋ｙ（ ）２槡

２

＝５；（６）ｘ－ｙ２

＝５；（７）ｘ＋ｙ２ ＋ｘ－ｙ２ ＝３０；（８）ｘ＝３０；

（９）ｘ＋ｙ２ －ｘ－ｙ２ ＝２０；（１０）ｙ＝２０。

泥板ＹＢＣ　４６６３涉及方程组
ｘ＋ｙ＝６１２

，

ｘｙ＝７１２

烅

烄

烆
，

祭司的解法是：（１）ｘ＋ｙ２ ＝３１４
；（２）ｘ＋ｙ（ ）２

２
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＝１０ ９
１６
；（３） ｘ＋ｙ（ ）２

２

－ ｘｙ ＝ ３ １
１６
；

（４） ｘ＋ｙ（ ）２

２

－ｘ槡 ｙ＝１３４
；（５）ｘ－ｙ２ ＝１３４

；

（６）ｘ＋ｙ２ ＋ｘ－ｙ２ ＝５；（７）ｘ＝５；（８）ｘ＋ｙ２ －

ｘ－ｙ
２ ＝１１２

；（９）ｙ＝１１２
。

然后，教师让学生分两组讨论上述解法，

思考祭司所运用的关键思想。学生发现，在

两个问题的解法中，祭司从等式ｘ＝ｘ＋ｙ２ ＋

ｘ－ｙ
２
，ｙ＝ｘ＋ｙ２ －ｘ－ｙ２

出发，利用了两个关键

的恒等式，即 ｘ＋ｙ（ ）２

２

＋ ｘ－ｙ（ ）２

２

＝ｘ
２＋ｙ２
２

，

ｘ＋ｙ（ ）２

２

－ ｘ－ｙ（ ）２

２

＝ｘｙ，将二元二次方程

组转化为简单的一元二次方程，从而求得ｘ

和ｙ。

接着，教师引导学生将上面两个恒等式

相加减，得到另外两个恒等式，即ｘ
２＋ｙ２
２ ＋ｘｙ

＝２ ｘ＋ｙ（ ）２

２
，ｘ

２＋ｙ２
２ －ｘｙ＝２

ｘ－ｙ（ ）２

２
，最

终得到如图２所示的“和差术”模型。

图２

（三）模型应用，方法深化

首先，教师请学生自己编制一道用“和差

术”模型求解的填空题，完成对“和差术”的简

单应用。

接着，教师出示例１和例２两道含有隐

含条件的“和差术”模型应用问题，要求学生

先判断它们是否符合“和差术”模型，再寻找

转化过程中所用到的恒等式。

例１　已知ａｘ＋ａ－ｘ＝３，求（ａｘ－ａ－ｘ）２

的值。

例２　求函数ｙ＝ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘｃｏｓｘ

的值域。

学生发现，例１已知条件为ａｘ＋ａ－ｘ＝３，

隐含条件为ａｘ·ａ－ｘ＝１，运用完全平方公式

进行转化，可以求出（ａｘ－ａ－ｘ）２ 的值；例２并

未给出“和差术”模型涉及的四个量中某个量

的值，但是隐含平方和ｓｉｎ２　ｘ＋ｃｏｓ２　ｘ＝１，因此

可以利用ｘ
２＋ｙ２
２ ＋ｘｙ＝２

ｘ＋ｙ（ ）２

２

进行转

化，把积ｓｉｎ　ｘｃｏｓ　ｘ用和ｓｉｎ　ｘ＋ｃｏｓ　ｘ表示（令

ｓｉｎ　ｘ＋ｃｏｓ　ｘ＝ｔ，得ｓｉｎ　ｘｃｏｓ　ｘ＝ｔ
２－１
２
），从而

把问题转化为求一元二次函数的值域。

此后，教师出示例３和例４两道向量背

景的“和差术”模型推广应用问题，引导学生

将“和差术”模型推广至向量，并进行应用。

例３　已知｜ａ｜＝１３，｜ｂ｜＝１９，｜ａ＋ｂ｜＝

２４，则｜ａ－ｂ｜＝　　　　。

例４　已知｜ａ＋ｂ｜ 槡＝ １０，｜ａ－ｂ｜ 槡＝ ６，
求ａ·ｂ＝　　　　。

学生由ａ＝１２
（ａ＋ｂ）＋１２ ａ－（ ）ｂ ，ｂ＝

１
２
（ａ＋ｂ）－１２

（ａ－ｂ），得到“极化恒等式”｜ａ＋

ｂ｜２＋｜ａ－ｂ｜２＝２（｜ａ｜２＋｜ｂ｜２），｜ａ＋ｂ｜２－｜ａ－

ｂ｜２＝４ａ·ｂ，应用它们解决了例３和例４。

教师又出示两道练习，引导学生发现“极

化恒等式”的几何意义是平行四边形边长、对

角线长以及夹角之间的关系；平行四边形模
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型可以提炼为三角形模型，解决一些有关三

角形中线的问题。

练习１　如图３，△ＡＢＤ 中，Ｍ 为ＢＤ 中

点，｜ＡＭ｜＝３，｜ＢＤ｜＝４，求 →ＡＢ· →ＡＤ。

练习２　如图４，正三角形ＡＢＣ内接于

半径为２的圆Ｏ，点Ｐ是圆Ｏ 上的一个动点，

则 →ＰＡ· →ＰＢ的取值范围是　　　　。

图３

　
图４

最后，教师布置一道有关均值不等式与

数列的思考题，让学生课后完成。

思考题 　 已知ａｎ＞０，ｂｎ＞０，ａｎ＋１ ＝

ａｎ＋ｂｎ
ａ２ｎ＋ｂ２槡 ｎ

（ｎ∈Ｎ＊），求ａｎ＋１的范围。

（四）盘点收获，总结回顾

首先，教师总结“和差术”、四个恒等式以

及“和差术”在向量上的推广，介绍“和差术”

在高中数学不同知识领域的应用情况（如图

５），指出“和差术”为高中数学中的通性通法，

从而帮助学生把本课所学的知识与原有的知

识结构进行对接，形成新的知识结构。

图５

接着，教师指出：“‘和差术’蕴含了换元

与化归的数学思想方法，将高中数学的知识

点有机结合在了一起，让我们对知识的认识

从方法层面上升到了思维层面。”从思想层面

对本课内容进行总结。

最后，教师说道：“小泥板大学问，古代文

明给我们留下了无数的智慧结晶，这些丰富

的遗产为我们今天的数学教学开辟了新视

角。揭开了古巴比伦‘和差术’的神秘面纱，

将它与高中数学知识相融合，让古人的智慧

在今天的课堂上熠熠生辉！穿越时空与古人

对话，古人的许多数学思想给了我们精神的

养料。”从精神层面对本课过程进行总结。

三、学生反馈

课后，我们收集了全班３０名学生对本节

课的反馈信息。

前三道测试题主要考查学生对“和差术”

模型的掌握情况。第一道题是“已知｜ａ－ｂ｜

槡＝ １１，ａ·ｂ 槡＝ ３，求｜ａ＋ｂ｜”，属于“已知四
个量ａ＋ｂ、ａ－ｂ、ａｂ、ａ２＋ｂ２ 中的两个量，求其

余两个量”的类型，正确率达到９６．７％。第二

道题是“在△ＡＢＤ 中，Ｎ 为ＢＤ 中点，｜ＡＮ｜

＝５，→ＡＢ· →ＡＤ＝２，求｜ＢＤ｜”，属于“已知四个

量ａ＋ｂ、ａ－ｂ、ａｂ、ａ２＋ｂ２ 中的一个量以及其

余两个量的关系，求其余三个量”的类型（隐

含条件为｜→ＡＢ＋ →ＡＤ｜＝２｜ →ＡＮ｜），正确率为

８０％。第三道题是“求函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ－

ｃｏｓ　ｘ＋ｓｉｎ　ｘｃｏｓ　ｘ的值域”，属于“已知三个量

ａ＋ｂ、ａｂ、ａ２＋ｂ２ 中的一个量，求其余两个量

的取值范围”的类型，正确率达到８３．３％；少

数出错的学生主要是因为代入过程中计算错

误、忘记负号，或者知道设参数，但是未找到

ｓｉｎ２　ｘ＋ｃｏｓ２　ｘ＝１这一隐含条件。

后两道测试题主要考查学生对“和差术”

模型与高中数学知识之间关系的理解情况。

对于“可以利用‘和差术’模型解决的高中数
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学题主要涉及哪些知识”，学生的回答集中在

向量、三角函数、函数、数列、二元方程上，其

中，向量提及得最多，三角函数次之。对于

“你觉得‘和差术’与哪些高中数学知识有联

系”，学生的回答主要分布在向量、三角函数、

函数、数列、圆锥曲线、均值不等式上，其中２６

人认为“和差术”与向量存在联系，２４人认为

“和差术”与三角函数有联系，２１人认为“和差

术”与函数、数列、圆锥曲线联系紧密，６人认

为“和差术”与均值不等式有联系。

四、教学反思

传授数学知识、演化数学方法、传承数学

文化是数学教育的重要任务，而串联数学知

识、数学方法与数学文化的经脉是数学思想，

它是数学的精髓。本节课首先从古巴比伦泥

板中的问题引入“和差术”，渗透换元法与化

归思想，接着从古巴比伦的二元方程组解法

中提炼出“和差术”相关的四个代数恒等式，

最后应用“和差术”串联高中数学不同领域的

知识和问题。

从古巴比伦泥板中的二元方程组问题到

函数、三角函数、向量、几何、数列等领域的问

题，均可转化为“和差术”模型进行求解，这体

现了数学史的“知识之谐”。学生在掌握“和

差术”的同时，也加深了对换元与化归思想方

法的理解，这体现了数学史的“方法之美”。

古巴比伦祭司对二元问题的精彩解答，让学

生体会到数学问题背后的人文色彩，这体现

了数学史的“文化之魅”。引导学生穿越时空

与古人对话，了解古人简捷的解题策略，让学

生心生敬意，激发了学生的学习兴趣与自信

心，这体现了数学史的“德育之效”。

通过本节课的教学，教师和学生都非常

认同 ＨＰＭ对于高三复习课的价值。在不久

之后的高三三模复习过程中，学生遇到可用

“和差术”来解决的问题时，都感到非常兴

奋，更进一步感受到了“和差术”的便捷。略

显遗憾的是，由于笔者对数学史的理解还不

够深入，整 节 课 还 没 有 达 到 融 会 贯 通 的

境界。

＊本文系本刊连载的汪晓勤教授团队开

发的 ＨＰＭ 案例之一，也系华东师范大学

ＨＰＭ工作室开发的系列课例之一。
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