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摘要：发生教学原理是 HPM 视角下数学教学设计的主要理论依据，要求根据重构的历史进行教学．以椭圆为例考察椭

圆的历史，并对其进行重构，据此进行教学设计．教学实践表明：HPM 视角下的椭圆概念教学创造了学生的学习动机，激

发了学生的学习兴趣，对于椭圆焦半径性质的旦德林球推导法，学生在理解上并没有困难；进一步的问卷调查发现：较之教

材上的椭圆引入方法，大多数学生更愿意接受 HPM 视角下的引入方法．因此，有必要进一步深入开展 HPM 视角下的数学

教学研究，开发更多的 HPM 教学案例，让数学史融入数学教学不再成为一句空话． 
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数学史融入数学教学的研究是数学教学研究的重要组

成部分，是 HPM 领域的重要方向之一[1]．数学史在数学教

学中的运用方式通常有 3 种，一是提供直接的历史信息，二

是借鉴历史进行教学，三是开发对数学及其社会文化背景的

深刻觉悟[2]．其中第二种方式就是发生教学法，通常所说的

HPM（数学史与数学教育关系）视角下的数学教学采用的

主要就是这种方法．下面以椭圆概念和方程的设计和实施为

例，说明 HPM 视角下的数学教学设计方法，为未来更多的

案例开发提供借鉴． 

1  发生教学法 

“历史发生原理”兴起于 19 世纪．法国哲学家孔德（A. 
Comte）将“个体教育必然在其次第连续的重大阶段，仿效

群体的教育”看作一个“基本原理”[3]，并将其作为其实证

理论的基础．英国教育家斯宾塞（H. Spenser）将其解释为

“个体知识的发生必须遵循人类知识的发生过程”[4]，并指

出：历史上的教育方法，有助于为今天的教育提供指南．发

生原理又受到德国生物学家海克尔（E. Haeckel）所提出的

生物发生基本定律——“个体发育重演种族发展”的支持． 
“发生教学法”之说最早出现于第斯多惠（F. A. W. 

Diesterweg）的名著《德国教师教育指南》中．第斯多惠认

为，之所以需要采用该方法，乃是因为这是所教学科兴起或

进入人类意识的方式[5]．克莱因（F. Klein）指出：生物发生

学的一项基本定律指出，个体的成长要经历种族成长的所有

阶段，顺序相同，只是所经历的时间缩短；而教授数学和其

他任何事情一样，至少在一般意义上要遵循这项定律．鉴于

年轻人的本能，教学应慢慢将其引向更高级的事物，最终到

达抽象形式．为此，教学应遵循人类从知识的原始状态到更

高级形式的道路……推广这种自然的真正科学的教学的主

要障碍是缺乏历史知识[6]． 
这里，克莱因虽然没有提到“发生教学”之名，但他所

说的借鉴生物发生定律、基于历史知识的“自然的”和“科

学的”教学方法就是发生教学法． 
波利亚（G. Polya）则将发生原理叙述为：在教一门科

学分支（理论、概念）时，我们应该让儿童重演人类心理演

进的重大步骤．当然，我们不应该让他重复过去一千零一个

错误，而只是重复重大步骤[7]．什么是“重大步骤”？这需

要对历史作出诠释．鉴于此，波利亚提出发生原理的更模糊

的形式：只有理解人类如何获得某些事实或概念的知识，我

们才能对人类的孩子应该如何获得这样的知识作出更好的

判断[7]． 
托普利茨（O. Toeplitz）曾指出，发生法的本质是追溯

一种思想的历史起源，以寻求激发学习动机的最佳方式，研

究这种思想创始人所做工作的背景，以寻求他试图回答的关

键问题．但追溯历史起源、重演历史发展当然不是指原原本

本地、精确地复制历史．爱德华（H. M. Edwards）认为，

发生法倾向于从一个“虚构的”视角来呈现历史——假定从

问题到解答，人类的理性沿直线发展，历史上那些未成功解

决的问题、引向死胡同的思想、经年累月没有结果的努力、

堆积如山的解释性计算都付之阙如[8]． 
弗赖登塔尔（H. Freudenthal）将人类看作一个“学习者”，

其学习过程就是历史．他说：“数学史是一个图式化不断演进

的系统化的学习过程，儿童无需重蹈人类的历史，但他们也

不可能从前人止步的地方开始．从某种意义上说，儿童应该

重蹈历史，尽管不是实际发生的历史，而是倘若我们的祖先

已经知道我们今天有幸知道的东西，将会发生的历史．”[9] 
从哲学家、教育家和数学家的论述可以看出，发生教学

法是一种借鉴历史、呈现知识自然发生过程、介于严格历史

方法和严格演绎方法之间的一种方法，它关注主题的必要性

和可接受性，要求在学生具备足够的学习动机、在学生心理

发展的恰当时机教授该主题．这里，知识的自然发生过程不

是历史过程的还原，而是历史知识的重构． 
为了运用发生教学法，教师需要做到以下方面[2，10]：

（1）了解所讲授主题的历史发展过程；（2）确定历史发展过

程中的关键环节，从一个环节发展到下一个环节的动因以及

数学家所遇到的困难和障碍；（3）在此基础上，重构这些环

节，使其适合于课堂教学；（4）设计出一系列由易至难、环

环相扣的问题． 
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2  椭圆概念的历史及其重构 

从历史上看，古希腊人先是从圆柱或圆锥的截口上发现

椭圆以及另两种圆锥曲线的．在阿波罗尼斯（Apollonius）
之前，希腊人（如梅内克缪斯）利用垂直于母线的平面去截

顶角分别为直角、钝角和锐角的圆锥，得直角圆锥曲线（即

抛物线）、钝角圆锥曲线（双曲线）和锐角圆锥曲线（椭圆）．圆

锥曲线的基本性质是直接从圆锥上得到的．阿波罗尼斯在

《圆锥曲线》中则将同一个斜圆锥被不同位置的平面所截得

的曲线定义为圆锥曲线，阿波罗尼斯同样直接从斜圆锥上得

到圆锥曲线的基本性质，其中椭圆的基本性质是：若从椭圆 

上任一点 P 向直径 AB 引垂线，垂足为 Q，则
QBAQ

PQ
⋅

2

为常 

数（图 1）．而椭圆的焦半径之和等于常数这一性质则是阿

波罗尼斯用了 7 个命题、花了九牛二虎之力才偶然得到的，

且完全已经脱离了圆锥[11]． 

图 1  椭圆的基本性质       图 2  舒腾的椭圆作图工具 

17 世纪，笛卡儿（R.Descartes）《几何学》对圆锥曲线

方程的研究导致人们对圆锥曲线画法的探求．法国数学家舒

腾（F.van Schooten）给出了椭圆的 3 种作图工具，其中一

种即利用了焦半径之和为常数的性质[12]，如图 2 所示． 
法国数学家洛必达（M. de L’Hospital）在《圆锥曲线分

析》（出版于作者去世后的第三年）中抛弃了古希腊人的定

义方法，将椭圆定义为平面上到两定点距离之和等于常数的

动点轨迹，据此推导椭圆的方程[13]．直到 1822 年，比利时

数学家旦德林（G. P. Dandelin）在一篇论文中才利用圆锥的

两个内切球，直接在圆锥上导出椭圆的焦半径性质[14]，从

而在古希腊的截线定义和 17 世纪的轨迹定义（现称椭圆的

第一定义）之间架设起一座桥梁． 
根据上面的历史考察，椭圆的历史大致可以分成椭圆的

发现、截线定义的形成、基本性质的推导、焦半径性质的获

得、机械作图的产生、轨迹定义的确立以及椭圆方程的推导

等 7 个重要环节．教材通常只截取了最后 3 个环节（见图 3），
尽管这样的处理方式相当简洁，但对照发生教学方法，它存

在如下不足：（1）没有交待为什么我们要研究椭圆，因而未

能让学生产生足够的学习动机；（2）没有将椭圆概念建立在

学生已有的知识基础之上，椭圆的引入相当突兀，学生几乎

未能感受到椭圆知识的形成过程． 
从椭圆的发现到椭圆的截线定义，过渡起来相当自然，

但从椭圆截线定义到椭圆基本性质、再到焦半径性质，诸环

节之间的过渡相当艰难．为了适合于教学，需要对其进行重

构．由于今天已经有了旦德林球这一重要而美妙的工具，可

以利用它直接完成从椭圆的发现到椭圆焦半径性质的过渡，

如图 3 所示． 

尽管最后两个环节的过渡较为自然，但历史上有不同的

方法，需要研究者做出选择． 

3  椭圆概念的教学设计 

基于重构的椭圆历史诸环节，设计椭圆概念及方程的教学． 
3.1  椭圆的发现与初始定义 

用图 3 表示椭圆的历史及其重构． 

图 3  椭圆的历史及其重构 

由于高中生已经有相当丰富的现实生活经验，可以设计

几个现实生活中遇到的问题来引入椭圆概念．（1）如图 4，
一个球在斜射阳光下的影子的边界呈现什么形状？（2）如

图 5，圆柱形建筑斜顶的边界具有什么形状？（3）如图 6，
圆锥形建筑斜顶的边界具有什么形状？（4）如图 7，圆柱

形水杯倾斜时，杯中水面呈现什么形状？ 

图 4  斜射光下的球          图 5  斜顶的圆柱形建筑 

图 6  斜顶的圆锥形建筑      图 7  倾斜的装有水的烧杯 

引导学生讨论之后，教师将上述问题归结为圆柱或圆锥

被平面斜截后的截口形状问题，由此引入椭圆课题，并介绍

古希腊人的截线定义． 
3.2  焦半径性质的推导 

首先，让学生回顾切线长定理，并提出如下问题：（1）
问题 1：过球外一点，可作出球的多少条切线？切线长有什

么关系？（用乒乓球与铅笔演示）（2）问题 2：把乒乓球放

在水平桌面上，问：球和桌子有几个公共点？他们有怎样的

位置关系？问题 3：把乒乓球放在透明圆柱里（球半径和圆

柱底面半径相等），球与圆柱之间有怎样的位置关系？（用

事先准备好的教具演示） 
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接下来，在针对问题 3 所展示的透明圆柱内斜放入一

个椭圆形硬纸片（调整倾斜角，

使其恰好与圆柱面相合），并与乒

乓球相切；再放入一个乒乓球，

与圆柱和纸片同时相切．如图 8． 
问题 4：分别记两个乒乓球

与椭圆纸片的切点为 1F 和 2F ，在

椭圆上任取一点 P，点 P 所在圆

柱母线与两球分别切于点 A 和

B． ABPFPF =+ 21 与线段 AB 有

怎样的大小关系？ 
在 得 出 等 式

ABPFPF =+ 21 之后，

引入椭圆焦点概念，总结椭圆焦半径性质，并据此给出圆柱

的机械画法．然后给出椭圆的轨迹定义． 
3.3  椭圆的标准方程 

为避免两度平方，采用洛必达的对称设法（这种方法已

经为古巴比伦人所用）．设 zaPF +=|| 1 ， zaPF −=|| 2 ，则有 
2222 )(2 ycxzaza ++=++            (1)                       
2222 )(2 ycxzaza +−=+−            (2) 

)2()1( − 得   

a
cxz =                              (3) 

)2()1( + 得 
22222 cyxza ++=+                 (4)                              

将(3)代入(4)，整理得椭圆标准方程． 
课后思考：若焦点在 y 轴上，椭圆的方程是什么？ 

4  课堂实施与问卷调查 

就 HPM 视角下的椭圆概念引入方式与基于教材的椭圆

引入方式的优劣，对沪、滇两地 8 所高中共 723 名学生进行

了问卷调查（问卷包含更多有关椭圆的问题），其中 141 名

学生尚未学过立体几何，582 名学生已学过立体几何．调查

结果如图 9．从图 9 中可见，绝大多数学过立体几何的学生

和超过半数未学过立体几何的学生都更乐于接受发生法． 
按照 HPM 视角下的教学设计，研究者于 2010 年 5 月

在上海市某民办中学实施椭圆概念和方程的课堂教学．该校

生源不佳，在本市高中排名垫底．学生没有学过立体几何，

对于旦德林球能否为他们所理解，教师心存顾虑． 
学生在课堂上的反应以及课后教师对他们的访谈表明，

学生对本节课表现出浓厚的兴趣，绝大多数学生都能理解和

掌握椭圆焦半径性质的推导过程，教师原来的顾虑时多余

的．以下是对某学生的访谈片断． 
师：你能理解今天课上讲的椭圆性质的推导方法吗？ 
生：可以，当然可以了． 
师：从图上看，你不觉得线段 PA 要比线段 1PF 长吗？  

生：没有啊，那个是立体的啊． 
师：那你能复述一下推导过程吗？ 
生：嗯，先在椭圆上任取一点，两次利用球的两条切线

长相等．就是那个 ABPFPF =+ |||| 21 为定值． 
师：今天的这种上课方式和以前的上课方式相比，你觉

得哪个好？ 
生：这样好，以后都这样上吧． 

图 9  高中生对椭圆概念两种引入方式的倾向性 

从椭圆的发现到椭圆的轨迹定义，教师总共用了 20 分

钟，这当然要比传统教法耗时得多．但学生对于焦半径性质

推导的理解表明，他们已有是一定的空间想象能力，在教具

和多媒体的辅助下，旦德林并不会成为理解的障碍． 
出乎教师意料的是，半数学生在理解椭圆方程推导时遇

到了困难．他们认为，本来就有很多字母，洛必达的参数法

又引入了一个字母，计算时难以区分；所有的同学都表示，

自己不可能想到用这种设法来求推导方程．看来，两度平方

法仍不失为最佳选择，或者，在引入对称设法之前尚需合理

的铺垫． 

5  结    论 

众所周知，数学史在中学的境遇是“高评价、低应用”．造

成这种情况的原因之一是人们对数学史的肤浅认识——教

学中运用数学史，无非就是讲点故事．这只是对历史信息的

直接运用，属于数学史运用的第一层次，而 HPM 视角下的

数学教学通常指的是数学史运用的第二层次——借鉴历史、

重演历史、重构历史．研究表明，由于呈现椭圆知识的自然

发生过程、关注学生的认知水平和学习动机，HPM 视角下

的椭圆教学产生了理想的效果，受到了学生的喜爱．因此，

有必要进一步深入开展 HPM 视角下的数学教学研究，开发

更多的 HPM 教学案例，让数学史融入数学教学不再成为一

句空话． 
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Teaching Mathematics from the Viewpoint of HPM: the Case of the Ellipse 
WANG Xiao-qin, WANG Miao, ZOU Jia-chen 

(Department of Mathematics, East China Normal University, Shanghai 200241, China)  

Abstract: The teaching design from the viewpoint of HPM is mainly based on the genetic principle, which asks for a topic to be 
taught according to its reconstructed history. In this paper, the history of the concept of the ellipse is examined and reconstructed. 
Based on the reconstructed history, the genetic approach to its teaching is designed and practiced in a senior middle school in 
Shanghai. Senior middle school students’ opinions on this approach is investigated through a questionnaire survey. It is found that 
students have no difficulty in understanding the derivation of the focal-radii property of the ellipse by means of the Dandelin 
sphere and the teaching design based on the history of mathematics is more preferable than that based on the textbook. 
Key words: ellipse; definition of the ellipse; the equation of an ellipse; genetic approach to teaching; the Dandelin sphere 

[责任编校：陈隽] 


