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摘　要：对１５个已开发的初中 ＨＰＭ课例进行统计分析，发现共有４１个基于数学史料提出的问题．提出

这些问题的策略有自由设问、直接采用、改变情境、条件操作和对称互换，其中以自由设问为主；教师主

要将其用于引入和探究环节．教师在数学史料的研究和搜集、问题提出策略的灵活运用上还有很大的提

升空间．
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１　引言
数学史与数学教育之间的关系（ＨＰＭ）是数学

教育的重要研究领域之一，而 ＨＰＭ 视角下的数学
教学实践研究是 ＨＰＭ领域最主要的工作之一［１］．近
年来，越来越多的大、中、小学教师对 ＨＰＭ 产生了
浓厚的兴趣［２］，相关的课例也日益增多．在这些课例
中，数学史融入教学的方式可分为附加式、复制式、

顺应式和重构式四种．除了附加式以外，其他三种方
式都与数学问题提出息息相关．

所谓“问题提出”，是指在给定的情境下编制新
的问题或在解决问题过程中对问题进行改编［３］．已
有研究表明，关于问题提出的一个重要研究方向是
探索教师和学生能够提出什么样的问题［４］．在一节
数学课中，引入、探究、例题、练习诸环节都离不开数
学问题，好的数学问题往往是成功的关键．另一方
面，教师通过让学生参与问题提出活动，可以更好地
了解学生对知识的理解情况，但这样的活动要求教
师自己具备较好的问题提出能力［５］，并且能够创设
出适合学生提出问题的情境［６］．因此，教师需要掌握
相关的素材以及根据这些素材提出新问题的策略．

历史上的数学问题浩如烟海，为数学教学提供
了丰富的素材．但历史问题并非都可以直接用于课
堂教学，需要经过裁剪和加工；同时，很多历史材料
本身并非数学问题，但往往可以成为教师提出新问
题的背景或出发点．那么，在已有的初中 ＨＰＭ 课例
中，教师在提出数学问题时，究竟运用了哪些数学史
素材？又采用了哪些策略来提出问题？本文试图通
过课例分析来回答上述问题．

２　课例的选取
本文选取２０１４－２０１７年这四年间发表的１５个

初中 ＨＰＭ课例作为研究对象［７－２１］．这些课例的课
题主要涉及代数和几何两个领域，对应的内容有数
与式、方程与不等式、函数、图形的认识、图形与变换、

图形与坐标以及图形与证明．所有课例都是由高校研

究者和中学一线教师合作开发，具体流程见图１．

图１　ＨＰＭ课例研究流程

课例的设计遵循趣味性、可学性、科学性、新颖
性和有效性五项原则，都以体现探究之乐、知识之
谐、方法之美、文化之魅、德育之效为目标．从课型上
看，它们都是新授课．课例的选择标准是其中包含基
于数学史料提出的数学问题．

３　基于数学史料的问题提出策略
已有的研究表明，问题提出的策略有条件操作、

目标操作、对称互换和新旧链接四种［２２］．根据数学史
料来提出新问题，当史料本身为一个数学问题时，所
用策略或为直接采用，或为改变情境（不改变条件和
目标），或为上述四种之一，所提出的问题分别称为
再现式问题、情境式问题、条件式问题、目标式问题、

对称式问题和链接式问题．当一则史料不是某个数
学问题，而是一个命题、一个故事、一段史实等时，需
要根据教学需要来选择问题的条件和目标，此时所
用策略不符合上述策略中的任何一种，称为自由设
问策略，所提出的问题称为自由式问题．当史料为一
个数学问题时，也可能使用自由设问策略来产生新
问题．表１总结了基于数学史的问题提出策略和相
应的例子．

４　各课例中的数学史问题
在我们考察的１５个课例中，共发现４１个基于

数学史料提出的数学问题（简称基于数学史的问题
或 ＨＢＰ），这些问题分为再现式、自由式、情境式、条
件式和对称式五类，各类型的分布如图２所示．
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表１　基于数学史的问题提出策略分类

策略 描述 例子 问题类别

直接采用
直接采用“原汁原味”的问题或仅仅进

行语言的翻译

今有竹高一丈，末折抵地，去本三尺．问：折者高几

何？（《九章算术》勾股章原题）
再现式

改变情境

对原问题的情境进行改编、或增加符合

现代学生生活经验的情境，而保持已知

条件和目标不变

大风将学校１丈高的木制旗杆吹折，杆头着地，着

地处距离杆根３尺，请你计算旗杆断裂处离地面

距离．

情境式

条件操作
对原问题的条件进行改编而保持目标

不变

竹高１２尺，被大风吹折，竹梢着地，着地处离竹根４
尺．问：折断处离地面有多高？

条件式

目标操作
对原问题的目标（所求项或所证明的结

论）进行改编而保持已知条件不变

竹高１丈，被大风吹折，竹梢着地，着地处离竹根３
尺．问：折断处离竹梢有多长？

目标式

对称互换 互换原问题中的条件和目标
竹高１丈，距离地面４．５５尺处被大风吹折，竹梢着

地，求着地处到竹根的距离．
对称式

新旧链接
将原问题的目标作为新的已知条件提

出新问题

竹高１丈，被大风吹折，竹梢着地，着地处离竹根３
尺．求折断部分与未断部分之间夹角的正弦．

链接式

自由设问
根据教学需要自由选择问题的条件和

目标，不符合上述六种策略的任何一种

大风将学校高１５米木制旗杆从距离地面６米处吹

裂，随时可能倒下伤及他人．学校决定从断裂处砍断

旗杆，现需要划一个安全警戒区域，你能求出这个

区域的面积吗？

自由式

　　由图２可知，４１个问题中绝大多数为自由式问

题，其次为再现式问题，其他类型的问题很少．

图２　各类数学史问题的频数

４．１　 再现式问题

共有６个课例采用了再现式问题．课例“分数指

数幂”［７］采用了欧拉《代数基础》中的问题：将ａ２ 和

槡ａ化成指数同为
１
３
的幂．课例“平方差公式”［８］直接

采用了古希腊数学家丢番图（Ｄｉｏｐｈａｎｔｕｓ，３ 世

纪）《算术》中的问题：已知两个正数的和为２０，积为

９６，求这两个数．丢番图利用“和差术”和平方差公式

来解决．课例“字母表示数”［９］采用了丢番图《算术》

中的另一个问题：已知两数的和与差，求这两数．该

问题要求学生用字母表示已知的和与差．
课例“一次方程组的应用”［１０］直接采用了意大

利数学家斐波那契（Ｌ．Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ，１３世纪）《计算之

书》中的问题：“若甲得乙之７第纳尔，则甲的钱是乙

的５倍；若乙得甲之５第纳尔，则乙的钱是甲的７倍．
问：甲、乙各有多少钱？”和程大位（１５３３－１６０６）《算

法统宗》中的问题：“隔墙听得客分银，不知人数不

知银；七两分之多四两，九两分之少半斤．试问各位

善算者，多少人分多少银？”这些问题都是原汁原

味的数学史文献中的问题．

４．２　 自由式问题

有１１个课例采用了自由式问题．在课例“同底数

幂的运算”［１１］中，教师根据阿基米德《数沙者》中的

大数记法，采用自由式问题来引入新课：

问题１　从１数到１万，再从１万数到１万万，请

用科学记数法来表示１万万．
问题２　把第一步得到的数作为一个新数ａ，从

ａ开始数到１万万个ａ，请用科学记数法来表示这

个数．
问题３　把第二步得到的数作为一个新数ｂ，从

ｂ开始数到１万万个ｂ，请用科学记数法来表示这

个数．
问题４　 阿基米德得到装满整个“宇宙”（以地

球为中心，地日距离为半径的球）的沙粒数目不超

过６个１万万相乘再乘以１　０００，用今天的记数法如

何表示？

１６世纪德国数学家斯蒂菲尔（Ｍ．Ｓｔｉｆｅｌ，１４８７－

１５５７）在《整数算术》（１５４４年）中将幂指数从非负整

数推广到负整数，建立了表２所示的指数和幂之间

的对应关系．
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表２　 指数和幂的对应表

指数 … －３ －２ －１　 ０　 １　 ２　 ３ …

幂 … １
８

１
４

１
２

１　 ２　 ４　 ８ …

在课例“分数指数幂”［７］中，教师根据这则材料提出

如下问题：

（１）１，２，４三个数中，中间的２与左右的１，４之间

究竟有什么关系？

（２）如果在指数０和１之间插入平均数
１
２
，那么

对应的幂２
１
２ 会是什么数呢？

这里，教师借鉴斯蒂菲尔的“幂与指数对应法”，

从正整数指数与幂之间的对应关系入手，提出问题，

引导学生通过类比得到分数指数幂与方根之间的关

系，从而经历分数指数幂的形成过程．
美国数学家贝曼（Ｗ．Ｗ．Ｂｅｍａｎ）和史密斯（Ｄ．

Ｅ．Ｓｍｉｔｈ，１８６０－１９４４）在《新平面与立体几何》中、

贝兹（Ｗ．Ｂｅｔｚ）和韦布（Ｈ．Ｅ．Ｗｅｂｂ）在《平面几何》

中分别给出湖畔两点之间距离的测量方法：如图３，

欲测量湖畔两点Ａ，Ｂ之间的距离，在点Ｏ处立一个

木桩，过点Ｏ固定线段Ａ′Ｂ和ＡＢ′，使得ＯＡ′＝ＯＡ，

　　　 图３　　　　　　　　　 图４

ＯＢ′＝ＯＢ，则Ａ′Ｂ′＝ＡＢ；如图４，在点Ｃ处立一个木

桩，过点Ｃ 固定线段ＡＡ′和ＢＢ′，使得ＣＡ′＝ＣＡ，

ＣＢ′＝ＣＢ，则Ａ′Ｂ′＝ＡＢ．课例“全等三角形的应

用”［１２］根据上述史料，提出更开放的问题：“小明和

朋友们游览风景区看到一个美丽的池塘，想知道池

边两点Ａ，Ｂ 之间的距离，问有哪些方法？”由此为

学生提供更多的探究性机会．

４．３　 情境式问题

情境式问题仅仅出现在１个课例中．斐波那契在
《计算之书》中设题：“若干人平分１０第纳尔，每人得

若干．若加上６人，再平分４０第纳尔，则每人所得与

前面相同，求第一次分钱人数．”这是一个分式方程

问题．课例“可化为一元一次方程的分式方程”［１３］对

该问题进行改编，添加了“雇工付酬”的生活情境：

斐波那契连续两天雇佣工人搬运货物（人数和酬金

见表３），若两天人均所得酬金相等，求第一天雇佣

的工人数ｘ．

表３　 雇佣工人搬运货物的账目

工人人数（人） 人均所得（第纳尔／人） 总金额（第纳尔）

第一天雇人 ｘ １０
第二天雇人 ｘ＋６　 ４０

４．４　条件式问题

有３个课例采用了条件式问题．课例“一次方程

组的应用”［１０］采用了古巴比伦泥版 ＶＡＴ　８３８９上的

问题，但对其中的数据作了适当的改编：“已知两块

地共５亩，第一块地亩产４担粮食，第二块地亩产３
担粮食．第一块地的产量比第二块的产量多６担．问：

两块地的面积各为多少？”

课例“一元二次方程的配方法”［１４］中将阿拉伯

数学家花拉子米《代数学》中的问题“一平方与十根

等于三十九迪拉姆，求根”进行改编，将３９改为２０，

使得问题难以直接用因式分解法来解，从而凸显配

方法的必要性．
课例“字母表示数”［１５］将历史上著名的鸡兔同

笼问题进行改编，题目改为：有一天，鸡、兔、蜘蛛被

关在同一个笼子里，一共有４５个头，２４０条腿．第二

天早上发现蜘蛛被鸡吃掉一半，又有一半的鸡和三

分之一的兔逃跑了，剩下的鸡、兔、蜘蛛一共有１３０
条腿．问：鸡、兔、蜘蛛原来各有几只？显然改编后的

问题将原来鸡兔同笼问题的条件和情境做了修改，

此题目的在于让学生体会用字母表示未知数．
上述问题有的是直接将数学史问题的条件进行

修改，有的则是同时改变问题情境和问题条件，都属

于条件式问题．

４．５　对称式问题

对称式问题只出现在课例“可化为一元一次方

程的分式方程”［１３］中，将斐波那契《计算之书》中的

原题“若干人平分１０第纳尔，每人得若干；若加上６
人，再平分４０第纳尔，则每人所得与前面相同，求第

一次分钱人数”的条件和目标进行互换，即已知第一

次分钱人数为２人，加上６人后，总金额增加３０第

纳尔再进行平分，每人所得与前面相同，求第一次分

的总金额．

５　若干特点

５．１　历史材料

ＨＰＭ视角下的数学教学设计必须遵循科学性

原则．因此，１５个课例中的４１个数学问题均源自历

史上的数学原始文献．图５和图６分别给出了原始

文献的地域和年代分布情况．
从图５可见，基于数学史的问题主要源自古希腊、
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图５　数学史料的地域分布

图６　数学史料的时间分布

中国和近代欧洲的数学文献，但教师在选择史料时

并不局限于某一国家或地区．数学名著是教师的第

一选择，其中最典型的是欧几里得的《几何原本》、斐

波那契的《计算之书》、程大位的《算法统宗》和欧拉

的《代数基础》．从图６可见，这些原始文献分布在各

个历史时期．数学史是一座宝藏，蕴含了取之不尽、

用之不竭的教学资源［２］．参与课例研究的教师和高

校研究人员主要是出于教学设计的需要，才从这些

名著中选择素材，但对于数学名著并没有全面、深入

的了解；大部分相关人员所能接触到的名著也屈指

可数．总的说来，１５个课例所涉及的历史材料是十分

有限的．

５．２　问题提出的策略

虽然我们在１５个课例中发现了五类基于数学

史的问题，但自由式问题占有压倒性的多数，备受教

师青睐．究其原因，一是相关教师所掌握的历史材料
（特别是历史文献中的数学问题）十分有限．二是在

所掌握的材料中，能直接用于课堂教学的很少．根据

弗赖登塔尔的观点，在教学过程中教师应该充分利

用学生的认知规律、已有的生活经验和教学实际，灵

活处理教材，根据实际需要对原材料进行优化组

合［２２］．三是相关教师所掌握的问题提出策略比较单

一，而自由式问题相对其他类型的问题显得灵活且

易于操作．

１５个课例中未出现链接式问题和目标式问题，

进一步说明教师在问题提出策略上还有很大的提升

空间．

５．３　基于数学史的问题在不同教学环节中的分布

图７显示了基于数学史的问题在不同教学环节

的分布情况．从图７中可见，基于历史的数学问题主

图７　基于数学史的问题的教学环节分布

要用于引入和探究环节．在引入环节，基于历史的问

题易于激发学生的学

习动机和兴趣；在探究

环节，基于历史的问题

为学生提供了探究机

会，让他们经历新知的

发生和发展过程．
然而，教师在例题和练习环节很少运用基于历

史的问题．究其原因，一是教师在教学中更多地依赖

教科书和学校统一使用的学案；二是教师缺乏适合

用作例题或习题的历史材料；三是他们可能认为数

学史在帮助完成引入或探究任务之后，本来就该悄

然谢幕，无需贯穿一节课的始终．

６　结语
本文考察的１５个初中 ＨＰＭ课例，从某种意义

上说，是初中ＨＰＭ实践的一个缩影．从中我们看到，

根据数学史材料提出数学问题乃是数学史融入数学

教学的重要途径．课例中所涉及的绝大多数历史材

料采自不同时空的数学原始文献，确保了科学性；问

题提出的策略包括直接采用、改变情境、自由设问、

条件操作和对称互换五种，目标操作和新旧链接策

略付之阙如，自由设问策略一枝独秀；基于历史的问

题主要用于引入和探究环节．
课例分析表明，经典数学名著为问题提出提供

了丰富的素材，但教师在名著的研读和材料的搜集

上有待加强，所运用的问题提出策略不够丰富．在教

学设计过程中，初中教师有必要与高校研究人员一

起对原始文献进行研讨，并掌握史料的选择、裁剪和

加工方法，学习 ＨＰＭ视角下的问题提出策略，思考

基于数学史的问题的教育价值，从而提高问题提出

的能力，获取更加丰富多彩的问题，从而进一步优化

ＨＰＭ教学设计，改善 ＨＰＭ教学实践的效果．
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