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刊首语 

本期封面人物为 18 世纪法国数学史家蒙蒂克拉（É. Montucla, 1725～1799）。 

蒙蒂克拉于 1725 年 9 月 5 日出生于法国里昂，父亲是一名商人。少时，就读于当地的

耶稣会学院（Jesuit College）。在耶稣会学院，蒙蒂克拉学习希腊文、拉丁文、哲学和数学，

古典语言为他日后掌握英语、意大利语、德语和荷兰语打下了基础。1741 年，父亲去世，

祖母承担起抚养他的责任。1745 年，祖母去世。同年，蒙蒂克拉去图卢斯的法律学校学习

法律。之后，又去巴黎深造。在巴黎，他参加了出版商约姆贝尔（C. A. Jombert, 1712～1784）

组织的科学晚会，结识了哲学家狄德罗（D. Diderot, 1713～1784）、天文学家拉兰德（J. Lalande, 

1732～1807）、数学家达朗贝尔（J. d’Alembert, 1717～1783）以及其他许多一流数学家。约

姆贝尔、达朗贝尔和狄德罗建议他研究数学史，并出版相关著作。 

1754 年，蒙蒂克拉出版了第一部数学史著作——《化圆为方研究史》，并因此被选为柏

林科学院的通讯院士。1758 年，他出版两卷本巨著《数学史》。第一卷涉及 1600 年以前的

数学史，第二卷则讲述 17 世纪的数学史。蒙蒂克拉还计划撰写 18 世纪上半叶的数学史，作

为《数学史》第三卷，可惜未能实现。 

     

  1758 年版《数学史》扉页                  1799 年修订版《数学史》扉页 
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1761 年，蒙蒂克拉赴格勒诺布尔，担任多菲内省行政长官的秘书。在那里，他认识了

玛丽·弗朗索瓦·罗曼，并于 1763 年与之结婚。婚后，妻子育有一儿一女。1765 年，蒙蒂克

拉受命以皇家天文学家的身份出使卡宴（法属圭亚那首府），15 个月后才回到格勒诺布尔。

不久，他被任命为皇家建筑、园林的总管（Head Clerk），并迁往凡尔赛。他担任此职直到

1789 年。1775 年，他又被任命为皇家数学著作审查员。1778 年，他修订出版了奥泽南的《趣

味数学与物理》。1784 年，他翻译了乔纳森·卡维尔（J. Carver, 1710～1780）的游记。 

虽然长期担任政府官员，但作为一名学者，蒙蒂克拉却是心静如水、不爱社交。据说，

如果家中来了一群客人，他出于礼节与客人见面寒暄片刻之后，又会回到自己的书房，直到

晚餐时间才出现。我想，倘若蒙蒂克拉生活在今天，他绝不愿意使用微信，让自己卷入无尽

的世俗喧嚣之中的。但他为人谦和，言谈举止都很有修养，还会讲故事。 

1789 年，法国大革命爆发。蒙蒂克拉失去了所有的职位和收入。1795 年，他受命对外

交部所存档案中的各种条约进行评估，但薪水微薄，入不敷出。他不得不在国家彩票办公室

兼职，挣更多的薪水，以贴补家用。 

在拉兰德等朋友的建议下，蒙蒂克拉对《数学史》进行了修订。1799 年 8 月，《数学史》

第 1-2 卷的修订版在巴黎出版。拉兰德在其他学者的帮助下，完成了《数学史》的第 3-4 卷。

第 3 卷讨论了 18 世纪的数学、光学和力学，第 4 卷则包含了 18 世纪的天文学、地理学和航

海学。后两卷于 1802 年出版。 

同年 11 月，蒙蒂克拉复发闭尿症，到了 12 月 19 日晚上 10 点，溘然长逝。 

蒙蒂克拉的《数学史》被公认为历史上第一部数学史经典。初版第 1 卷包括从开始到拜

占庭帝国时期的数学史、东方的数学史（阿拉伯、印度、中国）以及 17 世纪初以前西方的

数学史，第 2 卷专论 17 世纪的数学史。 

蒙蒂克拉将数学分为纯数学和混合数学两类，其中前者包括算术、几何学与代数学，后

者包括力学、天文学、光学、声学和气体学。正如萨顿所云，蒙蒂克拉的《数学史》，不仅

仅是一部数学的历史（a history of mathematics），而且也是一部数学科学的历史（a history of 

mathematical sciences），甚至也可以称为科学的历史（a history of science）。《数学史》揭示

了数学史的文化价值。虽然蒙蒂克拉不是 HPM 的先驱者，但数学史的文化价值却是 HPM

视角下的数学教学所追求的重要目标。 

    站在蒙蒂克拉的肩膀上，一个多世纪后的著名德国数学史家康托尔（M. Cantor, 1829～

1920）完成了他的科学史巨著——《数学史讲义》。 
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历史研究 

椭圆第一定义是如何诞生的？ 

汪晓勤 

  （华东师大数学系, 上海, 200241） 

 

在今天的高中数学教科书中，椭圆被定义为“平面上到两定点距离之和等于定值的动

点轨迹”，这就是我们通常所说的椭圆的第一定义。古希腊人一开始是通过用平面截圆锥发

现三种圆锥曲线的，后来他们也把这些曲线看作“立体轨迹”。但是，他们仍然采用原始的

“截线”定义。椭圆是圆锥曲线的一种，而在第一定义中，学生看不到圆锥的影子。要从

HPM 的视角来设计椭圆概念的教学，就需要在原始定义和第一定义之间建立联系。为此，

我们需要回答这样一个历史问题：椭圆的第一定义究竟是如何诞生的？ 

1 圆锥曲线的诞生 

古希腊哲学家普罗克拉斯（Proclus, 5 世纪）告诉我们①，柏拉图学派的梅内克缪斯

（Menaechmus, 公元前 4 世纪中叶）是圆锥曲线的发现者，圆锥曲线一开始被称为“梅内

克缪斯三线”。梅内克缪斯将圆锥曲线用于解决希波克拉底（Hippocrates）因倍立方问题而

提出的两个比例中项问题：在线段 a 和 b 之间找两个比例中项，使得 : : :a x x y y b  。

梅内克缪斯是通过用垂直于母线的平面去截三种不同的圆锥，分别得到三种曲线的，后来，

数学家亚里士塔欧（Aristaeus, 公元前 4 世纪末）分别将其称为锐角圆锥曲线、直角圆锥曲

线和钝角圆锥曲线，分别对应于今天的椭圆、抛物线和双曲线。 

仅仅在圆锥上用平面截得几种曲线，是远远不能享有“发现者”美誉的，梅内克缪斯

一定对三种曲线进行了深入研究，并发现了它们的基本性质。根据数学史家希思（T. L. Heath, 

1861～1940）的推测[1]，梅内克缪斯的研究是直接建立在三种不同的圆锥上的。锐角圆锥曲

线（椭圆）的情形如图 4 所示。SMN 是顶角为锐角的圆锥，SMN 为其轴截面。A 为母线

                                                        
① 普罗克拉斯依据的是欧得姆斯（Eudemus, 公元前 4 世纪）的记载。欧得姆斯曾著有《算术史》、《几何史》

和《天文学史》，但均已失传。 
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SM 上一点，过 A 且垂直于 SM 的平面交 SN 于 B，从而都得到锐角圆锥曲线 APB。 

 

图 1 锐角圆锥曲线  图 2 直角圆锥曲线 

 

图 3 钝角圆锥曲线 

设 P 为该曲线上任一点， PQ AB ；过 P 且平行于底面的平面截圆锥得圆 CPD。作

AECD，交母线 SN 于 E，作 EGAE，DFCD。由三角形的相似性，得 

 

图 4 锐角圆锥曲线基本性质的发现 

H

G F

E

NM

DC Q

B

A

S

P
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2 2QD QB AH
PQ CQ QD AQ QF AQ AG AQ AG AQ QB

AE AB AB
              
 

 

由此得到椭圆的基本性质：

2PQ

AQ QB
为常数。这一性质如果用今天的代数语言来表达，便

是我们耳熟能详的椭圆标准方程了[2]。 

亚里士塔欧曾著《立体轨迹》一书，对圆锥曲线作了进一步的深入研究。之后，欧几

里得又著《圆锥曲线》，对圆锥曲线的研究成果作了系统的总结。可惜，上述两书均未能流

传到今天。 

以梅内克缪斯为代表的早期希腊数学家并没有焦点的概念，因而更谈不上了解椭圆的

焦半径性质了。 

2 焦半径性质的发现 

在欧几里得《圆锥曲线》的基础上，阿波罗尼斯（Apollonius, 公元前 3 世纪）撰写了

一部划时代的巨著——《圆锥曲线论》。书中，作者将同一圆锥被不同位置的平面所截得的

曲线定义为圆锥曲线。阿波罗尼斯所用的圆锥并不局限于前人的正圆锥，而是更一般的斜圆

锥（由平面上一个圆和平面外一点形成）。如图 5 所示，通过类似作图，利用三角形相似性

可得（《圆锥曲线论》第 1 卷命题 13）： 

2
2

MF NF MF NF
PQ DQ QE AQ QB AQ QB

SF SF SF

                 
     

 

 

图 5 斜圆锥上的椭圆 

B
P

S

A
Q

C

D

M
N

E

F
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从而同样得到椭圆的基本性质（（《圆锥曲线论》第 1 卷命题 21）。 

                  

图 6 1566 年版《圆锥曲线论》             图 7 1710 年版《圆锥曲线论》扉页 

《圆锥曲线论》第 3 卷对圆锥曲线的与切线相关的一些性质进行了研究。如图 8，O 为

椭圆的中心，AB 为椭圆的长轴，OE 为短半轴， 1F 和 2F 为焦点，AC 和 BD 与 AB 垂直，点

P 为椭圆上异于 A、B 的任意一点，椭圆在点 P 处的切线分别与 AC 和 BD 交于点 C 和 D。 2CF

和 1DF 交于点 H，连接 HP。阿波罗尼斯首先证明[3]： 

 

图 8 与切线相关的椭圆性质（I） 

命题 1 2AC BD OE  。 

利用椭圆的基本性质，可得 2
1 1AF F B OE  ，故由命题 1 可得 1 1AC BD AF F B   ，

即 1

1

BFAC

AF BD
 。因 90A B   ，故 Rt 1ΔCAF 与 Rt 1ΔF BD 相似。于是得 

H

D

C

BA

P
E

O F2F1
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1 1 1 1 90AFC BF D AFC ACF        

类似可得 2 2 90AF C BF D   。故有 

命题 2 1 2 90CF D CF D    。 

由命题 2 可得：C、 1F 、 2F 、D 四点共圆，故有 1 2 2DF F DCF   ， 2 1 1CF F CDF   。

从而得 

命题 3 1 2ACF DCF   ， 1 2CDF BDF   。 

    接下来，阿波罗尼斯用较繁琐的反证法来证明 

命题 4HP 为椭圆在点 P 处的法线，即 HP CD 。 

由命题 4 可知，C、 1F 、H、P 和 P、H、 2F 、D 分别共圆。故有 1 1CPF CHF   ，

2 2DPF DHF   。于是得 

命题 5 （椭圆的光学性质）椭圆在点 P 处的两条焦半径与该点处切线所成角相等，即

1 2CPF DPF   。 

命题 6 过 1F （或 2F ）向切线 CD 引垂线，垂足为 K，则 AK BK 。 

如图 9，因 C、A、 1F 、K 和 K、 1F 、B、D 分别共圆，故 1 1 1AKF ACF BF D    

BKD  ，于是得 1 90AKB F KD    。 

 

图 9 与切线相关的椭圆性质（II） 

命题 7 过椭圆中心 O 作 2F P 的平行线，交 CD 于 G，则OG OA 。 

L

O

H

D

C

BA

P

F2F1

K(G)
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过 1F 作 2F P 的平行线，交 DC（或 DC 的延长线）于 L。由命题 5 知， 1 1F PG F LG  ；

但 G 为 PL 的中点，故 1FG CD 。可见，点 G 和命题 6 中的 K 为同一点。由命题 6 知，

90AGB  。但 OG 为 AB 边上的中线，故OG OA 。 

命题 8 椭圆上任一点处的焦半径之和等于长轴，即 1 2PF PF AB  。 

事实上， 1 2 1 2 2PF PF LF PF OG AB     。 

以上我们看到，阿波罗尼斯花了九牛二虎之力才获得了椭圆的焦半径性质。美国数学

家库利奇（J. L. Coolidge, 1873～1954）因此说：“人们很想知道，阿波罗尼斯或者他以前的

作者是否不曾用过更简单的方法来导出这个性质。”[4]无论如何，在现存的其他古希腊数学

文献中，我们并没有找到别的推导方法。 

3 园艺师作图法 

拜占庭数学家、以设计圣索菲亚大教堂（图 10）而闻名世界的安提缪斯（Anthemius, 

474?～574?）在研究燃烧镜是给出了我们今天再也熟悉不过的 “两钉一线”椭圆画法（今

又称“园艺师画法”，图 11）。这种画法的依据显然就是阿波罗尼斯所发现的“椭圆焦半径

之和是定值”这一性质。[1] 

        

   图 10 圣索菲亚大教堂             图 11 园艺师作图法（采自文献[5]） 

文艺复兴时期，欧洲数学家对圆锥曲线作图法产生了浓厚的兴趣。16 世纪意大利数学

家、物理学家蒙蒂（G. del Monte, 1545～1607）在其《球体投影理论》（1579）中给出同样

的画法。荷兰数学家斯蒂文（S. Stevin, 1548～1620）也提到了这一作图法。蒙蒂还给出另

一种作图法[6]：一条线段的两个端点分别在相互垂直的两条直线运动，则其上异于端点的一

点的轨迹就是椭圆。这种作图法可以上溯到普拉克拉斯的一个几何定理，如图 11 所示。 
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图 11 蒙蒂的另一种椭圆画图法 

17 世纪末，荷兰数学家舒腾（F. van Schooten, 1615～1660）在《数学练习》（1657）中

介绍了多种不同的椭圆规[5]，其中两种分别对应蒙蒂的上述作图法。 

           

图 12 舒腾的椭圆规 

有人说蒙蒂是第一个给出椭圆第一定义的人，但笔者没有找到证据。 

17 世纪，德国数学家和天文学家开普勒（J. Kepler, 1571～1630）在出版于 1604 年的《天

文学之光学部分》（图 13）中也给出了椭圆的园艺师作图法[7]。 

              

图 13 开普勒《天文学之光学部分》（1604）书影 

17 世纪荷兰数学家德·维特（J. de Witt, 1625～1672）在其《曲线基础》（1646）中采

用了开普勒的作图法来画椭圆。他还把蒙蒂的另一作图法推广到两直线不互相垂直的情形

[8]。尽管德·维特已经知道圆锥曲线的“焦点-准线”定义，并创用“准线”一词，但他并
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没有给出椭圆的第一定义。 

17 世纪法国数学家沃利斯（J. Wallis, 1616～1703 ）首次采用代数语言将椭圆定义为“具

有性质
2 2l

e ld d
t

  的平面图形”，其中 t 为直径，l 为通径（过焦点且垂直于长轴的弦长），

(d, e)为椭圆上任意一点的坐标[9]。沃利斯的静态定义并没有为后人所采用，但是，他为椭圆

标准方程的形成奠定了良好的基础。 

    文艺复兴时期，人们逐渐抛弃圆锥来研究圆锥曲线，称之为“绝对的圆锥曲线”，这使

得原始定义的必要性被大大弱化。 

                

图 14 德·维特                        图 15 沃利斯 

4 椭圆的新定义 

   法国数学家和天文学家拉希尔（P. de Lahire, 1640～1719）在《圆锥曲线新基础》（1679）

中给出了椭圆的焦半径定义（图 15）。拉希尔首先提出以下问题：给定线段 IT，其中点为 C，

在 CI 和 CT 上分别取点 F 和 D，使得 CF = CD。求作一点 P，使得 PF + PD = IT。拉希尔的 

           

图 16 《圆锥曲线新基础》书影 
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作法是：任将 IT 分成两段，以 F 为圆心，以其中一段为半径作圆弧；再以 D 为圆心、以另

一段为半径作圆弧，两弧的交点 P 及为所求。然后，拉希尔将点 P 的轨迹定义为椭圆[10]。 

这是我们所见文献中第一定义的首次出现。在拉希尔之后，法国数学家洛必达（M. de 

L’Hospital, 1661～1704）在《圆锥曲线分析》（1707）中采用了园艺师画法以及拉希尔的新

定义，并根据该定义来推导椭圆的方程[11]。 

              

图 16 《圆锥曲线分析》书影 

    18 世纪以后，椭圆第一定义逐渐被广泛采用，且第二定义（焦点-准线定义）也逐渐登

上历史舞台。 

5 结语 

早在古希腊，焦半径性质已经为阿波罗尼斯所发现，而园艺师作图法则早在公元 6 世

纪就为安提缪斯所用，但直到 17 世纪，人们才逐渐摈弃椭圆的原始定义，历史惊人地跨越

了漫长的两千年！尽管古希腊人已经将圆锥曲线看作轨迹，但在解析几何诞生之前，“将曲

线看成轨迹”并不是研究曲线性质的前提，人们似乎并不需要采用新定义。只有在解析几何

诞生之后，人们需要将曲线看作动点的轨迹以建立其方程，或根据方程研究曲线的性质，而

不再依赖几何语言和几何方法，因而原始定义逐渐变得多余，第一定义终于应运而生。另一

方面，椭圆的原始定义建立在立体图形上，需要一定的空间想象①，且不易完成，而第一定

义完全建立在平面上，相应的园艺师作图法则易于操作。因此，椭圆的第一定义有着巨大的

优越性，显然更适合于教学。 

                                                        
①实际上，受直觉的影响，古人对于圆柱和圆锥的截线是否属于同类曲线是有困惑的。 
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椭圆脱胎于圆锥，但解析几何的发展、轨迹定义的广泛使用使它们与圆锥分道扬镳、

形同陌路，由此产生“旧瓶装新酒”的现象。毫无疑问，只有诉诸历史，我们才能向学生解

释这样的现象。 
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《九章算术》勾股章及其刘徽注中的变式思想 

齐春燕 

（华东师范大学数学系, 上海 200241） 

 

众所周知，变式教学是我国传统的教学方式。在教学过程中，教师在保持概念、公式、

定理、图形等的本质属性不变的前提下，通过改变概念的表述方式、变换问题的条件和试题

的内容和形式、改变图形的形状、位置和大小等在不变中求变，在变中求不变，引导在求异、

思变中创新，以培养学生良好的创造性思维品质和创造性学习的能力。鲍建生等认为，用于

构建特定经验系统的变式，通常来自问题解决的三种拓展[1]：（1）一题多变；（2）一题多解；

（3）一法多用。 

变式思想并非现代教育的产物。沈康身先生在介绍中算家的“教学思想”时，曾简要提

及一题多解方面的工作[2]。本文对《九章算术》勾股章及其刘徽注进行深入分析，试图较全

面地揭示其中的变式思想，以拓展教育取向的数学史研究的内涵。 

1 《九章算术》勾股章的内容 

《九章算术》是我国最重要的数学经典之一，书中包含 246 个问题，这些问题可分为九

类，形成九章。其中，勾股章专门讨论有关直角三角形问题，含 24 问，由三部分组成。第

1-13 问为勾股定理的应用题，具体内容是已知中的两个元素，求其他元素；第 15-20，22-24

问为相似直角三角形的应用题，包括勾股容方、勾股容圆以及其他测量问题；第 14 和 21

两问为勾股数问题。 

设 a,b, c 分别为（小）直角三角形的勾、股、弦，d 为直角三角形内接正方形的边长，

x, y 分别直角三角形内接长方形的长和宽，D 为直角三角形内切圆的直径，24 个问题[3]的相

关信息见表 1。 

 

                                                        
上海市教育科学研究重大项目“中小学数学教科书的有效设计”子课题“中小学数学教科书中数学文化素

材的案例设计”（项目号：D1508）系列论文之一。作者之一曾在第十三届国际数学教育大会 HPM 卫星会

议（HPM-2016，法国蒙彼利埃）上报告过本文的主要内容。 
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  表 124 个问题相关信息表 

题

次 
问题 已知项 所求项 解法 

1 
今有勾三尺，股四尺，问：为弦

几何？ 
a, b c  2 2c a b   

2 
今有弦五尺，勾三尺，问：为股

几何？ 
,a c  b  2 2b c a   

3 
今有股四尺，弦五尺，问：为勾

几何？ 
b, c a  2 2a c b   

4 
今有圆材径二尺五寸，欲为方

板，令厚七寸。问：广几何？ 
,a c  b  2 2b c a   

5 

今有木长二丈，围之三尺。葛生

其下，缠木七周，上与木齐。问：

葛长几何？ 

a, b c 2 2c a b   

6 

今有池方一丈，葭生其中央，出

水一尺。引葭赴岸，适与岸齐。

问：水深、葭长各几何？ 

a, c-b b, c 

 
 

22

2

a c b
b

c b

 



 

c = b + (c-b) 

7 

今有立木，系索其末，委地三尺。

引索却行，去本八尺而索尽。问：

索长几何？ 

a, c-b c  
21

2

a
c c b

c b

 
    

, 

8 

今有垣高一丈。倚木于垣，上与

垣齐。引木却行一尺，其木至地。

问：木几何？ 

a, c-b c  
21

2

a
c c b

c b

 
    

 

9 

今有圆材，埋在壁中，不知大小。

以锯锯之，深一寸，锯道长一尺。

问：径几何？ 

a, c-b c   
21

2

a
c c b

c b

 
    

 

10 
今有开门，去阃一尺，不合二寸。

问：门广几何？ 
a, c-b c   

21

2

a
c c b

c b

 
    

 

11 

今有户，高多于广六尺八寸，两

隅相去适一丈。问：户高、广各

几何？ 

c, b-a a, b 

2
21

2
2 2 2

b a b a
a c

          

 

2
21

2
2 2 2

b a b a
b c

          
 

12 

今有户，不知高广，杆不知长短。

横之不出四尺，纵之不出二尺，

斜之适出。问;户高、广、斜各

几何？ 

c-a, c-b a, b, c 

     2a c a c b c b    

    2b c a c b c a      

      2c c a c b c a c b      
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13 
今有竹高一丈，末折抵地，去本

三尺。问：折者高几何？ 
a, c + b b  

21

2

a
b c b

c b

 
    

 

14 

今有二人同所立。甲行率七，乙

行率三。乙东行。甲南行十步而

斜东北，与乙会。问：甲乙行各

几何？ 

b, c+a ,a c  
 2 21

2
a m n  , b=mn, 

 2 21

2
c m n   

15 
今有勾五步，股十二步。问：勾

中容方几何？ 
a, b d  

ab
d

a b



 

16 
今有勾八步，股一十五步。问：

勾中容圆径几何？ 
a, b d 

2ab
D

a b c


 
 

17 

今有邑方二百步，各中开门。出

东门一十五步有木。问：出南门

几何步而见木？① 

a1, b1 = 

a2 = d 
b 2 

2

2
1

d
b

a
  

18 

今有邑，东西七里，南北九里，

各中开门。出东门一十五里有

木。问：出南门几何步而见木？ 

b1, a2,b2 a1 
2 1

1
2

a b
a

b
  

19 

今有邑方不知大小，各中开门。

出北门三十步有木，出西门七百

五十步见木。问：邑方几何？ 

a1, b2 1 2b a d  1 2d a b  

20 

今有邑方不知大小，各中开门。

出北门二十步有木，出南门一十

四步，折而西行一千七百七十五

步见木。问：邑方几何？ 

a1, b, 

a2=2b1+t
b1  2

1 1 1 12 0b a t b a b     

21 

今有邑方一十里，各中开门。甲、

乙俱从邑中央而出：乙东出；甲

南出，出门不知步数，邪向东北，

磨邑隅，适与乙会。率：甲行五，

乙行三。问：甲、乙行各几何？ 

d, 

(c+a):b
a, b 

 2 21

2
a m n  ,b mn , 

 2 21

2
c m n   

22 

今有木去人不知远近。立四表，

相去各一丈，令左两表与所望参

相直。从后右变望之，入前右表

三寸。问：木去人几何？ 

a,a1, b1 b 
1

1

ab
b

a
  

23 

今有山居木西，不知其高。山去

木五十三里，木高九丈五尺。人

立木东三里，望木末适与山峰斜

平。人目高七尺。问：山高几何? 

a1, b1,b2 a2 
1 2

2
1

a b
a

b
  

24 

今有井径五尺，不知其深。立五

尺木于井上，从木末望水岸，入

径四寸。问：井深几何？ 

a1, b1,a2 b2 
2 1

2
1

a b
b

a
  

                                                        
①

1a 和 1b 分别表示勾上小直角三角形的直角边长， 2a 和 2b 分别表示股上小直角三角形的直角边长。下同。 
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2 一题多变 

一题多变是题目结构的变式，通过改变题目的条件或目标，从不同角度、不同方面揭示

题目的实质。美国学者希尔佛（Silver）等人[4][5]的研究表明，根据已有问题提出新问题的具

体策略有四种： 

（1）条件操作，即改变现有问题的已知条件，而保持所求目标不变； 

（2）目标操作，即改变现有问题的所求目标，而保持已知条件不变； 

（3）对称互换，即将现有问题的条件和目标互换； 

（4）新旧链接，即以现有问题的目标为条件，提出新问题。 

表1给出基于勾股章第1题提出新问题的具体例子。 

表 1 基于勾股章第 1 题的问题提出举例 

策 略 新问题 

条件操作 （1）已知直角三角形的两条直角边长分别为 7 米和 25 米，求与直角

三角形具有公共直角的内接正方形的边长； 

（2）已知直角三角形的直角边为 a 和 b，求其内接正方形的边长。 

目标操作 （1）已知直角三角形的直角边为 5 和 12，求其内接正方形的面积。 

（2）已知直角三角形的直角边为 5 和 12，求其内接正方形的对角线。

对称互换 已知直角三角形的内接正方形边长为 60/17，斜边为 13，求直角边。 

新旧链接 已知直角三角形的直角边为 a 和 b，根据内接正方形边长与 a 和 b 之间

的关系，证明均值不等式 2ab / ( a + b) < (a + b) /2. 

其中，条件式策略包括两种情形：（1）改变已知条件中的具体数据，我们称之为条件操

作 I；（2）改变已知条件的类型，称为条件操作 II。如在直角三角形ABC 中，将条件 a = 5，

b = 12改成a = 8，b = 15，即为条件操作I；将条件a，b改为a，c-b 或 c-a, b，但保持目标不

变，则为条件操作II。如果数据和类型都改变，则仍归为条件操作II。 

图 1 给出了勾股章诸问题之间的关系。从图中可见，问题 1 是所有 24 个问题的出发点。

从该问题出发，通过条件操作 I 得到问题 5，通过对称互换分别得到问题 2 和 3。从问题 3

出发，通过条件操作 II，得到问题 11。从问题 2 出发，通过条件操作 I 和 II，分别得到问题

4、6 和 13。从问题 13 出发，通过对称互换，得到问题 14。从问题 6 出发，通过条件操作 I，

得到问题 7-10，各问题通过条件操作 II，得到问题 12。 

从问题 1 出发，通过目标操作，得到问题 15 和 16。从问题 15 出发，通过条件操作 I，

得到问题 19。从问题 19 出发，通过条件操作 II，得到问题 20。从问题 15 出发，通过对称

互换，得到问题 17。从问题 17 出发，通过条件操作 II，得到问题 18，21-24。 
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另一方面，虽然从问题 1 出发，通过目标操作得到问题 16，但问题 16 的解决是建立在

勾股定理基础上的，因为直角三角形内切圆直径需要用直角边和斜边共同来表达。也就是说，

从问题 1 到问题 16，也隐含了新旧链接的策略。 

 

图 1 勾股章诸问题之间的联系 

    由此可见，希尔佛等所总结的四种问题提出策略并非现代人的创造，而是早已为《九章

算术》的编撰者所用。 

3 一题多解 

三国时期数学家刘徽在注释《九章算术》时十分重视一题多解，典型的例子是勾股容方

和勾股容圆公式的推导。 

3.1 勾股容方公式 

勾股章第 15 题给出“勾股容方”公式：已知直角三角形勾、股分别为 a、b，则内接正

方形边长
ab

d
a b




。刘徽用了两种不同的方法来证明该公式。 

4 136 11

1

3 52

对称互换 对称互换 条件操作 I

条件操作 I 条件操作 II条件操作 II

107 8 9

条件操作 I

条件操作 II

12

条件操作 II

对称互换

14

15

目标操作

16
对称互换

17

24222118 23

19

条件操作 I

条件操作 II

条件操作 II
20
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方法 1：割补法 

刘徽将直角三角形内接正方形称为黄方，余下两小直角三角形，位于勾上的称为朱幂， 

   

图 2                              图 3 

位于股上的称为青幂。如图 2，作以勾、股为边长的长方形，其面积为 ab ，其中含 2 个朱

幂、2 个青幂和 2 个黄幂。将朱、黄、青幂重新拼成一个长为 a+b，宽为 d 的长方形，如图

3 所示，则因  ab a b d  ，故得
ab

d
a b




。 

方法 2：比例法 

如图 4，设勾上小直角三角形的直角边为 1a 和 1b ，股上小直角三角形的直角边为 2a 和

2b ， 则 因 1 1: :a b a b ， 故    1 1 1: :a b b a b b   ， 但 1 1 1,a a b b d   ， 故

  : :a b b a d  。 

        

图 4                                  图 5 

于是得
ab

d
a b




。同样，因 2 2: :b a b a ，故    2 2 2: :a b a a b a   ，但 2 2b a b  ，

黄

黄
青

青

朱

朱 b

a

朱

朱
黄 黄

青

青

b a

d

b2

a2

b1

a1
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2a d ，故得同一公式。 

3.2 勾股容圆公式 

第 16 题给出“勾股容圆”公式：已知直角三角形的勾、股分别为 a 和 b，则内切圆直

径为
2ab

d
a b c


 

。刘徽也分别用割补法和比例的性质来证明该公式。 

方法 1：割补法 

如图 5，将直角三角形分解成 1 个黄幂、1 个朱幂与 1 个青幂。黄幂是边长为内切圆半

径的正方形；朱幂由 2 个勾为内切圆半径
2

d
、股为大勾与半径之差

2

d
a  的直角三角形组

成；青幂由 2 个勾为内切圆半径、股为大股与半径之差
2

d
b  的直角三角形组成。取 2 个原

来的直角三角形，组成一个长方形，内含朱、青、黄幂各 2 个。 

如图 6，将 2 个这样的长方形（总面积为2ab）中的朱、青、黄幂进行重新组合，拼成

一个长为勾、股、弦之和a b c  、宽为内切圆直径 d 的长方形。则因   2a b c d ab   ， 

 

图 6 

故内切圆直径为
2ab

d
a b c


 

。 

方法 2：比例法 

如图 7，圆 O 为 Rt ACB 的内切圆，过圆心 O 作斜边 AB 的平行线，分别交 AC 和 BC

于 A和 B，易证 AA OA  ， BB OB  。因 Rt A EO Rt ACB  ，故有 

OE A E OA

a b c

 
  ， 

由等比定律得 

OE OE A E OA EC A E AA b

a a b c a b c a b c

      
  

     
            （1） 

同理，由 Rt ODB Rt ACB  ，可得 
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OD OD B D OB DC B D BB a

b a b c a b c a b c

      
  

     
            （2） 

        

图 7                                  图 8 

由（1）或（2）均可得
2

d ab

a b c


 
。 

刘徽还给出内切圆直径的另两种表达形式：d a b c   ，   2d c a c b   。其

中，后一个公式是通过图 8 得到的：在以 c 为边长的正方形中分别作边长为 a 和 b 的正方形，

易知  2 2 2a b III c I II     ，故有 I II III  ，即     2
2a b c c a c b     。 

4 一法多用 

勾股章第 17-24 问均为测望问题（表 1），这些问题都可归结为直角三角形内接长方形

问题。如图 4 所示，利用勾上小直角三角形（青幂）、股上小直角三角形（朱幂）以及整个

直角三角形两两之间的相似性，可得 

1 2

1 2

a a a

b b b
  （3） 

故已知 1a ， 1b ， 2a ， 2b ，a和b 中的三个，可求得其他未知项。第 17-20、22-24 诸题均通

过上述方法求解。 

5 结语 

根据以上分析，我们得到如下结论：《九章算术》勾股章的问题是以第 1 题（已知勾、

E

B'D

A'

O

C
B

A

III

II

I

b

a

b

a

c-a

c-a

c-b

c-b
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股求弦）为出发点，通过条件操作、目标操作和对称互换三种策略编制而成，体现了精彩的

一题多变的变式思想；所有测望问题均利用“相似直角三角形对应边成比例”这一性质来解

决，体现了一法多用的变式思想。刘徽在推导勾股容方和勾股容圆公式时采用了不同的方法，

体现了一题多解的变式思想。因此，在我国，数学教育中的变式思想至迟可以上溯至《九章

算术》成书的时代。 

在刘徽之后，中算家们继续运用变式思想，不断提出和解决新的勾股问题，形成了一个

独特的课题，即“勾股算术”。因此，变式思想在我国数学教育史上历史悠久、绵延不绝。

至此，我们不难理解为什么变式教学是我国传统的教学方式了。追溯变式思想的历史渊源，

我们也获得了重要的启示，一个国家或民族的数学教育特色，必定是传承历史的结果；只有

民族的，才是世界的。 

参考文献 

[1] 鲍建生, 黄荣金等. 变式教学研究. 数学教学, 2003, (1): 11-12. 

[2] 沈康身. 中算导论. 上海:上海教育出版社, 1986. 

[3] 郭书春. 汇校九章算术. 沈阳: 辽宁教育出版社, 2004. 

[4] Silver, E. A. et al. Posing mathematical problems: an exploratory study. Journal for Research 

in Mathematics Education, 1996, 27(3): 293-309. 

[5] Singer, F. M. et al. Problem-posing research in mathematics education: new questions and 

directions. Educational Studies in Mathematics, 2013, 83:1–7. 
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时空隧道 

三角公式的若干几何模型 

汪晓勤 

（华东师范大学教师教育学院, 上海, 200062） 

在三角学的历史上，许多数学家，如托勒密（C. Ptolemy, 2 世纪）、阿布·韦法（Abu Wefa, 

940～998）、克拉维斯（C. Clavius, 1538～1612）、韦达（F. Viète, 1540～1603）、克雷斯维尔

（D. Cresswell, 1776～1844）等等，都曾利用单位圆来推导三角公式。实际上，打开 20 世

纪中叶以前的任何一部西方三角学著作，我们都能看到，三角公式都是借助某种几何模型、

通过线段长度关系、图形面积关系或其他几何命题或公式来推导的[1]。考虑到数学教学的原

则以及直观想象素养养成的需要，判断一种几何方法是否适合于教学的标准就是它的简洁性

与直观性。历史上的许多方法都未能满足这样的标准。 

作为对文献[1]所呈现的历史方法的补充，本文在文献[2]以及现代无字证明的基础上，

对锐角情形下的和角与差角公式的若干几何模型进行分析，为 HPM 视角下的三角公式教学

设计提供一些思路。 

由于和角和差角诸公式中含有 sin ，cos ，sin  和 cos  中两两相乘的项，我们构

造两对斜边均为 1 的直角三角形，其中一对各含锐角为（蓝色），另一对各含锐角  （红

色），不妨设  。如图 1 所示。为了获得四个乘积，需要将两对三角形进行组合。 

 

图 1 两对斜边为 1 的直角三角形 

1 菱形模型 

第一种模型类似于赵爽在其“勾股圆方图注”中所用的弦图，如图 2 所示，中间补充一

1

α

cos α

sin α
1

α

cos α

sin α 1

β

cos β

sin β
1

β

cos β

sin β
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个长和宽分别为 cos cos  和 sin sin  的黄色长方形，得到一个边长为 1、一个内角

为  的菱形，其面积为  sin   。将左上红色直角三角形移至右下，右上蓝色直角

三角形移至左下，得到一个由蓝色、红色、黄色矩形构成的图形，如图 3 所示。将该图形分

割成左右两个长方形，面积分别为 sin cos  和 cos sin  。故得和角正弦公式 

 sin sin cos cos sin        （1） 

    

图 2 菱形模型                图 3 菱形模型的重新组合 

   若以
2

  代替 ，则得到图 4 所示的拼图方案，菱形面积为 

 sin cos
2

             
 

  

图 4 差角余弦的菱形模型及其重组 

故得差角余弦公式为 

 cos cos cos sin sin        （2） 

2 第一类矩形模型 

第二种模型类似于赵爽在其“勾股圆方图注”中所用的“大方”图，如图 5 所示。整个

矩形的长为 cos cos  ，宽为 sin sin  ；中间是边长为 1、一个内角为  的黄色

1

1

1

1

β
α

α
β

sin α cos α
cos β

sin β

cos α

cosβ-cosα

sin β

sin α

cos β

sinα-sinβ

αsin β

cos β

cos α
sin α
β

α
β

1

1

1

1

cosα-sinβ

cos βsin α

sin β

cosβ-sinα

cos α
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菱形，其面积为  sin   。在该矩形中，将右上蓝色直角三角形移至左下，左上红色直

角三角形移至右下，分别得到蓝、红矩形，余下部分则为两个黄色矩形，其面积分别为

sin cos  和 cos sin  ，如图 6 所示。比较图 5 和图 6，易知，图 5 中的黄色菱形面积

等于图 6 中的两个黄色矩形面积之和，故得公式（1）。 

  

图 5 第一类矩形模型               图 6 第一类矩形模型之重组 

图 7 呈现了公式（1）的动态形成过程。 

 

 

图 7 和角正弦公式的动态形成过程 

我们也可以将上述矩形模型简化为直角梯形模型。如图 8 所示，将蓝色和红色直角三

角形与一个黄色等腰三角形组成一个直角梯形。分别计算各三角形以及整个梯形的面积，得 

α β

sin α

sin β

cos α cos β

sin α

sin β

cos β cos α cos α cos β

sin β

sin α

cos βcos α

sin β

sin α

βα

cos αcos β

sin β

sin α

cos βcos α

sin β

sin α

βα β

sin α

sin β

cos α cos β

sin α

sin β

cos β cos α

cos αcos β

sin β

cos βcos α
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β
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    1 1 1 1
sin cos + sin cos + sin sin sin cos cos

2 2 2 2
              

整理后即得公式（1）。若以
2

  代替 ，则可得公式（2）。 

 

图 8 梯形模型 

在上述矩形或直角梯形模型中，如果我们不从图形面积关系入手，而是考虑线段之间

的关系，也可得相应公式。如图 9 所示，过顶点 A 作 BD 的垂线，垂足为 F；过顶点 C 作

AF 和 DB 的垂线，垂足分别为 G 和 H，则由 AF AG CH  即得公式（1），由

BF CG BH  即得公式 

 cos cos cos sin sin        （3） 

或者，过顶点 D 作 AB 的垂线，垂足为 M；过定点 E 作 DM 和 AB 的垂线，垂足分别为 N

和 P，则由 DM EP DN  和 BM EN BP  分别可得公式（1）和（3）。 

 

图 9 梯形模型中的线段关系 

此外，利用余弦定理和勾股定理，可得 

     2 22 2 2cos sin sin cos cosAD              

整理后即得公式（3）。 
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3 第二类矩形模型 

第三类模型与第二类模型一样，也是一个长为 cos cos  、宽为 sin sin  的矩

形，但两类直角三角形的组合方式不同，如图 10 所示。其中间是边长为 1、一个内角为 

的黄色菱形，面积为  sin   ；左上角和右下角均为长和宽分别为cos 和 sin  的绿色

小矩形。将同类直角三角形拼成红、蓝矩形，如图 11 所示。易知图 10 中的黄色菱形与图

11 中的黄色矩尺形面积相等，故得公式 

 sin sin cos cos sin            （4） 

    

图 10 第二类矩形模型                 图 11 第二类矩形模型之重组 

图 12 呈现了公式（4）的动态形成过程。 

     

β

α

cos α cos β
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cos αcos β

β

cos α
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图 12 差角正弦公式的动态形成过程 

在第二类矩形模型中，若以
2

  代替 ，则可得公式（3）。 

若考虑线段之间的关系，则也可得相应公式。如图 13 所示，过顶点 E 和 G 作 DF 的垂

线，垂足分别为 R 和 P；延长 BE，交 GP 于 Q，则由 RE PQ GP GQ   和 RD EQ PD 

分别可得公式（4）和（2）。 

 

图 13 第二类矩形模型中的线段关系 

此外，利用余弦定理和勾股定理可得 

     2 22 2 2cos sin sin cos cosEF              

     2 22 2 2cos sin sin cos cosBD              

整理后得公式（2）。 

4 筝形模型 

第四类模型如图 14 所示，两对直角三角形外加一对黄色梯形，构成一个筝形，其面积

为 

   1
2 1 cos sec sin cos sec sin

2
              ，  

α

β

sin α
sin β

cos α

β

α

cos β

cos α
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sin α
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图 14 筝形模型                图 15 筝形模型中的线段关系 

另一方面，筝形面积又等于其对角线乘积之半  cos sin cos tan    ，故有 

   cos sec sin cos sin cos tan          ， 

整理后即得公式（1）。 

在筝形模型中，若考虑线段之间的关系，则也可得相应公式。如图 15 所示，过顶点 B

和 C 作 AF 的垂线，垂足分别为 G 和 H；过 B 作 CH 的垂线，垂足为 K，则由 BG HC CK 

和 AG AH BK  分别得（1）和（3）。  

5 平行四边形模型 

现在，我们将一个锐角分别为 和  、斜边均为 1 的两个直角三角形的直角叠合在一

起，如图 16 所示。过第一个直角三角形的非直角顶点，作另一个直角三角形的斜边的平行

线，得到第五类模型——一平行四边形模型，它是由两个顶角为  、腰为 1 的等腰三角

形构成的，面积为  sin   ，如图 17 所示。从平行四边形中割去一个直角边分别为

sin sin  、 cos cos  的直角三角形，并将其移至右下角，得到一个箭头形的六边

形。该六边形由两个小平行四边形组成。分别将这两个小平行四边形进行等积变换，得到一

个矩尺形，其面积为sin cos  cos sin  ，如图 18 所示。故得公式（3）。 

cos β secα
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α
cos β secα
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β
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图 16 部分重叠的两个直角三角形       图 17 平行四边形模型 

      

 

图 18 平行四边形的等积变换 

类似地，在上述图形变换过程中，若以
2

  代替 ，则可得公式（4）。 

在平行四边形模型中，如果我们不从图形面积关系入手，而是考虑线段之间的关系，

也可以得到公式（2）和（3）。如图 19 所示，过顶点 A 作 BM 的垂线，垂足为 F；过顶点 

     
图 19 平行四边形模型中的线段关系     图 20 用第二类矩形模型推导和差化积公式 

C 作 BM 和 AF 的垂线，垂足分别为 H 和 G，则 
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 cos cos cos sin sinBF BH CG           ， 

 sin sin cos cos sinAF AG CH           。 

6 矩形模型的其他应用 

     用第二类矩形模型，还可以得到一组和差化积公式。如图 20，因 FBE     ，

2
DBE

 
  ，

2
DBC EFI

 
    ，故有 2cos

2
BD

 
 ， 2sin

2
EF

 
 。

在 RtDBC 和 Rt EFI 中分别有 

sin
2

DC BD
 

 ， cos
2

BC BD
 

 ， 

cos
2

FI EF
 

 ， sin
2

EI EF
 

 ， 

故得公式 

sin sin 2sin cos
2 2

      
                              （5） 

cos cos 2cos cos
2 2

      
                             （6） 

sin sin 2cos sin
2 2

      
                              （7） 

cos cos 2sin sin
2 2

      
                             （8） 

此外，综合运用两类矩形模型，我们可以呈现积化和差公式的形成过程。例如，图 21

所呈现的是公式 

   1
sin cos sin sin

2
          （9） 

α
sin α

sin β

cos α cos β

sin α

sin β

cos β cos α

β β

cos αcos β

sin β

sin α

cos βcos α

sin β

sin α
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图 21 积化和差公式的动态形成过程 

7 结语 

通过两对或两个直角三角形的不同组合，并补充相关图形，我们得到了三角公式的菱形、

矩形、平行四边形、筝形、直角梯形模型。基于这些模型，利用面积或线段大小关系，可以

得到和角、差角的正余弦公式甚至和差化积、积化和差公式。就面积关系而言，两类矩形模

型最为直观。 

在教学中，我们首先需要推导三角形式的三角形面积公式；在此基础上，再导出平行四

边形面积公式。然后，引导学生通过拼图，建立矩形模型或其他模型，借助出入相补原理，

对图形进行等积变换，将菱形转化为两个矩形之和或差，从而导出锐角情形下的和角与差角

公式。这一教学进路，不仅让学生看到三角公式的几何表征，而且还让他们看到公式的形成

过程；不仅体现逻辑推理素养，而且还落实直观想象素养；不仅加深学生对三角公式的理解，

而且还能让他们树立一种信念——每一个三角公式的背后，一定存在多种几何模型。 

参考文献 

[1] 汪晓勤.  20 世纪中叶以前西方三角学文献中的和角公式. 数学通报, 2016, 55(6): 4-8 

[2] Blakslee T M. AcademicTrigonometry, Plane &Spherical. Boston: Ginn & Company, 1888. 
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教学实践 

HPM 视角下三角形中位线定理的课例评析 

沈中宇   李霞 

（华东师范大学数学系, 上海, 200241） 

1 引言 

数学史在课堂中的运用是 HPM 领域的重要课题之一[1]。近年来，由高校研究者与中学

教师合作开发的数学史融入课堂教学的案例不断增多[2]。在教学实践中产生了数学史教育价

值、数学史在数学教学中的应用方式和数学史融入数学教学的原则等理论成果，但在一个

HPM 案例实施过后如何对其进行评价，还缺少理论方面的指导。 

另一方面一些案例如“椭圆的概念”、“对数的概念”取得了理想的效果，受到了学生

的喜爱[3-4]，但也有一些案例由于史料选取不当、应用方式单一等因素而没有发挥数学史应

有的价值[5]。为了更好地传播 HPM 的教学理念，提升 HPM 视角下数学教学的质量，我们

需要一个 HPM 案例评价框架来促进教学实践的发展。同时这样的 HPM 评价框架可以帮助

教师在实践基础上分析与反思 HPM 教学，促进其教师专业的发展。 

因此本文初步建立 HPM 课例评析框架，对 HPM 视角下“三角形中位线定理的教学”

进行评析，为 HPM 教学实践、案例开发以及课例分析提供借鉴。 

2 课例简述 

2.1 选取的历史素材及其分析 

在古代两河流域，古巴比伦泥版记载着六兄弟分割三角形土地的问题[6]，三角形的面积

和高已知，用平行于底边且间距相等的直线来分割三角形。显然，古人已经知道分割三角形

的这些平行线段的长度是按照等差数列递增的，且三角形中位线等于底边的一半，同时这也

说明三角形的中位线起源于现实中的土地分割问题。公元前 3 世纪，古希腊数学家欧几里得

                                                        
上海市教育科学研究重大项目“中小学数学教科书的有效设计”子课题“中小学数学教科书中数学文化素

材的案例设计”(项目号：D1508) 系列论文之一。 
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在《几何原本》中没有直接讨论中位线的性质，而是在卷六给出了更一般的命题：“将三角

形两腰分割成成比例的线段，则分点连线段平行于三角形的底边”。欧几里得将线段关系转

化为三角形面积关系，再推出直线位置关系。这种方法同样适用于三角形中位线定理的证明。

如图 1，在△ABC中，AD=DB，AE=EC。联结BE和DC，因AD=DB，AE=EC故 EAD EDBS S△ △ ，

EAD CEDS S△ △ 。 于 是 得  EDB EDCS S△ △ ， 故 知 DE//BC 。 另 一 方 面 ， 因 为

  2EBC ABE BDES S S △ △ △ ，而△EBC 和△BDE 是等高的，所以，BC=2DE。 

刘徽在《九章算术》通过如图 2 或图 3 所示的割补法来推导三角形面积公式，从中可以

看出中国古代数学家已经知道中位线与底边的位置关系和大小关系。这里，取三角形两腰的

中点，过中点作底边的垂线，将垂线外侧的小三角形补到上方的相应位置（图 2），得到一

个矩形，该矩形的面积等于原来的三角形的面积，它的长等于原三角形的高，它的宽等于原

三角形底边的一半，即三角形面积等于半底乘以高。刘徽的第二种方法是：连接两腰中点（中

位线），过顶点作中位线的垂线，将中位线上方的小三角形分割成两个小直角三角形，分别

将它们补到相应位置（图 3），得到一个矩形，矩形的长为原三角形的底边长，宽为原三角

形高的一半，故三角形的面积等于底乘以半高。 

事实上，在图 3 中，将中位线上方的两个小直角三角形分别补到相应位置时，所得到的

四边形是矩形（因为一组对边平行且相等），故中位线与底边平行，且等于底边之半。 

 

图 1                     图 2                图 3 

2.2 教学目标与重难点 

“三角形的中位线”是沪教版数学教科书八年级第 22 章“平行四边形”中的内容。教材通

过剪纸活动将一个三角形拼接成平行四边形去证明三角形中位线定理。本节课的听课学生为

上海某中学初三的学生，基础良好。 

结合三角形中位线定理的历史，教师将本节课的教学目标设定如下： 

（1）学习三角形中位线的概念，理解三角形中位线的定理并加以证明； 
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（2）通过剪纸的方法引入三角形中位线的概念，并站在历史的角度，通过转化的思想

利用不同的方法证明三角形中位线定理，并将这些方法加以拓展； 

（3）通过对三角形中位线概念及其定理的学习，让学生体验转化的数学思想。 

重点：三角形中位线定理的证明； 

难点：体验在证明过程中的转化思想，并将数学思想方法应用于其他题型中。 

2.3 教学过程 

教学过程分为四个环节，具体的教学流程如下图 4 所示。 

 
图 4 

首先，通过快速问答复习了有关三角形的知识。剪纸游戏中，给每组学生一个三角形，

要求他们探讨将一个三角形分成两个面积相等的三角形的解决方案。接着，教师让学生剪出

四个面积相等的三角形，目的是通过剪纸活动引出中位线的概念。之后，让学生猜想中位线

和底边的位置关系和数量关系，得到中位线定理。在定理证明环节，教师给出了欧几里得的

面积法和刘徽的割补法，讲完两种方法之后，播放微视频，介绍其他三种证明方法。最后，

在课堂小结阶段，教师让学生总结本节课的关键词，并写出学完本节课之后存在的疑问。 

3 课例评析 

根据 HPM 视角下数学教学设计的原则、数学史的融入方式、数学史的教育价值，结

合 HPM 教学实践经验，我们总结出一节“好的”HPM 课需要具备四个方面的特点，如图 5

所示。 

我们利用以上 4 个指标对本节课进行评析。 

 

写出疑问

课堂小结定理证明探究新知复习旧知

总结关键词

微视频

割补法证明

面积法证明

探索性质与定理

剪纸游戏复习：快速应答
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图 5 

3.1 史料的适切性 

数学史材料的选取必须要遵循五个原则：趣味性、科学性、有效性、可学性、新颖性[7]。

其中趣味性是指数学史料能够阐述数学背后的故事，而且让学生觉得有趣。科学性是指数学

史料符合史实，而非胡编乱造，不能有数学上的错误。有效性是指数学史料的选取要满足教

学目标的要求，而不是为了数学史而数学史。可学性是指数学史料的难易程度要符合学生的

认知基础，易于让学生接受。新颖性是指选取的数学史料要有新意，有特色，而非老调重弹，

人云亦云。 

本节课选取的史料有古巴比伦泥版记载的三角形土地分割问题、古希腊数学家欧几里得

在《几何原本》中的证明方法、刘徽在《九章算术》中的证明方法、在 19 世纪末 20 世纪初

几何教科书中的证明方法。选取的四则史料皆有明确依据，符合史实，符合科学性的原则。

四则史料分别对应于“让学生理解中位线由来”、“理解中位线定理并加以证明”的教学目标，

符合有效性的原则。古巴比伦泥版的土地分割问题符合学生的认知基础，但欧几里得与刘徽

的证明方法有点脱离学生的认知基础，在可学性上稍差一池。四则材料的选取皆有新意，土

地分割问题经过改编成剪纸活动，在新颖性和趣味性上比较突出。 

3.2 方式的多元性 

数学教学中运用数学史的方式有附加式、顺应式、复制式、重构式[2]。附加式是指展示

有关数学家图片，讲述逸闻趣事等。复制式是指直接采用历史上的数学问题、解法等。顺应

式是指根据历史材料，编制数学问题。重构式是指借鉴或重构知识的发生、发展历史。重构

式是数学史最高层次的应用，即追溯思想的历史起源，以寻求激发学习动机的最佳方式。在

数学史融入课堂教学中要根据情况恰当、灵活的使用这四种方式。 

HPM课
例评析

价值的
深刻性

史料的
适切性

方式的
多元性

融入的
自然性
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本节课的本意是重构中位线历史，让学生通过探究活动，经历定理的发现、证明过程。

但由于剪纸活动之后，几乎成了教师一言堂，因而算不上真正的重构式。将古巴比伦泥版上

所载的土地分割问题改编为剪纸活动，使用了顺应式。直接采用了欧几里得、刘徽以及早期

教科书中的证明方法，属于复制式。用顺应式的剪纸活动激发了学生的学习动机，使用较为

合理，但两种证明方法中复制式的使用有些生硬，未能有很好地与学生认知相契合。本节课

没有使用附加式，缺乏中位线定理背后的人文元素。 

3.3 融入的自然性 

数学史融入的自然性，是指数学史知识在课堂中是自然出现的，而不是生硬添加的。弗

赖登塔尔认为，力求用发生的方法来教概念，并不意味着必须完全按照指示的发展顺序，甚

至连走过的弯路与死胡同都不加删除地教；发生的方法既非逻辑概念，又非历史概念，也不

是心理概念[8]。所以数学史融入数学教学中不是让学生原原本本重蹈人类的历史，而是要考

虑到逻辑顺序、历史顺序和心理顺序三者的统一，只有达到三者的统一，才能将数学史自然

地融入数学教学之中。否则，就会出现生硬添加数学史的情况。 

我们截取本节课中融入数学史的一个片段进行分析。 

片段一：学生给出有关中位线性质的猜想后，教师直接给出图 6，介绍并板演欧几里得

的证明方法。接着给出图 7，求直角三角形斜边上的高BD的长度，巩固了利用面积解决长

度问题的转化思想。而由于时间原因，教师略去了作为面积思想的应用的“角平分线定理”

的证明。 

 

图 6                       图 7                   图 8 

在学生给出中位线性质的猜测之后，需要引出历史上欧几里得对中位线定理的证明，但

本节课在猜测性质到引出证明之间没有适当的过渡，而是直接由教师给出证明。因此，此处

没有很好地将数学史与整个课堂相融合。实际上，欧几里得的证明用到了等积变换的思想，

学生对此并不熟悉，在没有前面的课堂过程作为铺垫的情况下采用该方法，没有考虑知识出
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现的必要性。 

片段二：教师要求学生完成以下任务：做出手里得到的三角形的中位线，利用手里的工

具来证明三角形的面积等于底乘高除以二。这时的课堂剩余时间已然不多，学生还没有给出

有效的方法，教师直接给出图 8，讲解了刘徽的割补法证明定理。 

在此片段中，由于学生没有一下子给出刘徽的方法，教师就用自的己讲授来替代，实际

上教师并没有考虑到学生的认知基础。刘徽的两种割补法都需要割两次，不易通过探究得出；

而同样体现刘徽割补思想的书本上的方法则更容易想到。事实上，有一名学生得出教科书中

的方式：沿中位线剪开，将得到的小三角形和梯形拼成一个平行四边形，教师对这一探究成

果视而不见。实际上应该以学生的认知基础为起点，在学生给出方法的基础上，将数学史上

的方法与学生的方法建立联系。例如，根据学生的探究，教师可以采用图 9 所示的方法来完

成三角形面积公式的证明，最后的这一方法实际上就是刘徽的方法。 

 

图 9 

3.4 价值的深刻性 

数学史的教育价值包括知识之谐、方法之美、探究之乐、能力之助、文化之魅和德育

之效。“知识之谐”是指数学史揭示了数学主题（概念、公式、定理）的自然发生发展过程，

创造学生的学习动机，促进学生的理解；“方法之美”是指通过古今不同的思想方法，拓宽

学生的思维；“探究之乐”是指基于历史材料提出的数学问题为学生提供探究机会，让他们

积累数学活动经验，获得成功的体验；“能力之助”是指数学史在培养学生核心素养以及阅

读、表达等方面能力上的帮助；“文化之魅”是指数学史揭示数学与现实生活以及人类其他

知识领域之间的联系，并人他们感受数学文化的多元性；“德育之效”是指数学史在培养学

生积极的数学情感、信念、品行、操守等方面的有效性。在将数学史融入课堂教学中时要充

分彰显数学史的这六大教育价值。 

首先从这节课的教学目标中可以看到，没有考虑到有关数学文化内涵与学生数学情感

的目标，说明教师对于本节课中数学史“文化之魅”和“德育之效”的价值是比较忽视的。 
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接下来从两个片段对数学史的教育价值进行分析。 

片段三：任务 1：用一把剪刀将一个三角形分成面积相等的两份。学生的方案如图 9 所

示： 

 

图 10                   图 11                  图 12 

任务 2：用一把剪刀将一个三角形分成面积相等的四份。学生首先想出如图 11 所示四

等分三角形一底边的方案。接着在教师鼓励下另一组学生给出第二个方案，如图 12 所示，

从而引出中位线的概念。 

复习中线的性质，为中位线概念的出现做铺垫，解决传统课堂上直接抛出中位线的问题，

体现了数学史“知识之谐”的教育价值。以历史起点为出发点设计剪纸活动，重构三角形中

位线定理的发现历程，为学生下一步猜想出三角形中位线的性质做铺垫，体现了“探究之乐”

的价值。但在学生反馈中有学生问：“中位线定理有何应用？”表明在引入部分教师忽视了

证明思想方法的“源”——古代两河流域先民分土地问题，致使学生不了解中位线之用，反

映了本节课数学史价值的不深刻——没有体现“文化之魅”。 

片段四： 

师：好的，前面我们接触到三角形中的另外一个比较重要的线段，并且命名为‘中位线’，

那么接下来我们该怎么认识中位线呢？ 

生：要看中位线的性质。 

师：对，我们要研究它的性质，这条是中位线（图 11），它有什么性质呢？ 

生 1：如果你连接两个中点，你得到两个三角形相似。 

师：对，这个小的三角形与大的三角形相似，好的，让我们来研究这条中线的性质。 

生 1：它是底的一半。 

师：还有吗？ 

生 1：它与底边平行。 

师：这些是我们的猜想，接下来我们证明这个定理，我们称为三角形中位线定理 

本环节中，由一个学生的猜想（他很可能已经看过书本上的内容，因而是假猜想）便下
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结论，未能体现“探究之乐”的教育价值。在学生反馈中也有学生提问：“为什么我们要证

明三角形中位线定理？”因此，教师应该多问一些“为什么”，片段四中，学生通过剪纸，

得到四个两两全等的三角形。这里，教师应该设问：为什么这四个三角形是全等的？如果不

对这个问题进行探究，又怎能凭空发现中位线的性质？ 

在三角形中位线定理的证明活动中，虽然体现了一定的“方法之美”，学生感受不到这

种证明方法的独到之处。实际上中位线定理背后有着丰富的历史文化内涵，古巴比伦、希腊、

中国的数学文献中都有相关素材。但在教学中，教师剥离了文化元素，只字不提欧几里得、

刘徽等数学家的名字；也只字未提古巴比伦土地分割问题，因而未能让学生感受到数学的悠

久历史与多元文化，使得“文化之魅”荡然无存。由于剪纸活动没有得到充分利用，学生在

课堂上失去了穿越时空与古人对话的机会，因而本节课也未能彰显“德育之效”。 

4 若干启示 

从以上分析中，我们可以得知，要上好一节 HPM 课，需要考虑以下因素。 

首先，要恰当与灵活的选用数学史。并不是所有的历史素材都适合本节课的教学，要在

五项原则的指导下选用适合本节课的素材，历史素材的选用也不是只有附加式或复制式，可

以在不同的环节灵活采取不同的方式，如本节课中的剪纸活动不应该只在引入中出现，也可

以用在证明活动中，从而真正采用重构的方式将数学史与本节课的每个环节融为一体。附加

式的使用也可以增加本节课的人文色彩。 

其次，要将数学史自然地融入课堂。将数学史融入课堂教学中，并不是为了数学史而数

学史，要充分考虑数学史融入的必要性以及学生的认知基础，让学生真正参与到课堂中。数

学史是古人与今人之间的一座桥梁，通过数学史让学生亲近数学，热爱数学。在本节课中，

除了剪纸活动之外，教师全程讲解而且忽视课堂上出现的有效资源，学生没有参与到课堂主

体当中，数学史就变成了“天外来客”。因此，在数学史融入数学教学的过程中要充分注重

学生活动，在学生活动的基础上让数学史自然的出现。 

最后，要充分彰显数学史教育价值。本节课所用的数学史料有着丰富的教育价值，但在

本节课的教学目标和教学过程中没有很好的展现出来。首先参照数学史自然地引出三角形中

位线概念，体现了知识之谐。此外，让学生拼图解决问题，体现了探究之乐。然而，还有一

些教育价值没有得到很好地体现，如教师全程讲解没有体现数学史促进探究的价值。同时证

明的讲解过程过于仓促，没有体现方法背后的深刻数学思想，所以对于方法之美的体现还不
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充足。本节课所用的数学史有古巴比伦的泥版，西方的《几何原本》以及中国的《九章算术》，

体现了文化的多元性，可这节课将概念、性质与情境剥离，失去了一次传递数学文化的机会。

本节课的历史素材也有着使学生与古人亲近，培养数学自信心的德育效果，但由于本节课过

于侧重证明方法的讲授，也没有体现出这一价值。因此，在数学史融入课堂教学的过程中要

深度挖掘数学史材料的教育价值，充分发挥数学史的作用。 
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点到直线的距离公式：从历史到课堂 

杨懿荔 

（华东师范大学数学系, 上海, 200241） 

1 引言 

“点到直线的距离”是沪教版数学教科书高二下第 11 章节第 4 小节的内容，旨在解决

“已知直线 :l 0Ax By C   及 l 外一点  0 0,P x y ，求点 P 到 l 的距离”的问题。教科书

是通过向量的投影（下文称向量法）得出距离公式的。该方法虽然简便，但由于很多学生对

于向量的印象仅仅停留在基本运算以及数量积的层面上，他们还没有树立运用向量解决问题

的意识，因而向量方法似乎并不符合他们的认知基础。教学实践表明，高中生自己在推导余

弦定理时，很少采用书本上的向量方法，这也印证了上面的论断。另一方面，许多教师认为，

学生只要会用公式就可以了，公式本身的推导并不重要，况且升学的压力、教学的进度也不

允许花太多时间于公式的推导。因此，他们往往在用向量方法推导公式后，把剩余的绝大部

分时间用于解题训练。在这种教学模式下，学生没有自己的探究机会，无法发挥主观能动性，

导致他们的参与度较低。 

有鉴于此，我们希望将点到直线距离公式的教学更好地建立在学生的认知基础之上，并

为学生创造探究机会。在数学史上，点到直线距离公式的推导方法精彩纷呈。我们希望从中

选择最适合于教学的若干方法，并与学生自主探究得到的方法进行比较。教学目标如下： 

（1）会推导和运用点到直线的距离公式； 

（2）领会距离公式背后的数学思想； 

（3）通过探究活动，培养学生的创新意识，激发学生的学习兴趣，让他们获得成功的

体验，增强学习自信心。 

2 历史材料及其运用 

对 20 世纪中叶以前出版的 65 种西方解析几何教科书的考察表明，点到直线的距离公

式有 8 种不同推导方法：交点法、原点距离法、投影法、三角法、三角形面积法、坐标平移

                                                        
上海市教育科学研究重大项目“中小学数学教科书的有效设计”子课题“中小学数学教科书中数学文化素

材的案例设计”(项目号：D1508) 系列论文之一． 
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法、向量法、最值法[1]。具体分布如下： 

 

图 1 65 种教科书中“点到直线的距离”推导方法分布 

早期解析几何教科书普遍采用直线的法线式方程，相应地也就普遍采用原点距离法来

推导点线距离公式。但今日教科书并未采用法线式方程，故原点距离法也就过时了。交点法

是从已知点 P 向直线 l 引垂线，求 P 和垂足之间的距离[2]，该方法思路清晰自然，但运算量

很大。三角法通过从点 P 分别向 l 和 x 轴引垂线，得到一个直角三角形，利用它的边角关系

来求点线距离[3]，该方法比较简便，在历史上颇受人们的喜爱，但今日学生对其中所需的三

角公式并不熟悉，因而并不适于教学。三角形面积法先求以点 P 与直线 l 和坐标轴的交点为

顶点的三角形面积，继而求得它的高。其中，三角形面积是利用三阶行列式来求的[4]，显然

不适于教学。投影法和坐标平移法也不适于教学。最值法利用了柯西不等式[5]。向量法出现

得很迟[6]，远远滞后于向量概念本身，这种方法缺乏几何、代数或三角方面的根基，但向量

法的计算量很小，因而受到重视向量知识的现代教科书的青睐。 

综上，历史上点到直线距离公式的推导方法虽然丰富多彩，但有优有劣，并非全部适

合于今日的课堂教学。我们选择其中的交点法、最值法、三角形面积法以及向量法，但对其

中的三角形面积法和最值法都进行了必要的改进。 

3 教学过程 

3.1 情境引入 

师：某工厂需要将一批大型货物从仓库运送到工厂附近的公路上进行货车装载。由于货

物数量多、体积大、吨位重，因此需要在仓库与公路之间建造一条传送轨道。为了节约成本，

该如何建造这条轨道呢？如何计算轨道的长度呢？  
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生：（思考几秒钟后）从仓库口造一条垂直于公路的轨道。 

师：很好。我们现在把仓库看成一个点，公路看成一条直线。为了求轨道的长度，需要

研究“点到直线的距离”的求法。 

3.2 讲授新知 

首先让学生梳理距离概念。 

师：“点到直线的距离”指的是该点与直线上任意一点连线的长度的最小值。那么类似

地，点到平面的距离指的是什么呢？ 

生：指的是该点到平面上任意一点连线的长度的最小值。 

师：很好。那么两条直线之间的距离又指的是什么呢？ 

生：指的是在两条直线上各取一点，这两个点之间连线距离的最小值。 

师：对，距离实则就是一个最小值的概念。 

这里，教师不仅让学生了解距离的意义，也为以后空间几何的学习买下伏笔。更重要的

是，为距离公式的最值推导法作了铺垫。 

3.2.1 最简思路 

“交点法”的逻辑清晰、想法简便，适合于初学者学习。学生在初中学过两点之间的距

离公式，可否将点线距离转化为两点之间的距离呢？引例中，不妨设路边所在直线 l 的方程

为 0Ax By C   （ 0AB  ），仓库所在定点为  0 0,P x y 。如图 2 所示，过 P 作 l 的垂

线 l，垂足为 R  1 1,x y 。点到直线的距离即为点 P 和 R 之间的距离。点 P 的坐标是已知的，

故只需求点 R 的坐标即可，而点 R 为 l 与l的交点。根据直线点方向式（或点法向式）方程，

可 得 l 的 方 程 为  0 0

B
y y x x

A
   。 联 立 l 与 l 的 方 程 即 得 R

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2
,

B x ABy AC ABx A y BC

A B A B

    
   

，而后采用两点间距离公式即得点到直线的

距离。 

教师并未在计算上花费太多时间，而是用 PPT 直接展示给学生看，让他们了解公式推

导的思路，感受到计算的繁琐，进而促使他们去思考新的推导方法。 
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3.2.2 学生探究 

教师提前在 PPT 中预设了学生最易想到的 3 种推导方法——最值法、三角形面积法、

原点距离法，以及课本中采用的向量法，并制作超链接。将学生分成几组，让各组自由讨论。 

         

图 2 交点法                    图 3 三角形面积法 1 

教师在班级中巡视，但不作任何提示。 

令人欣喜的是，有两个小组经过合作与讨论，顺利完成了公式的推导。 

（1）最值法 

第一组学生从距离的定义出发，采用了函数最值法。设直线上任一点为  ,x y ，它与定

点 P 之间的距离  d x 满足 

            2
2 2 2 0 0 02

0 0 0

A x x Ax By C
d x x x y y x x

B

    
       

 
 

       22 2
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0 0 0 0
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易见，  2d x 的最小值为
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（2）三角形面积法 

第二组学生采用了面积法，与人教版教科书中所采用的方法一致：如图 3，过点 P 分别

作 x 轴和 y 轴 x 轴和 y 轴的平行线，交直线 l 于 M、N，利用直角三角形面积公式可知：

PM PN MN d   ，算出 PM、PN 和 MN，即可求得点到直线的距离 d。但上述方法的计

算量也比较大，学生花费了较长的时间。 

教师指出：上述方法将点到直线的距离看作三角形的高，这是非常巧妙的思路。那么，

能否对该方法进行改进以减少工作量呢？如果将点到直线的距离看作一个面积和底边都更

易于计算的三角形的高，那么，计算量无疑就会减少。于是，教师用 PPT 展示如下改进的方

法（即预设的三角形面积法）： 

如图 4，设直线 l 与 x 轴和 y 轴的交点分别为 M 和 N，连接 PM 和 PN。过点 P 作 PTMN，

交 x 轴于 T。于是， PMN 底边 MN 上的高即为点 P 到 l 的距离。引导学生找到一个与 PMN

同底等高的 TMN 。易知直线 PT 的方程为    0 0 0A x x B y y    ，故有 

,0
C

M
A

  
 

， 0,
C

N
B

  
 

， 0 0 ,0
Ax By

T
A

 
 
 

， 

2 2
2 2

2 2

C C C
MN A B

A B AB
    ， 

0 0Ax By C
MT

A

 
 ， 

     

图 4 改进的三角形面积法                   图 5 向量法 
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故得 

0 0

2 2

2 PMN
Ax By CS

d
MN A B
  

 


 

改进后的方法不仅肯定了学生的想法，而且解决了运算量过大的问题（当然，改进的方

法也仍需要一定的计算量）。教师总结：“轻轻的一条线，已经打动我的心！” 

（3）向量法 

如图 5，设直线 l 的方程为 0Ax By C   （ 0AB  ），其法向量为  ,v A B


，给定

不 在 l 上 的 点  0 0,P x y 。 任 取 l 上 一 点  1 ,P x y ， 则  1 0 0,PP x x y y  


。 因

1 1 cosv PP v PP  
   

，故得点到直线的距离为 

1 cosd PP 
 1 0 0

2 2

Av PP

v

x By C

A B










 

  

学生都赞叹向量法的简洁。但在探究环节，没有一个学生提及向量法。可见，向量的应

用对于学生而言确实是“近在眼前，却远在天边”的。 

3.3 小试牛刀 

例 1：求点  1,1 到直线 cos sin 0x y   的距离 d 的最大值。 

例 2：求到 x轴， y 轴和直线 2x y  的距离都相等的点的坐标。 

3.4 课堂小结 

由学生自由发言，教师进行总结。本节课不是为了证明而证明，更不是为了公式而公式。

熟记公式并能够灵活运用于解题固然重要，但是公式的由来也不容忽视。本节课所呈现的几

种推导方法体现了重要的数学思想——化归思想和模型思想。交点法将点到直线的距离转化

为两点之间的距离；三角形面积法将点线距离转化为三角形的高，而三角形面积又通过图形

的转化求得；最值方法则运用了二次函数模型。同学们通过团队合作探究，获得了貌似很复

杂的点线距离公式，每一个人都可以做一回数学家！公式的推导不仅锻炼了同学们的思维能

力和创新能力，而且增强了大家学习数学的自信心。 
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4 学生反馈 

在课堂结束后，我们对 40 名学生进行了问卷调查，实收 40 份问卷。 

首先，调查学生在不考虑计算量的前提下，对点线距离公式不同推导方法的倾向性。

24 人（60%）认为交点法的思路最简单。10 人（25%）认为三角形面积法最容易想到。5 人

（12.5%）认为向量法最容易。只有 1 人认为最值法思路最简单。 

其次，调查学生在考虑计算难易程度的情况下，对于不同方法的倾向性。22 人（55%）

认为向量法最精彩，一名学生写道：“只需要用到投影公式，几乎是零计算量，太方便、太

精彩了。”12 人（30%）认为三角形面积法最精彩，一名学生写道：“三角面积形法用到的

都是初中学过的最基本的知识，计算量也不大，喜欢。”剩下 6 人（15%）则表示所有的方

法都很精彩。 

最后，调查学生对于用多元方法推导公式的教学方式的感受。36 人（90%）认为有必

要从多元化的视角对公式进行探究，其主要理由是：公式固然重要，探究的过程可以开拓思

维，而做题需要多种思维；技多不压身，多角度思考很有趣。 

4 人认为，只需要知道结论，能解题即可，他们并没有体会到对公式进行探究的意义。

在“唯分数论”盛行的今天，他们的观点其实具有一定的代表性。 

5 反思 

本节课中，我们采用了四种方法来推导点到直线距离公式。从学生探究的结果以及课后

的反馈来看，交点法、最值法和三角形面积法都比较符合学生的认知基础，因而诸方法的选

择是恰当的。四种方法中，三角形面积法和最值法都是对历史上的方法进行改进得到的，故

属于顺应式，而交点法和向量法则属于复制式。没有运用重构式和附加式。 

从数学史的教育价值看，本节课揭示了点到直线距离公式背后的方法之美，并为学生创

造了探究机会，有助于发展学生的逻辑推理、数学运算、直观想象和数学建模素养，让学生

体会数学思维的多元性，提升数学学习的自信心。但是，本节课缺乏附加式，教师并没有呈

现不同方法的来源，没有交待历史上有关方法的发现者，学生虽获得探究机会，但并没有获

得历史感，未能跨越时空与数学家“对话”，未能感受数学文化之魅。 

在本节课中，我们看到了一些矛盾现象：历史上的多元方法富有教育价值，但势必减少

学生练习的时间；向量方法很简洁，但远离学生的最近发展区；教师追求美好的课堂教学，

学生的心中却只有分数。如何解决这些矛盾，是未来 HPM 理论和实践研究的课题之一。 
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