
１９世纪中叶以前的函数解析式定义
＊
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　　早在２０世纪６０年代，我国数学史家杜石然
先生撰文介绍函数概念历经六次扩张的过程［１］；

７０年代，前苏联数学史优什凯维奇（Ａ．Ｐ．Ｙｏｕｓ－
ｃｈｋｅｖｉｔｃｈ）对１９世纪以前函数概念的演进过程做
了更为深入的研究［２］．现行人教版高中数学教材
在“函数及其表示”一节之后，附加了一篇阅读材
料———“函数概念的历史”，简要介绍函数概念的
历史以及传入中国的情形．然而，函数概念的演进
过程并不是线性的或演绎式的，一个新定义的诞
生并非意味着旧定义的废弃．在已有相关研究文
献中，我们很少能看到这一事实．出于高中数学教
材修订工作的需要，笔者对１８５５年以前的４５种
西方数学文献进行考察和分析，试图回答以下问
题：欧拉的两种函数定义有着怎样的影响？不同
函数定义并存的情况下，“解析式”定义占据何种
地位？函数定义的演进过程有何规律？中文“函
数”之名何以产生？

１　关于函数概念的早期历史
关于函数概念的早期历史，１８－１９世纪的少

数数学家先后有过扼要介绍．法国数学家达朗贝
尔（Ｊ．Ｒ．Ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ，１７１７～１７８３）在狄德罗
（Ｄ．Ｄｉｄｅｒｏｔ，１７１３～１７８４）主编的《大百科全书》
（１７５７）第７卷中定义函数如下：

“古代几何学家，更确切地说是古代分析学
家，将任一量ｘ的不同次幂称为ｘ 的函数；但我
们今天将由任意多项组成的代数量称为ｘ（或一
般地说，任一个量）的函数，其中，ｘ以任意方式与
一些常量组合在一起，或不组合在一起．如ｘ２＋

ｘ３，ａ２＋ｘ槡 ２， ａ
２＋ｘ３
ｂ２＋ｘ槡 ４，∫ ａ２－ｘ槡 ２　ｄｘ等等，都是

ｘ的函数．”［３］

类似地，拉格朗日（Ｊ．Ｌ．Ｌａｇｒａｎｇｅ，１７３６～
１８１３）在《解析函数论》（１７９７）开篇中也说：

“‘函数’这个词被早期分析学家们用来一般

性地表示同一个量的幂．后来，人们将该词的涵义

拓广为‘由一个量以任意方式构成的量’．莱布尼

茨和伯努利兄弟最早采用了这一般的涵义，今天，

人们普遍采用了这一涵义．”［４］

在１８０６年出版的《函数微积分教程》中，拉格

朗日重复上面的说法，并提及欧拉的新定义：

“早期分析学家们使用‘函数’一词，只是表示

同一个量的不同次幂．后来，其涵义拓广为由一个

量以任意方式构成的量；而现在则一般用来表示

一个量的值按照给定法则依赖于一个或多个其他

给定的量．”［５］

无独有偶，法国数学家拉克洛瓦（Ｓ．Ｆ．Ｌａｃ－
ｒｏｉｘ，１７６５～１８４３）在《微积分专论》（１７９７）的引言

中也写道：

“古代分析学家一般将一个量的所有次幂称

为这个量的函数．后来，人们拓广了这个词的涵

义，将其应用到各种不同代数运算的结果上去，将

以任意方式包含一个或几个量的和、积、商、幂、方

根的代数式称为这个或这些量的函数．最终，分析

学的进步所带来的新思想导致以下定义的诞生：

若一个量的值依赖于另一个或几个量，则前一个

量称为后一个或几个量的函数，无论我们知不知

道后一个或几个量是通过什么运算得到前一个量

的．例如，一个五次方程的根，虽然现阶段代数学

上我们并不知道其表达式，但仍然是方程诸系数

的函数，因为它的值依赖于这些系数的值．”［６］
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１９世纪法国数学家库诺（Ａ．Ａ．Ｃｏｕｒｎｏｔ，

１８０１～１８７７）在其《函数论与微积分》中更为详细
地回溯了函数概念的历史［７］．库诺告诉我们：早
期分析学家将相同因子的乘积称为“幂”、高次数
（ｄｉｇｎｉｔａｓ）或“函数”；前两个名词的涵义保持不
变，但由于数学的发展，“函数”一词的涵义被大大
拓广了；约翰·伯努利最早将“ｘ的函数”从ｘｎ 拓
广到用代数符号来表达的与ｘ 相关的所有的量

ｙ；例如，ｙ＝ａ＋ ｂ－（ ）ｘ　ｎ，ｙ＝
ｘ３－ｍｘ＋ｎ
１＋ｘ槡 ４

，ｙ＝

１
ｘｌｏｇ　１＋（ ）ｘ 等等与ｘｎ 一样都是ｘ 的函数．库诺

还分析了函数概念与解析几何思想的密切联系．
从达朗贝尔、拉格朗日、拉克洛瓦和库诺的叙

述中，我们可以清晰地勾勒出函数的早期演变过
程：一开始，ｘ的函数仅指ｘ的幂；接着，其涵义被
拓广为含ｘ的代数式；之后，又从代数式拓广到含

ｘ的任意解析式；最后，从任意解析式拓广为依赖
于ｘ或由ｘ所确定的任意变量．同时，一元函数又
被拓广到了多元函数．
２　 从伯努利到欧拉
德国数学家莱布尼茨（Ｇ．Ｗ．Ｌｅｉｂｎｉｚ，１６４６

～１７１６）在写于１６７３年的手稿《反切线或函数方
法》中，创用“ｆｕｎｃｔｉｏ”（英文ｆｕｎｃｔｉｏｎ）一词来表示
具有特殊作用的某个几何量，如一个图形中的线
段．１６９４年，莱布尼茨在《博学者杂志》上发表“微
分新法”一文［８］，文中进一步用“ｆｕｎｃｔｉｏ”来表示
与曲线相关的几何量 ——— 横坐标、纵坐标、切线
长、次切线长等．正是这些几何量与相应点的横坐
标之间的关系导致“函数”演变成了“幂”，并进而
演变为解析式．
１６９４年，瑞士数学家约翰 · 伯努利 （Ｊ．

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ，１６６７～１７４８）在给莱布尼茨的信中，
提到“由不定的量和常量所构成的某个量”［９］，但
并未明确使用“ｆｕｎｃｔｉｏ”一词；而在１６９８年写给莱
布尼茨的信中，明确将等周图形的面积看作“以坐
标ＰＺ来表示的函数”［１　０］．到了１７１８年，约翰·伯
努利首次明确提出函数的新定义：“一个变量的函
数是由该变量和一些常数以任何方式组成的

量．”［１　１］伯努利的定义可能仅仅局限于代数式．
在约翰·伯努利定义的基础上，欧拉（Ｌ．

Ｅｕｌｅｒ，１７０７～１７８３）在《无穷分析引论》（１７４８）

中首次用“解析式”来定义函数：
“一个变量的函数是由该变量和一些数或常

量以任何方式组成的解析式．因此，如果在每一个
解析式中，除了ｚ以外，其他所有的量均为常量，
则该解析式就是ｚ的一个函数．例如，ａ＋３ｚ，ａｚ－

４ｚ２，ａｚ＋ｂ　ａ２－ｚ槡 ２，ｃｚ 等等，都是ｚ的函数．”［１２］

欧拉此时已经明确突破了代数式的局限，一
方面区分了代数函数（包括有理函数和无理函数）
和超越函数，另一方面还区分了显函数和隐函数．
到了１７５５年，欧拉在《微分基础》更新了函数

的定义：
“如果某些量依赖于另一些量，当后面这些量

变化时，前面这些变量也随之变化，则前面的量称
为后面的量的函数．该定义适用范围很广，包含了
一个量由其他量确定的所有方式．因此，若ｘ表示
变量，其他所有以任意方式依赖于ｘ或由ｘ确定
的量均称为ｘ的函数．例如，ｘ２，或ｘ的其他任意
次幂，或由这些幂以任意方式组成的量，甚至是超
越量，一般地，随ｘ的增减而变化的任意量，都是
ｘ的函数．”［１３］

欧拉的“解析式”定义和“依赖关系”定义对
后世产生了深远的影响，直到１９世纪中叶，它们
一直是函数定义的蓝本．
３　 百科全书中的函数定义

１７７９年出版的英国《钱伯斯百科全书》中沿
用了欧拉的函数定义：“Ｆｕｎｃｔｉｏｎ这一术语在代数
上用来表示由一个变量和一些数或常量以任意方

式组成的代数式．”这很可能是作为数学术语的
“Ｆｕｎｃｔｉｏｎ”一词在英文世界里的首次出现．
１８０５年出版的美国《里斯百科全书》给出的
函数定义是：“任何量ｘ的函数是任一由ｘ和其他
具有不变值的量混合而成的代数计算表达式，如

１
１＋ｘ

，１＋ｘ２，１＋（ ）ｘ
１
２，１　＋（ ）ｂｘ　ｍｌｏｇｘ等等，都

是ｘ的函数．”［１４］

１８１０年出版的第四版《大英百科全书》新增
了“函数”辞条：“函数是分析中所用的一个术语，
指的是一个字母或量与其他量或数任意复合而成

的代数式，这个代数式被称为该字母或量的函数．

例如：ａ－４ｘ，ａｘ＋３ｘ２，２ｘ－ａ ａ２－ｘ槡 ２，ｘｃ，ｃｘ都
是量ｘ的函数．”［１５］该辞条的作者应该是苏格兰
数学家华里司（Ｗ．Ｗａｌｌａｃｅ，１７６８～１８４３），因为
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１７９７年出版的第三版中并不含数学上的“函数”
辞条，而第四版的长篇数学辞条“代数”、“圆锥曲
线”、“流数”、“几何”、“对数”、“测量”、“级数”、“三
角”均为华里司所撰写．在“流数”篇中，华里司给
出函数的解析式定义如下：

“包含一个变量以及其他常量的任一计算表
达式叫做该变量的一个函数．设ｘ为变量，其他量

为常量，则ａｘｎ，ａ＋ｂｘ
ｍ

ｃｘｎ＋ｄｘｐ
，ａｘ，ｌｏｇｘ，ｃｏｓｘ，ｓｉｎｘ等

等都是ｘ的函数．在任一诸如ｙ＝ａｘ＋ｂｘ＋ｂｘ２＋
ｃｘ３ 这样的方程中，量ｙ被称为ｘ的一个函数．若
变量ｘ和ｙ 未能分离开来，而是按方程ａｘ２　ｙ＋
ｂｘｙ２＋ｙ３ ＝０所示的方式彼此相关联，不考虑常
量，因ｙ的值依赖于ｘ的值，反之ｘ的值依赖于ｙ
的值，则亦称量ｙ为ｘ 的函数，反之，ｘ为ｙ 的
函数．”［１　６］

在给《大英百科全书》撰稿之后，华里司又为
《爱丁堡百科全书》撰写了“算术”、“代数”、“几
何”、“圆锥曲线”、“机会”、“函数”、“流数”、“虚
数”、“对数”、“轨迹”等数学辞条．在“函数”篇中，
华里司给出了欧拉的解析式定义：“函数是由一个
或几个量以任意方式所构成的计算表达式，它的
值依赖于这些量．例如，若ｘ表示变量，ａ、ｂ、ｃ、ｄ表

示常量，则ａｘ
３＋ｂ

ｃｘ＋ｄ
即为ｘ的一个函数．‘函数’一

词最早由约翰·伯努利引进分析之中．”［１　７］而在
“流数”篇中，华里司又给出了欧拉的“依赖关系”
定义：

“一个量以任一方式依赖于另一个量，随所依
赖的量的变化而变化，则这个量称为另一个量的

函数．若ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，或ｙ＝ ａ２＋槡 ｂｘ，或ｙ
＝ａｘ，则称ｙ为ｘ的函数．……即使一个量并非直
接用另一个量表示，甚至表示的方式未知，但只要
一个量依赖于另一个量，则前一个量就可以看成
后一个量的函数．例如，在方程ｘ３＋ｙ３ ＝３ａｘｙ
中，ｙ可看成ｘ的一个函数；反之，ｘ也可看成ｙ的
函数，因为通过解三次方程，其中一个可以用另一
个来表示．此外，一个五次方程的根可看作其系数
的函数，因为它们完全依赖于这些系数，尽管每一
个根的表示方式是未知的．”［１　８］

英国数学家胡顿（Ｃ．Ｈｕｔｔｏｎ，１７３７～１８２３）
在其《数学与哲学辞典》（１８１４）中完全照搬了第

四版《大英百科全书》中的解析式定义．［１　９］

英国数学家德摩根（Ａ．ｄｅ　Ｍｏｒｇａｎ，１８０６～
１８７１）在为《便士百科全书》所撰写的“函数”辞条
中，给出欧拉的解析式定义：“一个量的函数指的
是任一代数式，或用代数或非代数表达的另一个
量，它的值依赖于第一个量．例如，圆周长是半径
的 函 数， ａ２－ｘ（ ）２　 ｂ２＋ｙ（ ）２ 是 ａ，ｂ，ｘ 和 ｙ
函数．”［２０］　
直到１８３８年，法国数学家蒙特费里埃（Ａ．

－Ｓ．ｄｅ　Ｍｏｎｔｆｅｒｒｉｅｒ，１７９２～１８６３）主编的《纯粹
与应用数学科学辞典》仍然采用欧拉的解析式定
义：“一般地，我们将由一个或几个变量与常量以
任意方式组成的代数式称为这个或这些变量的函

数．若ｘ，ｙ等表示变量，ａ，ｂ，ｃ等表示常量，则ａｘ，

ａｘ２＋ｂ， ａｘ＋ｂ＋ｃ槡 ２，ａｘ＋（ ）ｂ　２＋ｃｘ，
ａ
ｂｘ

ｍ ＋

ｃｘｎ 等等均为ｘ 的函数，ａｘ ＋ｙ， ｘ２＋ｙ槡 ２，

ａｘ－ｙ槡 ２＋ｂｙ等等均为ｘ和ｙ的函数．”［２１］

可见，在我们所考察的１７５７－１８３８年间的欧
美百科全书（包括狄德罗的《大百科全书》）或数
学辞典中，函数的解析式定义占有绝对统治地位．
需要指出的是，虽然欧拉已经定义了代数函数和
超越函数，但各百科全书的多数作者并没有相应
地区分“代数式”和“超越式”，而是将“代数式”与
一般“解析式”混为一谈．在他们看来，ａｘ 也是个
代数式．只有德摩根对两者进行了严格区分．在出
版于１８３７年的《代数学》中，德摩根将我们今天所
称的代数函数称为“普通代数函数”，其他函数（虽
然也是代数函数）均为超越函数．
４　 微积分著作中的函数定义
虽然伯努利于１７１８年、欧拉于１７４８年分别给

出了函数的定义，但早期的微积分著作，如居桑
（Ｊ．Ａ．Ｊ．Ｃｏｕｓｉｎ，１７３９ ～ １８００） 的 《微 积
分》（１７９６），并没有给出明确的函数定义．法国数
学家拉克洛瓦（Ｓ．Ｆ．Ｌａｃｒｏｉｘ，１７６５～１８４３）和
拉格朗日（Ｊ．Ｌ．Ｌａｇｒａｎｇｅ，１７３６～１８１３）是最早
在微积分著作中明确给出函数定义的数学家，而
他们之后的作者普遍把函数作为微积分中最基本

的概念了．表１给出了１７９７－１８５２年间出版的３０
种微积分著作中的函数定义．
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表１　 欧美部分微积分著作（１７９７－１８５５）中的函数定义

作者 书名 函数定义 年份

拉克洛瓦 《微积分专论》
若一个量的值依赖于另一个或几个量，则前一个量称为后一个或几个量
的函数，无论我们知不知道后一个或几个量是通过什么运算得到前一个
量的．［６］

１７９７

拉格朗日 《解析函数论》
所谓一个或几个量的函数，是指任意一个计算表达式，这些量以任意方式
出现于表达式中，与其他一些具有给定不变值的量或组合或不组合，而函
数的量可以取所有可能的值．［４］

１７９７

拉格朗日 《函数微积分教程》 同上．［５］ １８０６

波素 《微积分专论》
一个或多个变量以任意方式与常量所构成的解析式一般称为变量的

函数．［２２］
１７９９

加尼埃 《微分讲义》 包含变量和常量的任意形式的解析式称为变量的函数．［２３］ １８１１

布沙拉 《微积分初论》
若一个变量等于由另一个变量所构成的某个解析式，则称第一个变量为
第二个变量的函数．［２４］

１８２０

柯西 《分析教程》

当变量之间以这样的方式相关联，即给定其中一个变量的值，就可以确定
所有其他变量的值，人们通常想像各个量是用其中一个来表示的，此时，
这个量称为自变量；而用自变量来表示的其他量就称为该变量的
函数．［２５］

１８２１

拉德纳 《微积分基础》
两个变量相关联，若任给其中一个变量一个特殊值，就能确定另一个变量
的相应值，则称其中一个变量为另一变量的函数．［２６］

１８２５

鲁贝 《微积分专论》 变量和常量的组合称为函数．［２７］ １８２５

吕安 《微积分》
不论是否与常量组合，一个或多个变量以任意方式构成的解析式称为这
个或这些变量的函数．［２８］

１８２８

鲍威尔 《微积分原理》
给定一个变量的代数式，若其中含有该变量的任意次幂，或该变量通过任
意运算与常量组合在一起，代数式的值仅仅依赖于变量值的变化而变化，

则该代数式称为变量的函数．［２９］
１８２９

辛德 《微分原理》 包含常量和变量的任何形式的解析式称为这些变量的函数．［３０］ １８３１

杨 《微积分基础》 任何一个由常量和变量组成的解析式称为变量的函数．［３１］ １８３３

霍尔 《微积分基础》 若一个量ｕ的值随另一个量ｘ的变化而变化，则称ｕ为ｘ的函数．［３２］ １８３４

德摩根 《微积分》
以任一方式包含ｘ 的代数式称为ｘ 的函数，如ｘ２，ｘ２ ＋ａ２，ａ＋ｘａ－ｘ

，

ｌｏｇ　ｘ＋（ ）ｙ ，ｓｉｎ２ｘ等等．［３３］
１８３６

德摩根 《代数学》 以任一方式包含ｘ的表达式叫ｘ的函数，如ａ＋ｘ，ａ＋ｂｘ２ 等等．［３４］ １８３７

戴维斯 《微积分基础》
两个变量相关联，若其中一个变量的值发生任何变化时，另一个变量的值
必将发生相应的变化，则称它们为彼此的函数．［３５］

１８３８

丘吉 《微积分基础》
一个变量与另一个变量相关联，若后一变量的值发生任何变化时，前一个
变量的值必将发生相应的变化，则称前一变量为后一变量的函数．［３６］

１８４２

奥布里恩 《微分基础》
对变量ｘ实施某种或某一组运算所得到的结果，称为ｘ的函数．……ｆ（ｘ）
不一定是随ｘ变化而变化的量，因为有时对ｘ施以一组运算，对于ｘ的所
有值，会得到同一个结果．［３７］

１８４２
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续表

作者 书名 函数定义 年份

华尔顿 《微分专论》
任意两个量相关联，若其中一个量的值发生任何变化时，另一个量的值必
将发生相应的变化，则称一个量是另一个量的函数．［３８］

１８４６

里奇 《微积分原理》
若一个量的值依赖于另一个变量的特殊值，则这个量称为另一个量的函
数．所谓ｘ的函数，是指ｘ与常量所组成的任一代数式．［３９］

１８４７

杜哈梅尔 《分析教程》
若一些量的值由另外一些量的值所确定，则前面的量称为后面的量的
函数．［４０］

１８４７

汤姆逊 《微积分引论》 若一个量的值依赖于另一个变量的值，则前者称为 后者的函数．［４１］ １８４８

罗密士
《解析几何与微积
分基础》

若一个变量等于含有另一个变量的代数式，则称第一个变量为第二个变
量的函数．例如，在直线方程ｙ＝ａｘ＋ｂ中，ｙ是ｘ的函数；在圆的方程ｙ＝

Ｒ２－ｘ槡 ２ 和椭圆方程ｙ＝ ＢＡ ２Ａｘ－ｘ槡 ２ 中也是如此．［４２］
１８５１

托德亨特 《微积分专论》
两个变量相关联，若改变其中一个变量，另一个变量也随之发生变化，则
称第二个变量为第一个变量的函数．［４３］

１８５２

赫明 《微积分基础》
任一变量的函数是这样一个量，它的值依赖于该变量的值，且随之而变
化，任给该变量一个值，函数得到一个确定的相应值．［４４］

１８５２

乌尔豪斯 《微分基础》 函数是包含一个或几个变量的任一解析式．［４５］ １８５２

史密斯 《微积分基础》
两个变量相关联，若改变其中一个变量，另一个变量必将随之发生变化，

则称第二个变量为第一个变量的函数．［４６］
１８５４

蒂默曼斯 《微积分专论》
一个变量与另一个变量相关联，若后一变量的值发生任何变化时，前一个
变量的值必将发生相应的变化，则称前一变量为后一变量的函数．［４７］

１８５４

库特内 《微积分专论》
两个变量相互依赖，若已知其中一个变量的值，就能得到另一个变量的
值，则称它们为彼此的函数．［４８］

１８５５

　　 从表１可见，３０种微积分著作中，有１４种采
用了“解析式”定义，１５种采用了“依赖关系”定
义，只有１种采用了“运算结果”定义．“依赖关系”
定义有四种不同的表述方式：一是“依赖说”，即一
个量依赖于另一个或几个量；二是“应变说”，即一
个量的值随另一个或几个量的变化而变化；三是
“定值说”，即一个量的值由另一个或几个量的值
所确定；四是“依赖”、“应变”和“定值”三说并举．
前两种表述均源于欧拉，第三种表述最早为柯西
所提出．
奥布里恩的“运算结果”定义虽然很少见于

微积分著作，但巴贝奇（Ｃ．Ｂａｂｂａｇｅ，１７９１～
１８７１）在１８１５年的一篇介绍微积分的论文中提
到：“函数一词引入分析学已有很长时间，具有很
大的优越性，其目的是表示可实施于量上的每一
种运算的结果．”［４９］由于运算包括代数运算和超
越运算，因此，运算结果定义实际上只不过是解析
式定义的另一种表述形式而已．

５　 函数定义演变过程分析
５．１　 不同定义的频数统计
以上我们考察的总共４５种文献中，三种定义

分布如图１所示．

图１　 三种函数定义的频数

从图１可见，在我们所考察的１８５５年以前的
文献中，函数定义基本上以欧拉的两个定义为蓝
本，其中，解析式定义更加易于为人们所接受，因
而占据统治地位．
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若将１７１８－１８５５共１３８年时间分成四段，则
函数定义的分布情况如图２所示．

图２　 函数定义在不同时期的频数分布

由图２可见，１９世纪３０年代以前，“解析式”
定义独占鳌头；而４０年代之后，“依赖关系”定义
后来居上，“解析式”定义逐渐退出历史舞台．
５．２　 关于“解析式”定义
早在１７９７年，拉克洛瓦已经明确提出，函数

可以不通过解析式来表示，但受欧拉定义的影响，
百科全书数学辞条以及微积分、代数学的作者们
在近半个世纪的时间里依然固守着“解析式”定
义．虽然柯西于１８２１年给出的新定义突破了欧拉
定义的局限，用“由自变量的值确定函数的值”来
代替“函数值随自变量的变化而变化”，但他仍然
说“用自变量表示的其他量称为自变量的函数”．
这种情况直到１８４０年代才发生改变．１８４７

年，斯托克斯（Ｇ．Ｇ．Ｓｔｏｋｅｓ，１８１９～１９０３）明确
修正了欧拉的定义：“函数是这样一个量，它的值
以任意方式依赖于构成它的一个或几个变量的

值．因此，函数不必通过任何代数符号的组合来表
达，甚至在变量的很近的界限之间也是如此．”［５０］

但“解析式”定义并未完全销声匿迹．虽然里
奇于１８４７年给出“依赖关系”定义，但他依然持有
解析式的意象；而罗密士则仍然坚持采用“解析
式”定义．
５．３　 关于“依赖关系”定义

“依赖关系”定义几乎未见于１９世纪初期的
数学文献，但较多地出现于１８２０－１８５５年间的微
积分著作中．图３给出了四种表述在不同时段的
分布情况．
早在 １８２２ 年，法 国 数 学 家 傅 立 叶 （Ｊ．

Ｆｏｕｒｉｅｒ，１７６８～１８３０）在《热的解析理论》中给出
如下定义：“函数ｆ（ｘ）代表一系列的值或纵坐标，
它们中的每一个都是任意的．对于无限多个给定
的横坐标ｘ的值，有同样多个纵坐标ｆ（ｘ）的值．
…… 无需假设这些纵坐标满足同一个法则；它们

可以任何方式彼此接续，每一个都好像是单个的
量．”［５１］这个定义完全摆脱了欧拉定义的束缚，已
十分接近现代定义了．但在之后的数十年时间里，
该定义并未对“依赖关系”定义产生影响．

图３　“依赖关系”定义四种表述的频数分布

１８３７年，狄里克雷（Ｌ．Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ，１８０５～
１８５９）给出如下定义：“设ａ、ｂ是两个确定的值，ｘ
是可取ａ、ｂ之间一切值的变量．如果对于每一个
ｘ，有惟一有限的ｙ值与它对应，使得当ｘ从ａ到
ｂ连续变化时，ｙ也逐渐变化，那么ｙ就称为该区
间上ｘ 的一个连续函数．在整个区间上，ｙ无需按
照同一种规律依赖于ｘ，也无需单单考虑能用数
学运算来表示的关系．”［１１］如果去掉“连续”的条
件，该定义与今天的定义并无二致．
到了１８５１年，黎曼（Ｂ．Ｒｉｅｍａｎｎ，１８２６～

１８６６）给出新的定义：“假定ｚ是一个变量，它可以
逐次取所有可能的实数值．若对它的每一个值，都
有不定量ｗ 的惟一的值与之相对应，则称ｗ 为ｚ
的函数．”［１１］这个定义和狄利克雷的定义被公认
为函数的现代定义．
我们看到，这两个定义在相当长的时间内同

样没有对旧定义产生冲击．
６　 中文译名
德摩根《代数学》的权威性、罗密士《解析几

何与微积分基础》（即《代微积拾级》）的通俗性使
得英国传教士伟烈亚力 （Ａ．Ｗｙｌｉｅ，１８１５ ～
１８８７）选择了二书进行翻译；而这两部著作恰好
都采用了函数的“解析式”定义．他和李善兰
（１８１１～１８８２）将“变量”译为“变数”，“包含变数
的表达式”自然就译为“函数”了，其中“函”、“含”
同义．《代数学》卷七中的函数定义译文如下：“凡
式中含天，为天之函数，如甲!天，甲!乙天二 诸式
是也．”［５２］《代微积拾级》卷十中的函数定义译文
如下：“凡此变数中函彼变数，则此为彼之函数．如
直线之式为地 ＝ 甲天!乙，则地为天之函数．又平

圆之式为地 ＝ 味二

⊥

天槡 二，椭圆之式为地 ＝
呷

二呷天

⊥

天槡 二，皆地为天之函数也．”［５３］这便是
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中文数学名词“函数”的由来．
我们可以设想，假如伟烈亚力当初选择了采

用“依赖关系”定义的代数学和微积分著作，那
么，我们今天在课堂上所提到的或许会是“依数”、
“应数”、“关数”、“联数”等等其他名称了！“函数”
一词是１９世纪的不完善定义所导致的译名，在今
天看来，它已不能反映ｆｕｎｃｔｉｏｎ一词的真实涵义
了．这里，我们再一次遇到了“旧瓶装新酒”现象．
７　 结论
通过对１８５５年以前的有关数学文献的考察

和分析，我们可以得到以下结论：
（１）欧拉的“依赖关系”定义并未影响“解析式”

定义的广泛传播．１９世纪中叶以前，英、法、美等国
的百科全书、微积分著作中的函数定义均以欧拉的
两个定义为蓝本，“解析式”定义在１８４０年以前占
统治地位，而在１８４０年以后逐渐退出历史舞台．

（２）１９世纪中叶以前，柯西、傅里叶、狄利克
雷和黎曼相继突破了欧拉定义的局限，但在相当
长时间内，旧定义依然流行，现代定义从诞生到被
普遍接受，经历曲折艰难的过程．

（３）历史上，函数定义在微积分、代数学教材
中表现出“滞后”现象．

（４）中文“函数”名称源于函数的“解析式”定
义，其诞生具有一定的历史偶然性．
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的某个量．使用相同的推理求解方程．例如，重
新排列的欧姆定律Ｖ＝ＩＲ，突出电阻Ｒ的作用．
线索１０　选择三角函数，对周期现象建模；

详细说明三角函数的振幅，频率和中线．
线索１１　建立指数模型ａｂｃｔ＝ｄ，其解答为

对数形式，其中ａ，ｃ，ｄ分别是数，而底数ｂ可
为２，１０，或自然对数的底ｅ，利用技术估计对
数的值．
线索１２　建立表示两个量之间关系的模型，

说明在上述量的情境中，图像与列表所示的关键
特征，对两个量的关系，给予口头阐述．模型的
关键特征包括：图形在坐标轴上的截距，函数在
区间内的增减性，正负性，最大值，最小值，图
像的对称性和函数的周期．
把以上线索按要求分成几类：

①给出建模线索，同时指出建模过程，如线
索４，９，１０；

②给出建模线索，学生要根据实际情况构建
具体的函数关系，如线索１，５，；

③提出建模要求，学生要独立构建线索和关
系，如线索７，８，２，１１；

④提出建模要求，不限定函数的类型，如线
索３，６，１２．
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