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刊首语 

本期封面人物是 19 世纪英国十大数学家之一伊萨克·托德亨特（Isaac Todhunter,  

1820～1884）。 

伊萨克·托德亨特于 1820 年 11 月 23 日出生于英国的苏塞克斯郡拉伊镇。6 岁那年，

父亲去世，家境贫困。坚强的母亲带着四个孩子迁往黑斯廷斯镇，并在那里创办了一所女子

学校。托德亨特最初在黑斯廷斯的一所学校就读，成绩很差，被视为资质愚钝。后转至伦敦

人奥斯汀（J. B. Austin）所办的新校，进步神速。 

中学毕业后，托德亨特去佩卡姆的一所学校任教，晚上则去伦敦大学听课，有幸受教于

他所崇拜的偶像——大数学家德摩根（A. De Morgan, 1806～1871）。受德摩根的影响，托

德亨特对科学史、伦理学和逻辑学产生了浓厚的兴趣。1839 年，他通过伦敦大学的入学考

试，正式成为该校的学生。1842 年获学士学位，同时因成绩优异而荣获奖学金，进一步深

造数学。他的数学老师中除了德摩根，还有数学家西尔维斯特（J. J. Sylvester, 1814～1897）。

1844 年，他获硕士学位，并以第一名的成绩荣获一枚奖章。 

同年，在德摩根的建议下，托德亨特进剑桥大学圣约翰学院学习。他勤奋好学、心无旁

骛，过着隐士般的生活。1848 年，他以数学学位考试甲等第一名的骄人成绩获学士学位，

翌年被选为圣约翰学院的研究员，三年后年再获硕士学位。 

自 1852 年开始的十余年间，他出版了大量的教科书，主要有： 

1. 微分（A Treatise on the Differential Calculus with Numerous Examples, 1852）； 

2. 分析静力学（A Treatise on Analytical Statics, 1853）； 

3. 平面坐标几何（A Treatise on Plane Coordinate Geometry, 1855）； 

4. 积分（A Treatise on the Integral Calculus with Numerous Examples, 1857）； 

5. 代数（A Treatise on Algebra for the Use of Colleges and Schools, 1858）； 

6. 空间解析几何例题集（Examples of Analytic geometry in Three Dimensions, 1858）； 

7. 平面三角学（Plane Trigonometry for the Use of Colleges and Schools, 1859）； 

8. 球面三角学（Spherical Trigonometry for the Use of Colleges and Schools, 1859）； 

9. 圆锥曲线（A Treatise on Conic Sections with Numerous Examples）； 

10. 方程论（An Elementary Treatise on the Theory of Equations, 1861）； 

11. 欧几里得几何原本（The Elements of Euclid for the Use of Schools and Colleges, 



 

 

II 

1862）； 

12. 代数学入门（Algebra for Beginners with Numerous Examples, 1863）。 

        

《微分》扉页                《积分》扉页        《平面坐标几何》扉页 

 

《平面三角学》扉页         《球面三角学》扉页          《几何原本》扉页 

1864 年，托德亨特与一名皇家海军上尉的女儿结婚。为此，托德亨特辞去了圣约翰

学院研究员的职务。他在给未婚妻的信中写道：“你将不会忘记，我确信，我过去一直

是一名研究者，将来也永远是，但是书籍丝毫不会与你构成哪怕是遥远的竞争。”蜜月

旅行中，托德亨特竟随身携带哈密尔顿（W. R. Hamilton, 1805～1865）的《四元数》！ 

离开圣约翰学院后，托德亨特继续出版系列教材，其中有： 

13. 三角学入门（Trigonometry for Beginners with Numerous Examples, 1866）； 

14. 力学入门（Mechanics for Beginners with Numerous Examples, 1867）； 
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15. 测量入门（Mensuration for Beginners with Numerous Examples, 1869）； 

       

   《代数学入门》扉页           《三角学入门》扉页            《测量入门》扉页 

16. 拉普拉斯函数、拉梅函数与贝塞尔函数（A Elementary Treatise on Laplace’s Functions, 

Lame’s Functions and Bessel’s Functions, 1875）； 

17. 自然哲学入门（Natural Philosophy for Beginners, 1877）。 

他的主要数学研究领域是变分法，代表作是： 

18. 变分法研究（Researches in the Calculus of Variations, 1871）。 

1871 年，托德亨特因此书而荣获亚当斯（Adams）奖。 

托德亨特一生中最重要的工作是科学史，先后出版了 

19. 19世纪变分法的历史（A History of the Progress of the Calculus of Variations during the 

19
th

 Century, 1861）； 

20. 概率的数学理论发展史（A History of the Mathematical Theory of Probability from the 

Time of Pascal to that of Laplace, 1865）； 

21. 地球引力与形状的数学理论发展史（A History of Mathematical Theory of Attraction 

and the Figure of the Earth from the Time of Newton to that of Laplace, 2 卷，1873）； 

22. 惠威尔著述记略（William Whewell: an Account of his Writings with Selections from his 

Literary and Scientific Correspondence, 2 卷，1876）， 

23. 弹性理论和材料强度学史（A History of the Theory of Elasticity and of Strength of 

Materials from Galilei to the Present Time，未完稿，由皮尔逊续成，2 卷，1886/1893）。 

托德亨特的学生、数学家罗斯（E. J. Routh, 1831～1907）对曾作过如下评论： 

“读托德亨特的科学史著作，就感觉仿佛有一束明亮的灯光照亮了一门学科。他把每一
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位先哲所遭遇的困难呈现在我们面前，让我们了解这门学科是如何演进的，每一次的发现如

何为这门学科添砖加瓦，一步步达到我们今天的知识水平。” 

1873 年，托德亨特出版了数学教育专著： 

24. 学习之冲突与其他教育论文（The Conflict of Studies and other Essays on Subjects 

Connected with Education）。 

该书讨论了 19 世纪后期剑桥大学本科生数学教育问题，共收集了他的 6 篇论文，分别

是：学习的冲突、竞争性考试、数学的个人学习、学术创新、初等几何和数学学位考试。 

托德亨特是皇家学会会员、皇家天文学会会员、伦敦数学学会会员。 

1880 年夏天，托德亨特感染眼疾，身体每况愈下。1883 年 9 月，他的右臂瘫痪，病情

恶化，1884 年 3 月 1 日溘然长逝。 

托德亨特是一个宁静致远、性格温和、兴趣广泛、风趣幽默、与人为善、从不在背后说

人长短的数学家。他与三教九流都很熟。他是当之无愧的语言大师，懂拉丁语、希腊语、法

语、德语、西班牙语、意大利语、俄语、希伯来语和梵语。他精通哲学。他还是一个成功的

私人教师，培养了泰特（P. G. Tait, 1831～1901）、罗斯在内的著名数学家。他的博学、勤奋

以及对数学的热爱，令学生难忘，是学生的楷模。他的一位名叫史蒂芬（Stephen）的学生

这样描述自己的老师： 

    “他活在纯粹的数学氛围之中：他的那些摆放得整整齐齐、包以棕色纸张的书，无不是

数学书。他三句不离数学。甚至他的严格按学生需求而设计的座椅以及地毯上的图案，似乎

也都散发着数学的气息。我怎么都猜不出，他积累各种信息、知道所有事件，究竟是怎样的

一个神秘过程。很可能，他是通过皮肤上的毛孔来吸收这些信息的吧！更难以想象的是，他

究竟是怎样写出那么多出色的数学教科书的。很可能，在他的密室，他是在一个学生离开和

另一个学生到达之间的空隙里写作的。” 

无论是在伦敦大学还是在剑桥大学，学生时代的托德亨特一直都是学霸。然而，对于考

试，托德亨特却有着理性的认识：“我们并不能通过考试来创造学问和天才；我们无法确定

能否发现他们；我们所能探知的仅仅是通过考试的能力而已。”与我们今天常说的“学霸”

不同，托德亨特不是为分数、不是为了功利、而是因为内心的喜爱去学数学，所以才有日后

的非凡成就。 
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教材研究 

美英早期数学教科书中的极限概念及其启示 

任芬芳 1，2 汪晓勤 3 

（1.华东师范大学数学系，上海，200241；2.浙江师范大学行知学院，浙江金华，321004； 

3. 华东师范大学教师教育学院, 上海, 200062） 

1 引言 

17 世纪，牛顿、莱布尼茨创立了微积分，但牛顿发表的微积分论文由于不严密而受到

质疑。直到 18 世纪柯西创立极限理论，才为微积分打下坚实的基础，完善了微积分。没有

极限，微积分岌岌可危。若对极限没有深刻的认识，也就不可能透彻地了解微积分的本质，

因此，极限理论的学习是微积分学习的重要环节，而极限概念（尤其是它的分析定义）的教

学则是微积分教学的难点之一。 

极限概念教学的最大困难不仅在于它的丰富性和复杂性，还在于单纯从数学定义中产生

认知方面的困难程度，从而产生认知障碍。认知障碍可分成如下三种类型：因学生个人发展

产生的遗传和心理障碍、因教学和教师的特点产生的教学障碍、因数学概念本身的性质产生

的认识论障碍。[1] 极限概念占据了微积分的核心位置且贯穿于整个微积分，连续、导数、

微分及积分等定义都建立在极限概念的基础之上，极限概念特有的认识论障碍将会带来一系

列的问题。 

著名数学家和数学史家克莱因（M. Kline, 1908～1992）曾指出：“每一位中学和大学数

学教师都应该知道数学史；有许多理由，但最重要的一条理由或许是：数学史是教学的指南。”

[2]
 研究概念的历史、确定其发展缓慢和产生困难的时期有助于指明认识论障碍的存在。[1] 对

产生于 18 世纪的极限概念来说，19、20 世纪曾经使用的数学教科书能很好地体现其发生、

发展的规律。为了能够更好地进行极限理论的教学，围绕极限概念这个主题，以极限的描述

性定义为主要研究对象，笔者对美国、英国 20 世纪中叶前出版的数学教科书进行了考察，

                                                        
上海市教育科学研究项目“中小学数学课程的有效设计”之子课题“中小学数学教科书中数学文化素材的

案例设计”(项目号：D1508) 的部分研究成果；浙江省 2014 年高等学校访问学者专业发展项目“HPM 视

角下的微积分教学研究”（项目编号：FX2014008）。 
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试图回答以下问题：93 种教科书有哪些极限定义？怎样演变？其特征能否体现人们对极限

概念理解的历史相似性？  

2 研究对象 

我们总共选取了 20 世纪中叶之前出版的 93 种美、英数学教科书。其中 25 种为代数教

科书，68 种为几何教科书。若以十年为一段，图 1 给出了各教科书的时间分布情况。 

 

图 1 93 种教科书的时间分布 

在 93 种教科书中，极限概念散见于各种不同知识点的章节中，并没有很明确的归属。 

就 25 种代数教科书而言，所在章节大致可以分为“零与无穷”、“级数与极限”、“变量

与极限”、“函数与极限”、“极限”及“线性方程”六类，详见表 1。 

表 1 极限概念在 25 种代数教科书中的章节分布 

所在章节 零与无穷 级数与极限 变量与极限 函数与极限 极限 线性方程 

教科书数量 4 3 11 1 5 1 

很明显，“变量与极限”这一章节所占比例最高，为 44%；在所在章节的标题中出现“极

限”的教科书共计 20 种，占 80%，但极限内容单独成章的教科书仅有 5 种。 

而就 68 种几何教科书而言，所在章节大致可以分为“圆与圆的测量”、“比与比例”、“极

限理论”、“量”、“多面体、圆柱、锥体”及“附录”六类，详见表 2。 

表 2 极限概念在 68 种几何教科书中的章节分布 

所在章节 圆与圆的测量 比与比例 极限理论 量 多面体、圆柱、锥体 附录 

教科书数量 47 7 4 3 1 6 

显然“圆与圆的测量”所占比例最高，为 69%，远高于第二位的“比与比例”；而极限

内容单独成章的教科书仅有 4 种，占 5.9%。 
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93 种教科书中极限单独成章的并不多，共 24 种，仅占 25.8%。 

统观 93 种教科书中的极限概念，其呈现方式分为五种：直接给出定义，先给引例再给

定义，先给定义再给例子，引例、定义、例子三者皆有，只有描述没有定义。 

 

图 2  极限概念在 93 种教科书中呈现方式分布 

如图 2 所示，先给定义再给例子的方式所占比例最高，为 68.8%；仅给出定义的教科书

所占比例也不少，占 16%。 

3 极限定义的类型 

3.1 分类 

统计发现，93 种教科书给出的极限定义主要可分成三类：第一类是动态的描述，“变量

越来越接近或趋近常量”，本文称为“动态定义”；第二类则是静态的描述，“变量与常量的

差”，本文称为“静态定义”；第三类则把两者结合起来使用，在一个定义中既有“趋近”也

有“差”，本文称为“动静结合定义”。此外，其中两种教科书并未给出明确的定义，只是用

引导性的描述语言阐述“极限概念”。 

表 3 列举了 93 种教科书中所出现的三类定义的典型形式，其中动态定义 5 个、静态定

义 5 个、动静结合定义 7 个。 

表 3  93 种教科书中出现的极限定义的典型形式 

类型 定义 

动态

定义 

一个量按照一定的规律接近某个确定的量，如果第一个量可以无限接近但不能达到

第二个量，那么第二个量(不变的量)称为第一个量（变量）的极限。 

变量的极限是一个可以无限接近但取不到的常量。 

如果一个变量增加或减少时可以无限接近某个确定的常数，那么该常数称为变量的

极限。 

9 

15 

64 

3 2 
引例+定义 

定义 

定义+举例 

引例+定义+举例 

无定义 
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当一个变量变化时，它的值可能趋近某个常数。如果这个变量能无限接近，但不能

完全等于这个常数，该常数被称为该变量的极限。 

当 x 接近定值 a ，且 x a 任意小时， ( )f x 无限接近定值 l ，那么 l 称为当 x 趋近 a 时

( )f x 的极限。 

静态

定义 

当变量的值用一系列确定的区间测量并持续进行时，与给定常数的差小于任意给定

的量，无论多小，但不能完全等于这个常数，这个常数称为变量的极限，称变量无

限接近它的极限。 

变量的极限是一个常量，它们的差可以小于任意给定的量(无论多么小)，但不为零。 

变量越来越接近给定的常数时取得一系列值，只需足够的步数就能使变量和常数之

间的差小于任意给定的数，无论多小，常数称为变量的极限，称变量无限接近它的

极限。 

变量 x 按一个给定的无穷序列改变，如果差a x 保持小于每个给定的正数，那么 x

被称为接近极限 a 。 

假定常数 a 和变量 x 在 x 变化时满足 a x 保持小于任意给定数  0d d  ，那么称

x 趋近极限 a 。 

动静

结合

定义 

当一个变量无限接近某个定量时，它们的差可以小于任意给定的量，该常数称为变

量的极限。 

变量的极限是一个可以无限接近但取不到的常量，它们的差可以小于任意给定的量。 

变量越来越接近一个常数并取连续的值，以至于变量与常数的差可以小于任意给定

的数，这个常数称为变量的极限。 

变量与一个给定常数的差可以尽可能小但不等于零，变量称为趋近作为极限的常数，

该常数称为变量的极限。 

变量接近一个常数，它们的差可以保持小于任意预先给定的定值，无论多小，则该

常数称为变量的极限。 

变量 x 越来越接近一个常数 a ，x 与 a 的差保持小于任意给定的量，那么a 称为 x 的

极限。 

如果变量 x 的值越来越接近某个常数 a ，那么它们差的绝对值将保持小于任意给定

的正数，那么常数 a 称为变量 x 的极限。 
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下面给出“没有明确定义”的“极限概念”： 

（1）提问什么是变量、常量。 

（2）给出例①：点 x 在线段 AB 上移动，第一秒到达 AB 中点，第二秒到达剩下一半

的中点，第三秒到达剩下四分之一的中点，……。随后提出三个问题：产生了哪两个不同的

距离；距离 Ax 接近哪个距离，何时达到；距离 Bx接近哪个距离，何时达到。例②：将分

数
1

3
改写成一位小数、两位小数、三位小数、……。随后提问：每次改写对小数的值有什

么影响，接近多少；每次改写对
1

3
与小数的差有什么影响，接近多少。 

（3）提问什么是变量的极限、上极限、下极限。 

（4）变量可以与它的极限接近到什么程度。 

（5）继续举例：①一个长方形的短边连续变化，问哪些边是变量，极限是多少；角是

变量吗，极限是多少；面积受到什么影响，极限是多少？为什么逐渐减小的边不能变成零？

②圆内接正多边形（如正方形或等边三角形），二等分每段弧，并连接成弦，得到两倍边数

的内接正多边形，类似地得到四倍、八倍、……边数的圆内接正多边形，问变量的最终形式

与极限。 

（6）提及有时变量不能无限接近极限，如上述圆内接多边形的例子倒过来。 

上述提问并没有给出答案，也没有给出具体定义，只是引导学生慢慢了解什么是“变量

的极限”。但毫无疑问，这个过程蕴含了极限定义。 

3.2 分布 

三类定义的总数基本持平，个别教科书出现两类定义，其中动态定义 27 个，静态定义

34 个，动静结合定义 36 个。图 3 是三类定义的具体时间分布，以十年为分布单位。 

如图 3 所示，93 种教科书的极限概念开始于动态定义，结束于静态定义。前后各 20 年 

 

图 3 三类定义的时间分布 
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的教科书数量较少，重点考察中间 30 年，即 1890-1919。有一个很明显的现象：1890-1899

这十年动态定义多于其它两种定义，1900-1909 这十年三种定义差不多，而 1910-1919 这十

年动态定义少于其它两种定义。 

显然，三类定义既有纯文字的“描述性定义”，也有字母、符号表示的“形式化定义”。

图 4 呈现的是这些教科书中极限定义的演变过程，图 5 是这些定义的数量分布。 

 

图 4 极限定义的演变 

 

图 5 极限定义的数量分布 

第一个动态定义出现在 1872 年，出自塔班（E. T. Tappan, 1824～1888）的《平面与立体

几何》[6]，是描述性定义。1904 年出现形式化定义，即：当 x 接近定值 a，且 x a 任意小

时， ( )f x 无限接近定值 l，那么 l 称为当 x 趋近 a 时 ( )f x 的极限。该定义出自查尔斯·史

密斯（C. Smith,1844～1916）的《初等代数》[20]，是全部动态定义中惟一一个形式化定义。 

第一个静态定义出现在 1885 年，出自温特沃斯（G. A. Wentworth, 1835～1906）的《平

面与立体几何基础》[9]，是描述性定义。1904 年出现形式化定义，即：变量 x 按一个给定的

无穷序列改变，如果差a x 保持小于每个给定的正数，那么 x 被称为接近极限 a，出自范

（H. B. Fine, 1858～1928）的《范氏大代数》[19]。1909 年出现了含有“差的绝对值”的形式

化定义，即：假定常数 a 和变量 x 在 x 变化时满足 a x 保持小于任意给定数  0d d  ，

那么称 x 趋近极限 a，出自里茨（H. L. Rietz, 1875～1943）与克雷索恩（A. R. Crathorne, 1873～

1946）的《大代数》[22]。静态定义中共有五个形式化定义，其中两个使用“ a x ”，三个
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使用“ a x ”或等价形式。这些形式化定义均出现在代数教科书中，但没有必然规律。 

而第一个动静结合定义出现在 1880 年，出自布拉德伯里（W. F. Bradbury, 1829～1914）

的《初等几何》[7]，也是描述性定义，比第一个静态定义早五年。1899 年出现形式化定义，

即变量 x 越来越接近一个常数 a，x 与 a 的差保持小于任意给定的量，那么 a 称为 x 的极限，

出自比曼（W. W. Beman, 1850～1922）的《新平面与立体几何》[15]。动静结合定义中共有 5

个形式化定义，其中 2 个出现在代数教科书中，3 个出现在几何教科书中；且与前面两类不

同，首次出现形式化定义是在几何教科书中。 

综上，描述性定义贯穿整个考察年代，而形式化定义虽有出现，却寥寥无几。 

3.3 释例 

由于极限概念难以理解，绝大多数教科书都给出了具体的例子对极限定义加以阐释，根

据这些例子的特征将其分成四类。 

3.3.1“一尺之棰”型 

即：动点 x 沿着线段 AB 从点 A 往点 B 运动，首先到达 AB 的中点C ，再到达CB的中

点 D ，然后到达 DB的中点 E ，……。在这个运动过程中，动点 x 所经过的距离 Ax 趋近于

线段的长度 AB ，即线段长度 AB 就是距离 Ax 的极限。 

这类例子出现在绝大多数教科书中，与中国古代《庄子∙天下篇》中的“一尺之棰，日

取其半，万世不竭”有异曲同工之妙，不论哪一类定义都可以使用。上述形式常用于阐释动

态定义或动静结合定义。 

而教科书中出现的这类例子还有两种形式： 

（1）给出一个数列 1，
1

2
，

1

4
，

1

8
，…，该数列的和

1 1 1
1

2 4 8
    趋近于 2，则

数列和的极限为 2；这种形式常用于阐释静态定义。 

（2）将一个长方形二等分，其中之一再二等分，再取其一二等分，……。依次类推，

小长方形的面积依次是原长方形面积的
1

2
，

1

4
，

1

8
，

1

16
，…，可以小于任意所给定的常数。

这种形式出现较少，用于阐释几何教科书中动态定义。 
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3.3.2“无限小数”型 

即：可化为无限小数的分数或无理数取近似值。如将
1

3
依次取近似值得到数列

0.3,0.33,0.333,0.3333, 。该数列各项的值趋近
1

3
，那么

1

3
就是该数列的极限；并指出

1

3

与每项的差有什么变化，强调“变量与极限的差”有何特点。 

这类例子主要用于阐释静态定义，强化“差”的内涵，又如
4

9
、

1
1 2

3
与 等。 

3.3.3“圆的度量”型 

首先指出圆内接（外切）正多边形（如正方形或等边三角形）将圆分成若干等弧，二等

分每段弧，并连接弦，得到两倍边数的内接正多边形；重复这个过程，依次得到四倍、八倍……

边数的内接（外切）正多边形。紧接着问产生了哪些变量，这些变量的极限是多少。如圆周

长、圆面积、圆半径分别是圆内接（外切）多边形周长、面积、边心距的极限，等。 

这类例子主要用于阐释在与圆相关的章节中出现的极限定义，以动静结合定义为主；既

有正多边形“接近”圆的过程，也有相应两个量的“差”可以小于任意给定的量。 

3.3.4“几何元素”型 

主要有以下几种情况： 

（1）长方形的短边连续变化，问边、角、面积的极限分别是多少？并提出一个很关键

的问题：“为什么逐渐减小的边不能变成零？”  

（2）增大等腰三角形的两腰长，则两底角不断增大，趋近直角，但是不能取到直角，

这个过程中两底角的极限是直角； 

（3）增大直角三角形的其中一条直角边，则其对应的角不断增大，趋近直角，但是不

能取到直角，这个过程中该锐角的极限当然也是直角。 

这类例子主要用于阐释动态定义，涉及几何图形（圆除外）的元素，出现在几何教科书

中，强调“动”的过程。 

显然，四类例子与定义类型有一定的相关性。如“一尺之棰”型可静可动，不同的形式

对应不同的定义类型。 

此外，这四类例子均符合定义中的“变量与常量不能相等”这一点，或许是人们认为“变
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量不能等于极限”的原因之一。 

4 讨论 

4.1 数学家给出的极限定义 

数学家们曾经给出如下的极限定义： 

1655 年，英国数学家沃里斯（J. Wallis, 1616～1703）在《无穷小算术》中提出了函数

极限的算术概念：它是被函数逼近的数，使得这个数和函数之间的差能够小于任一指定的数，

并且当过程无限地继续下去，差最终将消失。[26]
 

1735 年，英国数学家罗宾斯（B. Robins, 1707～1751）在《论伊萨克·牛顿爵士的流数

法以及最初比与最终比方法的本质与可靠性》一书中这样定义极限：当一个变量能以任意接

近程度逼近一最终的量（虽然永不能绝对等于它），我们定义这个最终的量为极限。[27] 

1821 年，法国数学家柯西（A. L. Cauchy, 1789～1857）在《分析教程》中写道：当一

个变量逐次所取的值无限趋近一个定值，最终使变量的值和该定值之差要多小就有多小，这

个定值就叫做所有其它值的极限。[28] 

约 1860 年，德国数学家魏尔斯特拉斯（K. W. T. Weierstrass, 1815～1897）认为上述定

义不够明确而给出了现在所使用的定义：如果给定任何一个正数 ，都存在一个正数 ，使

得对于区间
o

x x   内的所有 x 都有  f x L   ，则说  f x 在 0x x 处有极限 L 。[28] 

可以发现，这四个的极限定义包括了动态、静态及动静结合定义；先有描述性定义，再

有形式化定义；从有记载的极限定义演变为静态形式化定义跨越了两百多年，如图 6 所示。

 

图 6 数学家的极限定义 

罗宾斯给出的定义强调了变量与其极限不能相等，有 38.7%的教科书的定义也体现了这

一点；创立了极限理论的柯西所给出的极限定义是动态描述性定义；97 个定义中只有 11 个

形式化定义，但与维尔斯特拉斯的定义相比还是有所欠缺的。 

很明显，93 种教科书中的极限定义的演变体现了极限理解的历史相似性。 
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4.2 极限概念的认识论障碍 

极限概念在历史上有四大认识论障碍[1]：（1）数形未能结合；（2）无穷大和无穷小的概

念；（3）极限概念的定义形式；（4）极限能否取到？下面结合教科书中的极限概念对这四大

认识论障碍进行分析。 

（1）早期教科书所用的阐释定义的例子基本上是“路归路，桥归桥”，几何教科书用几

何例子，代数教科书用代数例子。即使代数教科书的定义用几何例子来阐释，也没有将其转

换成代数形式，基本没有实现“数形结合”。 

究其缘由，或是因为把相应的几何例子代数化并不容易，且用描述性语言来说明定义更

容易让学习者接受。 

（2）动态定义一般用“越来越接近”或“趋近”这类词来表示变化过程，只有两个定

义例外，一个用“足够的步数”、而另一个定义用“无穷多个连续的值”。而静态定义一般用

“无论多小”或“小于任意给定的量”来表示变量与其极限的差。说明早期教科书避免出现

“无穷大”和“无穷小”的概念。 

（3）从极限定义形式的演变来看，总共三类 97 个定义中，描述性定义占有绝对优势，

且贯穿始终。形式化定义首次出现在 1899 年，在考察的这些定义中出现较早，但其后处于

弱势，随机出现，总共只有 11 个。68 种几何教科书总共只有 3 个形式化定义，而代数教科

书 1903 年才出现形式化定义，但稍晚的代数教科书基本上都采用了形式化定义。 

（4）93 种教科书中最早出现的极限定义强调“变量不能达到常量”，即变量不能等于

极限，共有 36 种教科书提及，占 38.7%。这点随着时间的推移慢慢弱化、定义中不再要求，

但阐释定义仍然是“不能相等”的例子，容易产生误解。 

因此，93 种教科书中呈现的极限定义特征及其释例体现了人们对极限概念认识的历史

相似性。 

5 结论与启示 

综上所述，早期教科书中的极限定义可以分成动态定义、静态定义、动静结合定义三类。

这三类定义在数量上相差不大。这些定义以描述性定义为主，贯穿始终；形式化定义为辅，

零星点缀。整体来看，93 种教科书中呈现的极限定义特征体现了人们对极限概念理解的历

史相似性。 

基于以上分析得到如下启示。 
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（1）对教科书编写的启示 

M·克莱因认为：微积分入门不应涉及 -  语言，这种严格的语言属于高等微积分。[29]

在他编写的《微积分》中很好地体现了这一点。对于高中生来说，思维还处于初等数学思维

的水平。93 种教科书中有部分是大学的教科书，给出的也是描述性定义，并未给出极限的

形式化定义，因此教科书编写时给出的极限概念可以相对弱化“形式”，抽象程度也可以相

应降低，如“ -  ”或“ -N ”定义可以不放入教科书或放入阅读材料。 

（2）对教学要求的启示 

从极限思想的萌芽到极限理论的建立经历了数千年，那么多伟大的数学家对极限尚不能

很快融会贯通，对学生当然也不能操之过急。93 种教科书中出现的极限定义不完善的地方，

如“变量与极限的差小于任意给定的常数”、“变量不能等于它的极限”、没有涉及“某一变

化过程”等，其实也是学生学习极限概念时容易出现的错误。了解了这些教科书中的极限定

义以后，也就知道学生出现的这些错误是很正常的。在了解学生认知发展规律的前提下，在

教学中对这些地方需要特别关注。 

（3）对教学设计的启示 

教科书的定义呈现方式中有示例（包括引例和举例）的占 84%，而极限定义的理解又

是一个难点，所以不论教科书中采用何种形式，在教学设计时可以采用“引例+定义+举例”

的形式。引例可以帮助学生对极限有一个初步的了解，形成概念雏形；随后给出极限定义，

帮助学生对极限有一个统筹的观点，并与自己形成的概念雏形加以比较；而后举例说明，帮

助学生理解极限定义、并修正自己的概念雏形，最终将极限定义内化。 

英国数学家德摩根（A. De Morgan, 1806～1871）强调数学教学中的历史次序，认为教

师在教代数时，不应该一下子把新符号都解释给学生，而应该让学生按历史顺序去学习符号。

[3] 虽然早期教科书中的极限概念还不是很完善，但笔者以为正是这种不完善，才更符合人

们的认知过程，据此可以确定学生对极限概念理解的认识论障碍。从极限思想的初步萌芽，

到柯西初步创立极限理论，再到数学教科书的出版，历经数千年的时间，仍然没有 、 的

影子，那么要让学生们短短数十分钟掌握“ -  ”语言并不是一件容易的事情。美英早期

数学教科书是一面镜子，从中折射出人们理解极限概念的困难，据此我们完全可以预测、并

深刻理解今日课堂上学生的学习困难。 
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实证研究 

高一学生关于平面概念的意象
 

沈中宇 1
 沈金兴 2

 

（1.华东师范大学数学系, 上海, 200241; 2.浙江省桐乡市凤鸣高级中学, 桐乡, 314500） 

1 引言 

“平面”是高中数学立体几何中学生正式接触到的第一个抽象概念。人教版《数学 2》

（必修）从生活情境引入平面，并利用生活中的实例引出平面的性质，这样的设计突出了平

面的生活气息，但从生活中的平面抽象到数学中的平面，学生在对平面的进一步认识上存在

障碍[1]。在教学中，受希尔伯特几何公理体系的影响，平面概念是作为不加定义的原始概念

出现的。于是，教师通常忽视此概念的教学以及学生的原有认识[2]。 

实际上，数学教育家早就认识到，人的头脑并不是一个单纯的逻辑实体，其内部复杂运

行方式与单纯的数学逻辑不同，因此，我们必须区分正式定义的数学概念和它们在我们认知

过程中所持有的形式。基于此原因，20 世纪 80 年代初，D. Tall 和 S. Vinner 区分了概念定

义和概念意象，概念意象是与某个概念相关的整个认知结构[3]。概念意象包括关于这个概念

的心理图像（概念的视觉表征和符号等）和与这个概念相关的性质。概念意象建立在个体的

所有经历之上，随时间而变化，了解学生的概念意象对我们非常重要，因为它不仅可以让我

们更好地了解学生，同时对我们的教学也有促进作用[4]。 

为了深入了解学生对平面概念所持的原有观念，克服学生学习平面的障碍，更好地进行

教学，我们需要回答一下问题：未学过“平面”的学生对此概念持有什么样的意象？由此我

们可以得到什么教学启示？ 

2 研究方法 

2.1 样本的选取 

问卷调查的对象来自于一所普通高中的高一学生共 260 名。他们刚从初中升入高中不到

一个月，对高中数学知识还知之不多，基本上停留在初中所学的数学内容，故学生的头脑中

                                                        
上海市教育科学研究重大项目 “中小学数学教科书的有效设计”子课题“中小学数学教科书中数学文化

素材的案例设计”(项目号：D1508) 系列论文之一。 
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还没有三维空间的立体感，只有二维的平面几何印象，很适合于了解学生关于立体几何中的

基本概念“平面”的原始意象。 

在这 260 名学生中再抽取 5 人进一步访谈，按照性别划分，则男生 3 人，女生 2 人。按

照学习成绩划分则优秀 2 人，良好 2 人，中等 1 人。 

2.2 研究工具 

问卷调查的测试题为：当你看到“平面”这两个字时，你会想到什么？把你想到的写在

下面的横线上（已经画好 6 条横线），有多少写多少，不够的可自行添加横线。 

访谈的问题为“你写的这个内容是怎么想到？”，主要目的就是进一步了解学生内心的

真实想法。 

2.3 问卷调查与访谈的实施 

问卷测试安排在自修课上进行，且全部有效回收。访谈安排在测试之后的一周进行，此

时已统计好了所有学生的回答，并已分类。所以根据回答类型，分别选择了不同程度的学生。

先让他们回忆当时的回答，再进行询问，对访谈进行全程录音并进行转录，以供继续研究。 

3 测试结果 

3.1 问卷调查的结果 

学生共给出了 1110 条回答，人均 4.27 条，其中最少的写出 0 条，最多的则写出了 8 条。

这些回答可以分为以下 7 类：生活类、旧有知识类（简称旧知类）、图形类、物理属性类（简

称物属类）、几何属性类（简称几属类）、关系类和想象类。 

其中生活类是与生活中学生所遇到的平面原型相关的回答，旧知类是指与学生之前学

过的数学知识相关的回答，图形类为与平面图形相关的回答，物属类是与生活中平面原型所

具有的一些物理特征相关的回答，几属类是与平面的几何属性相关的回答，关系类是和平面

与点、线、面和空间之间关系相关的回答，想象类是与平面概念距离较远的一些回答，图 1

给出各类意象出现频率的分布情况。 

每位学生所持意象的丰富程度不同，最少的没有给出，最多的则给出了 6 类，平均每

人写出 2.83 类，图 2 给出了各类别数的分布情况。 

接下来对每类的具体情况进行描述。 
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                           图 1 不同回答类型的频率分布  

 

                            图 2 各种类别的分布情况 

3.1.1 生活类 

生活类所占的频数是最多的，有 313 条（占 28.20%）。此类为生活中学生所遇到的平面

原型，主要包含以下几种情况。 

日常生活中常见的带有平面特征的物体（频数为 216）：“桌面”、“地板”、“墙壁”、

“地面”、“纸面”、“玻璃”、“黑板”、“平板电脑”等。 

带有平面特征的自然景观（频数为 73）：“海平面”、“河面”、“湖面”等。 

比较特殊的例子（频数为 24）：“银河系”、“动画”、“物体的某个面”、“物体与

地面的接触面”、“图案”等。 

3.1.2 旧知类 

旧知类是所占频数第二多的类别，有 244 条（占 21.98%）。此类为学生之前学过的与平

面相关的数学知识，可以分为平面几何的知识和代数的知识两大部分。 

平面几何知识（频数为 153），其中占的比较多的回答是与平面相关的“点”、“线”以及平
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面几何中关于点和线的相关命题（频数为 66）。如“平面上两条直线与第三条直线平行，则

这两条直线平面”、“过一点只有一条直线与另一条直线平行”等。其余还包括由平面的

“平”字联想到的“平角”、“平行线”、“平面图”等，其中一个面为平面的立体几何图

形如“立方体”、“多面体”等。其余还有“立体几何”、“三维空间”、“几何作图”等。 

代数知识（频数为 91），其中所占较多的回答是“平面直角坐标系”，其次是由此联想

到的“抛物线图象”、“函数图象”、“数轴”、“坐标轴”等。 

3.1.3 图形类 

    图形类所占的频数也比较多，有 168 条（占 15.14%），此类中有直接回答为“平面图形”

（频数为 81），也有写特殊的平面图形（频数为 86）如“圆”、“三角形”、“长方形”等，

还有直接画出平面图形（频数为 1）的，如直接画个长方形在横线上。 

3.1.4 物属类 

物属类有 78 条（占 7.03%），在此类中，学生写出生活中平面原型所具有的一些物理特

征。可以将其分为关于“平”的特征、关于“大小”的特征、关于“厚薄”的特征，每类的

具体表现如下。 

关于“平”的特征（频数为 57）：“不能弯曲”、“没有弧度”、“平的”、“水平的

面”、“光滑的面”、“没有起伏”、“扁平”等。 

关于“大小”的特征（频数为 7）：“很广”、“很大”、“无边际”、“任意方向”等。 

关于“厚薄”的特征（频数为 14）：“极薄”、“侧面看是一条线”等。 

3.1.5 几属类 

    几何属性类有 158 条（占 14.23%），此类中，学生对平面的几何属性进行了一定的抽象

刻画。可以将这些刻画分为 4 类，第一类是关于平面宏观几何性质的刻画，第二类是平面微

观几何性质的刻画，第三类是对平面抽象性质的刻画、第四类是一些对平面性质的错误刻画。 

关于平面宏观几何性质（28 条），这类性质包括平面的运动以及平面的上位概念，具体

表现有：“旋转”、“平移”、“位置”、“一个面”、“表面”等。 

关于平面微观几何性质（10 条），这类性质包括对平面构成的刻画，具体表现有：“由

点组成”、“以点概面”、“点、线构成”等。 

关于对平面抽象性质的刻画（110 条），包括了对平面无限延展性和无厚度两个特性上的认
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识，具体表现有：“二维”、“没有厚度”、 “非立体”、“没有长度”、“可延伸”等。 

关于对平面性质的错误刻画（10 条），主要是没有对平面无限延展性这一特性的正确认

识，具体表现有：“只有长和宽的面”、“封闭图形”、“限定范围”、“面积”、“不含

点线”等。 

3.1.6 关系类 

    关系类有 63 条（占 5.68%），主要是对平面与点、线、面和空间之间关系的描述与刻画。

主要可以分为 2 类，第一类是对点、线、面之间的空间状态的描述，第二类是平面与点、线、

面之间性质的描述。 

对点、线、面之间的空间状态的描述（41 条）包括：“平面与空间”、“同一空间”、

“多个平面组成的空间”、“正方体的各面”、“平面与平面平行”、“平面与平面垂直”、

“垂直于平面”、“直线与平面”、“平面与平面相交”等。 

对平面与点、线、面之间性质的描述（22 条）包括：“在同一平面上”、“不在同一

平面上”、“确定一个平面”、“平行的线在同一平面上”、“同一平面上的直线相交或平

行”、“直线所在的平面”等。 

3.1.7 想象类 

想象类有 86 条（占 7.75%），主要是对平面一些上层思考，或者与平面概念距离遥远通

过想象得到的一些图像。主要可以分为 3 类，第一类是对平面的上层思考，第二类是与平面

基本无关的图像，第三类是与平面的物理属性联想到的性质。 

关于平面的上层思考（21 条），具体表现有：“只是一个概念”、“什么是平面”、“平

面从何而来”、“没有真正意义的平面”、“抽象”、“数学”。 

与平面字面相关（56 条），具体表现有：“平面游戏”、“平面模特”、“平面设计”、

“分布”、“想象”、“空白”、“单调”、“乏味”、“数学题”、“三体”、“面条”等。 

对平面物理属性的联想（9 条），具体表现有：“镜面反射”、“视线的范围”、“平

抛的物体运动轨迹是抛物线”等。 

3.2 访谈的结果 

通过访谈，进一步了解到了学生心中的真实想法。对学生心中的“平面”意象原型归纳，

主要来自于以下五类。第 I 类意象原型来自文字直观，如学生说：“因为有‘平面’这两个
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字，所以让我想到了平面直角坐标系、平面图形”等。第 II 类意象原型来自生活中类平面

的物体，如桌面、墙面、黑板面，地面等，学生说：“这些都是我的生活中随时可见到的象

平面的物体”。可见学生的实物意象也不是空穴来风，而是与学生密切相关的生活原型，因

此学生整天生活着的空间：教室里的各种类平面物体就成了学生写得最多的。第 III 类意象

原型来自兴趣爱好，如有一男生写了“魔方的一面”，问他怎么想到的，该生回答：“我喜欢

玩魔方，就自然想到了”；再如一女生，她写了“平面模特、平面设计”，问她时说：“前面

两个字‘平面’是由题中‘平面’两字想到的，后面的‘模特、设计’是因为平时自己喜欢

看服装设计类的杂志，爱好这方面而想到的”。第 IV 类意象原型来自数学中的抽象，如“没

有立体的画面”、“正方形”、“正文体的一个面”、“由线成面”等，当问到是何原因想到这些

时，学生回答：“以前数学中学到的一些象平面的东西”。第 V 类意象原型来自其他学科中

的抽象，如“镜面反射”、“平坦的光滑面”等，学生说“平面无厚度，无凹凸，让人想到物

理中的光滑面”。 

访谈中表现出来的学生对平面意象的原型，完全依赖于学生各自体验到的客观物体或学

过的学科知识经验，它的表征形式也与个人经历息息相关，包括学生的兴趣特长和爱好，同

时也验证了辨证唯物主义中的哲学观点：“物质决定意识，意识是客观事物的主观反映”。所

有这些也为平面教学带来某些启示。 

4 结果分析 

4.1 学生对平面认识的初步分析 

从以上结果可以发现，生活类、旧知类和图形类是学生持有最多的前三个意象，占到总

条数的 65.32%，因此可以看出学生对于平面概念的意象主要有两个来源，一方面来自于生

活实践，对应的是生活类。另一方面来源于之前所学的数学知识，对应的是旧知类和图形类。

其中生活类中出现最多的还是学生日常生活中接触到的物体，旧知类中出现较多的是平面几

何中的知识。图形类则说明了学生对于平面的心理图形基本上是一些具体的图形。通过访谈

部分学生，得知学生填写最多的是这三个意象是由于受到了“平面”这两个字以及日常生活

的启发，而物属类、几属类、关系类则主要来源于学生的抽象思维。 

物理属性类中出现最多的是学生对于平面中“平”的特征的描述，说明这一特征在学生

心目中主要体现在生活中出现的各种与“平”相关的语言中，如平坦、没有起伏等。 

几何属性也是学生中出现较多的一种回答，其中学生对于平面属性认识比较清楚的是它

没有厚薄的特性，“二维”这个词出现的比较频繁，说明学生对于平面没有厚度这一特性认
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识的比较准备，而对于另一个无限延展的属性，认识到的学生则相对较少，甚至出现了平面

具有大小、封闭图形等错误的认识，这可能受到了学生之前将平面对应为具体图形的影响。 

对于关系类的描述相对较少，其中比较多的体现在学生将平面与空间进行对比，将平面

作为立体图形的一个面上，这也与学生之前学过的一些简单几何体有关。 

想象类的描述则出乎意料的相对较多，说明高中生也具有一定的想象能力，对于没有学

过平面概念的学生，他们的答案并不一定是常规的，其中值得注意的是，有一部分同学对于

平面概念具有一些元认知的属性，能思考平面到底是什么，平面从何而来等具有哲学意义上

的问题。 

4.2 学生对平面概念的历史相似性 

平面的概念在历史上经过了漫长的发展，早在公元前 5 世纪，古希腊哲学家巴门尼德

（Parmenides）对平面概念就已作过刻画[5]，在这之后，欧几里得（Euclid, 前 3 世纪）、古

希腊数学家海伦（Heron, 约公元 1 世纪）、英国数学家辛松（R. Simson, 1687～1768）、法国

数学家傅里叶（B. J. Fourier, 1768～1830）、德国数学家莱布尼兹（G. W. Leibniz, 1646～

1710）、德国数学家希尔伯特（D. Hilbert, 1862～1943）等都对平面概念作过刻画。 

巴门尼德将平面定义为“一个二维对象、直的表面”，欧几里得将平面定义为“与其上

直线一样平放着的面”，海伦将平面定义为“平面是具有以下性质的面，它向四周无限延伸，

平面上的直线都与之相合，且若一条直线上有两点与之相合，则整条直线在任意位置与之相

合。”，辛松的定义与海伦的类似，傅里叶对平面的定义为“平面由经过直线上一点且与直

线垂直的所有直线构成”，莱布尼兹将平面看成“平面是与两点等距离的点的集合”，希尔

伯特将平面作为不加定义的量。 

已有研究表明，非数学专业的毕业生，如社会学家、小学老师等工作人员对平面的理解

具有历史相似性[6]，如下表所示，根据本次测试来看，发现了未学过平面概念的学生对平面

的概念意象与历史上这些数学家想法也非常相似，具有显著的历史相似性。 

表 1 学生对“平面”概念的历史相似性 

学生对“平面”的概念意象 历史上数学家的想法 

二维（几属类）、表面（几属类）、平的

（物属类） 

一个二维对象、直的表面（巴门尼德） 

直线所在的平面（关系类） 与其上直线一样平放着的面（欧几里得） 

可延伸（几属类） 平面是具有以下性质的面，它向四周无限延伸
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（海伦、辛松） 

由点组成（几属类） 平面是与两点等距离的点的集合（莱布尼兹） 

点线构成（几属类） 平面由经过直线上一点且与直线垂直的所有

直线构成（傅里叶） 

没有真正意义上的平面（想象类） 不加定义的量（希尔伯特） 

4.3 学生对平面概念的认知发展水平 

从学生的平面概念意象可见，抽象程度和处理相关线索的能力有鲜明的层次性，因此，

可以利用 SOLO 分类法[7]将学生对平面概念的认知划分为五个水平：前结构水平、单一结构

水平、多元结构水平、关联结构水平和拓展的抽象水平，前结构水平指学习者被情景中的无

关方面所迷惑和误导，为以前所学的无关知识所困扰，对应的是想象类中很多无关的想象以

及旧知类中以前所学的无关知识。单一结构水平指的是学生关注主题或问题，但只使用一个

相关的线索，对应的是生活类、物属类和图形类，学生提取的线索分别为生活情境、物理属

性和图形表征。多元结构水平指的是学生使用多个线索，却不能觉察到这些线索之间的联系，

对应的是几属类，在此类中学生觉察到了一些相关的特征，如二维、点线构成等，但还较为

零散，缺乏有机整合的能力。关联水平指的是学生能将线索编入总体框架中，对应的是关系

类，此类中，学生已经可以系统的思考点、线、面与平面之间的位置关系，具有一定的整体

结构。拓展的抽象水平代表一种更高水平的学习能力，代表学生有更强的钻研精神和创造意

识，对应想象类中的关于平面的上层思考，这一类中学生认识到平面是一个概念、平面在现

实生活中并不存在，概括考虑了新的和更抽象的特征。据此，可以将学生对平面的七类概念

意象根据不同的抽象水平对应如下。 

表 2 学生对“平面”概念的认知水平与概念意象的对应 

平面概念的认知水平 学生的概念意象 

前结构水平 与平面基本无关的图像（想象类）、对平面物理属性的联想（想

象类）、旧知类 

单一结构水平 生活类、物属类、图形类 

多元结构水平 几属类 

关联结构水平 关系类 

拓展的抽象水平 关于平面的上层思考（想象类） 

实际上这五个层次的划分和平面概念的历史发展也是类似的，人类认识平面也是从生活



 

 

22 

中的具体实物以及具体图形出发，巴门尼德、欧几里得等将平面概念的“没有厚度”、“无

限延展性”等核心性质突出出来，达到了较高的认知水平，经过历史的发展，最后由希尔伯

特建立几何公理体系，从而将平面作为不加定义的量，用公理即各概念之间关系进行刻画，

平面概念的抽象程度得到了的进一步提升。 

将上述五个认知水平由低到高依次对应于水平 0、水平 1、水平 2、水平 3 和水平 4，并

记为 L0，L1，L2，L3，L4。表 3 给出了各水平的分布情况。 

表 3 学生关于平面的认知水平 

认知水平 L0 L1 L2 L3 L4 

频  数 309 559 158 63 21 

频  率 27.84% 50.36% 14.23% 5.68% 1.89% 

用 ( 0,1,2,3,4)in i  表示各水平的频数，相应的权重 ( 0,1,2,3,4)id i  依次为 0，1，2，

3，4，则运用公式 

( , 0,1,2,3,4)
i i

i
i

i

n d

d n n i
n

  


  

计算得到学生的平均认知水平为 1.03d  ，基本处于单一结构水平，这表明，高一学生对于

平面的认知水平处于中等偏下，也说明学生经过 9 年的数学知识，已具备了一定的思维水平，

但其立体几何认知水平存在很大的上升空间。 

5 结论与启示 

以上我们可以看到，在学生学习平面概念之前，高中生关于平面的概念意象可分为生活、

旧知、图形、物属类、几属类、关系和想象 7 类，每位学生平均持有的意象为 2.83 类，学

生基本能写出 3 类及以上的意象。学生的概念意象基本来源于生活与之前的教学，从某种意

义上看，可以发现其中的历史相似性比较突出，而且基本可以将这些意象按照 SOLO 分类

法分为几个认知水平，这与历史上平面概念的发展阶段也是类似的，并且高一学生对平面概

念的认知水平中等偏下，因此我们可以得到的教学启示有以下几个方面。 

首先，在学习平面概念之前，学生在生活以及之前的学习中接触了很多平面的原型，所

以平面概念的教学可以建立在生活以及旧有知识的基础上进行，但也需要注意的是生活中形

成的一些观念对平面概念的进一步学习具有阻碍作用，其中尤其要注意的是学生容易将生活

中平面原型具有面积、固定范围这一特点迁移到学习中，阻碍平面无限延展性的学习。在引
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入生活实例的时候可以让学生提取其中的关键属性如“平”、“很薄”、“很广”，为之后

进一步的抽象做准备，也可以让学生从学过的一些简单立体图形中体会平面的概念。 

其次，由于学生对平面概念的意象具有丰富的历史相似性，所以可以考虑融入数学史的

角度进行教学，将学生的理解与历史上数学家的思想相对应，可以让学生感受到概念的由来，

知道一个概念不是凭空掉下来在教科书中出现的，而是经过几千年的演化而来，同时也增强

了学生的数学自信，他们的想法与历史上数学家的想法一致。 

最后，荷兰的著名数学教育家弗赖登塔尔说过：“与其让学生学习公理体系，不如让学

生学习公理化……一句话，与其让学生学习数学，不如让学生学习数学化” [8]。从学生关于

平面概念的意象中我们可以看到学生不同层次的认知水平，这也是对平面概念进行数学化的

过程，从中也可以感受到了与平面概念历史发展惊人的相似，故可在已有的数学认知基础上

安排教学，这就给我们的教学设计提供了参考，可以对平面概念的历史发展阶段进行重构，

融入到我们的教学过程中，注重学生的自主探究和数学化的过程，从而真正实现学生对平面

概念的深入理解，同时也获得宝贵的数学活动经验与能力。 
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专业发展 

HPM 案例驱动下的小学数学教师专业发展 

——以“角的初步认识”为例 

岳增成 

（华东师范大学数学系, 上海, 200241） 

1 引 言 

自 1972 年成立以来，因其在学生身上逐渐体现出来的知识之谐、方法之美、探究之乐、

能力之助、文化之魅、德育之效等教育价值，HPM（History and Pedagogy of Mathematics）

受到了越来越多的人的关注，也为越来越多的国家所认可，因此，数学史作为教育理念、

作为课程素材已出现在中小学课程标准和各年级教科书当中。然而，数学史在一线教学中

还存在“知不易、行更难”的窘境，因此，其教育理念不能通过对期望课程、期望实施课

程的设计，经由实施课程，在学生身上体现出来。这些问题的出现，与课程的主要实施者

——教师的数学史素养偏低密切相关，[1]很多研究者已经意识到了这一点，并着手于 HPM

与数学教师专业发展关系的研究，比如李国强、蒲淑萍、吴骏、王科等运用行动研究、实

验研究、设计研究等方法对 HPM 与中学数学教师的专业发展进行了系统研究，证实了 HPM

对中学数学教师专业成长的促进所用，[2-4]汪晓勤、吴骏、洪万生、苏意雯等通过个案研究，

得到了相同的结论。[5-8]
 可见，HPM 能够促进中学数学教师的专业发展。但 HPM 与小学

数学教师的专业发展关系如何？特别地，HPM 案例开发对小学数学教师产生怎样的影响？

后者是前者的基础，同时也就是本研究要解决的问题。  

2 研究方法 

本研究的对象（以下简称 L）是一名小学数学教师，2013 年毕业于上海某工程类大学

工科专业，工作 3 年有余，目前正在攻读在职教育硕士。读书期间，没有修读过与数学史

有关的任何课程，只是听过几次有关数学史的讲座，对于讲座内容已没有印象。 

“角的初步认识”是沪教版二年级第二学期的内容。在案例开发过程中共收集到了 9

个不同的教学设计，根据其出现的前后顺序将其分为了三类：基础设计（下文简称 BD），

即没有将数学史融入的常规设计，数量为 1；试教前教学设计（下文简称 TTD），即从尝试

将数学史融入教学设计开始到第一次试教前出现的教学设计，数量为 3；正式上课教学设
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计（下文简称 FTD），即从试教开始到正式上课前，修改完善供正式上课时使用的设计，

数量为 5。录制了 3 次试教、1 次展示课总计 4 节课的视频，同时对第一次试教后的研讨进

行了录音，对正式上课后的研讨进行了录像，在授课结束后结合整节课的设计、教学对 L

进行了长达 1 个小时的访谈，并且保留了课例开发过程中的 QQ、微信等交流信息作为辅

助材料。 

2.1 教学设计分析框架 

教学设计是把学习与教学原理转化成对于教学材料、活动、信息资源和评价的规划这

一系统的、反思性的过程，[9]因此对同一教师同一主题下不同版本教学设计的分析将有助

于厘清教师教材把握、活动设计、资源使用、评价观念等的变化。鉴于此，本研究将对 L

不同版本教学设计的主要内容进行梳理：结合“角的初步认识”这一主题的教学内容，将

从教学目标、课堂内容、数学史的运用三个方面进行分析，其中课堂内容的分析将按照教

学环节进行，数学史的运用方式除了附加式、复制式、顺应式、重构式[10]一种分类方法外，

还根据学生能否感受到数学史的存在将其分为隐性运用、显现呈现两种方式。在此基础上，

主要结合对 L 的访谈，梳理出每一部分设计发生变化的原因。 

2.2 教师转变分析模型 

本研究将考察 L 在开课前后的变化，这在一定程度上反映出了 L 的专业发展。数学教

师的专业发展包括知识、信念、能力等方面。其中，教师的知识可以用美国数学教育家鲍

尔提出的 MKT 理论来刻画。所谓 MKT 指的是“完成数学教学工作所需要的数学知识” 

[11]，其组成成分如图 1 所示。 

3 教学设计分析 

3.1 教学目标 

在 FTD 中，L 从三维目标的角度设置了如下教学目标设定为：（1）能够辨认直角、锐

角和钝角；（2）知道角的大小只与它两边张开的程度有关，而与所画出的（部分）边的长短

无关；（3）根据学生对角的理解中存在的历史相似性原理，从角的质、量、关系等视角理解

角及其大小；（4）经历角的生成及大小比较的重构过程，形成积极的情感体验。但在 BD 中， 
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图 1 数学教师 MKT 的结构 

只有（1）（2），在 TTD 中，除了（1）（2）外，还有一条与（3）相近，即根据学生对角的

理解中存在的历史相似性，从角质的视角理解角的大小以及认识钝角、直角和锐角，但这条

目标的设定存在一定的问题，因为角的大小是从量的角度来理解的，显然不是从质的角度出

发。 

从教学目标的设计来看，L 经历了从一维（知识与技能）、到二维（知识与技能、过程

与方法）、再到三维的过程，可见 L 对教学目标的定位正在发生着转变，正如 L 所言： 

教学目标的定位是结果导向的，如果真的是看中小朋友对知识的理解和思维的发展的

话，那肯定是给他一些探究的机会好，但是如果我看中的是知识，马上就考试了，我要这个

结果，这个成绩的话，我肯定就不给他们探究机会，直接告诉他们定理是什么。 

但是我是很偏向小朋友有一个很高的思维水平，因为他的思维活动慢慢锻炼上去的话，

那些结果肯定不是重要的事情，因为早晚他会知道结果的。 

而且 L 能较好地将数学史的运用与目标定位进行了结合，比如目标（3）（4）中体现出了运

用数学史的历史相似性原理与将数学史融入数学教学的重构方式，而意图则是引导学生像古

人一样从质、量、关系三个方面认识角，获得积极地情感体验。 

3.2 教学内容 

表 2 给出了各教学环节的内容安排。 

导入环节的设置以复习旧知、引出新知为目的，与 BD 相比，TTD、FTD 更强调学生

已有的生活经验与主观感受，但与 TTD 相比，FTD 更有利于学生回忆起已有的角的定义，

这也正如第一次试教后，Z 教师（L 所在学校的数学教研组长）提到的： 

引入时，没有出现已经学过的角的定义，忽略了学生的认知起点。 

教学内容知识学科内容知识

内容与课程
      知识
  （KCC）

内容与教学
      知识
  （KCT）

内容与学生
      知识
  （KCS）

专门内容
    知识
（SCK）水平内容

    知识
（HCK）

一般内容
    知识
（CCK）
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表 2 教学过程各环节的内容设计 

 基础设计 试教前教学设计 正式上课教学设计 

导入环节 从构成杨浦大桥的角

中揭示课题，复习以

学的角、直角 

生活中的角，画一个

角，并形容它（试图让

学生从质、量、关系进

行描述） 

生活中的角，画一个角

（学生已有角的定义），

并形容它（试图让学生从

质、量、关系进行描述） 

角的大小比

较 

教师直接给出了三类

角的大小关系 

借用“鸟妈妈喂鸟宝

宝，谁的嘴巴张开的

大，先喂谁”，引出角

的大小比较；学生给出

喂鸟宝宝的顺序后，再

利用直接法探究比较

角大小的方法。 

借用“鸟妈妈喂鸟宝宝，

谁的嘴巴张开的大，先喂

谁”，引出角的大小比较；

学生给出喂鸟宝宝的顺

序后，再利用直接法、间

接法探究验证角的大小

比较的方法。 

钝角、锐角的

定义 

学生画角，并对所画

的角进行分类；学生

用活动角来表示锐

角、直角、钝角，并

闭上眼睛感受角，用

手比划角 

对鸟宝宝的嘴巴形成

的角进行分类，引导学

生给出锐角、钝角的定

义，并让学生探究为什

么叫锐角、钝角 

对鸟宝宝的嘴巴形成的

角进行分类，引导学生给

出锐角、钝角的定义，并

让学生探究为什么叫锐

角、钝角 

在角的大小比较环节，从无情境下直接给出三类角的大小顺序，到学生对鸟宝宝张开

的嘴巴大小感性认识及对感性认识的直接比较的探究验证，到最后学生对鸟宝宝张开的嘴

巴大小感性认识及对感性认识的直接、间接比较的探究验证可以看出，教学设计发生了较

大的改变，其原因与数学史的融入有密切的关系，“如果没有数学史，我会引导学生直接与

直角进行比较”，因为教材与教学参考用书中没有角的大小的直接比较，所以“平时的上课

就是按照教参的建议，运用直角三角板间接的进行比较，而且我会突出强调利用直角三角

板这件事”：这说明了数学史为 L 的教学带来了启示，特别是探究活动的设计，同时暴露

了 L 设计教学时，参考资源的局限性。 

在锐角、钝角定义环节，由于 L，包括上面提到的 Z 教师不了解为什么叫锐角、钝角，

“我不确认，为什么会这样说呢，因为对于它们为什么叫钝角，为什么叫锐角，我不是很

在意，说实话我不懂，但是我想让他们记住为什么叫钝角，为什么叫锐角，我不想让他们

搞混了”，因此在 BD 中 L 试图让学生操作活动角、闭上眼睛来想象角、用手比划角来达到

理解角、厘清角的目的，而了解了相关数学史后，L 觉得小朋友能自己给出答案，因此改

为学生自己探究，增加了学生解决问题与自我表达的机会。 
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表 3 教学过程各环节的内容设计 

 基础设计 试教前教学设计 正式上课教学设计 

课

堂

练

习 

1）找出滑梯中的角，并

对这些角进行归类；2）

在给出了 6 个图形中，

先判断是不是角，再对

角进行归类；3）三是找

出美术简笔画题材中的

角，并进行分类。 

借用鸟窝所在的树

上树杈形成的 5 个

角，让学生对角进

行分类。 

呈现了 8 个角，其中一对用来作为

角的大小性质探究中使用，一个与

直角很相近的锐角，一个与直角很

相近的钝角，用来巩固角的大小比

较。 

角

的

大

小

的

性

质 

两把一样的三角尺，一

把大的三角尺与一把小

的三角尺 

借用鸟妈妈、鸟宝

宝嘴巴形成的角张

开程度一样但边长

不一样来探究角的

大小的性质 

利用练习中两个张开程度一样但边

长不一样的角来探究角的大小的性

质，并让学生回答自己提到的“黑

板上的角那么大，我手上的角这么

小，怎样去比较”的问题 

动

态

角

的

定

义 

无 

在一个由定点出发

很多角角构成静态

图中，让学生找出

在哪些角当中 

先从一个锐角出发，让其一边绕顶

点旋转形成直角、钝角，直至形成

平角，让学生描述角的变化过程，

并找出 在哪些角当中。 

小

结 

今天这节课你有什么收

获？（没有预设学生的

回答） 

今天这节课你有什

么收获？（没有预

设学生的回答） 

这节课你学到了什么？预设了学生

的回答，并总结道“小朋友们你们

知道吗？在这节课里小朋友们和古

代一些伟大的数学家一样，能从多

个角度认识了角，并用自己的语言

描述一个角，甚至研究了锐角钝角

名称的由来，真的是太了不起了。” 

结合本节课的教学目标，TTD、FTD 中练习题的设置包括角的分类与大小比较，但 BD

中的 3 个练习仅是找出图形中存在的角，并进行分类；对于 TTD 到 FTD 设计上的改变，L

说： 
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刚开始的时候设计了五个角，这五个角的边长的长度，开口方向差不多都是一样的，

学生很容易就分辨出来了，而且没有什么难度，然后角的大小与角的两边长短无关，与张

开程度有关这部分，单独拿出了两个角来进行比较，但是讨论中有老师提出干脆就从这些

角中拿出两个角进行比较，那就更有连接性，连贯性，然后就进行了调整，第一次还加了

一个平角，很希望把平角也隐在里面，然后告诉小朋友平角不属于直角、钝角、锐角，然

而试教中却发现学生很容易将平角混淆，小朋友毕竟是不认识平角的，他们看到后就认为

这是一条直线，他们认为它不是一个角，而且就整堂课而言，解释平角会花很长时间，因

此还是把它舍弃了，但是最后在动态图中出现了平角，让小学生在动态的过程中知道它有

一个平的过程，它是一个角，其实那并不是一个重点，它只是形成一下。 

在角的大小的性质环节，FTD 是 BD、TTD 的结合体，因为试教过程中，在比较角的大

小环节，有的学生提出了“大鸟的嘴是大，但是大鸟和小鸟的嘴张成的角一样大”“我的三

角板这么小，怎样去量那么的角”，所以将这些作为生成性资源融入到了最终的教学设计中。

动态角对小学初中阶段的学生而言是一个难点，因此有必要提前渗透角的动态定义，让学生

有一个粗浅的认识，因此在 TTD、FTD 中试图将动态角融入其中，但在试教的过程中发现，

在静态图形中达到这一结果是不可能的，具体见 3.3，因此有了最终的设计。 

在小结部分，BD、TTD 都没有预设学生的回答，而教师很自然地认为学生会从知识、

技能的角度来回答问题，学生也确实是这样回答的，事实上，由于在教学中显性地融入了数

学史，具体见 3.3，因此有必要从三维目标的另外两个角度来总结这节课的内容，当然学生

不一定能自己总结出来，所以教师应提供适当的帮助。 

3.3. 数学史的使用 

对于角，不同历史时期的数学家会有不同的看法，但概括起来主要包括质、量和关系

三种模式，而且学生对角的大小的理解也无外乎这三种模式，对4-7年级的学生的调查发现，

受教学的影响，前两种模式占主导地位，但即使受教学的影响，学生的理解仍存在一定的历

史相似性。[12]基于学生认识角过程中存在的历史相似性，在TTD和FTD中都运用了重构的方

式，即借鉴或重构知识的发生、发展历史，其中TTD中没有显性地运用数学史，而在FTD中，

L考虑到增强学生学习数学的信心，拉近学生与古人的距离，以及小学二年级学生的接受程

度，显性地融入了三处数学史，一处在角的大小比较之后，教师总结到“你们知道吗？有很

多的数学家在比较角的大小的时候也是用了刚才小朋友们你们想到的方法，不仅想到了和直

角比大小来区分角的大小，也发现在比角的时候，要将两个角的顶点和一条边分别重合，看

另一边，哪个角叉开得大，哪个角就大。”一处在探究了为什么叫锐角、钝角之后，教师总

结到“你们说的非常好，想法和古代一些伟大的数学家一样，他们也是因为小于直角的角尖

尖的，很锐利所以称它们为锐角，因为大于直角的角不锋利，所以称它们为钝角。看来大家
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都有成为数学家的潜力啊。”还有一处在总结中，具体见表3。 

4 L 教师的转变 

4.1 知识 

教好数学需要哪些类型的数学知识？Morris等人认为MKT概念的提出为这一问题提供

了最好的答案。[13]因此，通过课后L教师MKT构成与之前所具备知识的对比，将有利于梳理

出L知识的变化。 

通过图1已经知道，MKT有6部分组成。其中CCK是指除教学外，在其他背景下也使用

的数学知识和技能，它为大众所熟知，包括角的分类，角的大小比较等，它属于基础知识、

基本技能范畴，因此L的CCK在案例开发过程中没有发生改变。KCT是指对如何教授的了解

和对数学的了解相结合的知识，包括如何组织、安排教学活动来解决下述的KCS，这在3.2,3.3

中已进行了论述。 

KCS是对学生的了解和对数学的了解相结合的知识，本节课的KCS主要是学生对角的认

识与古代数学家对角的认识相似，即学生也可以像古代数学家那样，从质、量、关系三个方

面认识角，主要包括学生可以从量的角度定义锐角、钝角，能够从质的方面猜测出锐角、钝

角名称由来的猜测，尽管书本上没有角的直接比较，但学生能够利用直接、间接方法比较角

的大小，学生在认识角的大小的性质与角的动态定义时存在一定的困难。在进行数学史融入

的教学设计前，除了学生对角的定义的认识外，L不能很好地把握学生的认知基础，这与L

自身SCK的欠缺有着密切地联系，在阅读了已有研究成果后，特别是文献[12]，L对历史相

似性有了一定的了解，KCS有了质的提高，一方面她意识到了学生与古代数学家对某些知识

的认识存在相似性，这为教学设计提供了依据，另一方面学生所犯的错误，历史上一些伟大

的数学家也曾犯过，因此当学生犯错误时，她的包容心增强了，耐心增加了，她学会了从学

生的角度思考问题： 

I：也就是你这样设计是有依据的？ 

L：不是，就是小朋友有一个探究的结果，这些结果是有依据的。本来我总觉得他们的

结果是奇思妙想、天马行空的，哎你们怎么这么想呢，我无法理解他们的想法，但事实上，

他们的这些想法是有依据的，因为它有历史相似性的依据，这对我来说是最大的印象，对我

影响最大。 

I：也就是从设计的角度来讲，你从历史相似性出发，你对为什么这样设计有了一定的

了解？ 

L：是的。第一，让我们觉得小朋友的探究结果是有依据的，就是数学史让教师有一种
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承载力去承载小朋友的探究，而不是你的探究不对，你要往这里探究。当我对数学史的理解

更多了，那我包容的就更大了，包容的就更多了，更能理解学生为什么有这样的想法，它为

什么有这样一些思维，它为什么有这样的结果，都是有数学史的依据的；第二，是让学生的

想法在历史中有一个相似点，第三个在课堂设计中是让看似没有联系的设计更加有逻辑性，

看似很松散的设计，让他们找到一种关联， 与逻辑的产生联系在一起，这种逻辑不仅仅是

说我要完成这个课例，从更长远看这个知识点的达成，比如说这个知识的形成，更长远指的

是这个知识点的前和后，这个知识它是从哪里来的，这个知识到后来又形成一个怎么样的知

识，就是到哪里去，这个是更长远的。 

表4呈现了SCK、HCK、KCC的具体内涵及与本案例相关的内容、课例开发前后的变化

及相关证据。从表中可以看出，通过课例开发，L与本案例相关的SCK、HCK、KCC已趋向

完善，但是相较于HCK，尽管L不能从将射线与角的定义结合起来，L与其它内容相关SCK、

KCC还是十分的欠缺，她无法回答出任何一个有关其它主题的SCK，对数学史知识的认识停

留在“缺乏将HPM 思想运用于课堂的数学史知识，材料‘无米之炊’的层次”[14]。 

表4 L课例前后SCK、HCK、KCC的变化 

MKT

成分 

具体内涵及与本案例

相关的内容 
开课前L的情况 

开课后L的情

况 
相关证据 

SCK 

教学所特有的数学知

识和技能，包括角的

质、量、关系三个方

面，特别是锐角、钝

角名称的由来（质），

角的大小比较的直接

方法（量），角的动态

定义（关系）等 

L和Z不知道锐角、

钝角名称的由来，

由于课本中没有角

的大小比较的直接

方法，L不知道可

以用直接的方法比

较角的大小，也不

知道从关系的角度

来认识角 

L掌握了与“角”

相关的SCK，但

其 他 主 题 的

SCK，L知之甚

少 

I（我）：你知道小数为什么不是很小的数，为

什么三角形不叫三边形吗？ 

L：不知道 

I：斐波那契是谁？ 

L：不知道 

I：无理数是什么？ 

L：无限不循环小数 

HCK 

对整个数学课程中数

学主题之间的联系的

了解，与“角”相关的

HCK包括特殊角的认

识、三角形的分类、

角的动态定义等 

L的知识系统是

碎片化的，不能将

本节课要学习的

内容与前后内容

进行联系 

比较深刻地认

识了三角形的

分类，角的动态

定义，但是不能

较好地认识特

殊角 

I:学生会不会对书上的定义名称很感兴趣，想

知道为什么会是这个名字，比如钝角和锐角？ 

L：……之后我教三角形的时候，因为有一部分是

四边形，不是有几条边几个角组成的图形叫几边形

嘛，……其实我也很好奇他为什么不叫三边形，而

叫三角形。对于钝角三角形、锐角三角形其实也是

很好的，我也不知道它为什么叫钝角三角形、锐角

三角形。课堂设计时，就是让他们自己去探索一下，

给他们一个表格，让他们填一下三角形的三角可以

是什么，……那钝角三角形，也就是一个钝角两个

锐角，那怎么起名字呢？然后就乱了……我就告诉

小朋友这很好，那我们来看他们的不同点…… 

KCC 
对课程大纲、课程标

准有关要求以及有关

不能从三维的角

度设计教学目标，

能较好地从三维

的角度设计教学

I:在开发案例的过程中，你遇到了哪些问题？ 

L:我会知道向 I 要什么东西，但我不知道这个
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教学材料的了解，包

括教学目标、重难点

的设计，以及数学史

材料、数学史授课经

验等的来源等 

特别是设计与数

学史相关的目标

时存在一定的问

题，不能找到与教

学内容相关的数

学史料，没有数学

史融入课堂教学

的经验 

目标，与数学史

相关的教学目标

定位较为准确，

但仍然找不到与

教学内容相关的

数学史料，有了

数学史融入数学

教学的经验 

东西有什么用 

L:那就是说首先你没有数学史这方面的材料

了？ 

L:是的，没有 

I:第二也就是给你材料了，你不会看？ 

L:是的不会看，看了我不懂，我懂了不知道用 

4.2 信念 

数学教师的信念是指教师在教育教学中所形成的对相关教育现象，特别是对数学以及

自己的教学能力和所教学生的主体性认识，它影响着教师的教育实践和学生的身心发展，

它包括数学信念、数学教学信念和数学学习信念。[15] 

数学史融入“角的初步认识”的教学后，L 的数学信念、数学教学信念、数学学习信念

以及数学史信念发生改变。就数学信念、教学信念而言，L 之前持有绝对主义的观点： 

数学是一门非常理性且具有逻辑性的学科，因此在教学中也要具有理性和逻辑性，最

好不要让数学教学产生任何的情感，而要以严谨、科学的态度对待数学。 

但在课例结束后，她有了新的看法， 

我觉得这节课给了我们很多启示，要带着一种感受在课堂上，这种感受不是说我不需

要严谨、逻辑，而是从我的主观看，我对这个角是怎么理解，怎么感受的 

就数学学习而言，她更了解学生这一学习主体。正如上文所言，她在认识到历史相似

性的存在后，意识到学生犯错误是一件正常的事情，因此更加包容学生，更能从学生的角

度思考问题，设计教学活动。 

就数学史信念而言，L 不再视数学史为可有可无的课堂点缀， 

（数学史）是有趣的东西，（内容包括）数学家是怎样了解数学的，怎样发现数学的，

怎样用到常识当中的，如果上课真的要用到数学史的话，那就是把它当作一个故事，一个

有趣的故事，然后学生觉得这么有趣的一件事情，没有想到要让课程一定与数学史产生化

学作用，上课一定要用数学史。我觉得它是一个可有可无的东西，有，可以让小朋友觉得

有意思，没有，也不影响我上课 

而将数学史看作小学数学教学不可或缺的组成部分， 

在研究这个课的时候，慢慢觉得数学史一定要用在这个课堂当中，体现在整个课堂当

中我在讲知识点时，不是单独讲一个知识点，而是讲这个知识点在整个历史当中，或是在

以后有什么作用。这给了我最大的帮助，……如果让我讲的话，我可能从教材的这样一个

角度去处理，但是和团队谈论后，我发现其实它有多种多样的定义，然后把这些定义在课
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堂中体现出来的话，或者在课堂中一点一点渗透出来的话，其实给小朋友撒了很多网，给

他们想象和理解这个点，有更多的方向，就是让我觉得要把眼界放得更高点 

L 高度评价了数学史对探究活动设计的重要性，她认为一方面数学史为学生带来了大

量的探究机会，另一方面因为历史相似性原理的存在，数学探究的有了设计的依据，而有

设计依据的探究活动会更有深度。此外，L 意识到了 HPM 的案例开发并不是一件容易的事， 

就是你未必有那个基础，如果你不是完整的了解那段（历史），你想把它用处来，其实

你是没有那个能力的。逻辑思维不够，常识不够，你的理解力也不够，就没有办法用出来。                                                        

但她并不惧怕困难， 

I：有机会，你还会继续上这样的课吗？ 

L：当然会了，但是我还是喜欢探究为主的课，因为我特别喜欢与小朋友的思维产生

碰撞，因为他们的想法真的是千奇百怪，特别好玩 

5 结论 

通过对“角的初步认识”不同阶段教学设计的分析发现，L 教师的目标定位更为准确，

能将数学史与教学目标进行有机结合；在内容设计的过程中，能根据历史相似性将历史上数

学家对角认识的质、量、关系三个方面隐性地融入到教学活动当中，让学生感悟角相关知识

发展的和谐，同时为了促进学生的德育发展，将数学史显性地融入到了不同的教学环节，特

别地，从量的角度设置了角的大小比较及角的大小的性质两个探究活动，让学生一方面沉浸

在解决问题的过程中，另一方面体验到了问题解决带来的喜悦。 

通过案例开发，L 对数学的看法由绝对主义观转变为了动态观，对数学史的看法也发生

了正向的转变，数学史不再是可有可无的点缀，它是数学教学不可或缺的重要组成部分，特

别是通过将数学史融入探究活动，不仅增加课堂的深度，更促进了学生对内容的理解。但从

知识转变的角度看，尽管对“角的初步认识”这节课的相关知识有了较为深刻的认识，比如

KCT，L 通过多次教学设计的改进，无论是在活动设计方面，还是在数学史的使用方面都发

生了明显的改善，但是仍存在着一些问题，特别是在 SCK 与 KCC 方面，这表明 HPM 案例

开发能对教师信念、与案例相关的知识转变产生一系列的正向影响，但对于需要长期积累的

SCK 与 KCC 的影响不是太大。 

这就启示我们可以通过两种路径的有机结合来利用 HPM 促进小学数学教师的专业发

展：一是将 HPM 案例开发常态化，通过案例开发的任务驱动、在 HPM 学术共同体的帮助

下促进教师 MKT 知识的累积、信念的转变、能力的提升；二是教师自身一方面需要通过大

量阅读来增加数学史知识储备，对数学知识做到知其然也只其所以然，另一方面提升自身教
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育取向数学史的研究能力，积累数学史与教学内容契合的经验，在不断尝试、探索中实现知

识积累、信念转变、能力提升的目的。 
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教学实践 

平面直角坐标系：从一维到二维的过渡
 

岳 秋  张德荣 

（上海市武宁中学, 上海 200040） 

在沪教版初中数学教材中，该内容出现于七年级第二学期第十五章第一节。在此之前，

学生已经学习了数轴的知识。根据“数轴上的点与实数是一一对应的关系”，教材让学生猜

想平面上的点与实数之间的关系。这种设计的优势是可以让学生快速掌握如何写出平面内点

的坐标，但未顾及学生在从一维到二维转变过程中的认知困难，不能让学生深刻理解引入有

序实数对的必要性，进而也不能让学生深刻理解为什么平面内的点和有序实数对是一一对应

的关系。 

有鉴于此，我们尝试从 HPM 的视角，将古代数学家创建直角坐标系的过程重现于课堂，

引领学生经历笛卡儿发明平面直角坐标系的过程。拟定的教学目标如下： 

（1）理解平面直角坐标系的有关概念，知道平面内的每一点都有唯一的有序实数对与

它对应； 

（2）会根据直角坐标系内点的位置写出它的坐标，体会数形结合的数学思想； 

（3）重构平面直角坐标系的发生、发展历史，引发学生思维碰撞，培养学生的探索精

神，并感受探索的乐趣，感悟数学文化之魅。 

1 坐标系的历史概述 

坐标系的历史可以归结为三个阶段。第一阶段是单轴的建立。费马（P. de Fermat, 1601～

1665）和笛卡儿（R. Descartes, 1596～1650）通过坐标系，建立二元代数方程与几何曲线之

间的关系。费马的侧重点是研究方程的曲线；则笛卡儿的侧重点是研究曲线的方程，两者分

别是解析几何的两个基本方面。费马和笛卡儿只用了横轴，而未使用纵轴，纵坐标是斜的，

横坐标和纵坐标都局限于正数范围[1][2]。 

第二阶段是负坐标的引入。1655 年，17 世纪英国数学家沃利斯（J. Wallis, 1616～1703）

对坐标系作了进一步的探索，有意识地引进负的横、纵坐标，这使得解析几何所考虑的曲线

                                                        
上海市教育科学研究项目“中小学数学课程的有效设计”之子课题“中小学数学教科书中数学文化素材的

案例设计”(项目号：D1508) 系列教学案例之一。 
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范围扩展到了整个平面[1]。 

第三阶段是平面直角坐标系的建立。这是经过几何学家在长期使用中不断演变，不断使

之更方便、合理，并且在此基础上定义了“坐标”、“横坐标”、“纵坐标”等相关术语[2]。 

坐标系的创建，在代数和几何之间架起了一座桥梁。它使得几何问题可以用代数的方法

来描述，代数问题可以借助几何图形来解决，由此形成了数形结合的思想方法。 

2 教学设计与实施 

2.1 设计问题情境，引发认知冲突 

由于学生已经学习了数轴，所以我们就从数轴入手，运用笛卡儿发明坐标系的历史故事

来设计教学情境，并把需要解决的数学问题融入到故事中。 

师：笛卡儿是 17 世纪法国著名哲学家和数学家，他对现代数学的发展做出了重要的贡

献。1619 年，笛卡儿所在军队的军营驻扎在多瑙河旁。11 月的一天，他因病躺在了床上，

无所事事的他又想起了那个折磨他很久的问题——如何将平面上的点和我们的数联系在一

起。天花板上，一只小小的苍蝇慢慢地爬动。笛卡儿想：如果我把苍蝇看成一个点，那么我

怎么用数来表示下列苍蝇的位置呢？ 

问1：如果这只苍蝇向右爬了5cm，我们怎么用数来表示它的位置？如果向右爬3cm呢？ 

问2：如果这只苍蝇向左爬了5cm，我们怎么用数来表示它的位置？如果向左爬3cm呢？ 

问3：如果这只苍蝇向上爬了5cm，我们怎么用数来表示它的位置？如果向下爬3cm呢？ 

问 4：如果这只苍蝇先向右爬 3cm，再向上爬 5cm，那么我们怎样表示它的位置？ 

2.2 经历问题探索，架设数形桥梁 

问题 1 和 2 是在一维的层面上，学生很容易用数轴的知识来回答这两个问题。然而问题

3 是一个过渡性的问题，设计意图是让学生意识到平面是二维的。问题 4 是真正引起学生认

知冲突的问题，此问题也是本节课的难点，解决了此问题，学生就能真正理解为什么要用“实

数对”来表示平面内的点。 

关于问题 3，生 1 回答：“我觉得还是 5 ，因为把数轴竖起来画的话，把向上看作正方

向，可以分别用 5 和 3 来表示。”关于问题 4，我们安排了学生进行小组讨论。以下是小

组讨论之后的教学片段。 
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片段 1 

生：用 8 来表示，因为向右爬 3cm，用 3 来表示，向上爬 5cm 用 5 来表示，所以加在

一起，用 8 来表示。 

师：那么如果苍蝇先向右爬 4cm，再向上爬 4cm，那你怎么表示？ 

生：还是 8。 

师：不同的位置，但是你却用一样的数来表示，同学们觉得这样可行吗？ 

生：不可行。 

片段 2 

生：用 3 来表示，因为是先向右爬了 3cm，然后向上爬了 5cm，然而向上爬的 5cm 是

与数轴垂直的关系，是垂直于 3 的，所以用 3 表示。 

师：那如果苍蝇先向右爬 3cm，再向上爬 6cm 呢？ 

生：还是用 3 来表示。 

师：那么明明位置不同，你却用同一个数来表示，和刚才那位同学一样，大家再开动脑

筋想一想。 

片段 3 

生：给前面同学加一点，用“5 垂直于 3“来表示； 

师：非常好！这位同学用两个数来表示，那么老师再问一个问题，如果按照你的思路，

那么如果这只苍蝇先向左爬 3cm，再向上爬 5cm，那么你怎么表示？ 

生：5 垂直于 3 。 

师：这位同学很棒，用两个数来表示点的位置，那么能不能再简练一点呢？ 

生：用垂直符号“53“。 

师：这位同学们的方法已经非常接近数学家的方法了，数学家也是用两个数来表示平面

内一点，那么我们一会就看看书本上是如何表示的。下面的同学还没有其他方法？ 

片段 4 

生：我是在纸上向右画了 3cm，再向上画 5cm，然后连接苍蝇的起点，量出夹角为 57°，

那么可以表示为北偏东 33°。 

师：那么我任意在这条线段上取一点，你怎样表示？ 

生：还是北偏东 33°。 

生：我们可以量出长度，用北偏东 33°，距离用 6.7cm 表示； 
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师：非常棒！这位同学也是用两个数来表示的，一个是度数 33，还有一个是距离 6.7cm。

这两种表示方法，大家都是认可的，可见表示平面内的一个点必须要用几个数来表示？ 

生：两个数。 

2.3 了解相关历史，激发学习兴趣 

在上述探究过程中，教师只给出了横轴。教师指出：过平面上任意一点，作横轴的垂线，

易于从数轴上读出横坐标，但纵坐标需要通过测量才能知道，因而，仅仅用一条轴的情况下，

确定点的坐标比较麻烦。那么，如何才能更方便、快捷地得出点的纵坐标呢？结合前面的探

究，引导学生添加另一根坐标轴——纵轴。 

之后，讲授“平面直角坐标系”的定义，介绍坐标原点、坐标轴、x 轴、y 轴等概念。

由于学生在上一环节，经过充分的讨论，以及学生也讨论出了作两条互相垂直的数轴来表示，

所以学生对这些概念都比较好理解。 

在直角坐标系内给出一个点 P，过点 P 分别向 x 轴和 y 轴作垂线， x 轴上的垂足读数

为 a，y 轴上的垂足读数为 b，那么点 P 的坐标就记为P  ,a b 。其中 a 是横坐标，b 是纵

坐标。 

师：请同学们比较一下笛卡儿在平面内用坐标表示一个点和刚才同学们讨论得出的第三

种答案有什么异同？ 

生：顺序不同，我们是先说的竖直方向的长度，再说水平方向的长度；而书上是先说的

水平方向的长度，再说竖直方向的长度。 

师：非常棒，看来我们学生也有当数学家的潜质！数学家能发明出来的东西你们也能想

出来，顺序的问题只是后来教材规定的。其实我们现在所学习的平面直角坐标系也是经过了

漫长的发展。 

接下来，教师简单介绍平面直角坐标系从没有负半轴的斜坐标系，到斜坐标系，再到平

面直角坐标系的发展。同时也向同学们介绍了笛卡儿这位伟大的数学家，是他最早提出坐标

系的概念，最先提出用代数方法解决几何问题。 

选择在此环节介绍直角坐标系的历史和数学家笛卡儿，主要让学生了解直角坐标系的发

展不是一蹴而就的，也是经过漫长的过程，不断随着人们的需求而完善起来的；同时也让学

生感觉他们离数学家并不遥远，他们的想法或许和数学家很相似，只要勤于思考，人人都可

以在数学上有所作为。 
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2.4 掌握基本方法，达成教学目标 

至此，学生已经自主解决了如何用数来表示平面内的点的问题。但还需要让学生学会如

何根据直角坐标系内的点写出点的坐标，以及让学生体会“实数对”的有序性，并了解坐标

轴上的点以及原点的坐标特征。例 1 的设计意图就是让学生掌握根据点写出点的坐标的基本

方法，在此基础上让学生体会“实数对”的有序性；例 2 让学生通过观察，自主总结出坐标

轴上的点和原点的坐标特征。 

例 1：写出图 1 所示直角坐标平面内各点的坐标。 

    

图 1                                  图 2 

过点 A 作 x 轴的垂线，垂足在 x 轴上对应的实数是 3；再过点 A 作 y 轴的垂线，垂足在

y 轴上对应的实数是 4，所以点 A 的坐标是  3,4 ；然后让学生自己写出点 B、C、D 的坐标。

本例之后，依次让学生思考： 

（1）点  1 2,4P 和  2 4,2P 在直角坐标平面内是否表示同一点？ 

（2）点  1 ,P a b 和  2 ,P b a 在直角坐标平面内是否表示同一点？ 

（3）a 和 b 满足什么条件时，  1 ,P a b 和  2 ,P b a 表示同一个点？ 

通过上述三个从特殊到一般的问题，让学生深刻理解实数对的有序性。 

例 2：写出图 2 所示直角坐标平面内各点的坐标。 

本例中的点都在坐标轴上，但是方法一样，过点 E 作 x 轴的垂线，垂足为 E，点 E 在 x

轴上对应的实数是–4；再过点 E 作 y 轴的垂线，垂足为 O，点 O 在 y 轴上对应的实数是 0，

因此点 E 的横坐标是–4，纵坐标是 0，所以点 E 的坐标是（–4，0）。其他点的坐标让学生自

行完成。最后，教师引导学生总结坐标轴上点的坐标特征：x 轴上点的纵坐标为 0；y 轴上
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点的横坐标为 0；原点坐标为（0，0）。 

3 学生反馈 

3.1 对数学史的态度 

对学生的问卷中，有 4 个问题是关于学生对数学史融入课堂教学的感受进行调查，针对

问题“这节课老师用融入数学史的方式来讲授平面直角坐标系概念，你是否喜欢”有 91.7%

的学生给出肯定回答。针对问题“你希望教科书里介绍关于平面直角坐标系的由来和发展概

况吗”76.1%的学生表示“非常希望”，23.9%的学生表示“希望”；针对问题“如果教科书

里能出现这些史料，你希望是以哪种形式出现”，选择“章节后的阅读材料”、“脚注”、“正

文”、“导言部分”的学生分别为 100%、85.7%、76%、71%，只有 23%的学生选择“根据书

本上的链接查阅相关资料”。针对问题“你最希望数学史在数学课堂教学中出现的形式是什

么”，57.1%的学生选择“老师讲故事”，42.9%的学生选择“播放相关的微视频”。 

由此可见，学生对所学知识的由来和发展是很感兴趣的，多数学生希望以故事或者微视

频的方式呈现有关数学史内容。 

3.2 对平面直角坐标系的认识 

针对问题“你认为构成平面直角坐标系最重要的因素是什么”，48.2%的学生回答“坐

标原点、x 轴和 y 轴”，36%的学生回答“x 轴和 y 轴”。这表明，学生对平面直角坐标系有

了较好的认识。 

3.3 学生学习情感 

本节课与传统课堂不同，以学生为主体，学生在探究中体会到了数学的快乐，学生在课

堂小结环节的发言以及他们对问题“这节课你印象最深刻的是什么？为什么？”的回答，总

结学生的回答如下： 

生 1：本节课我认识了一位数学家——笛卡儿； 

生 2：需要用两个数来表示平面的点，一个数是不够的； 

生 3：我们小组与笛卡儿的方法是最相似的，我们很有成就感； 

生 4：了解了直角坐标系是如何发展而来的； 
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生 5：知道了直角坐标系的历史，知道了用有序实数对来表示平面内的点。 

综合学生在课堂上的表现和问卷中的回答，学生对数学史融入课堂还是非常期待的，学

生们愿意体验这种合作式的学习方法。在课堂中他们也的确能积极地参与到问题情境之中，

经历了合作探究的过程，并体会到了探究的乐趣。这样，学生的解决问题的能力得以提高，

同时也激发了学生学习数学的兴趣。 

4 教学感悟 

4.1 知识之谐 

本节课中，我们以数轴为学生的认知起点，让他们在笛卡儿的故事情境中经历了坐标概

念的自然产生过程，从而在课堂上再现了坐标系的历史。引入部分所提出的四个问题，前两

个用数轴知识来回答，是对数轴知识的复习。问题 3 和 4 引发了学生的认知冲突。正是由于

有这样的认知冲突，才致使学生积极思考，想出了出乎意料的四种方法。前两种方法虽不可

行，但恰恰反映出了学生真实的思维。在探究过程中，学生陷入了“不同的位置用同样的数

来表示”的困境。这一困境促使学生突破已有的思维障碍，走出一维的世界，同时用水平和

竖直两个维度来表示苍蝇的位置，即用两个数来表示点的位置。另一方面，部分学生已经有

了极坐标思想的萌芽，但他们一开始只是用了角度的大小来表示位置，从而陷入了“不同的

位置用同样的角度来表示”的困境。经过教师的引导，学生最终找到了同时用角度和长度来

表示点的位置的方法，实现了从一维到二维的跨越。此外，让学生感受到只有横轴的局限性，

从而自然引出纵轴。 

以史为鉴，方能在课堂上更好地揭示知识的自然发生过程。 

4.2 探究之乐 

问题 4 的讨论时间长达约 8 分钟之久。只要将该问题讨论清楚，本节课的难点就将迎刃

而解，学生就能深刻理解引入“实数对”这一概念的必要性。 

在讨论中，学生在遭遇困境后能想出用“53”来表示点的位置，这是出人意料的。在

后续的访谈中，提出该方法的学生为自己的方法感到十分自豪，他表示：“我就是受前面同

学的启发，他是 5 加 3，而我想着他们不是和的关系，是垂直的，所以就用‘垂直’表示了。”

学生在探究中产生极坐标思想，同样令人惊奇，而当教师指明这一方法时，学生的欣喜之情

油然而生。学生在探究中不仅获得了数学活动的经验，而且体会到了成功的快乐。 

数学史为教师设计探究活动提供了参照，从而为学生提供了恰当的探究机会。 
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4.3 文化之魅 

引入环节的笛卡儿的故事让学生明白：数学与现实生活息息相关，数学发现的灵感也往

往源于生活。而在概念形成环节，我们向学生介绍了平面直角坐标系的简要历史。在笛卡儿

和费马之前，代数和几何是彼此分离的，两者的发展缓慢而狭隘，但是两位数学巨人让两大

学科实现联姻，为数学的发展做出了巨大贡献。18 世纪法国著名数学家拉格朗日（J. L. 

Lagrange, 1739～1813）曾说：“只要代数同几何分道扬镳，他们的进展就缓慢，他们的应用

就狭窄。但是，当这两门学科结成伴侣时，他们就互相吸取新鲜的活力，从那以后，就以快

速的步伐走向完善。”[3]但同时也指出，当年笛卡儿和费马只用了一条坐标轴。数学史的介

绍让学生认识数学的演进性，不再用静止的眼光去看待数学；同时也更深刻地体会到今天的

直角坐标系的价值。 

数学史让学生获得历史感，改善他们的数学观，让课堂充满数学文化的芬芳。 

4.4 德育之效 

引入环节的故事无疑激发了学生的兴趣和好奇心，同时，也让学生感悟数学背后的人文

精神；在探究过程中，当教师指明，学生的方法与历史上数学家的方法一致的时候，学生的

自信心得到了提升。更重要的是，学生在直角坐标系这一概念的形成过程中，充分感受到思

想交流、碰撞的重要性。 

数学史融入数学教学，是实施数学学科德育的有效途径。 

参考文献 

[1] 汪晓勤. 解析几何的诞生（二）：费马与解析几何[J]. 中学数学教学参考(高中). 2008, (1/2): 

122-123. 

[2] 汪晓勤. 解析几何的诞生（三）：笛卡儿与解析几何[J]. 中学数学教学参考(高中), 2008, 

(5): 61-62. 

[3] 汪晓勤. 解析几何的诞生（四）：教学设计[J]. 中学数学教学参考(高中). 2008, (6): 57-59. 
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HPM 视角下一元一次方程解法的教学
 

瞿聪 1
  齐丹丹 2

  洪燕君 2
 

（1.上海市友爱实验中学, 上海 200241; 2.华东师大数学系, 上海 200241） 

1 引言 

“一元一次方程”的内容是六年级学生实现从算术思维到代数思维转变的重要知识载

体。与算术运算不同，在方程求解过程中，出现了新的数学对象——未知数，而运算过程也

将未知数纳入了四则运算，并出现了新的运算过程——移项。将未知数视为一个“数”并纳

入四则运算，在历史上是一个难点，经历了漫长的时间。有鉴于此，我们从 HPM 视角来设

计“一元一次方程解法”的教学，希望能够借助古人的智慧，帮助学生克服对未知数及其运

算的认知障碍。 

荷兰著名数学家弗赖登塔尔（H. Freudenthal, 1905～1990）主张“我们不应该完全遵循

发明者的历史足迹，而是经过改良过、同时有更好引导的历史过程”[1]，故我们将数学史以

重构的方式融入到“一元一次方程解法”的课堂教学中，并在例题和习题部分呈现古题，进

一步让学生感受古人解方程的方法。 

为此，我们拟定了如下教学目标： 

（1）熟练运用等式的基本性质对方程进行变形； 

（2）掌握求解一元一次方程的步骤：移项、化简、系数化 1。 

（3）激发学生的学习兴趣，让学生亲近数学，感受数学背后的人文精神。 

2 历史材料及运用 

    在莱因德纸草书（公元前 1650 年）中，含有形如 Ax + Bx = C 的一元一次方程问题。如

第 24 题：“一个量，加上它的
7

1
等于 19，求这个量。”[2]祭司用“假设法”来解这个方程：

先假设一个答案
1 7x  ，则得结果 1

1 8
7

x
x   ，再用 8 乘以

19

8
，结果才是题设的 19。因此，

正确答案为 1

19

8
x =

8

5
167

8

19
 。 

    我国汉代《九章算术》中提出了正负数的运算法则：“损之曰益”、“益之曰损”，相当于

                                                        
上海市教育科学研究项目“中小学数学课程的有效设计”之子课题“中小学数学教科书中数学文化素材的

案例设计”(项目号：D1508) 的教学案例之一。 
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今天的“移项”法则，该法则不仅适用于数字移项，也适用于未知数的移项。 

9 世纪，阿拉伯数学家花拉子米（al-Khowarizmi）在《代数学》中给出了解方程的简单

可行的基本方法。主要方法有二：一是“还原”，即将负项移至方程另一端后变成正项；二

是“对消”，即将方程两端相同的项消去或合并同类项，再加上算术运算即可求得结果。全书

不用符号，故没有方程的形式，但有明显的方程的思想。[2] 

   花拉子米的“还原”与“对消”两大步骤，还被后人编成歌诀，以便记忆。12 世纪的一

本波斯代数书中记载[4]： 

方程做整理，负项当先移。符号须改变，还原无偏离。 

两边看仔细，同类合而一。对消有智巧，古法人称奇。 

16 世纪法国数学家韦达（F. Viète, 1540～1603）首次用字母来表示一类数或任意数，从

而使得代数学告别旧时代，进入了崭新的符号代数阶段。韦达用符号语言表达出了一千五百

年前中算家用文字语言表达的思想。 

符号代数阶段，关于一元一次方程的解法，以欧拉（L. Euler, 1707～1783）在《代数基

础》中的讨论最为典型。例如，对于方程ax b cx d   （a c ），欧拉的解法是：方程两

边同减 cx，再同减 b，然后在所得方程两边同除以 a - c，得
d b

x
a c





。借助代数符号，欧

拉轻而易举地表达出古代中算家的“损益”法和“互算”法以及古代阿拉伯数学家的“还原”

法与“对消”法。 

在本研究中，我们对一元一次方程求解的历史进行重构。在方程的呈现上，按照从 x + 

a = b 到 x – a = b、到 ax = b、再到 ax + b = cx + d 的顺序展开；在方程的解法上，按照从算

术方法到代数方法的顺序展开。关于移项的原理，我们复制式介绍了《几何原本》中的等量

公理。最后，通过微视频，附加式介绍古埃及的假设法、《九章算术》中的“损益术”、花拉

子米的“还原与对消”法和韦达、笛卡儿对符号代数的贡献。 

3 教学设计与实施 

3.1 复习巩固 

在复习环节，教师通过以下问题，帮助学生复习学过的方程的元、次等概念并引导学生

归纳出一元一次方程的定义： 

问题 1：判断下列方程异同？ 

（1）x - 2y = 56；  （2）x – 9 = 15；   （3）x² - 1 = 0。 

生：它们都含有未知数。它们都是等式。 
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师：含有未知数的等式叫做什么？ 

生：含有未知数的等式叫做方程。 

生：每个式子的未知数个数以及它的次数不同。 

师：我们把只含有一个未知数且未知数的次数是一次的方程叫做一元一次方程。 

3.2 探索新知 

3.2.1 移项的概念 

讲述一元一次方程的定义之后，教师给出两个一元一次方程：x + 16 = 29，x – 9 = 15。 

师：同学们看看这两道道题怎么解？ 

生 1：第一题是 13。 

生 2：第二题是 24。 

师： 你们怎么做的？ 

生 3：小学的加法法则“加数+加数=和，则，加数=和—加数”、减法法则“被减数-减数

=差，则，被减数=减数+差” 。 

师：大家反过来想想，“加数=和—加数”与“加数+加数=和”有什么关系，或者“被

减数=减数+差”与“被减数-减数=差”有什么关系？老师提示一下，这是我们以前学过的性

质哦。 

生 4（迟疑片刻）：这是等式的性质。 

师：很好，我们之前学习过等式的基本性质：等式两边同时加上（或减去）同一个数或

同一个含有字母的式子，所得结果仍是等式。 

随后，教师从《几何原本》中介绍了等式性质的出处： 

公理 1：等量加等量，其和仍相等。 

公理 2：等量减等量，其差仍相等。 

V 卷命题 7：“相等的量比同一个量，其比相同；同一个量比相等的量，其比相同。”[5]  

接下来，教师请学生来描述上述两个方程的求解过程，并引导学生比较首尾两个等式，

发现：唯一发生改变的是 9 和 16 的位置和符号，并给出关于数字的移项规则，即数字从等

号一边移到另一边需改变符号。 

为了讲清楚移项不仅仅是“常数项”的移项，还可以移动“未知数”。教师给出了如下

例题： 646  xx ，要求学生解答。 

生：嗯……应该将 x4 移到方程左端吧，可是不太确定。 

师：与等式性质有关吗？ 
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生：有，刚才说的，等式两边同时加上（或减去）同一个含有字母的式子，所得结果仍

是等式。 

师：对，注意可以是含有字母的式子，所以我们可以移项，还是利用了等式的基本性质。

所以，我们现在可以完整给出移项的概念了：把方程两边都加上（或减去）同一个数或同一

个整式，就相当于把方程中的某些项改变符号后，从方程的一边移到另一边，这样的变形叫

做移项。 

3.2.2 系数化 1 

对上述方程： 62 x 。教师直接引导学生利用等式基本性质求解：“等式两边同时乘以

同一个数（或除以同一个不为 0 的数），所得结果仍是等式。”利用这条等式性质，同学们求

出结果： 3x 。此时教师指出这个步骤的名称：系数化 1。 

3.3 牛刀小试 

对于形如 ax + b = cx + d 的方程，教师给出了《九章算术》中的盈不足问题：“今有共

买羊，人出五，不足四十五；人出七，不足三。问人数、羊价各几何？”[6]。学生在第一节

“列方程”的教学中只列出了方程： 37455  xx ，这节课从求解的角度继续学习。 

学生在求解过程中，对于常数的移动会变号比较清楚，但移动未知数的项常常会忘记变

号，导致求解错误。为此，老师又给出了两道题让学生强化练习： 

（1） 37455  xx ； 

（2）牧童分杏各争竞，不知人数不知杏。三人八个少十枚，两人五枚两个多。[7]（出

自《算法统宗》） 

最后，老师和学生们一起总结了求解一元一次方程的步骤为：①移项；②化简；③未知

数系数化 1。 

3.4 微视频 

课堂小结之后，教师播放了课前精心制作的微视频——“一元一次方程的解法”。微视

频介绍了莱因德纸草书上所记载的假设法、《九章算术》中的“损益术”、花拉子米的“还原

与对消”及歌诀、韦达的字母符号的引入、笛卡儿对字母符号的改进等，让学生对一元一次

方程求解的历史有一个整体的了解。 

http://baike.baidu.com/view/5925.htm
http://baike.baidu.com/view/328867.htm
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4 学生反馈 

课后，对全班 33 名学生做了问卷调查。关于“你希望教科书里介绍古人解方程的具体

方法吗？为什么？”这一问题，33 人中 32 人持肯定态度，他们关于古代方法的主要观点有： 

 有助于培养对数学的兴趣； 

 更加了解方程及其历史； 

 对方程的理解会更快、更完整； 

 有助于了解古人的智慧； 

 可以从古人那里找到公式； 

 可以学习其他知识。 

问卷调查显示：绝大多数学生愿意了解与课本内容相关的数学史知识，课后访谈则表明，

六年级学生对数学史有着浓厚的兴趣。 

5 结 语 

本节课中，数学史的作用体现在以下几个方面： 

（1）体现知识之谐。从方程的类型上看，整节课按照从简单方程到一般方程的顺序展

开；从方程解法上看，从学生的认知起点——加法和减法的逆运算出发，引出移项的方法，

使得知识的发生、发展变得自然而然。 

（2）展示方法之美。古埃及人的假设法、《九章算术》的“损益术”、花拉子米“还原

与对消”等古代方法，拓宽了学生的思维，也让学生感受到符号代数的优越性。 

（3）感受文化之魅。通过数学史上古题的引入和探究，让学生感受一元一次方程解法

的历史演进性，使学生真正走进古人心中，体会多元文化的魅力。正如英国数学史家 Fauvel

所说：“多种历史方法的展示能够体现不同时空数学家对同一课题的探求过程、多种不同文

化的启发育化作用，可以激励学生探索规律，发现定理，体验数学发现的成就与快乐。”[8]
 

（4）彰显德育之效。有学生在访谈中说自己早就发现了“移项”，很高兴自己和古代

数学家想得一样，“我觉得数学不太难”，“我希望以后的数学课也这样上”。数学史增强了学

生的自信心。 

参考文献 
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学术活动 

丹桂飘香的季节，华东师范大学数学史与数学教育（HPM）研究团队与上海的中小学

老师一起开发了如下案例： 

◆2016 年 9 月 20 日，在上海市内江路第二小学进行四年级“大数的认识”的 HPM 课

例展示，授课教师是冯晶老师。冯老师首先提出三个问题，层层递进，激活学生对大数原有

的认知；随后用阿基米德的故事引导学生深入认识大数；通过小组探究，学习如何读大数并

了解数级的概念；小结部分，学生表示有一种超越古人的成就感。 

同日，在上海理工大学附属小学进行三年级“两位数乘一位数”的 HPM 课例展示及研

讨活动，授课教师是刘轩如老师。刘老师首先以疯狂动物城里兔子朱迪的三个计划进行情境

引入，学生自主探究感受竖式等算法的多样性；随后刘老师演示了“格子算法”，并请学生

通过合作、探究，比较了格子算法与竖式的异同，发现两者形式虽不同，算理却相同；学生

们对“现在为何不用格子算法”各抒己见，讨论相当热烈。 

下午，在上海市延河中学进行七年级的“字母表示数”的 HPM 课例展示及研讨活动，

授课教师是孙洲老师。孙老师首先以莱因得纸草书引入，复习“字母可以表示未知数”；然

后用丢番图《算术》中的问题让学生自主探究，展示学生算法中体现的代数发展三个阶段，

并表示某些算法与古代数学家的做法一致，慢慢过渡到“字母可以表示任意数”；接着通过

规律性探索题加深学生对“字母可以表示任意数”的理解，并由此拓展字母的作用。 

                                                       （陈莎莎  供稿） 

◆2016 年 9 月 27 日，在上海市格致中学进行高二年级“直线方程”的 HPM 课例展示

及研讨活动，授课教师是杨懿荔老师。杨老师通过引例并引导学生验证直线与方程的关系后

给出了直线方程的定义；接着重现了直线方程形式的历史发展：斜截式→点斜式→两点式→

截距式；然后引导学生运用向量知识推导直线方程，得到直线的点方向式方程和点法向式方

程；最后启发学生思考直线方程各种形式的共性，从而得出直线方程的一般形式。 

（李霞，沈中宇  供稿） 

◆2016 年 10 月 11 日，在上海市呼玛中学进行初三年级复习课“欧几里得蝴蝶在初三

复习课中的应用”的 HPM 课例展示及研讨活动，授课教师是吴迅捷老师。吴老师根据一道

习题及其变式为背景，引导学生得到利用相似三角形及同高三角形求解三角形面积的方法，

并引出欧几里得蝴蝶这一特殊图形；随后通过微视频介绍了古希腊著名数学家欧几里得及其
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《几何原本》；接着展示了欧几里得证明勾股定理的方法，让学生讨论其证明原理，即：“同

底等高的三角形面积相等”。 

（齐丹丹  供稿） 

◆2016 年 10 月 18 日，在上海市晋元高级中学附属学校进行 8 年级“一元二次方程的

应用”的 HPM 课例展示及研讨活动，授课教师是薛平老师。薛老师设置了 5 个层层递进的

二次三项式引出平方差法和配方法，并介绍了与阿拉伯数学家花拉子米及英国数学家查

理·斯密的著作《小代数》相关的数学史；接着薛老师组织学生合作探究，对𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐(𝑎 ≠

0)进行因式分解，并通过观察发现了公式法。 

（王鑫  供稿） 


