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１　引 言
《普通高中数学课程标准（２０１７年版）》指出：“函数是

现代数学最基本的概念，是描述客观世界中变量关系和规

律的最为基本的数学语言和工具，在解决实际问题中发挥

重要作用．函数是贯穿高中数学课程的主线．”［１］“函数的

概念”是沪教版高一年级第一学期第三章第一节的内容，

对于帮助学生建立完整的函数概念、学习后续相关内容起

到了至关重要的作用．高中数学中的几乎所有的代数内容

都围绕函数和函数思想展开．

高中函数概念的教学要求学生在初中用变量依赖关系

描述函数的基础上，用集合语言和对应关系刻画函数．在实

际教学过程中，由于函数知识体系的复杂性、变量概念的复

杂性和辩证性、函数符号的抽象性等原因［２］，学生学习函数

概念时存在一定的困难．教学的关键在于如何让学生从初

中“变量说”函数定义自然过渡到“对应说”函数定义，理解

函数的意义，而不是以机械记忆的方式学习［３］．基于以上观

点，许多教师尝试对高中函数概念的教学进行探索［４－７］．

已有的研究表明，高中生对函数的理解与历史上数学

家的理解具有一定的相似性［８］．函数概念的演进历史为高

中函数概念教学实现从“变量说”到“对应说”的自然过渡

提供了重要参考．同时，ＨＰＭ 视角下的教学实践表明，数

学史有着多方面的教育价值，可以构建“知识之谐”、彰显

“方法之美”、营造“探究之乐”、实现“能力之助”、展示“文

化之魅”、达成“德育之效”［９］．但由于受沪教版教科书的影

响，已有函数概念 ＨＰＭ教学案例未能真正实现从对应说

到变量说的过渡［１０］．有鉴于此，我们在已有相关案例的基

础上，从 ＨＰＭ的视角重新设计函数概念的教学，具体的

学习目标如下：

（１）理解函数的概念及函数的三要素，会根据具体情

况确定函数的定义域以及判断两个函数是不是同一函数；

（２）经历函数概念的探究过程，形成动态的数学观，提

升数学抽象的能力；

（３）体验函数概念的演进过程，感受数学的理性精神，

提升数学学习的兴趣和信心．

２　历史材料及其运用
函数的概念经历了漫长的历史演进过程，可以将函数

概念的历史分为四个阶段，分别是“解析式说”阶段、“变量

依赖说”阶段、“变量对应说”阶段以及“集合对应说”阶段．

２．１　“解析式说”阶段

从１８世纪起，数学家们已经对函数概念进行了持续

不断的研究．古代分析学家将任一量ｘ的不同次幂称为ｘ

的函数．接着，其涵义被拓展为含ｘ的代数式．

１７４８年欧拉（Ｌ．Ｅｕｌｅｒ，１７０７－１７８３）的经典著作《无

穷分析引论》问世，在此书中，欧拉首次用“解析式”来定义

函数．他将函数定义为：“一个变量的函数是由该变量和一

些数或常量以任何方式组成的解析式．”欧拉明确突破了

代数式的局限，区分了代数函数和超越函数．［１１］

２．２　“变量依赖说”阶段

１８世纪中期，数学家们一直在争论振动弦问题：“一

根两端固定的弹性弦被变形成某种初始形状，然后被释放

出来振动．问题是描述确定某时刻弦形状的函数．”这场辩

论对函数概念的演变产生了重要的影响，出于刻画弦形状

的函数的需要，数学家围绕“如果两个表达式在某个区间

一致，那是否处处一致？”这一问题展开了争论．如果函数

被定义为解析式，那么答案是肯定的，曲线的一小部分已

经决定了其表达式，从而决定曲线整体的位置，而欧拉发

现某些分段函数不符合这一规律，同时徒手画的曲线也不

满足这一规律［１２］．

因此，数学家们开始意识到用“解析式”定义函数已经不

够完善了，于是到了１７５５年，欧拉在《微分基础》中更新了自

己对函数的定义：“如果某些量依赖于另一些量，当后面这些

量变化时，前面这些变量也随之变化，则前面的量称为后

面的量的函数．”［１１］函数的“变量依赖说”定义由此诞生．

２．３　“变量对应说”阶段

到了１９世纪时期，德国数学家狄利克雷（Ｇ．Ｌ．

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ，１８０５－１８５９）于１８３７年发表题为“用正弦和余弦

级数表示完全任意的函数”的文章，定义函数为：“设ａ，ｂ

是两个确定的值，ｘ 是可取ａ，ｂ之间一切值的变量．如果

对于每一个ｘ，有惟一有限的ｙ值与它对应，使得当ｘ从ａ

到ｂ连续变化时，ｙ也逐渐变化，那么ｙ就称为该区间上ｘ

的一个连续函数．在整个区间上，ｙ 无需按照同一种规律

依赖于ｘ，也无需单单考虑能用数学运算来表示的
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关系．”［１１］

从欧拉以来，数学家对函数的“任意性”有了更深刻

的认识，但是实际上，他们都将函数认为是解析式或曲线，

而狄利克雷首次将函数看成任意的变量对应关系，并且他

举出了“性状极怪”的函数实例，即狄利克雷函数．其意义

就在于：它突破了以往人们对于函数的印象，是第一个既

不是由一个解析式表示，也不是徒手绘制的曲线；它说明

了函数作为任意配对的概念［１２］．

２．４　“集合对应说”阶段

集合论诞生后，函数定义得到了进一步抽象，１９３９

年，布尔巴基学派在《集合论》中给出了函数新定义：“设Ｅ

和Ｆ 是两个集合，它们可以不同，也可以相同．Ｅ 中的一个

变元ｘ 和Ｆ 中的变元ｙ之间的一个关系称为一个函数关

系，如果对每一个ｘ∈Ｅ，都存在唯一的ｙ∈Ｆ，它满足与

ｘ 的给定关系．我们将联系每一个元素ｘ∈Ｅ和ｙ∈Ｆ的

运算称为函数，ｙ称为ｘ处的函数值．函数是由给定的关系

决定的，两个等价的函数关系确定了同一函数．”［１２］

１９世纪，英国传教士伟烈亚力（Ａ．Ｗｙｌｉｅ，１８１５－

１８８７）和中国数学家李善兰（１８１１－１８８２）在翻译时采用

了“解析式”定义，将“变量”译为“变数”，“包含变数的表

达式”就译为了“函数”，其中“函”、“含”同义，这便是中文

“函数”的由来［１１］．

基于以上历史，本节课主要采用了重构式，选取历史

上函数概念演进的关键阶段，在课堂上重构函数概念的发

生发展过程，从而让学生自然地完成函数概念的深入

理解．

３　 教学设计与实施
３．１　 创设情境，引入主题

教师播放一段吉他曲，并展示了三位数学家的图片

（图１）．从左往右分别是著名的数学家欧拉、狄利克雷、李

善兰，这些数学家都对函数概念的发展与传播做出了特别

的贡献，本节课将沿着三位数学家的脚步，再次探究函数

的概念．

图１　 三位数学家

３．２　 基于历史，探究新知

首先，教师让学生回忆已有关于函数的知识，肯定学

生对于函数是解析式的意象，提出数学家欧拉就是如此定

义函数的，接着教师提出问题引发学生思考：

师：刚刚我们听了一段优美的吉他曲，那么，琴弦振动

的图象可以用函数来刻画吗？随手画的曲线呢？

教师展示了琴弦振动的图象和随手画的一段曲线（图

图２　 弦振动的图象和随手画的一段曲线

２），请学生写出解析式，学生发现无法写出解析式．教师与

学生讨论“解析式说”的局限．

师：通过刚刚的例子，我们发现“解析式说”对函数的

认识并不全面，于是函数的概念要进行改进．这时候就像

我们同学说的一样，数学家们进一步认为函数是两个变量

之间的关系，这就得到了我们初中里面函数的定义，请你

和同桌讲讲初中时函数的定义．

生：在某个变化过程中有两个变量，设为ｘ 和ｙ，如果

在变量ｘ的允许的取值范围之内，变量ｙ随着ｘ的变化而

变化，它们之间存在确定的依赖关系，那么变量ｙ叫做变

量ｘ 的函数，ｘ 叫做自变量．

师：由于“解析式说”不太完善，欧拉改进了函数的定

义，他在１７５５年重新定义了函数，与刚刚提到的初中定义

的函数类似，我们把这个定义称为“变量依赖说”．

接着，教师举出三个函数例子，让学生用“变量依赖

说”进行解释：

（１）校运会男子１００ｍ纪录统计表；

（２）常值函数ｙ＝０（ｘ ∈Ｒ）；

（３）历史上有位数学家叫狄利克雷，有一天他提出一

个函数，这个函数的特点是：当ｘ 为有理数时，ｙ对应的值

为１，当ｘ 是无理数时，ｙ对应的值为０．

学生发现用“变量依赖说”并不能够很好解释这三个

例子．

师：所以我们用“变量依赖关系”来定义函数是不是

也有问题呢？我们看狄利克雷所提出的函数，这个函数里

面确实是一个变量变了，另一个变量也跟着变，但是两个

变量之间还有依赖关系吗？

生：没有依赖关系．

师：由这三个例子，我们发现用“变量的依赖关系”来

刻画函数，好像也不太合理．我们需要对函数的概念再修

正一下，怎么改呢？刚才我们说两个变量是“依赖”关系，

但是我们举出好几个例子发现变量之间依赖吗？

生：不依赖．

师：也就是我们需要把“依赖”这个词换一下就可以

了．你觉得可以换什么词呢？

生：我觉得可以把“依赖”改成“对应”．

师：为什么？

生：因为具体的函数关系中，每一个ｘ的值，都有一个

ｙ的值和它相对应．
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师：确实“对应”就是一个很好的描述，两个变量在变

化过程中，它们之间的关系有时候可以描述，有时候不能

描述，但是只要有一个ｘ 的值，就会有一个ｙ的值和它对

应．所以，如何对之前的定义进行修正？

生：一般地，在一个变化过程中，如果有两个变量ｘ与

ｙ，并且对于ｘ的每一个确定的值，ｙ都有唯一确定的值与

其对应，那么我们就说ｘ 是自变量，ｙ是ｘ 的函数．如果当

ｘ ＝ａ时，ｙ ＝ｂ，那么ｂ叫做当自变量的值为ａ时的函

数值．

师：很好．教材中把函数的定义讲得更加简洁，把所有

ｘ 的值构成一个集合用集合Ｄ 来表示，则有：如果在某个

变化的过程中有两个变量ｘ，ｙ，并且对于ｘ 在某个实数

集合Ｄ 内的每一个确定的值，按照某种对应法则ｆ，ｙ都

有唯一确定的值和它对应，那么ｙ就是ｘ 的函数，记做ｙ

＝ｆ（ｘ），ｘ ∈Ｄ．历史上狄利克雷对函数的概念进行了修

正，与刚刚同学讲的类似，称为函数的“变量对应说”．

３．３　 回顾历史，深化理解

师：刚刚经历了函数概念从“解析式说”到“变量依赖

说”再到“变量对应说”，接下来我们通过一段微视频（图

３）把刚才的过程复习一下．

图３　 函数概念发展的微视频片段

师：刚才我们看到了函数概念演变的过程，但是函数

概念并没有到此停止，接下来我们争取也要做点贡献．我

们之前学习了集合，能不能用集合的语言再把狄利克雷函

数表示得简洁一点呢？ｘ是有理数，说明ｘ的取值范围是

什么集合？

生：有理数集Ｑ．

师：那么无理数呢？如果不能用指定的字母表示，能

不能用集合的运算表示呢？

生：用Ｑ的补集表示．

师：集合语言可以使得表示更简单，看看我们能不能

用文氏图表示．我们用方框表示实数集，用一条线把实数

集分为有理数和无理数，按照对应法则，对于每一个ｘ 的

值，ｙ都有唯一确定的值与其对应，若ｘ 取任意有理数和

任意无理数，它对应的ｙ分别是多少？

生：０和１．

师：既然ｘ 的取值范围可以看成集合，是否ｙ取到的

值也能看成集合？这个集合里面有多少个数？

生：两个数，０和１．

师：那我们也可以用文氏图表示ｙ 值构成的集合．当

我们用文氏图表示ｘ和ｙ构成的集合的时候，函数可以看

成什么之间的对应关系呢？还仅仅是两个变量之间的对

应关系吗？同桌之间可以先交流一下．

生：可以看成两个集合之间的对应关系．

师：很好，两个集合之间的对应关系，对应这个词仍旧

保留，是哪两个集合呢？

生：自变量的取值范围构成的集合和函数值的取值范

围构成的集合．

教师引导学生一起总结函数的集合对应关系定义，教

师指出该定义是布尔巴基学派提出的，告诉学生如今函数

定义的渊源．之后，教师引导学生对之前列举的例子再次进

行了检验，并感悟函数的三要素：定义域、对应法则、值域．

３．４　 练习例题，巩固新知

教师通过以下练习，对之前学习的知识进行了巩固．

例１　 求下列函数的定义域：

（１）ｙ＝
２－槡 ｘ
ｘ　＋槡 ２

；（２）ｙ＝
２

３ｘ－２ｘ２　－槡 １
；

（３）ｙ＝
３ｘ

２ｘ－ ３－４槡 ｘ
；（４）ｙ＝

（ｘ＋１）０

｜ｘ｜－槡 ｘ
．

例２　 已知函数ｆ（ｘ）＝

ｘ＋１，ｘ ＞０，

π，　　ｘ ＝０，

０，　　ｘ ＜０，
烅

烄

烆

求ｆ（－１），

ｆ（２），ｆ（ｆ（－１））的值．

例３　 下列函数是同一函数吗？

（１）ｙ ＝ｘ ＋１与ｙ ＝ （ｘ－１）槡 ２；（２）ｙ ＝１与

ｙ＝ｘ０；（３）ｙ＝
ｘ２－ｘ
ｘ

与ｙ＝ｘ－１；（４）ｆ（ｘ）＝ｘ２，ｘ

∈ ［－１，１］与ｇ（ｘ）＝｜ｘ｜，ｘ ∈ ［－１，１］．

３．５　 总结内容，交流感悟

教师引导学生回忆本节课的具体内容，并从中梳理知

识层面及精神层面的收获．

首先，在知识层面上，回忆函数概念演变的重要内容．

函数概念从“解析式说”到“变量依赖关系”到“变量对应

关系”，再到“集合对应关系”．复习如何通过三要素来判断

两个函数是不是同一函数．其次，在精神层面上，教师启发

学生看到函数概念的演变过程，明白任何一个数学概念并

不是一开始就有标准定义的，而是经过不断演变和修正得

到的．学生也提出要将这节课看到的这种不懈努力的精神

融合到自己的学习当中．最后教师鼓励学生“函数的概念

可能还会继续演进下去，说不定下一位作出贡献的数学家

就在我们的同学之中”．

４　 学生反馈
为了解本节课教学效果，对全班３８名学生进行了前

测和后测，并在课后进行了访谈．
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在课前测试中，对于问题：“是否存在一个函数，将每

一个正数对应到１，将每一个负数对应到－１，将０对应到

０？”有４２．１％ 的学生认为不存在，而在课后测试中，对于

类似的问题：“是否存在一个函数，将每一个质数对应到

１，将每一个合数对应到－１，将０对应到０？”仅有７．９％

的学生认为不存在．

在课前测试中，对于坐标轴上的任意曲线（图４（１）），

有２１．１％ 的学生认为不是函数，而在课后测试中，对于类

似的问题（图４（２）），仅有１５．６％ 的学生认为不是函数．

在课后测试中，对于这节课中印象最深的内容，学生

的回答可以分为函数的演变、函数的定义两种类型，典型

回答有：

·函数概念的演变过程，知识是不断进化的；

·函数的演变过程，结合视频增加了趣味性；

·历史上的数学家及其对函数概念的不断研究；

·数学家探索函数的精神，启示自己开始时做错也很

正常，后面的反思和修改更重要，试错与反思才会越来

越好；

·函数关系用集合表示和函数三要素，这个内容很

新鲜．

图４　 任意曲线题目

从课后对学生访谈的结果来看，学生能区别出初中函

数定义与高中函数定义，并且能体会到集合知识在函数定

义中的应用；对于狄利克雷函数，学生印象深刻，并能将其

复述；对于课堂引入微视频介绍数学史的环节，学生感觉

新颖，表示能让自己更集中地了解函数概念的演进历史，

并从中感受数学家对真理坚持不懈、孜孜以求的精神等．

５　 结语
本节课主要采用重构式再辅以顺应式、附加式的方式

将数学史素材融入函数概念的教学中．通过重构函数概念

发展的历史，让学生经历从解析式定义到集合对应关系定

义的函数概念演变过程．通过顺应式改编历史上弦振动问

题、狄利克雷函数，引发学生认知冲突，让学生由函数的解

析式定义顺利过渡到对应关系定义．通过附加式的方式将

历史上函数的定义与学生所讲的定义相联系，同时，播放

函数概念发展的微视频，让学生有一条清晰的函数概念发

展史的脉络．

从数学史的多元价值上来看，通过重现函数概念的历

史发展过程帮助学生自然地实现函数概念从初中到高中的

过渡，构建了“知识之谐”．在函数定义的完善过程中，利用

数学史引发学生的热烈讨论与主动探索，营造了“探究之

乐”．在完善函数概念的过程中，让学生经历数学概念不断

抽象化的过程，培养学生的数学抽象素养，实现了“能力之

助”．在展示函数概念的同时，介绍各国数学家探索函数概

念的背景与过程，揭示知识源流，强调多元文化，展示了

“文化之魅”．让学生体会数学家们探索真理的客观过程，

培养学生的理性精神和动态数学观，达成了“德育之效”．
课后通过同行评议和教学实录，发现本节课仍有一些

不足之处，比如教师课堂的引导语设计部分不够精准，课

堂中的学生活动形式不够丰富，学生在探究活动过程中参

与不足等，建议在以后的教学中加入多样化的学生活动设

计，给学生提供更多探究和表达的机会，将会使本节课的

教学效果更加显著．
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