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数学史料的选取原则与案例分析＊
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（华东师范大学教师教育学院，２０００６２）

摘　要：ＨＰＭ课例开发首先要选取合适的数学史料。依据相

关文献中的数学教学原则，结合数学史的六类教育价值，提炼出用

于教学的数学史料的选取原则：趣味性、可学性、有效性、人文性和

科学性。趣味性、有效性和人文性原则能够确保数学史教育价值的

最大化，而可学性原则能够保证数学史教育价值的产生，科学性原

则能够确保数学史料的真实性。选取五个典型的 ＨＰＭ课例作为对

象，分析上述五项原则在数学史料选取中的体现。结果表明，相应的

数学史料可学性、有效性和科学性较强，而趣味性和人文性较弱。
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　　近年来，数学史融入数学教学的实践研

究已经成为数学史与数学教育（ＨＰＭ）领域

的重要课题。随着实践研究的深入开展，

ＨＰＭ课例开发日益增多。ＨＰＭ课例开发的

第一步是搜集、占有足够的数学史料（“巧妇

难为无米之炊”），从中选取可以用于教学的

（对其进行裁剪、加工）。这就涉及数学史料

的选取问题。

在国内已经发表的ＨＰＭ课例文章中，我

们很少能看到数学史料的具体选取过程和依

据。因此，需要建立一个数学史料选取的方

法或标准，以便能够更好地指导 ＨＰＭ 课例

开发。有鉴于此，笔者尝试依据相关文献中

的数学教学原则，结合数学史的教育价值，

提炼数学史料选取的原则；并选取典型的

ＨＰＭ课例，分析其中数学史料的选取是否

符合这 些 原 则，同 时 检 验 这 些 原 则 的 合

理性。
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一、数学史料选取的五项原则

（一）相关文献中的数学教学原则

美籍匈牙利著名数学家和数学教育家

Ｇ．波利亚（Ｇ．Ｐóｌｙａ，１８８７～１９８５）提出数学教

学的三个原则：主动学习原则（Ｐ１）、最佳动机

原则（Ｐ２）和循序渐进原则（Ｐ３）。其中，主动

学习原则指的是在给定的条件下应当让学生

尽可能多地靠自己去发现；最佳动机原则指

的是应当注意选择好的问题（这些问题最好

是有趣的、带有一些实际应用特色的），从而

激发学生的学习兴趣；循序渐进原则指的是

学习过程应当从行动和感知开始，进而发展

到词语和概念，并以养成合理的思维习惯

结束。

美国著名数学家和数学教育家 Ｍ．克莱

因（Ｍ．Ｋｌｉｎｅ，１９０８～１９９２）提出数学课程的四

个原理：兴趣原理（Ｋ１）、动机原理（Ｋ２）、直观

原理（Ｋ３）和文化原理（Ｋ４）。其中，兴趣原理

指的是数学课程应该激发学生的学习兴趣；

动机原理指的是数学课程应该揭示相关知识

的必要性，激发学生的学习动机；直观原理指

的是数学课程应该直观地揭示每个数学思想

或过程的含义；文化原理指的是数学课程应

该反映数学与其他知识领域（科学、哲学、艺

术等）之间的关联性。

（二）数学史的教育价值

充分挖掘知识的教育价值，是实施有效

教学的要求。将数学史融入数学教学时，教

师要深刻认识数学史的教育价值。已有的实

践研究表明，数学史具有六类教育价值“知识

之谐”（Ｖ１）、“方法之美”（Ｖ２）、“探究之乐”

（Ｖ３）、“能力之助”（Ｖ４）、“文化之魅”（Ｖ５）和

“德育之效”（Ｖ６）。其中，“知识之谐”是指数

学史揭示了知识自然发生、发展的过程，揭示

了数学的本质，符合学生的认知规律，能促进

学生对数学的理解；“方法之美”是指数学史

展现了数学方法的多样性和数学思维的灵活

性，能培养学生的创新思维；“探究之乐”是指

数学史作为数学问题的宝藏，为学生提供了

丰富的探究机会；“能力之助”是指数学史有

助于发展学生的数学素养，培养学生数学阅

读、表达、转换等多方面的能力；“文化之魅”

是指数学史揭示了数学与现实世界以及人类

其他知识领域之间的联系、数学文化的多元

性以及数学活动的本质；“德育之效”是指数

学史能激发学生的兴趣和信念，培养学生尊

重、包容、正直、诚实等良好的个性品质。

（三）五项原则

依据相关文献中的数学教学原则，结合

数学史的六类教育价值，我们提炼出用于教

学的数学史料的选取原则：趣味性、可学性、

有效性、人文性和科学性。这五项原则的内

涵以及对应的数学教学原则、数学史教育价

值见表１。

　表１

原则 内涵
数学教

学原则

数学史

教育价值

趣
味
性

选取的数学史料应该

能够激发学生的学习

兴趣和动机

Ｐ２、Ｋ１、

Ｋ２
Ｖ６

可
学
性

选取的数学史料应该

符合学生的认知基础
Ｐ３ Ｖ１

有
效
性

选取的数学史料应该

有助于学生理解、掌握

和运用相关知识

Ｐ１、Ｋ３
Ｖ１、Ｖ２、

Ｖ３、Ｖ４

人
文
性

选取的数学史料应该

与数学家相关联，反映

数学的人文精神；或与

其他知识领域相联系，

揭示数学的文化价值

Ｋ４ Ｖ５、Ｖ６

科
学
性

选取的数学史料应该

有明确的文献出处，符

合史实

—

Ｖ１、Ｖ２、

Ｖ３、Ｖ４、

Ｖ５、Ｖ６
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　　首先，根据趣味性、有效性和人文性原则

来选取数学史料，能够确保数学史教育价值

的最大化，避免为历史而历史。其次，教师也

要关注学生的认知基础，因为很多数学史料

并非像教师想象的那样简单易懂。一则数学

史料若不具备可学性，就不可能产生应有的

教育价值。最后，科学性原则能够确保数学

史料的真实性。离开科学性，将数学史融入

数学教学就成了一句空话。因此，教师需要

参考原始文献或权威的二手文献。这对中小

学教师来说难度很大。不过，大学研究者和

中小学教师合作，能够很好地解决这个难题。

二、五项原则在 ＨＰＭ课例中的体现

我们选取《对数概念：从历史到课堂》《数

列概 念：通 过 历 史 体 现 “奇、趣、本、用”》

《ＨＰＭ视角下“数系的扩充与复数的引入”课

例研究》《“正弦定理”：用历史拓思维、润情

感》《两角和差的三角公式推导———数学史融

入数学教学的实例研究》这五篇文章中的五

个ＨＰＭ课例作为对象，分析上述五项原则在

数学史料选取中的体现。这些课例涉及代数

和三角学，均为新授课。

（一）“对数概念”课例分析

本课例首先通过特殊正整数的乘法，让

学生感受计算之繁；其次通过以２为底的正

整数指数幂与指数对应的数表，让学生体会

乘法可以简化为加法；再次引出天文学上的

大数运算，让学生看到相乘的两个大数不在

数表中（即不是２的正整数指数幂），因而数

表失效；然后尝试寻找相应的指数，让学生发

现这样的指数难以精确求得，需要定义新的

数，由此引入对数定义；最后通过指数与对数

的互化，巩固对数概念。整节课运用了四则

史料。

１．等差和等比数列之间的对应关系。

１５～１６世纪，欧洲许多数学家在各自的

著作中都运用了等差和等比数列的对应关

系，将乘除运算简化为加减运算。比如，法国

数学家许凯（Ｎ．Ｃｈｕｑｕｅｔ，１４４５～１４８８）在《算

学三部》中给出了双数列之间的对应关系，如

表２所示，即等比数列的乘除运算对应等差

数列的加减运算。由于等比数列中相邻两项

的间隔太大，这样的对应关系效用并不大。

其后，苏格兰数学家纳皮尔（Ｊ．Ｎａｐｉｅｒ，１５５０～

１６１７）构造了相邻两项的间隔很小的等比数

列，从而发明了对数。

　表２

１　 ２　 ４　 ８　１６　３２　６４　１２８ … １　０４８　５７６

０　 １　 ２　 ３　 ４　 ５　 ６　 ７ … ２０

　　本课例中，教师从学生熟悉的正整数乘

法出发，通过数表的作用和局限，再现了对数

的发现过程，揭示了对数的必要性，促进了学

生对对数的理解，也为对数运算学习埋下伏

笔。此外，教师还展示了数学与天文学之间

的关系。因此，这一史料的选取符合趣味性、

可学性、有效性和人文性原则。

２．古巴比伦泥板上的利息问题。

古巴比伦泥板上载有以下问题：年息

２０％，一定数目的钱经过多长时间后的本利

和变为原来的两倍？

这个问题与生活实际息息相关，切合了

对数的定义，反映了对数的用途，符合趣味性

和有效性原则。

３．对数的历史故事。

纳皮尔经过整整２０年的努力，终于在

１６１４年发明了对数。翌年，英国数学家布里

格斯（Ｈ．Ｂｒｉｇｇｓ，１５６１～１６３０）从伦敦赴爱丁

堡拜访他。这场“旷世之约”导致了常用对数

的诞生。
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这个故事激发了学生的兴趣，并留下了

人生的启迪，符合人文性原则。

４．对数的辞源。

１７世纪，法国数学家笛卡儿（Ｒ．Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ，

１５９６～１６５０）发明了幂的记号，指数概念由此

而生。１７世纪末，人们认识到对数可以定义

为幂指数。此后，瑞士数学家欧拉（Ｌ．Ｅｕｌｅｒ，

１７０７～１７８３）创用了“ｌｏｇａＮ”这一记号。中国

明代数学家薛凤祚（？～１６８０）在《比例对数

表》（１６５３）中首次将纳皮尔的“ｌｏｇａｒｉｔｈｍ”一词

译为“对数”。清代康熙皇帝主持编写的《数理

精蕴》的下编卷第３８条“对数比例”对双数列

之间的关系做了详细的介绍。

本课例中，教师追溯了对数的辞源，帮助

学生理解了“对数”中“对”字的含义。在小结

环节，教师引用《数理精蕴》中的一段话作为

结尾：“对数……以假数与真数对列成表，故

名对数表。其法以加代乘，以减代除；以加倍

代自乘，故折半即开平方；以三因代再乘，故

三归即开立方；推之至于诸乘方，莫不皆以假

数相乘而得真数。盖为乘除之数甚繁，而以

假数代之甚易也。”说明了对数的运算法则，

为后续学习埋下伏笔。因此，这一史料的选

取符合有效性原则。

（二）“数列概念”课例分析

本课例以古巴比伦泥板上的月相表、莱

因德纸草书中的财产问题以及根据约瑟夫故

事改编的课堂小游戏为引例，归纳出数列的

定义；在对概念进行辨析并给出不同的表征

后，引入数列通项的概念；在例题和练习环

节，聚焦数列的通项公式；最后，通过微视频

展现数列在天文学上的应用。整节课运用了

四则史料。

１．古巴比伦泥板上的月相表。

大英博物馆所收藏的巴比伦泥板 Ｋ９０

（公元前７世纪）记录了一张月相表：将满月

分成２４０个部分，则从新月开始每天的月相

情况构成了一个数列，如表３第二行所示，其

前５项构成公比为２的等比数列，第５～１５项

构成公差为１６的等差数列。

　表３

１　 ２　 ３　 ４　 ５　 ６　 ７　 ８

５　 １０　 ２０　 ４０　 ８０　 ９６　 １１２　 １２８

９　 １０　 １１　 １２　 １３　 １４　 １５ —

１４４　１６０　１７６　１９２　２０８　２２４　２４０ —

　　其实，古巴比伦泥板中含有许多与数列

相关的内容。这里，教师选用月相表作为引

例，目的是呈现数列与生活之间的密切联系，

从而突出数列学习的必要性，激发学生的学

习动机；同时，月相变化规律反映了数列的

“序”的本质特征，有助于学生对数列的理解。

因此，这一史料符合趣味性、人文性和有效性

原则。

２．莱因德纸草书中的财产问题。

莱因德纸草书（约抄录于公元前１６５０

年）上载有如下问题：一位富人家里有７间储

藏室，每间储藏室里有７只猫，每只猫捉了７

只老鼠，每只老鼠吃了７棵麦穗，每棵麦穗长

出了７个体积单位的麦粒，则储藏室、猫、老

鼠、麦穗、麦粒数各有多少？这是与等比数列

７，７２，７３，７４，７５ 相关的财产问题。

古埃及纸草书上不乏有关数列的内容。

选择财产问题，显然是因为它是一个趣味性

的数学问题，并且适合用作关于通项公式的

例题。因此，这一史料符合趣味性和有效性

原则。

３．约瑟夫故事。

在公元前４世纪的一部著作里，海格希

普斯讲述了约瑟夫运用智慧自救的故事。当
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罗马人攻陷Ｊｏｔａｐａｔ后，约瑟夫和另外４０个

犹太人躲到一个山洞里避难。可是，除了约

瑟夫和他的一位好朋友之外，其余３９人都决

定自杀，以避免落入罗马人之手而遭受折磨。

约瑟夫提出在临死之前大家不妨玩一个游戏

娱乐一下。他提出的游戏规则如下：所有人

排成一圈，随机从某一位置开始点数，将逢三

者拉出圈子杀掉，最后剩下的两个人自杀。

约瑟夫将他自己和好朋友分别安排在１６和

３１号位置上，成功地避开了死神。

本课例中，教师将约瑟夫的故事改编成

了课堂小游戏：１０个同学排成一圈，随机从某

一位同学开始，逢三点数，点到者出列，让最

后剩下的两位同学请大家吃薯愿。这个游戏

既有趣，又突出了“序”的本质特征，符合趣味

性和有效性原则。

４．提丢斯—波德律。

１８世纪，德国数学家提丢斯（Ｊ．Ｄ．Ｔｉｔｉｕｓ，

１７２９～１７９６）用一个特殊的数列４，７，１０，１６，

２８，５２，１００，１９６，３８８，７７２来表示太阳系行星

与太阳之间的相对距离。该数列被后人称为

“提丢斯—波德律”。对“２８”这一项所对应的

可能“行星”的寻找，导致了谷神星的发现。

本课例中，教师以微视频展现了数列在

天文学上的这一应用，进一步揭示了数列学

习的必要性以及数学和天文学的密切联系。

因此，这一史料符合趣味性、有效性和人文性

原则。

（三）“复数概念”课例分析

本课例首先利用现实情境，让学生求和

为１０、积为２４的两个数，进而引出１６世纪意

大利数学家卡丹的问题，让学生发现问题没

有实数解；接着给出１６世纪意大利数学家邦

贝利的三次方程求根问题，进一步让学生面

对“两数之和为实数，但这两个数都不是实

数”的事实，由此引出虚数概念。整节课运用

了三则史料。

１．卡丹问题。

１５４５年，意大利数学家卡丹（Ｇ．Ｃａｒｄａｎ，

１５０１～１５７６）在《大术》中提出了如下问题：将

１０分成两部分，使其乘积为４０。作为尝试，

卡丹给出了形如“ 槡５＋ －１５”和“ 槡５－ －１５”

的解，但他并未接受“负数平方根”这样的数。

卡丹问题揭示了复数的必要性，激发了

学生的学习动机；并且，二次方程的解法为学

生所熟悉。因此，这一史料符合趣味性、可学

性、有效性和人文性原则。

２．邦贝利的三次方程求根。

１６世 纪，意 大 利 数 学 家 邦 贝 利 （Ｒ．

Ｂｏｍｂｅｌｌｉ，１５２６～１５７２）在用求根公式解三次

方程ｘ３＝１５ｘ＋４时，遇到了一个“矛盾”：

３

槡槡２＋ －１２１＋
３

槡槡２－ －１２１＝４，即一个实

数等于两个非实数之和。正是这一矛盾促使

邦贝利对“负数平方根”这种“新数”进行了深

入的探究，从而导致虚数概念的诞生。

很多教师认为，三次方程求根问题太

难，不符合可学性原则。本课例中，教师分

别呈现运用三次方程求根公式得到的根以

及通过因式分解得到的根，从而降低了难

度。通过三次方程的根来引入虚数概念是

最令人信服的，符合趣味性、有效性和人文

性原则。

３．虚数的辞源。

１７７７年，欧拉用“ｉｍａｇｉｎａｒｙ”一词的首字

母“ｉ”来表示虚数，本意是指虚数只存在于“想

象之中”。

本课例中，教师向学生解释虚数的辞源，

让学生体会历史上数学家对于虚数的困惑，

从而感受虚数概念缓慢而艰辛的发展历程。
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因此，这一史料符合人文性原则。

（四）“正弦定理”课例分析

本课例通过流星测量问题来引入正弦定

理；在利用“作高法”证明正弦定理后，引入梅

文鼎简化的“同径法”；在探究边与对角正弦

的比值时，引入韦达的“外接圆法”；最后简要

介绍了正弦定理的历史。整节课涉及了以下

史料。

１．流星测量方案。

１０世纪，阿拉伯天文学家阿尔·库希

（ａｌ－Ｋｕｈｉ）曾经提出流星的测量方案：位于不

同地点的两个测量者观测同一颗流星，通过

两地的距离、仰角，可以求得流星距离大地的

高度。

本课例中，教师将这一方案改编成流星

测量问题，由此揭示了正弦定理的必要性以

及数学与天文学的联系，符合趣味性、有效性

和人文性原则。

２．简化的“同径法”。

历史上，正弦定理的几何推导方法可以

分为“同径法”和“外接圆法”。“同径法”最

早为１３世纪阿拉伯数学家纳绥尔丁（Ｎａｓｉｒ－

Ｅｄｄｉｎ，１２０１～１２７４）和１５世纪德国数学家雷

格蒙塔努斯（Ｒｅｇｉｏｍｏｎｔａｎｕｓ，１４３６～１４７６）所

采用。１７～１８世纪，中国数学家家梅文鼎

（１６３３～１７２１）和英国数学家辛普森（Ｔ．

Ｓｉｍｐｓｏｎ，１７１０～１７６１）各自独立地简化了“同

径法”。

这一方法使正弦定理更加直观，促进了

学生对该定理的理解，因而符合可学性与有

效性原则。

３．“外接圆法”。

“外接圆法”最早为１６世纪法国数学家

韦达（Ｆ．Ｖｉèｔｅ，１５４０～１６０３）所采用。２０世纪

初，“外接圆法”演化为“辅助直径法”。

这一方法能让学生感受数学思维的灵活

多样性，帮助学生更好地理解和掌握推广的

正弦定理（任意三角形一边与其对角的正弦

之比等于该三角形外接圆的直径），因而符合

有效性原则。

４．有关数学家。

本课例中，教师简要介绍了正弦定理

的历史以及数学家韦达和梅文鼎的故事，

揭示了数学背后的人文精神，符合人文性

原则。

（五）“两角和差的三角公式”课例分析

本课例根据古希腊数学家帕普斯的和角

公式几何模型设计一系列问题，帮助学生利

用几何图形推导两角和的正、余弦公式，并引

导学生进一步推导两角差的正、余弦公式；又

根据韦达和差化积公式的证明，引导学生进

一步证明其余和差化积公式。整节课主要采

用了两则史料。

１．和角正弦公式的推导。

３世纪末，古希腊数学家帕普斯（Ｐａｐｐｕｓ，

３世纪末）在《数学汇编》第５卷第４部分给出

了如下命题：如图１，设 Ｈ 是以ＡＢ 为直径的

半圆上的一点，ＣＥ是半圆在点Ｈ 处的切线，

ＣＨ＝ＨＥ；ＣＤ 和ＥＦ 为ＡＢ 的垂线，Ｄ、Ｆ为

垂足，则（ＣＤ＋ＥＦ）·ＣＥ＝ＡＢ·ＤＦ。当α＋

β＜
π
２
时，即得图２所示的和角公式几何

模型。

图１

　
图２

有了帕普斯的几何模型，学生可以从直
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角三角形的边角关系出发，自主得出两角和

与差的正、余弦公式。因此，这一史料促进了

学生对公式的理解和记忆，符合可学性和有

效性原则。

２．和差化积公式的推导。

韦达曾用几何方法证明了和差化积公

式：如图３，在单位圆Ｏ中，有ｓｉｎα＋ｓｉｎβ＝

ＡＤ＋ＣＥ＝ＡＦ＝ＡＣ·ｃｏｓα－β２ ＝２ｓｉｎα＋β２
·

ｃｏｓα－β２
。

图３

韦达的方法直观易懂，符合可学性与有

效性原则。

总之，对上述五个课例所选取的数学史

料的分析表明：绝大多数史料都符合学生的

认知基础；都能揭示知识的必要性，促进学生

对相关知识的理解；都符合史实，有明确的文

献出处。因此，这些史料满足可学性、有效性

和科学性原则。但是，一些史料的趣味性和

人文性较弱。究其原因：一方面，教师更关注

数学史料对数学理解的帮助，更关注数学史

料所蕴含的思想方法，而并不刻意追求趣味

性和人文性；另一方面，虽然数学史料丰富多

彩，但是要选择一则同时满足五项原则的数

学史料并非易事。

＊本文系上海市教育科学研究重大项目

“中小学数学教科书的有效设计”的子课题

“中小学数学教科书中数学文化素材的案例

设计”（编号：Ｄ１５０８）的阶段性研究成果。
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