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　　【编者按】本刊自２０１４年起陆续刊登了华东师范大学汪晓勤教授团队开发的３８个中学

HPM 课例,引起了积极、热烈的反响.本期继续呈现刘志霞等老师开发的课例.希望有更多的

教师加入 HPM 的研究 中 来,可 以 开 发 新 的 课 例,也 可 以 对 已 有 的 课 例 进 行 分 析、评 价 与 改

进———之前的课例以新授课(概念课或命题课)、单一课时设计为主,接下来希望有更多的复习

课(习题课)、多个课时(单元整体)设计.

“向量的坐标表示及其运算”:以重构式融入数学史∗

刘志霞１,刘思璐２,沈中宇３

(１．上海交通大学附属中学闵行分校,２００２４０;２．华东师范大学教师教育学院,２０００６２;

３．华东师范大学数学系,２００２４１)

摘　要:向量的坐标表示及其运算的发展经历了漫长的历史过

程,可以将其分为“速度的平行四边形法则”“力的合成与分解”“运

动的直角坐标表示”“向量坐标表示的出现”“向量坐标表示的完善”

五个阶段.这一内容的教学,可以采用重构的方式对以上历史阶段

进行改编,让学生自然地经历向量的坐标表示及其运算出现的过

程;同时,利用附加式的 HPM 微视频渗透数学文化.课后反馈表

明,这样的教学实现了“知识之谐”“探究之乐”“能力之助”“文化之

魅”“德育之效”等教育价值.

关键词:HPM　向量的坐标表示　向量的坐标运算　重构式

　　向量理论具有深刻的数学内涵和丰富的

物理背景,既是代数研究对象,也是几何研究

对象,是沟通几何与代数的桥梁.学生通过

对向量的学习,不仅能掌握解决几何问题的

有力工具,而且能发展对数量和运算关系的

认识,为将来高等数学中线性代数的学习提

供直观模型.

“向量的坐标表示及其运算”是沪教版高

中数学二年级第一学期第８章“平面向量的

坐标表示”第１节的内容.教材首先介绍基

本单位向量;然后给出位置向量的正交分解;

接着给出任意向量的正交分解,从而定义任
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意向量的坐标表示;最后讲解向量的坐标表

示及其运算.本节课的教学,需要引导学生

从“形”的角度过渡到“数”的角度对向量进行

研究,充分体现向量集“数”和“形”于一身的

特点.如何让学生自然地完成过渡,是本节

课教学的重难点之一.

英国数学史家福韦尔(J．Fauvel,１９５１—

２０００)总结了数学教学中运用数学史的各种

原因,其中包括增加学生的学习动机,提供探

究的机会,给数学以人文的一面,改变学生的

数学观等.实践表明,数学史融入数学教学

具有“知识之谐”“探究之乐”“方法之美”“能

力之助”“文化之魅”“德育之效”等多元的教

育价值.因此,我们可以从 HPM 的视角来设

计和实施“向量的坐标表示及其运算”的教

学,借鉴历史上向量的坐标表示及其运算的

发展过程,通过重构历史,让学生自然地经历

向量的坐标表示及其运算的形成过程,在富

有文化的课堂氛围中自主探究.

据此,我们拟定了如下教学目标:(１)了

解单位向量、向量的正交分解及坐标表示,理

解向量的坐标概念,理解向量的坐标表示与

正交分解之间的关系;(２)会用坐标表示向

量,掌握向量的坐标运算并会初步应用,感受

向量坐标的意义,体会数形结合的数学思想;

(３)了解向量坐标表示的发展历史以及不同

时空数学家的贡献,形成动态的数学观.

一、历史材料梳理

向量的坐标表示及其运算的发展经历了漫

长的历史过程,可以将其分为如下五个阶段:

(一)古 希 腊 时 期:速 度 的 平 行 四 边 形

法则

速度的平行四边形法则是向量理论的重

要起源.古希腊的亚里士多德(Aristotle,公

元前３８４—前３２２)是第一个具有向量意识的

人,在其«物理学»一书中给出了速度的平行

四边形法则:“一个物体以一定比率移动时,

该物体一定沿一条直线运动,这条直线是由

两条给定比率的直线形成的平行四边形的对

角线.”在同一时代,亚历山大的海伦(Heron,

约１０—７５)对亚里士多德的上述观点给出了

相关的几何证明.但是,当时只有向量的合

成,并没有出现向量合成的逆运算———向量

的分解.因 此 尚 不 具 备 向 量 坐 标 表 示 的

基础.

(二)１６世纪—１７世纪:力的合成与分解

到了１６、１７世纪,平行四边形法则的观

点有了详细明确的总结.荷兰数学家斯蒂文

(Stevin,１５４８—１６２０)在静力学问题中应用了

平行 四 边 形 法 则,伽 利 略 (Galileo,１５６４—

１６４２)也清楚地叙述了这个定律.之后,牛顿

(Newton,１６４３—１７２７)在其«自然哲学之数学

原理»一书中给出并证明了有关力的合成与

分解,从而标志着向量分解的出现,向向量的

坐标表示迈出了一步.尽管牛顿经常在他的

力学著作中使用力的平行四边形法则,但他

并没有真正意识到自己是在做“向量的加法”

运算,没有把这种力学中的具体运算抽象成

数学概念.因此,在他的思想中可能并没有

形成代数运算的观念.

(三)１８世纪:运动的直角坐标表示

１８世纪之前,向量都是作为物理量出现

的.在研究物体的运动规律时,为了简便运

算,欧拉(Euler,１７０７—１７８３)首次将向量的分

解放入笛卡儿坐标系中考虑.在研究刚体的

运动规律时,欧拉明确指出利用笛卡儿直角

坐标系来表达运动所起的关键作用:“一个运

动总可以用无穷小的方式分解为三种运动,

它们中的每一个都有自己的速度.总起来,

不仅考虑这点的速度大小,而且有它的方向.
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这在计算中是最有用的,因为对不在一个平

面上的运动,由此可以减轻关于点的轨迹的

曲率的大量烦人的计算”他认为,笛卡儿

直角坐标是处理向量的最自然的工具.可以

看出,在欧拉所在的时代,用点的坐标表示空

间向量的观念已经存在.

(四)１８世纪末—１９世纪:向量坐标表示

的出现

到了１９ 世纪,向量迅速 发 展.韦 塞 尔

(Wessel,１７４５—１８１８)为了解析地表示有向

线段的方向,在其著名的文章«方向的解析表

示»中写道:“这个表示试图处理我们怎样解

析地表示方向这个问题,即怎样在一个包含

未知线段和另外已知线段的方程里,使得未

知线段的长度和方向可以同时表示出来.”可

见,韦塞尔的主要兴趣是几何方法的创造,即

怎样把平面上的有向线段(平面上的向量)用

代数的形式解析地表示出来.他通过引入两

个正交的单位向量来研究平面中的向量,使

向量就这样自然地进入了数学中.之后,哈

密顿(Hamilton,１８０５—１８６５)发明了四元数,

用以表示空间向量.他也是第一个用“向量”

这个词表示有向线段的数学家,第一次赋予

了“向量”这个词更一般的意义.

(五)２０世纪:向量坐标表示的完善

进 入 ２０ 世 纪 之 后,吉 布 斯 (Gibbs,

１８３９—１９０３)和威尔逊(E．B．Wilson,１８７９—

１９６４)创立了现代的向量系统.１９１３年,随着

威尔逊的«向量分析»这一较早专门论述向量

理论的教科书的正式出版,完善的向量分析

系统开始出现,向量的分解定理也进一步完

善,成为向量坐标表示及其运算的基础.

二、教学设计与实施

本节课主要采用重构的方式对以上历史

阶段进行改编,让学生自然地经历向量的坐

标表示及其运算出现的过程;同时,利用附加

式的 HPM 微视频渗透数学文化.

(一)引入实例,激发冲突

学生尝试解决以下探究任务:

学校组织在公园进行定向越野活动,设

定若干关卡.每个同学都需要按照指令到达

指定地点,以完成任务.如图１,若甲同学得

到的指令为:从集合地点O 出发,先沿北偏东

３０°方向走３０米至 点 A,再 沿 正 东 南 方 向 走

４０米至点B,最后沿北偏东６０°方向走１０米

至点C.则该同学的最终位置C在哪里?

图１

绝大部分学生在解决这一任务时遇到了

困难.

[设计意图:历史上,向量主要作为物理

量出现.在研究物体的运动规律时,为了简

便运算,欧拉才将其放入坐标系中考虑.本

环节基于这段历史,从简便运算的角度出发,

考虑学生的认知基础,设置定向越野的问题

情境,引出向量坐标表示的必要性.]

(二)探究实例,尝试定义

教师先带领学生回忆物理中的向量,指

出向量起源于物理;然后带领学生回忆初中

所学的向量相关内容;接着回到“定向越野”

任务中,带领学生进行探究———

师　求甲同学的最终位置C,即确定位移OC→.

OC→可以看成哪几个向量加法运算的结果?

生　位移OC→可以看成位移OA→、AB→、BC→的和

向量.

师　那我们一个个来研究.先研究位移OA→.
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在物理学中,我们常把位移OA→正交分

解.如何正交分解?

生　(出示图２)位移OA→＝OM→＋ON→.

图２

师　位移OA→正交分解为水平向右的位移OM→

和竖直向上的位移ON→.这两个位移有

公共起点O,并且方向互相垂直.为了

简便计算,你想到了什么?

生　以O为原点建立平面直角坐标系,放入

平面直角坐标系中研究.

师　很好! 那么位移OM→、ON→的大小分别是

多少呢?

生　|OM→|＝１５,|ON→|＝１５ ３.

师　OM→代表向右走了１５米,ON→代表向上走

了１５ ３米.位移的大小是１５米,代表

１５个单位长度.那么,位移的方向怎么

表示呢? 能否引进一个既有大小又有方

向的单位来表示OM→呢?

生　引入x轴正方向上的基本单位向量i,则

OM→＝１５i;引入y 轴正方向上的基本单

位向量j,则ON→＝１５ ３j.

师　这样,就有位移OA→＝１５i＋１５ ３j.它的

系数可以表示成一对有序实数对(１５,

１５ ３),这个有序实数对就是直角坐标系

下终点A 的坐标.我们能否把这个坐标

定义为向量的坐标呢?

生　应该可以.

师　那么,接下来我们学习如何严格地定义

向量的坐标表示.

[设计意图:历史上,向量的坐标表示基

于牛顿对力的合成与分解的研究:在其基础

上,欧拉将其与直角坐标系相联系;之后,韦

塞尔引入了单位向量,使得向量的坐标表示

得以完成.本环节基于这段历史,从向量的

正交分解出发,与直角坐标系建立联系,由单

位长度类比推出单位向量,最终自然引出向

量的坐标表示.]

(三)重构历史,生成定义

教师引导学生将刚刚研究的特殊情形推

广到一般———

师　(同步板书:位置向量)对平面中的任意

一个向量,我们把它的起点放到坐标原

点,把这个向量称为位置向量.任何一

个位置向量OA→都可以通过正交分解,变

为水平方向的向量OM→和竖直方向的向

量ON→.(同步板书:基本单位向量)在平

面直角坐标系内,方向分别与x 轴和y
轴的正方向相同的两个单位向量叫作基

本单位向量,分别记为i、j.从而OA→＝xi

＋yj,即向量OA→能够表示成两个相互垂

直的向量i、j分别乘以实数后组成的和

式,该和式称为i、j的线性组合.(同步

板书:向量的正交分解)这种向量的表示

方法叫作向量的正交分解.任意一个位

置向量OA→在正交分解之后,系数构成的

有序实数对(x,y)就是位置向量OA→的终

点A 的坐标.(同步板书:向量的坐标)

我们就把这个有序实数对(x,y)定义为

位置向量OA→的坐标,记作OA→＝(x,y).

向量坐标的定义合理吗?

(学生迟疑.)

师　考虑向量的坐标表示是否合理,首先要

看它是否存在,其次要看它是否唯一,即

一个向量和它的坐标是否一一对应.首

先,向量的坐标存在吗?

生　根据平行四边形法则可以正交分解,因
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此是存在的.

师　其次,这个有序实数对唯一吗? 一个向

量会不会有两个不同的坐标?

生　不会.

师　为什么不会?

生　可以反证.已知OA→＝xi＋yj,不妨再设

OA→＝x１i＋y１j(x１ 与x,y１ 与y 不全相

等),则有(x１－x)i＋(y１－y)j＝０.若

x１－x≠０,则i＝ －y１－y
x１－xj

,这与i⊥j

矛盾.

师　经过严格的数学推理证明,向量的正交

分解是唯一的,因此正交分解的系数是

唯一的,所以它的坐标是唯一的.所以

这个定义,我们可以大胆地给出.(再出

示上文图１)那么,“定向越野”问题中向

量AB→是位置向量吗?

生　不是.

师　那我们该如何用坐标表示它?

生　以A 为原点建立平面直角坐标系.

生　把向量AB→平移到以原点O 为起点.

师　前一位同学的做法是可行的,但是建立

了两个坐标系,比较复杂.后一位同学

的想法很好:向量是自由向量,和它的起

点在哪里没有关系,所以,平面里的任意

向量都能平移为一个位置向量.因此,

大家可以猜一猜:任意向量的坐标怎么

定义呢?

生　因为位置向量的坐标存在且唯一,而平面

内任一向量a都有与它相等的位置向量

OA→,所以a＝OA→＝xi＋yj,有序实数对

(x,y)就称为向量a的坐标,记 作a＝
(x,y).

师　本节课,我们用了１５分钟的时间给出了

向量的坐标表示.但是,在数学历史长

河中,几代数学家不懈地努力了近两千

年,才有了我们今天熟悉的向量理论.

下面我们来看一个微视频,欣赏向量坐

标表示的历史.

(教师播放微视频,主要内容如图３.)

师　我们应该珍惜自己生在这个美好的时

代,坐在宽敞明亮的教室里,手里有一个

计算器,领略着古人几千年的研究成果.

我们不仅仅要好好学习这些理论知识,

而且要向这些数学家们学习,学习他们

探索、钻研的精神.

图３
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　　[设计意图:历史上,进入２０世纪之后,

数学家们开始讨论向量的分解定理,向量的

坐标表 示 才 趋 于 完 善.本 环 节 基 于 这 段 历

史,引发学生讨论向量坐标表示的存在性和

唯一性,进一步将向量的坐标表示建立在严

谨的数学基础之上;同时,利用微视频让学生

了解向量坐标表示的发展历史,感知向量坐

标化的意义及数学发展的规律.]

(四)解决实例,探究运算

教师带领学生根据向量的坐标表示继续

解决“定向越野”任务,并在且引导学生进一

步探究坐标表示下的向量运算———

师　我们继续回到刚才的“定向越野”问题.

首先,请 大 家 给 出 向 量OA→、AB→、BC→ 的

坐标.

生　OA→＝(１５,１５ ３),AB→＝(２０ ２,－２０ ２),

BC→＝(５ ３,５).

师　其次,向量OC→是这三个向量的和向量,

那么能由这三个向量的坐标给出向量

OC→的坐标吗?

生　能! 只要把向量OA→、AB→、BC→坐标的对应

分量相加就可以了.

师　你有很好的数学直觉! 请问如何推理?

生　刚才我们的向量坐标是从向量的正交分

解得到的,所以,可以回到向量的正交分

解:a＝x１i＋y１j,b＝x２i＋y２j,则a＋b＝
(x１＋x２)i＋(y１＋y２)j,是a＋b的正交

分解,我们可以把系数(x１＋x２,y１＋y２)

定义为a＋b的坐标.

师　很好,我们给他鼓鼓掌,他有很好的数学

直觉和逻辑推理能力! 我们知道,在初

中,向量的加法运算是通过什么法则得

出来的?

生　通过平行四边形法则或三角形法则,作

图得出来的.

师　那么,在学习了向量的坐标表示之后,

向量的加法运算就能写成对应的坐标

的运算,使向量运算完全代数化,将数

与形紧密结合起来.而学习了向量的

坐 标 表 示 及 其 运 算 之 后,我 们 也 顺 利

解决了 本 节 课 一 开 始 提 出 的“定 向 越

野”问题.

(教师进一步带领学生总结向量的减法、

数乘运算的坐标表示.)

[设计意图:历史上,随着完善的向量分

析系统的建立,向量的运算也进一步实现了

解析化.本环节基于这段历史,首尾呼应,在

向量概念解析化的基础上,将向量的运算也

解析化,完成向量分析系统的建立.]

(五)练习巩固,小试牛刀

教师通过如下两个练习,让学生进一步

熟悉向量的坐标表示及其运算.

例１　如图４,通过多种方法写出向量a、

b、c的坐标.

图４

例２　已知点O、A、B 的坐标分别为(０,

０)、(１,２)、(４,５).

(１)如果四边形OABC是平行四边形,求

点C的坐标.

(２)如果OP→＝OA→＋tAB→,四边形OABP
能否为平行四边形? 若能,求出相应的t值;

若不能,请说明理由.

[设计意图:这一环节的两个练习分别强

调向量从形到数和从数到形的转化,让学生

认识到,在将向量解析化的同时,也要注重向

量的直观性,强化数形结合的思想.]
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(六)总结提升,探讨意义

教师引导学生总结本节课的内容,并交

流学习心得:在知识方面,这节课通过对向量

的坐标表示及其运算的探究性学习,对向量

的表示从“有向线段”走向“坐标”,对向量的

运算从“几何运算”走向“代数运算”,对向量

的认识从“形”走向“数”.在情感方面,认识

到了向量的坐标表示及其运算是几千年来数

学一步步发展和抽象的结果.这样的发展和

抽象,扩大了向量解决问题的范围,并由此建

立起向量与代数、几何、三角的紧密联系,为

后续学习解析几何打下了基础.

最后,教师让学生读一首小诗«我的向

量»(大 罕),感 受 向 量 集 数 与 形 于 一 身 的

魅力:

给你一个方向,你就成为我的向量.给

你一个坐标系,你就在我心空飞翔.繁复的

几何关系,变成纯代数的情殇.优美的动态

结构,没有人情冷暖世态炎凉.哪怕山高路

远,哪怕风雨苍茫,不管起点在哪儿,你始终

“在水一方”.啊,我的向量,你是一股力量,

融进 了 我 的 身 体,在 我 的 血 管 里,静 静 地

流淌!

[设计意图:历史上,随着向量分析系统

的建立,向量逐渐成为解决各类数学问题的

有力工具.本环节从向量的特点出发,将向

量与各个数学分支相联系,为其后向量在数

学学习中的应用埋下伏笔.]

三、学生反馈

课后,我们搜集全班４４名学生对本节课

的反馈信息———

８６．４％ 的 学 生 听 懂 了 本 节 课 的 内 容,

９５．５％的学生喜欢本节课中数学史的融入

方式.

学完本节课后,有关“向量”,学生会想到

的关键词有“力”“速度”“坐标系”“正交分解”

“单位向量”等.

对于为什么要将向量放到坐标系中研

究,５２．３％的学生认为方便计算,１３．６％的学

生认为便于学习研究,１１．４％的学生认为体

现了从形到数,其余学生的回答有“可以更加

直观地看出向量的变化”“数形结合”等.

关于本节课中向量坐标表示的历史对学

习的帮助和启示,学生的典型回答有:今天一

节课的内容是古人几千年智慧的结晶;学习

数学家刻苦钻研、求真务实的精神;应该多提

一些关于数学的历史,从古代数学家的视角

来理解,扩充背景知识与思想;让数学变得有

意思.

对于这节课中印象最深的内容,学生的

典型回答有:«我的向量»这首诗充满文艺气

息,感情至深,新颖有趣;向量的历史是古人

智慧的结晶,体现了数学发展史上数学家的

不易与艰辛;向量坐标表示后运算方便;用坐

标表示向量,完成由形到数的转化.

课后访谈表明,学生对于第一次在数学

课堂中深入接触数学史,感觉到比较新鲜,知

道了向量坐标表示的源头;通过对数学发展

史的了解,感受到其对学习的帮助,并且认为

数学史的融入活跃了课堂的气氛.

四、教学反思

本节课主要采用重构式并辅以附加式融

数学史于课堂教学中.通过重构式设计整节

课的探究活动,根据向量坐标表示的历史引

导学生从初中的几何角度学习向量,转为高

中的代数角度探究向量,让学生亲身经历向

量从正交分解到进入直角坐标系再到坐标表

示的过程.通过附加式对之前探究过程中蕴

含的数学史知识和思想进行总结和概括,让

学生清晰地看到向量坐标表示及其运算的历
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史发展脉络.

从数学史的多元教育价值来看,本节课

从学生的已有认知出发,引导他们经历不同

阶段向量发展的过程,从中逐步抽象出向量

的坐标表示,领略向量坐标表示及其运算的

必要性和合理性,构建了“知识之谐”.通过

重构历史的发展过程,引导学生探求如何进

行向量的坐标表示并证明其唯一性,再带领

学生解决实例和例题,让学生感受向量坐标

表示的意义和价值,成为课堂的主人,营造了

“探究之乐”.从具体情境引入,引导学生逐

步抽象出数学问题,并通过推理和计算解决

问题,培养了学生的数学抽象、逻辑推理、数

学计算等素养,达成了“能力之助”.播放关

于向量坐标表示历史的微视频,让学生了解

不同时空数学家的贡献,凸显人文元素,展示

了“文化之魅”.让学生明白向量的坐标表示

经过历史上几千年的发展,是不同数学家不

懈努力的智慧成果,激励其在今后的学习中

勇于探索数学真理,培养动态的数学观,彰显

了“德育之效”.

∗ 本文系 汪 晓 勤 教 授 团 队 开 发 的 HPM
案例之一,也是华东师范大学 HPM 工作室开

发的系列课例之一.
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