
①　函数记号ｆ（ｘ）是欧拉后来给出的，这里，为了读者阅读方便，我们使用了这个记号．

“奇、偶函数”考源
汪晓勤

（华东师范大学数学系　２００２４１）

很多年以前，曾经有位中学教师问笔者：为什
么具有性质ｆ －（ ）ｘ ＝ｆ（）ｘ 的函数ｆ（）ｘ 叫“偶函
数”，具有性质ｆ　－（ ）ｘ ＝－ｆ（）ｘ 的函数ｆ（）ｘ 叫
“奇函数”？笔者的第一反应是，应该从函数图像
的对称性上去解释．结果，那位教师觉得这样的解
释并不令人信服．
事实上，笔者的解释确实是错误的，错误的原

因是把那位教师的问题当作“逻辑上的为什么”
（ｌｏｇｉｃａｌ　ｗｈｙ）而不是“历史上的为什么”（ｈｉｓｔｏｒｉ－
ｃａｌ　ｗｈｙ）来考虑了．认识到这一点也就能明白：两
个术语的历史考源成了回答问题的唯一途径．
那么，是谁最早引入“偶函数”和“奇函数”这

两个名称？命名的依据是什么？早期数学家在讨

论奇、偶函数性质时遇到怎样的困惑？两个名词
有着怎样的传播路径？迄今，这些问题似乎并没
有清晰的答案．本文试图对它们作出回答，并得出
历史研究的教学启示．
１　最早的奇、偶函数定义

１７２７年，年轻的瑞士数学家欧拉（Ｌ．Ｅｕｌｅｒ，

１７０７－１７８３）在提交给圣彼得堡科学院的旨在解
决“反弹道问题”［１］的一篇论文（原文为拉丁文）
中，首次提出了奇、偶函数的概念．
若用－ｘ代替ｘ，函数保持不变，则称这样的

函数为偶函数（拉丁文ｆｕｎｃｔｉｏｎｅｓ　ｐａｒｅｓ）．欧拉列
举了三类偶函数：

·ｆ（）ｘ ＝ｘ２ｎ（ｎ＝１，２，３，… ）；

·ｆ（）ｘ ＝ｘ
ｍ
ｎ（ｍ为偶数，ｎ为大于１的奇数）；

· 上面两类幂函数经过加、减、乘、除、乘方
运算所得到的函数及其任意次幂，如ｆ（）ｘ ＝

ａｘ２＋ｂｘ（ ）
２
３ ｎ（ａ，ｂ为常数，ｎ＝１，２，３，… ）．

欧拉论文片段

若用－ｘ代替ｘ，函数变号，则称这样的函数
为奇函数（拉丁文ｆｕｎｃｔｉｏｎｅｓ　ｉｍｐａｒｅｓ）．欧拉也列
举了三类奇函数：

·ｆ（）ｘ ＝ｘ２ｎ－１（ｎ＝１，２，３，… ）；

·ｆ（）ｘ ＝ｘ
ｍ
ｎ（ｍ，ｎ均为奇数，ｎ＞１）；

· 上面两类幂函数经过加、减、乘、除、乘方
运算所得到的函数及其奇数次幂，如ｆ（）ｘ ＝

ａｘ３＋ｂｘ（ ）
５
７ ｎ（ａ，ｂ为常数，ｎ为奇数 ）．

接下来，欧拉讨论了奇偶函数的性质：
· 两个奇函数的乘积为偶函数，如：ｘ３·

ｘ
１
３＝ｘ

１０
３；
· 一个奇函数与一个偶函数的乘积为奇函

数，如：ｘ· ａ２＋ｘ槡 ２；
此外，欧拉还引入倒函数的概念．若ｆ（）ｘ ·

ｆ　－（ ）ｘ ＝１，则称函数ｆ（）ｘ 为倒函数．例如函数
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ｆ（）ｘ ＝ ａ＋ｘａ－（ ）ｘ
ｎ

欧拉指出，指数函数ｆ（）ｘ ＝ａｘ 以及有关复合函
数ｆ（）ｘ ＝ ａ２＋ｘ（ ）２　 ｘ

３
都是倒函数；更一般地，以

偶函数为底、奇函数为指数的幂指函数为倒函数．
法国数学家达朗贝尔（Ｊ．Ｒ．ＤＡｌｅｍｂｅｒｔ，

１７１７－１７８３）在狄德罗（Ｄ．Ｄｉｄｅｒｏｔ，１７１３－１７８４）
主编的《大百科全书》第７卷（１７５７年出版）关于
函数的词条中说：“古代几何学家，更确切地说是
古代分析学家，将某个量ｘ的不同次幂称为ｘ的
函数．”［２］类似地，法国数学家拉格朗日（Ｊ．Ｌ．
Ｌａｇｒａｎｇｅ，１７３６－１８１３）在《解析函数论》（１７９７）
开篇中也说，早期分析学家们使用“函数”这个词，
只是表示“同一个量的不同次幂”，后来，其涵义被
推广，表示“以任一方式得自其他量的所有量”，莱
布尼茨和约翰·伯努利最早采用了后一涵义［３］．
在１７２７年的论文中，欧拉在讨论奇、偶函数时确
实没有涉及任何超越函数．因此，最早的奇、偶函
数概念都是针对幂函数以及相关复合函数而言，
欧拉提出的“奇函数”、“偶函数”之名显然源于幂
函数的指数或指数分子的奇偶性：指数为偶数的
幂函数为偶函数，指数为奇数的幂函数为奇函数．
２　《无穷分析引论》中的奇、偶函数概念

１７４８年，欧拉出版他的数学名著《无穷分析
引论》，将函数确立为分析学的最基本的研究对
象．在第一章，他给出了函数的定义、对函数进行
了分类，并再次讨论了两类特殊的函数———偶函
数和奇函数．
欧拉给出的奇、偶函数定义与１７２７年论文中

的定义实质上并无二致，但他讨论了更多类型的
奇、偶函数，也给出了奇函数的更多的性质［４］．在
偶函数情形中，我们看到欧拉：

（１）将ｆ（）ｘ ＝ｘ２ｎ中的ｎ扩充到了负整数；
（２）将指数为偶数或偶分子奇分母分数的幂

函数“经过加、减、乘、除、乘方运算所得到的函数
及其任意次幂”扩充为满足条件的幂函数“以任何
方式组成的函数”，由此可以推断，欧拉此时已经
考虑到了超越偶函数（至少是像ｙ＝ａｘ

２
这样的函

数），尽管他并没有给出具体的例子；
（３）给出更多无理函数的例子：

Ｚ＝ａ＋ｂｚ
２
７＋ｃｚ－

４
５＋ｄｚ

８
３

α＋βｚ
２
３＋γｚ－

２
５＋δｚ

４
７
；

（４）增加了由方程所确定的偶函数（并未给出
隐函数之名），如由二次方程ｙ２＝ａｘ４　ｙ＋ｂｘ２ 确定
了ｘ的（二值）偶函数ｙ＝ｆ（）ｘ ；

（５）将ｚ的偶函数另外定义为ｙ 的函数Ｚ＝

（）ｆ　ｙ 和ｙ＝ｚ２ 的复合函数．
奇函数情形相类似．
关于奇、偶函数的性质，欧拉增加了奇函数的

性质：
（１）如果ｙ是ｚ的奇函数，那么，ｚ也是ｙ 的

奇函数，用我们今天的语言来表达就是：一个奇函
数的反函数仍为奇函数（欧拉并未考虑到反函数
的存在性问题）；

（２）在一个关于ｙ和ｚ的二元方程中，如果各
项中ｙ和ｚ的指数之和同为奇数或同为偶数，则

ｙ为ｚ的奇函数，如，由方程ｙ２＝ａｙｚ＋ｂｚ２＋ｃ所
确定的函数ｙ＝ｆ（）ｚ 是ｚ的奇函数．
３　欧拉的困惑和失误

欧拉认为，函数ｆ（）ｘ ＝ｘ· ａ２＋ｘ槡 ２与函数

ｇ（）ｘ ＝ ａ２　ｘ２＋ｘ槡 ４是等价的，所以，尽管奇函数
与偶函数的乘积为奇函数，但有时这样的乘积也
可能会是偶函数．
鉴于此，欧拉提出，要使一个偶函数的幂仍为

偶函数，就必须对幂指数进行限制，特别，如果指
数为分数，那么它的分母就不能为偶数．欧拉举了
一个例子：函数

ｆ（）ｘ ＝ａ
２

ｘ２＋２ａ＋ｘ
２（ａ为常数）

显然为偶函数，但函数

ｆ（）ｘ ＝ ａ
２

ｘ２＋２ａ＋ｘ（ ）２
１
２

＝ａｘ＋ｘ

为奇函数．
类似地，在将偶函数定义为函数Ｚ＝ （）ｆ　ｙ 和

ｙ＝ｚ２ 的复合函数时，欧拉特别增加了一个限制

条件：Ｚ＝ （）ｆ　ｙ 中不能含有槡ｙ之类的根式．欧拉
举了一个反例：函数Ｚ＝ｙ＋ ａ槡ｙ（ａ为常数）和
ｙ＝ｚ２ 的复合函数并不是ｚ的偶函数，因为复合

的结果是Ｚ＝ｚ２　＋ 槡ｚ　ａ．
显然，欧拉未 能 区 别 函 数 ｆ（）ｘ ＝ｘ 和

ｆ（）ｘ ＝ ｘ槡 ２．
４　法文和英文中的“奇、偶函数”
虽然达朗贝尔在《大百科全书》中给出了函数
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的定义，并介绍了有理函数、无理函数、齐次函数、
相似函数［２］，但只字未提“奇函数”和“偶函数”这
两种特殊函数．
１７８６年，法国人裴奇（Ｆ．Ｐｅｚｚｉ）将《无穷分析
引论》第１卷译成了法文，“奇函数”和“偶函数”分
别被译为“ｆｏｎｃｔｉｏｎ　ｐａｉｒｅ”和“ｆｏｎｃｔｉｏｎ　ｉｍｐａｉｒｅ”，
这是两个数学名词在法文中的首次出现．
１７９２年，法国数学家勒让德（Ａ．Ｌｅｇｅｎｄｒｅ，

１７５２－１８３３）向科学院提交论文“关于椭圆超越

性”［５］，讨论形如∫ （）Ｐ　ｘ　ｄｘ
（）Ｒ　ｘ
的积分．其中 （）Ｐ　ｘ 为ｘ

的多项式，而 （）Ｒ　ｘ 是形如 ａ＋ｂｘ＋ｃｘ２＋ｄｘ３＋ｅｘ槡 ４

的无理函数．勒让德将只含ｘ的偶次幂的多项式

（）Ｐ　ｘ ＝ａ０＋ａ２ｘ２＋ａ４ｘ４＋…＋ａ２ｎｘ２ｎ

称为ｘ的偶函数，将只含ｓｉｎφ的偶次幂的函数

Ｐ　ｓｉｎ（ ）φ ＝ａ０＋ａ２ｓｉｎ２φ＋ａ４ｓｉｎ
４
φ＋…＋

ａ２ｎｓｉｎ２ｎφ
称为“ｓｉｎφ的偶函数”．这里，勒让德可能沿用

了裴奇的译名或直接翻译了欧拉的名词．这里我
们需要指出的是，将“偶函数”、“奇函数”的拉丁文
翻译成对应的法文，并不会产生不同的译法，因为
最迟在笛卡儿（Ｒ．Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ，１５９６－１６５０）的《几
何学》中已经有了法文的“偶数”（ｎｏｍｂｒｅｓ　ｐａｉｒｓ）
和“奇数”（ｎｏｍｂｒｅｓ　ｉｍｐａｉｒｓ）之名［６］．
然而，拉格朗日在１７９７年出版的《解析函数

论》中尽管谈到了函数概念的历史演变过程，给出
了函数概念的定义，但并未提及“奇函数”和“偶函
数”概念．可以推断，“奇函数”、“偶函数”这两个名
称在１８世纪末的法国并未得到普遍使用；或者
说，函数的奇偶性还没有受到当时法国数学家的
普遍关注．
１７９６年，法国数学家拉贝（Ｊ．Ｂ．Ｌａｂｅｙ，

１７５０？－１８２５）将《无穷分析引论》全书译成法
文［７］，其中，拉贝同样将“偶函数”和“奇函数”分别
译为“ｆｏｎｃｔｉｏｎ　ｐａｉｒｅ”和“ｆｏｎｃｔｉｏｎ　ｉｍｐａｉｒｅ”．
１８０９年，苏格兰数学家华里司（Ｗ．Ｗａｌｌａｃｅ，

１７６８～１８４３）将勒让德的论文译成英文［８］，发表在
《数学文库》（Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　Ｒｅｐｏｓｉｔｏｒｙ）上．华里司
很自然地将“ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｐａｉｒｅ”译为 “ｅｖｅｎ　ｆｕｎｃ－
ｔｉｏｎ”．这是“ｅｖｅｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ”这个词在英语世界中
的首次出现．不过，在英国著名数学家胡顿（Ｃ．
Ｈｕｔｔｏｎ，１７３７－１８２３）于１８１５年出版的《数学与

《无穷分析引论》法文完整版（１７９６）书影

《数学文库》书影

哲学辞典》中，虽然有“函数”和“微积分中的函数”
这两个词条［９］，但奇、偶函数概念却付之阙如．而
德摩根的《代数学基础》［１０］（伟烈亚力和李善兰译
为《代数学》）虽对函数进行了清晰地分类，但仍只
字未提奇、偶函数．在美国，数学家罗密士（Ｅ．
Ｌｏｏｍｉｓ，１８１１－１８８９）的微积分畅销书《解析几何
与微积分基础》［１１］（李善兰与伟烈亚力译为《代微
积拾级》）虽然给出了隐函数、显函数、增函数、减
函数之名，但同样不含奇、偶函数之说．这说明，
奇、偶函数概念以及华里司所引入的新名词在１９
世纪上半叶的英语世界里尚未得到广泛传播和普

遍关注．相应地，两个概念也就不见于中国晚清的
西方数学译著．直到２０世纪初，两个概念才传入
中国．１９３８年出版的《算学名词汇编》和１９４５年
出版的《数学名词》中都收录了两个名词．
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５　结语
通过对历史文献的考察，我们可以得出以下

结论：
（１）欧拉最早命名“奇函数”和“偶函数”，其依

据是幂函数的指数的奇偶性；最初的奇偶函数概
念只是针对代数函数而言，尽管欧拉后来有所扩
充，但仍未涉及三角函数、反三角函数等．

（２）以欧拉为代表的早期数学家在偶函数ｙ

＝ ｘ槡 ２的理解上存在困惑，将其与ｙ＝ｘ 混为
一谈．

（３）“奇函数”、“偶函数”这两个名称的传播路
径如下图所示：

据此，我们获得如下启示：
（１）“为什么称一个数学概念为某某”，这样的

问题毫无例外都属于“历史上的为什么”，而不是
“逻辑上的为什么”，这是数学教学不能割裂数学
历史的证据之一．

（２）“偶函数”和“奇函数”这两个名词最初源
于幂函数的指数的奇偶性，但今天，它已不再局限
于代数函数，三角函数、反三角函数（注意，中学里
我们并不考虑函数的幂级数表达式）这样的超越
函数与“奇”、“偶”之间并没有直接的关联，名称与
内涵实际上已经发生了分离．这就是数学上所谓
的“旧瓶装新酒现象”．了解这种现象，有助于我们
更好地理解和讲授数学概念．

（３）早期数学家在函数奇偶性理解上的困惑
源于对函数概念理解的局限性．历史是一面镜子，
历史相似性的存在告诉我们，如果我们能够走进
另一个时代、另一种文化的数学家的心灵之中，那
么我们更能从容地走进同一个时代、同一种文化
的学生的心灵之中．
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４　Ｅｕｌｅｒ，Ｌ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏ　ｉｎ　Ａｎａｌｙｓｉｎ　Ｉｎｆｉｎｉｔｏｒｕｍ［Ｍ］．Ｌｕｇｄｕｎｉ：

Ａｐｕｄ　Ｂｅｒｎｕｓｅｔ，１７９７

５　Ｌｅｇｅｎｄｒｅ，Ａ．Ｍ．Ｍｅｍｏｉｒｅ　ｓｕｒ　ｌｅｓ　ｔｒａｎｓｃｅｎｄａｎｔｅｓ　ｅｌｌｉｐｔｉｑｕｅｓ
［Ｍ］．Ｐａｒｉｓ：ｃｈｅｚ　ｌｅ　Ｃ．ｄｕ　Ｐｏｎｔ　ｅｔ　ｌｅ　Ｃ．Ｆｉｒｍｉｎ　Ｄｉｄｏｔ，１７９２

６　Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ，Ｒ．Ｌａ　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｅ［Ｍ］．Ｐａｒｉｓ：Ａ．Ｈｅｒｍａｎｎ，１８８５

７　Ｅｕｌｅｒ，Ｌ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎàｌａｎａｌｙｓｅ　ｉｎｆｉｎｉｔéｓｉｍａｌｅ （ｔｒａｄｕｉｔｅ

ｐａｒ　Ｊ．Ｂ．Ｌａｂｅｙ）［Ｍ］．Ｐａｒｉｓ：ｃｈｅｚ　Ｂａｒｒｏｉｓ，１７９６

８　Ｌｅｇｅｎｄｒｅ，Ａ．Ｍ．Ａ　ｍｅｍｏｉｒ　ｏｎ　ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｓ［Ｊ］．

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｒｅｐｏｓｉｔｏｒｙ，ｎｅｗ　ｓｅｒｉｅｓ，１８０９，２：Ｐａｒｔ　ＩＩＩ，１－

３４；１８１４，３：Ｐａｒｔ　ＩＩＩ，１－４５

９　Ｈｕｔｔｏｎ，Ｃ．Ａ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　＆ Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ　Ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ
［Ｍ］．Ｌｏｎｄｏｎ：Ｓ．Ｈａｍｉｌｔｏｎ，１８１５．５６０－５６１

１０　Ｄｅ　Ｍｏｒｇａｎ，Ａ．Ｅｌｅｍｅｎｔｓ　ｏｆ　Ａｌｇｅｂｒａ ［Ｍ］．Ｌｏｎｄｏｎ：Ｔａｙｌｏｒ

＆ Ｗａｌｔｏｎ，１８３７

１１　Ｌｏｏｍｉｓ，Ｅ．Ｅｌｅｍｅｎｔｓ　ｏｆ　Ａｎａｌｙｔｉｃ　Ｇｅｏｍｅｔｒｙ　ａｎｄ　ｏｆ　Ｄｉｆｆｅｒ－

ｅｎｔｉａｌ　ａｎｄ　Ｉｎｔｅｇｒａｌ　Ｃａｌｃｕｌｕｓ ［Ｍ］．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｈａｒｐｅｒ　＆

Ｂｒｏｔｈｅｒｓ，１８５１

更正　我刊２０１４年第２期所刊文章“运用天球模型画太阳周日视运动轨迹并研判”的作者单位应为“安
徽省潜山野塞中学２４６３０９”，特此更正并向汪和平老师致歉！
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