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“线面垂直判定定理”：从历史看证明、找模型＊

高振严１，何伟淋２

（１．上海市行知中学，２０１９００；２．华东师范大学教师教育学院，２０００６２）

摘　要：历史上数学家给出过的多种线面垂直判定定理的证明

可以让学生体会数学严 谨 求 实、不 断 创 新 的 精 神，对 于 培 养 学 生 的

逻辑推理能力有一定的价值。从 ＨＰＭ视角设计“线面垂直判定定

理”一课的教学：通 过 身 体 与 地 面 的 位 置 关 系，引 出 线 面 垂 直 的 概

念；激发需求后，利用实物操作验证（演示），引出线面垂直的判定定

理；引导学生利用历史上的勾股定理方法和等腰三角形三线合一方

法证明线面垂直的判定定理，并播放微视频，印证学生的方法，介绍

其他的方法；在练习巩固 的 过 程 中，介 绍 鳖 臑 这 一 中 国 古 代 数 学 中

的线面垂直模型。课后反馈表明，这样的教学取得了较好的效果。

关键词：ＨＰＭ　线面垂直判定定理　证明　模型

　　“线面垂直”是沪教版高中数学教材第１４
章第３节“空间直线 与 平 面 位 置 关 系”第 一 课

时的内 容。教 材 基 于 重 视 几 何 直 观，适 当 引

入公理化思想体系以及 合 情 推 理 与 逻 辑 推 理

并重的考量，从 现 实 情 境 中 的 旗 杆 与 地 面 垂

直引入线面 垂 直 的 概 念，然 后 直 接 给 出 线 面

垂直的判定定理，没有 进 行 严 格 证 明（人 教 版

教材和苏教 版 教 材 也 没 有 进 行 严 格 证 明，只

是给出了折 纸 的 验 证）。这 种“直 观 感 知、操

作确认、归纳总结”的 方 式 虽 然 能 够 减 轻 学 生

的课业负担，有 助 于 培 养 学 生 的 直 观 想 象 能

力，但是会让学生将 信 将 疑，不 利 于 培 养 的 学

生逻辑推理能力。

其实，历 史 上 数 学 家 曾 先 后 给 出 过 多 种

线面垂直判定定理 的 证 明。这 些 证 明 可 以 让

学生体会数学严谨求 实、不 断 创 新 的 精 神，对
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于培养学 生 的 逻 辑 推 理 能 力 有 一 定 的 价 值。

有鉴于此，我们尝试从ＨＰＭ视角设计本节课

的教学，并 且 拟 定 如 下 教 学 目 标：（１）通 过 判

断命题掌握 线 面 垂 直 的 定 义，通 过 探 索 证 明

理解线 面 垂 直 的 判 定 定 理；（２）培 养 数 学 抽

象、直 观 想 象、逻 辑 推 理 能 力，体 会 化 归 的 数

学思想；（３）感悟数 学 文 化，激 发 学 习 兴 趣，提

升学习信心。

一、历史材料梳理

（一）线面垂直的概念

《几何原本》第１１卷 最 早 给 出 了 线 面 垂

直的定 义：“一 直 线 和 一 个 平 面 内 所 有 与 它

相交的直线都 成 直 角 时，则 称 此 直 线 与 平 面

成直角。”１８世纪，法国 数 学 家 克 莱 罗（Ａ．Ａ．

Ｃｌａｉｒａｕｔ，１７１３～１７６５）在《几 何 基 础》中 首 先

给出线 面 垂 直 定 义 的 直 观 解 释，即“一 条 直

线不向 平 面 上 的 任 何 一 面 倾 斜”，从 而 引 出

线面垂 直 的 定 义，即“直 线 与 平 面 上 任 意 直

线垂直”。

（二）线面垂直判定定理的证明

欧几里得 通 过 构 造 两 个 三 棱 锥，证 明 五

组三角形全等，从而 证 明 线 面 垂 直 判 定 定 理，

过程严谨但烦琐。克 莱 罗 给 出 了 判 定 定 理 的

直观解释，但是未给出其严格证明。１８世纪，

法国数 学 家 勒 让 德（Ａ．Ｍ．Ｌｅｇｅｎｄｒｅ，１７５２～

１８３３）采用 了 勾 股 定 理 与 中 线 定 理 相 结 合 的

方法来证明 判 定 定 理。１９世 纪，苏 格 兰 数 学

家普雷菲尔（Ｊ．Ｐｌａｙｆａｉｒ，１７４８～１８１９）在《几 何

基础》中采用了等腰 三 角 形 法 来 证 明 定 理；塔

潘（Ｔａｐｐａｎ）在《平面与立体几何》中采用了对

称法来证 明 定 理；巴 尔 托 尔（Ｂａｒｔｏｌ）在《立 体

几何基础》中采用了引理法。２０世纪，法国数

学家阿达 玛（Ｊ．Ｓ．Ｈａｄａｍａｒｄ，１８６５～１９６３）采

用了另一种引理法。

（三）中国古代数学中的线面垂直模型

《九章算 术·商 功》给 出 了 堑 堵、阳 马 和

鳖臑的体积计算公 式。堑 堵 是 底 面 为 直 角 三

角形的直棱柱，阳马 是 底 面 为 长 方 形、一 条 棱

垂直于底面 且 过 底 面 顶 点 的 四 棱 锥 体，鳖 臑

是四个面均为直角 三 角 形 的 三 棱 锥。若 将 一

个正方体斜剖，就得 两 个 堑 堵；若 斜 剖 一 个 堑

堵，就得一个阳马 和 一 个 鳖 臑。堑 堵、阳 马 和

鳖臑都可以看作线面垂直的模型。

二、教学设计与实施

（一）形象感悟，引出概念

教师先通 过 身 体 与 地 面 的 位 置 关 系，让

学生直观感 受 线 面 垂 直，再 通 过 身 体 的 倾 斜

变化，让学 生 初 步 认 识 线 面 垂 直 就 是 直 线 不

能向任何一 个 方 向 倾 斜，从 而 启 发 学 生 说 出

线面垂直的 概 念，并 对 学 生 的 不 同 观 点 引 导

分析，最后得出正确的概念———

师　同事都说我看起来比较高，但我的身高实

际上没那么高，大家知道原因吗？

（学生摇头。）

师　这大概是因为 我 的 腰 挺 得 比 较 直。我 现

在站在教 室 里，如 果 把 我 的 身 体 看 成 一

条直线，把地面看作一个平面，那么直线

与平面的位置关系是什么？

生　（齐）垂直。

师　为 什 么 垂 直 呢？ 或 者 说，直 线 与 平 面 垂

直指的是什么？

（学生思考。）

师　如 果 我 把 身 体 前 倾 或 后 仰 或 左 摇 或 右

摆，那么身体还和地面垂直吗？

生　不垂直。

师　所以换 一 种 方 式 理 解，线 面 垂 直 就 是 直

线不能向 平 面 的 任 何 一 个 方 向 倾 斜，也

就是直线和平面的任何一个方向———

生　垂直。

师　下面请大家总结线面垂直的概念。

生　如 果 直 线ｌ与 平 面α上 所 有 的 直 线 都 垂

直，则称直线ｌ垂直于平面α。
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生　如果直线ｌ与 平 面α上 任 意 一 条 直 线 都

垂直，则称直线ｌ垂直于平面α。

生　如果直线ｌ与 平 面α上 无 数 条 直 线 都 垂

直，则称直线ｌ垂直于平面α。

师　前两位同学给出的概念等价吗？

生　等价。平面上所 有 的 直 线 与 任 意 一 条 直

线意义相同。

师　那么，第 三 位 同 学 得 出 的 概 念 与 前 两 位

同学得出的概念等价吗？

生　不同。

师　为什么不同？

生　无数条直线不一定包括所有的直线。

师　那么第三位同学给出的概念合理吗？

生　不合理。可以找 出 一 条 直 线 和 平 面 上 无

数条平行 直 线 垂 直，但 是 该 直 线 并 不 与

该平面垂直。

师　非常好！所以我 们 最 终 得 出 线 面 垂 直 的

概念：如果直线ｌ与平面α上所有的直线

（或任意一条直线）都垂直，则称直线ｌ垂

直于平面α。这 个 概 念 源 自 古 希 腊 数 学

家欧几里得的《几何原本》。

（二）再次判断，激发需求

教师让学生重新判 断 身 体 与 地 面 的 位 置

关系，进而说明用定 义 很 难 证 明 线 面 垂 直，从

而激发寻找线面垂直判定定理的需求———

师　学习了线面垂 直 的 概 念。我 想 再 问 大 家

一个问题：我现在站在这里，和地面真的

垂直吗？

生　不一定。

师　对的，直 观 的 观 察 并 不 能 说 明 直 线 和 平

面垂直，所 以 要 判 断 直 线 和 平 面 是 否 垂

直，需要 进 行 严 格 的 数 学 证 明。那 么 如

何证明呢？可以用定义证明吗？

生　不可以。

师　为什么？

生　有无数多条直线，不可能一一验证。

师　对的，我 们 面 临 的 困 难 是 要 验 证 的 直 线

有无数 条。所 以，要 证 明 直 线 和 平 面 垂

直，我们 需 要 寻 找 一 个 更 为 简 捷 的 判 定

定理：如果要验证的直线是有限条，那么

就可以一一验证了。

（三）直观验证，引出定理

教师从最 简 单 的 情 况 出 发，逐 步 引 导 学

生利用实 物 操 作 验 证（演 示），直 观 地 得 出 线

面垂直的判定定理———

师　我们从最简单的情况开始：假如直线ｌ与

平面α上的一条 直 线ｌ′垂 直，那 么 直 线ｌ
是否垂直于平面α？

生　直线ｌ可以在平面α上与直线ｌ′垂直，所

以一条不可以。

师　两条是否可以？

生　两条平行的不可以，原因与一条相同。

师　两条相交的呢？可 以 用 铅 笔 或 书 本 演 示

看看。

（学生用三支铅笔演示，如图１。）

图１ 图２

师　用铅笔 演 示 的 结 果 好 像 可 以，但 还 是 有

缺陷：不稳定、不精确。（演示，如图２）大

家看，将翻开的课本直立于桌面上，将课

本的底 边 看 作 桌 面 上 两 条 相 交 的 直 线，

将课本的棱看作 与 底 边 两 条 相 交 直 线 垂

直的直线，很显 然，棱 与 桌 面 垂 直。由 此

就形象地 验 证 了，如 果 一 条 直 线 与 平 面

上两条相 交 的 直 线 垂 直，则 该 直 线 与 平

面垂 直。这 个 直 观 验 证 的 办 法 源 自１８

世纪法 国 数 学 家 克 莱 罗 的 著 作《几 何 基

础》。

（四）基于历史，证明定理

师　验证了 线 面 垂 直 的 判 定 定 理，怎 么 证 明
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它呢？

（学生思考。）

师　已知ＡＢ⊥ＡＣ，ＡＢ⊥ＡＤ，ＡＥ为平面ＡＢＣ

内（加重语气）任意一条直线，则根据线面

垂直的概念，证明的目标就是———

生　ＡＢ⊥ＡＥ。

师　这也可以说明立体 几 何 中 的 线 面 垂 直 与

平面几何 中 的 线 线 垂 直 是 相 互 转 化、相

互 依 赖 的。（出 示 图３）连 接ＢＣ，连 接

ＢＤ，设ＣＤ与ＡＥ 交于点Ｅ，下 面 该 怎 么

证明呢？你有什么思路？

图３

生　勾股定理。

生　等腰三角形三线合一。

生　向量。

师　没错，这 些 都 是 平 面 几 何 中 证 明 线 线 垂

直的常见思路。历史上数学 家 也 用 前 两

种 思 路 证 明 了 线 面 垂 直 的 判 定 定

理———向量方 法 因 为 出 现 得 比 较 晚，所

以早 期 没 被 想 到。我 们 先 看 勾 股 定 理

的 证 法，它 是 证 明 ＡＢ２＋ＡＥ２＝ＢＥ２。

我们总可 以 实 现Ｅ为ＣＤ 的 中 点，由 此

我们就 可 以 利 用 三 角 形 中 线 长 或 者 平

行四边形 对 角 线 长 的 有 关 结 论，你 想 到

方法了吗？

生　由 平 行 四 边 形 定 理 可 知：２ＡＣ２＋２ＡＤ２

＝ＣＤ２＋４ＡＥ２，２ＢＣ２＋２ＢＤ２＝ＣＤ２＋

４ＢＥ２，两 式 相 减，得２（ＢＣ２－ＡＣ２）＋

２（ＢＤ２－ＡＤ２）＝４（ＢＥ２－ＡＥ２）。因 为

ＡＢ⊥ＡＣ，ＡＢ⊥ＡＤ，所 以ＢＣ２－ＡＣ２＝

ＡＢ２，ＢＤ２－ＡＤ２＝ＡＢ２。综 上，２ＡＢ２＋

２ＡＢ２＝４（ＢＥ２－ＡＥ２），即ＡＢ２＝ＢＥ２－

ＡＥ２，即 ＡＢ２ ＋ＡＥ２ ＝ＢＥ２，所 以 ＡＢ

⊥ＡＥ。

师　在近代 的 数 学 教 材 中，利 用 等 腰 三 角 形

三线合一的思路 证 明 的 方 法 流 传 最 为 广

泛。下面 我 们 尝 试 用 该 方 法 证 明，首 先

我们要构造 三 角 形 使ＡＢ、ＡＥ所 在 直 线

一条为底边，一条为中线，然后我们要证

明所构造 的 三 角 形 为 等 腰 三 角 形，从 而

根据等腰 三 角 形 三 线 合 一 即 可 证 明ＡＢ

⊥ＡＥ。那么，我 们 如 何 构 造 符 合 要 求 的

三角形呢？

生　（出 示 图４）作 点Ｅ 关 于 点Ａ 的 对 称 点

Ｅ′，连 接ＢＥ′、ＡＥ′，得△ＢＥＥ′，此 时ＡＢ

为中线，ＡＥ所在线段ＥＥ′为底边。

图４

师　非常好，你 的 想 法 和 最 早 证 明 这 个 定 理

的欧几 里 得 的 想 法 非 常 接 近。但 是，仅

仅 作 点Ｅ 的 对 称 点 并 不 能 证 明ＢＥ＝

ＢＥ′，我们还需 要 作 点Ｃ、Ｄ 关 于 点Ａ 的

对称点Ｃ′、Ｄ′，构造两个对称的三棱锥来

证明定理。欧几 里 得 通 过 证 明 五 组 三 角

形全等最终证明了定理，方法比较复杂。

我们能不能尝试 将 欧 几 里 得 的 方 法 加 以

简化？刚 才 构 造 的 是 以ＡＢ为 中 线 的 三

角形，还可以怎么构造？

生　以ＡＥ为中线。

师　如何构造？

生　作 点 Ｂ 关 于 点Ａ 的 对 称 点Ｂ′，连 接

ＡＢ′、Ｂ′Ｅ，则△ＢＥＢ′以ＡＥ 为中线。

师　（出 示 图５）仅 仅 在△ＢＥＢ′中 不 能 证 明

ＢＥ＝ＢＥ′，还 需 要 连 接Ｂ′Ｃ、Ｂ′Ｄ。由 此

可得的已知条件是什么？
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图５

生　Ｂ′Ｃ＝ＢＣ，Ｂ′Ｄ＝ＢＤ，Ｂ′Ａ＝ＢＡ。

师　如何证明ＢＥ＝Ｂ′Ｅ？

生　可以采用三角形全等。

师　好，请同学们尝试书写一下证明过程。

生　（板书）证 明：已 知Ｂ′Ｃ＝ＢＣ，Ｂ′Ｄ＝ＢＤ，

ＣＤ＝ＣＤ，可 得△ＢＣＤ≌△Ｂ′ＣＤ，所 以

!ＢＣＥ＝Ｂ′ＣＥ。又因为Ｂ′Ｃ＝ＢＣ，ＣＥ＝

ＣＥ，所以△ＢＣＥ≌△Ｂ′ＣＥ，所 以Ｂ′Ｅ＝

ＢＥ。又因为ＡＥ为 三 角 形 的 中 线，所 以

ＡＥ⊥ＡＢ。

（教师带领学生 倒 序 分 析 上 述 证 明 过 程，

从而理 清 证 明 的 逻 辑 思 路。然 后，教 师

播放关于线面垂直 判 定 定 理 历 史 的 微 视

频，将欧 几 里 得 的 证 明、勒 让 德 的 证 明、

等腰三角形法、对 称 法、引 理 法 以 及 一 种

错误的证 明 做 进 一 步 展 示，让 学 生 了 解

定理证明的各种方 法 由 繁 及 简 的 历 史 进

程；又将其与学生 的 证 明 方 法 相 对 应，提

升学生对数学的亲近感。）

师　同 学 们 可 以 在 课 后 探 究 向 量 方 法 的

证明。

（五）练习巩固，渗透文化

教师出示如下例 题，引 导 学 生 完 成，帮 助

学生巩固线 面 垂 直 的 概 念 以 及 判 定 定 理，体

会线面垂直 与 线 线 垂 直 的 相 互 转 化、相 互 依

赖的关系。

例题　如 图６，几 何 体Ｐ－ＡＢＣ 中，ＰＡ⊥
平面ＡＢＣ，ＢＣ⊥ＡＣ，ＡＭ⊥ＰＢ，ＡＮ⊥ＰＣ。

（１）证明：ＢＣ⊥平面ＰＡＣ；

（２）证明：ＰＢ⊥ＭＮ。

图６

然后，教 师 揭 示 例 题 图 形 所 具 有 的 文 化

内涵，让学 生 感 受 数 学 的 文 化 魅 力：“同 学 们

看，它的四个面全部 是 直 角 三 角 形，中 国 古 代

数学把这种类型的 三 棱 锥 称 为 鳖 臑。鳖 臑 是

指甲鱼的前 肢 骨，它 的 形 状 可 以 抽 象 成 三 棱

锥。”同时，教师展示 甲 鱼 的 前 肢 骨，让 学 生 真

实感受鳖臑 的 原 型，进 一 步 体 会 数 学 抽 象 与

直观想象。

三、学生反馈

课后，我们收集 了 全 班４６名 学 生 对 本 节

课的反馈信息。

关于线 面 垂 直 概 念 的 理 解，７４％的 学 生

理解了线面垂直是直 线 与 平 面 上 所 有 直 线 垂

直，以及只 要 直 线 垂 直 于 平 面 内 两 条 相 交 直

线，就有直线垂直于平面。

看到“线 面 垂 直”时，学 生 想 到 的 内 容 有：

数学关 系 类（３５％），如“线 线 垂 直”“线 垂 直 与

面内任意（所有）直线”；生活实际类（１７％），如

路灯、灯 塔 等；数 学 定 理 类（１５％），如 勾 股 定

理、等腰三角形的性质等；数学家；数学老师。

关于线 面 垂 直 判 定 定 理 的 证 明，６７％的

学生认为有必要去了 解 线 面 垂 直 判 定 定 理 的

证明方法；４６％的学 生 认 为 证 明 方 法 有 点 难，

但大概能理解，３７％的 学 生 认 为 证 明 方 法 难，

不太能理解。

关于线 面 垂 直 判 定 定 理 的 应 用，５９％的

学生能够通过线面垂 直 判 定 定 理 利 用 两 把 三

角 尺 让 一 根 木 棒 垂 直 于 桌 面；６１％的 学 生 知

道如何利用一根铅垂 线 和 一 把 三 角 尺 检 验 地



４０　　　 教育研究与评论 中学教育教学 ／２０１８年第７期

板是否水平。

关于本节 课 的 数 学 思 想，６３％的 学 生 体

会到对称思想和转化构造方法。

关于本节课印象最深的内容，学生的高票

回答有：讲解方法（３３％）和证明方法（３３％）。

四、教学反思

本节课数 学 史 的 教 育 价 值 体 现 如 下：让

学生经历从线面垂直的 概 念 到 判 定 的 生 成 过

程，体现“知识之谐”；在 证 明 判 定 定 理 的 过 程

中，让学生从不同的 角 度 开 拓 证 明 的 思 路，体

现“方法 之 美”；从 得 出 线 面 垂 直 的 定 义 到 证

明线面垂直 的 判 定，学 生 都 是 在 教 师 的 启 发

引导下逐步 完 成 的，这 可 让 学 生 体 会 探 究 的

乐趣，锻 炼 数 学 抽 象、直 观 想 象、逻 辑 推 理 能

力，体现“探究之乐”和“能 力 之 助”；线 面 垂 直

判定定理的证明经历了 漫 长 的 历 史 以 及 不 断

优化的过程，让学生 感 受 数 学 家 严 谨 求 实、不

断创新的精 神，而 鳖 臑 模 型 的 名 称 来 源 于 生

活，让 学 生 感 受 数 学 家 细 致、敏 锐 的 观 察、发

现能力，体现“文化之 魅”；让 学 生 知 道 自 己 的

证法与历史 上 数 学 家 的 证 明 相 似，增 加 学 习

兴趣与信心，体现“德育之效”。

总之，在 整 个 教 学 设 计 过 程 以 及 研 讨 活

动中，笔者觉得，数学 史 能 加 深 学 生 对 概 念 及

定理的理解，大大开 阔 学 生 的 视 野，发 展 学 生

的思维；丰 富 的 数 学 史 料 和 多 样 的 呈 现 方 式

能让课堂不再单调、枯 燥，从 而 让 学 生 的 头 脑

始终处于比较兴奋的状态。

当然，在 本 次 教 学 实 践 中 还 存 在 一 些 不

足之处。首 先，在 讨 论 线 面 垂 直 判 定 定 理 证

明路径的过 程 中，笔 者 始 终 坚 持 让 学 生 动 手

操作并演示 报 告，这 虽 然 让 学 生 对 定 理 的 认

识更加深刻，但 是 从 课 堂 整 体 层 面 考 虑 却 降

低了整堂课 的 效 率，此 处 应 该 适 当 融 入 信 息

技术，提高课堂效 率。其 次，笔 者 选 取 的 数 学

史料偏多，导致本节课的容量较大。

＊ 本文系本 刊 连 载 的 汪 晓 勤 教 授 团 队 开

发 的 ＨＰＭ 案 例 之 一，也 系 华 东 师 范 大 学

ＨＰＭ工作室开发的系列课例之一。
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