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１ 引 言

函数是贯穿高中数学课程的主线 ， 而三角

函数是一类最典型的周期函数 ，在最新修订的

普通髙中课程标准 （ ２０ １７ 版 ） 中要求学生探索

和研究三角 函数之间的一些恒等关系 ，其中特

别提到让学生经历两角差余弦公式的过程 ，知

道两角差余弦公式 的意义
［ １ ］

． 研究表明 ， 高中

生在三角公式上的理解质量总体不高
，
学生更

关注公式的实用性 ，但对和角公式证明的理解

相对薄弱 ［
２

］

． 同时
，新课程标准也提 出 了培养

学生直观想象素养的要求 ，
三角 函数是沟通几

何与代数的桥梁之一 ［

３
］

， 因此 ， 如何在三角公

式的学习中培养学生的直观想象素养 ，就成为

了需要考虑的问题． 最后 ，
三角 函数 的教学需

要通过再创造来恢复学生火热的思考 ， 才能把

教科书上冰冷的美丽变为学生丰富的联想
［ ４

］

．

已有研究表明 ， 数学史具有多元的教育价

值 ，数学史可以帮助学生理解数学 ， 通过古今

数学方法的对比 ， 拓宽学生思维
［
５

］

． 同时 ，数学

史有助于培养学生的直观想象素养 ，将数学史

融人教学之中 ，给学生提供了探究机会
［
６
￣

７
］

，从

而让学生回到知识的发生之时 ， 体验像数学家
一样探索的过程 ．

有鉴于此 ，
在本节课的教学 中 ，教师将数

学史融人其中 ，带领学生了解并掌握两角差公

式的历史 由来以及证明公式的 几何模型 的妙

处． 具体的学习 目标如下 ：

（ １ ） 理解两角和与差的余弦公式 ，并能够

进行简单的化简和求值
；

（
２

） 经历两角 和与差的余弦公式的推导

过程
， 掌握多种证明方法 ；

（
３

） 体会数形结合 、转化等数学思想方

法 ，培养直观想象等数学核心素养 ；

（
４） 激发数学学习兴趣 ，体会数学探索的

乐趣 ，培养动态的数学观 ．

２ 历史材料及其运用

２
． １ 两角差的余弦公式的 几何模型

由 于两 角 差 的余 弦公式 中含 有 ｓｉｎａ
，

ｃｏｓ ａ
，

ｓｉｎ＃ 和 ｃｏｓ＃ 中两两相乘的项 ，
我们构造

两对斜边为 １ 的直角三角形 ，其中一对各含锐

角 办 ，不妨设 ａ如图 １所示 ，为了获得四个

乘积 ，需要将两对三角形进行组合 ． 从而可以

得到两角差的余弦公式的三类几何模型 ， 分别

是菱形模型 、矩形模型和梯形模型
Ｗ

．

ｃｏｓ
ｊ

Ｓｃｏｓ
ｊ

Ｓ

图 ｉ 两对斜边为 ｉ 的直角 三角形

菱形模型类似于赵爽在其
“

勾股圆方 图

注
”

中所用 的弦图 ， 如图 ２
（
１

） 所示 ， 中 间补充
一个长和宽分別为 （３０８

）

３
－

（ ；〇８ 〇！ 和 ８＾１ 〇：

－

８ １１１月

的长方形 ，得到一个边长为 １ 、

一个内角为《＋ 芦

的菱形 ，其面积为 ｓ ｉｎＵ＋
）

８ ） ， 分别计算四个三

角形面积和中间小正方形的面积 ，得到和角正弦

＊ 本文是华东 师 范 大 学 ＨＰＭ 工作室 系 列课例 之
一

．
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公式 ｓｉ ｎ
（
ａ＋

）
８ ） 

＝ｓｉｎ ａｃｏｓ
ｊ

ｇ ＋ｃｏｓａ ｓｉｎ
）
８ ＿

若以
了

－

ａ代替 ａ
，则得到图 ２

（
２

） 所示的拼图方案 ，菱

４等腰三角形做成一个直角梯形 ，
分别计算梯

形的面积和三个三角形的面积和 ，
得到和角正

弦公式
ｓｉｎ

（
ａ

ｉ＋
）

８ ）

＝ｓｉｎ ａｃｏｓ
ｊ
Ｓ
＋ｃｏ ｓａ ｓｉｎ

＾
Ｓ ． 如

形面积为 Ｓｉｎ
［＝

ｃ〇Ｓ
（ ａ

－⑴ ，
故图 ４

（
２

） 所示
，
若以

专
－

ａ代替ａ
，得差角余弦公

得差角余弦公式为 ｃｏｓ （ ａ
－

｜

８ ）
＝ｃｏｓａ ｃｏｓ

ｊ

Ｓ＋

ｓｉｎａｓｉ ｎ
ｊ

３ ．

图 ２ 两角差余弦公式的菱形模型

矩形模型类似于赵爽在其
“

勾股圆方图

注
”

中所用的
“

大方
”

图
，
如图 ３

（
１

）所示 ，整个

矩形的长为 ｃｏ ｓ

ａ＋ｃｏｓ

／
３

，宽为 ｓｉｎ

ａ＋ｓ ｉｎ芦 ， 中

间是边长为 １ 、内 角为 ａ＋
ｉ
８ 的菱形 ， 其面积为

Ｓｉ ｎ
（
ａ＋

）

３ ）
，
分别计算矩形和 四个三角形 的面

积
，
得到和角正弦公式 ｓｉｎ

（
ａ ＋

）
８ ）

＾ｓ ｉｎ ａｃｏｓ 芦
＋

ｃｏｓ ａｓ ｉｎ
／

Ｓ． 若以
＾

■－

ａ 代替 ａ
， 贝 ！

Ｊ得到图 ３
（
２
）

所 示 的 拼 图 方 案 ， 菱 形 面 积 为

ｓｉｎ

（
｜

－

ａ

ｊ

＋
ｊ

８＝
ｃｏｓ

（
ａ

－

；

８
） ，故得差角余

弦公式为
ｃｏｓ

（
ａ

－

ｊ
８

）
＝

ｃｏｓａｃｏｓ
＾

Ｓ＋ｓ ｉｎ ａｓｉ ｎ
ｊ
Ｓ ．

ｃｏｓｆｉｃｏｓａ

ｓｉｎ
ａｃｏｓ

芦

（２）

图 ３ 两角差余弦公式的矩形模型

我们可以将上述矩形模型简化为直角梯形

模型 ，如图 ４
（
１
）所示 ，将左右两个直角三角形与

式为
ｃｏｓ

（ ａ
－

／
３ ）

＝
ｃｏｓ ａ ｃｏｓ

＾

Ｓ＋ｓ ｉｎ ａｓｉｎ
＾

Ｓ ．

图 ４ 两角差余弦公式的梯形模型

２ ． ２ 余弦公式的单位圆模型

１９ 世纪法国数学家萨 吕斯 （
Ｐ ． Ｆ．Ｓａｒｒｕｓ

，

１７９８

－

１ ８６６
）在《纯粹与应用数学年刊》上发表

论文
，根据两点之 间的距离公式来推导公式 ，

进而导出其他公式． 如图 ５ （ 
１ ） ，在单位圆内构造

／＿Ａ０Ｂ

＝
ａ

，
ｊＬＡＯＣ

＝

ｊ
８

，ｊ
Ｓ

ｌ
ｌ
ＢＣ

２
＝Ｃｈｏｒｄ

２

（
ａ
－

ｊ
８ ）

＝
（
ｃｏｓ ａ

－

ｃｏ ｓ
ｊ
Ｓ ）

２

＋
（
ｓｉｎ ａ

－

ｓｉｎ
／

８ ）

２

，从而得到

Ｃｈｏｒｄ
２

（ ａ
－

ｐ ）

＝
２
－

２
（
ｃｏｓ ａｃｏＳ

ｊ
８＋ｓ ｉｎａｓｉｎ

＾

Ｓ
） ，

令 芦
＝ ０

，
得Ｃ／ｉｏｒｄ

２

ａ
＝

２－２ｃｏｓａ
，用 

ａ
－

ｊ

８
代替

ａ得到Ｃ７ｉｏｒｄ
２

（ ａ
－

月 ）
＝ ２

－

２ｃｏｓ （ ａ
－

ｊ
８

） ，将其

与之前的式子比较 ，得差角余弦公式为 ｃｏｓ
（ａ

－

／
３

）
＝ｃｏｓ ａｃｏｓ

／
３＋ｓｉｎ

ａｓ ｉｎｐ ．

图 ５ 萨 吕斯和麦克 肖恩的方法
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１９４ １ 年 ，美国数学家麦克 肖 恩在《美国数学

月 刊》上发表论文 ，避开弦长公式 ，
重新对公式

ｃｏｓ
（
ａ

－

於）

＝ ｃｏｓ ａｃｏｓ
；
８＋ ｓｉｎ ａｓｉｎ

；

Ｓ
进行推导．

如 图 ５ （ ２ ） ， 在单位 圆 ０ 中构造 乙 ＝ａ
，

Ｚ＿ ＞４６＞Ｃ
＝
卢 ，将 ＡＢ０Ｃ沿顺时针旋转 ，使得 ０Ｃ与

０４ 重合 ，
Ｏｆｌ与 ＯＺ） 重合 ， 由仙 ＝ Ｃ５

，利用两点

之间距离公式即得差角的余弦公式
［
９

］

．

３ 教学设计与实施

３ ． １ 课题引入

本节课由 ３０
。

，
４５

。

，
６０

。

的特殊角三角 比

的 回顾人手
，
进而让学生猜想 １ ５

°

，
７５

。

的正余

弦值 ，并由 １５
。

是 ４５
。

，
３０

。

的两角之差 ，
７５

。

是

３０
°

，
４５

°

的两角 之和 ，
引 出本节课的 内容 ． 随

后 ，教师分析了三角 学的英文词源 ，介绍了本

节课将要学习 的两角差的余弦公式的地位 ：

师 ： 我们 来回顾
一 下

，
三 角 学 的英 文单词

Ｔｒｉｇｏｎｏｍｅ ｔｒｙ ． 这个单词 的前半部分的意 思是三

角
，
后面 一半 的意思就是测量 ， 所 以最原始 的

三 角 学源于生活 中 的三 角 测量 ，
而后 它在天文

学 中也有应 用 ． 那 么
， 两 角 和与 差的 正余弦公

式
，
通常被称为 平面 三 角 学最基本的公式 ，

它

有非常悠久的 历 史 ． 打开 ２０世纪 中叶以前任何
一部西方三 角形著作 ，

这些公式至 少有
一

个使

用 几何方法来推导证明 的 ． 那 么在最早期 的 时

候
，在三 角 学里 面

，

一般是研究锐角 的情形 ， 或

者说
，
０
°

到 ９０
°

之间 角 的情况 ．

而后 ，教师向学生介绍 了研究两角差的余

弦公式的方法．

我们要考虑
一个 问题

： 在研究
一个复杂 问

题的 时候 ，
因为现在我们这个 角 可以 变成任意

角 ；那 么 任意 角 的这些 公式 成立 不 成立 不知

道
，
但是我们可以把 问题进行特殊化

，
比如我

们先 用 锐角 来研究 ， 也就是说 ， 我们在研究 问

题的 时候 ，

一

般先将 问题特殊化
， 看有没有什

么 结论 ． 之后我们再把这个 问题进行推广 ， 看

有没有一般性 的 结论 ，
这是我 们研究 问 题的

方法 ．

随后 ，教师带领学生回忆初中 已经学过的

利用三角板拼 图 的 等 面积法勾股定理证 明

方法 ．

师 ：我们初 中 学过 的 勾股定理． 那 么我们

回想一下 ， 用 ２ 个或 ４ 个全等三 角形 ，通过等面

积法证明 勾股定理 ． 大家分组讨论一下 ．

生 １
：
四个三角 形 ，拼成边长为 （： 的正方形

的形 状 ， 利 用 等面积法 ，
正方形 面积等于 四个

三角 形的面积加
一个 中心 小正方形 的 面积 ，得

出 勾股定理的结论？

（如 图 ６
（
１

） ）

生 ２
：
四个三角 形 ，拼成边长为 ａ＋６ 的 正方

形 的 形状 ， 利用 等面积法 ，
正方形 面积等 于四

个三角 形 的面积加
一个 中心 小正方形 的 面积 ，

得 出 勾 股定理的结论 ． （ 如 图 ６
（
２

） ）

生 ３ ： 利用 两个三角 形拼成梯形形状 ，
利 用

等面积法
，
梯形 面积等 于三个三 角 形 的 面积 ，

得 出 勾股定理的 结论 ？ （ 如 图 ６
（
３

） ）

ａ ｃ

⑶

图 ６ 三角板拼图 （证明勾股定理 ）

３ ． ２ 学生探究

由类似勾股定理的方法 ，给学生四个三角

形图形 ，让学生分组讨论 ， 得出两角和的正余

弦展开公式．

师 ： 刚 才我们得到 了 三种不 同拼 图 的 勾股

定理的证明 方 法？ 下面我们想 象
一下

，
根据古

代 勾股定理 的这种思 想
，
用 三 角 形拼 图 的 方

式
，
能不能得 出 两锐 角 差 的余弦公式的展开形

式 ． 我们 用 斜边等于 １
， 内 角

一

个是 ａ 角
，

一

个

是芦 角 ．

生 １
： 我们这

一组学生合作得出 方法是 ： 用 四

个三角形拼成一个菱形形状的 图形 ？ （如图 ７
（
１
） ）

图 ７ 三个小组的证明 图示



３
－

１０ 故擎故学 ２０ １９年第 ３ 期

第一组学生合作得出方法是 ： 通过等面积

的思想 ，得出 ：

ｓｉ ｎ （ ａ＋
 ｊ

８ ）
＝ｓｉｎ ａ ｃｏｓａ＋ｓｉ ｎ

ｊ

Ｓｃｏｓ
ｆ
３＋

（
ｃｏｓ

ｐ

－

ｃｏｓａ
） （

ｓｉ ｎａ
－

ｓ ｉｎ
／
３ ）

＾ ｓｉｎ
（
ａ＋

 ＾

８ ） 
＝ｓｉｎａｃｏ ｓ

／
３＋ｃｏｓａｓ ｉｎｐ ，

将 ａ 换成 得 出两角 差 的余弦展开式

ｃ ｏｓ
（ ａ

—

ｐ ）
—

ｃｏｓａｃｏｓ
）
３＋ｓ ｉｎ ａ ｓ ｉｎ

＾

Ｓ －

生 ２
：我们这一组 学生合作得 出 方法是 ： 用

四个三角 形拼成
一个正方形形状的 图 形 ？ （ 如

图
７

（
２ ） ）

第二组学生合作得出方法是 ：

（
ｓｉ ｎａ＋ｓ ｉｎ

 ｊ

８
）（

ｃｏｓａ＋ｃｏｓ
 ｊ

８
）

＝
ｓｉｎａｃｏ ｓａ＋ｓｉ ｎ

＾

Ｓｃｏｓ
＾＋ｓｉ ｎ （

ａ＋）

＾ｓ ｉｎ （ ａ＋
）

８ ）
＝

ｓ ｉｎ ａｃｏｓ
／
３＋ｃｏ ｓａ ｓ ｉｎ

＾
８

，

将 《 换成 我们得出两角差的余弦展开式

ｃｏｓ
（
ａ

－

／
３ ）

＝
ｃｏｓａｃ ｏｓ

＾

Ｓ＋ｓｉｎ ａｓｉｎ
）
Ｓ．

生 ３
：我们这一组学生合作得 出 方法是 ： 用

两个三角形拼成一个梯形形状的 图形？

（如图 ７
（
３

） ）

第三组学生合作得出方法是 ：

—

（
ｓｉｎａ＋ｓｉｎ）（

ｃｏ ｓａ＋ｃｏｓ
／
３

）

＝

＾

＂

ｓｉ ｎａｃｏｓａ＋
—

ｓ ｉｎ
＾

Ｓｃｏｓ
＾

Ｓ＋
—

ｓｉｎ
（ ａ＋


ｊ
８ ）

＝＞ ｓｉｎ
（ ａ＋

）
３ ）

＝
ｓｉ ｎａ ｃｏｓ

ｙ
Ｓ＋ｃｏｓ ａ ｓｉｎ

）

８ ．

么 同 一个 圆 里 面如果这个这个扇 形 的 角 固定

弦 也 固 定？
 Ｉ５Ｃ 丨

２＝－

芦 ）
＝

（
ｃｏｓａ

－

ｃｏ ｓ
卢 ）

２

＋
（

ｓｉｎ ａ
－

ｓｉｎ＃ ）

２

，
然后把这

个式子展开 ，
变成这样一 个 式子 ：

丨 ＢＣ Ｉ

２
＝

Ｃ／ｉｏｒｄ
２

（ ａ
－

月 ）

＝ ２
－

２
（ 
ｃｏｓ


ｏ

ｔ
ｃｏｓ

＾

Ｓ＋ｓ ｉｎａｓｉｎ＃ ）
，

那请问
一下下一步 怎么做呢 ？ 我提示一 下 ，先

把
ｊ

８取成 ０
，
就变成这样一个式子 Ｃ／ｉｏｒｄ

２

ａ＝２

－

２ｃｏｓ ａ
，那 么这个式子什 么 意思 ？ａ 角 对应的

弦长 的 平 方 ，
就是对任意 角 ａ ，

比如说 １０
°

、

２０
。
、 ３０

。

，
通过式子可以 写 出 来的

，
我们 高一学

过函数迭代思想 ， 下面应该怎 么做 ？

生 ：将 ａ 取成 ａ
－

ｊ

８．

师 ：妤
，
把这个 ａ 取成 ａ

－

）
８

，
它就变成这样

一

个式子
Ｃ／ｉｏｒｄ Ｉ

２

（ ａ
－

芦 ）

＝ ２
－

２ｃｏ ｓ （
ａ
－

，那

么上 下 两 个 式子 就取等号 了 ，
Ｃ〇ｓ （ 〇￡

－

０ ）

＝

ｃｏｓ ａｃｏｓ ｆ ＋ ｓｉｎ ａ ｓｉ ｎ
ｊ
Ｓ ？ 弦对应的 角 一般认为是

什 么 角 ？０
°

到 １ ８０
°

对吧 ． 这个是法国数学 家做

的一个工作 ，
这个工作对 于后来的数学 家影响

很大．

将 《 换成
ｆ

－

ａ
，我们得出两角差的余弦展开式

ｃｏ ｓ （ ａ
－

ｊ

８
）
＝

ｃｏｓａｃｏｓ
 ）

８＋ｓｉｎａ ｓｉｎ
＾

８ ．

３ ． ３ 公式推广

由于上述方法局限于锐角 的情形 ，教师引

人萨 吕斯单位圆法和麦克 肖 恩两点距离公式

法将这
一

公式进行推广 ．

（
１

） 萨 吕斯单位圆法模型

师 ：
１ ９ 世纪法 国数学 家 萨 吕 斯 ， 他发表过

一篇论文 ，
做 了 一 些工作

，

画 了

一

个单位 圆取

角 ａ 、 角 谷 ，
以这个图 （

如 图 ８
（
１

） ） 为例 ，
这个 ｆｌ 、

Ｃ 点坐标可以表示的 ， 那 么 利 用 两 点 间 距 离 公

式
，
ｆｉ 、 Ｃ 两 点 距 离 为 （

ｃ ｏｓ ａ
－

ｃｏｓ
）
３ ）

２

＋

（
ｓ ｉｎａ

－

ｓｉｎ
）
３ ）

２

，然后这个 Ｃｆｃｏｒｄ
２

（ ａ
－

芦 ） 表示

圆 里面 ，
ａ

－

）

８ 这个扇形的 角所对应 的 弦长 ； 那

图 ８ 萨 吕斯单位 圆法模型 （ １ ） 麦克 肖恩法

（
２ ）证明图示

（ ２ ） 麦克 肖恩两点距离公式模型

随着三角学的发展 ， 任意角 概念的 出现 ，

这些最早的模型都需要修正 ，
建立任意角 的两

角差的余弦公式的方法．
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１１

师 ： 刚才 那个 图我这样画 的话这两个 角 坐ｃｏｓ７５
°

的值 ；

标可以表示 的 ， 那 么 任意角 的话 ， 点 坐标写 法

是一样的 ？ 那么 ，把 ／
３取成 ０ 其实就是将

一边移

到 ％ 轴上 ． 如果是三 角 形 固 定不动的话 ， 把 Ｃ

移到 ｘ 轴上就是 取成 ０
，那 么 Ｂ 哪去 了 ？

生 ： 它转到 １８０
°

以 内 ．

师 ：转到 １ ８０
°
以 内

， 那这个角 就表示什 么

呢 ？ 比如说这个角 就叫 ａ
，
这个角 叫 办 ， 那转过

这个角表示什 么 ？ａ
－

ｊ

Ｓ
，
这就是 １９４ １ 年美 国数

学 家麦克 肖 恩在美 国数学 周 刊 里 面发表的论

文
，
它对于两个任意 角

一样成立的 ． 它是这样
一个图 形 ，

经过旋转以后 ，
把 ０Ｃ边跟 ＊ 正半轴

重合 ，
０Ｂ 这个边到 ０Ｚ） 上去

； 那 么 ４ 点坐标是

（ １
，
０ ） ，

公 点 坐标是什 么 ？

生
：

■０ 点坐标应该是 （
ｃｏｓ

（
ａ
－

办 ） ，
ｓｉｎ

（
ａ
－

々 ） ） ．

师 ：
三 角 形 经过旋转之后 有什 么 等量 关

系 ？ 弦相等吧 ？ 刚 刚 这个做完之后 ，
这样转完

之后
，
这 两 个 弦 应 该是相 等 的 关 系 ？ 下 面 怎

么做？

生
：
两点 间距 离公式 ．

师 ：好
，
因 为 两个弦应该是长度

一样的 ， 然

后这四个点坐标都知道的 ，
然后利 用 两点之间

距 离公式． 好 了
，
那 么我们 就看

一下
， 那个美 国

数学家的做法 ：
Ｃ 点 坐标知道 ，

Ｂ 点坐标也知道
，

经过旋转之后 ，
Ｂ 坐标和 ４ 坐标也知道

；
下面利

用这两个弦长是相等的关 系 ，
就 ｆｆＣ 和 ＺＭ 是相

等的关 系 ， 然后再利 用 两点之间距 离公式 ，
这个

ＣＢ距 离 ＩＣＢ 丨

２
＝

（ 
ｃｏ ｓａ

－

ｃｏｓ）


２

＋
 （

ｓｉｎａ
－

ｓｉ ｎ
ｊ
８ ）

２

，
把 它展开

一 下
，
变成这样

一

个式 子 ，

（ ｃｏ ｓａ
－

ｃｏｓ
 ）

８ ）

２

＋（ ｓ ｉｎａ
－

ｓｉ ｎ
＾

８ ）

２
＝２

－

２ （
ｃｏｓａｃｏｓ

）
３＋ ｓｉｎ ａｓｉｎ

）
８ ） ，

同时
，

Ｉ ＺＭ Ｉ

２
＝

［
ｃｏｓ

（ ａ

＿

ｊ

８ ）
＿

ｌ
］

２

＋
［
ｓｉｎ

（
ａ

＿

／
３ ）

－

０
］

２

＝ ２
－

２ｃｏｓ
（
ａ

－

ｊ
８

） ， 我们把它代进去 ，展开 变成这样
一个 式

－

ｆ
＂

ｃｏｓ
（ ａ

￣

Ｐ ）
＝

ｃｏｓ ａｃｏｓ
）

３＋ｓｉｎ ａｓｉｎ
ｊ

Ｓ ．

再利用诱导公式 ， 得出两角 和与差 四组

公式 ．

ｓｉｎ （ ａ＋ 月 ）
＝ ｓ ｉｎａｃｏｓ

＾
Ｓ＋ｃｏｓａ ｓ ｉ ｎ

ｊ
Ｓ

，

ｓ ｉｎ
（
ａ

－

办 ）

＝
ｓ ｉｎａｃｏｓ

ｊ

ｇ
－

ｃｏｓａ ｓ ｉ ｎ沒 ，

ｃｏｓ
（
ａ＋

 ｊ

８ ）
＝

ｃｏｓａ ｃｏ ｓ
ｊ

Ｓ
－

ｓ ｉ ｎａｓｉ ｎ
ｊ

Ｓ
，

ｃｏｓ （ ａ
－

＾

８
）
＝

ｃｏｓａ ｃｏｓ
ｊ

Ｓ＋ ｓ ｉ ｎ ｏ：ｓｉ ｎ
）
８ ．

３ ． ４ 练习巩固

例题１求ｓｉｎ１５
。

，
ｃｏｓ１５

。

，
ｓｉｎ７５

。

，

例题２已知ｃｏｓａ＝
－

了
， ａｅ（ ０ ，

ｔｔ ） ，

求 ｓ ｉｎ

卜
＋的值 ；

例题 ３已知 ｃ ｏｓ

（

ａ＋

皆
）

＝ － ａｅ

（

〇
，

ｙｊ

，求
ｃ ｏｓ ａ的值 ？

思考习题 ：

１ ． 已知
ｓｉｎ

（
ａ ＋

；

８ ）

＝

ｙ
，

ｓｉ ｎ
（ ｉ

求 醜 ；

ｔａｎ ｐ

２． 已知 ｃｏｓ （２ａ＋
ｊ

８ ）＋ ５ｃｏｓ
ｊ

８
＝
０

，求 ｔａｎ （ （

芦 ）
．

ｔａｎ ａ 的值？

■扪 ＝

点
，

３ ． ５ 课堂总结

首先 ，本节课学习 了 和差角 的 正余弦公

式
，
掌握了它的证明 ， 同时我们也领略了历史

上各种和差角的正余弦公式的精彩证明 ．

其次 ，本节课我们学习了多种数学思想 ，

如从特殊到一般 的思想 、类 比的思想 、迭代思

想 、数形结合的思想等 ．

最后 ，通过历史上一个又一个数学家精彩

的证明方式 ，

一方面理解了知识的 内涵 ，让我

们感受到数学证明的巧妙 ； 另
一

方面也能感受

到其中浸润着的数学家们对知识孜孜不倦 、力

求创新的探索精神 ．

３ ． ６ 学生反馈

课后 ，我们发放问卷 ，收集了近 ４０ 名学生

的反馈信息 ． 大部分同学表示能够听懂这节课

的内容 ，其中 ６ １％ 的同学表示完全能够 听懂．

在 １５
°

余弦值的计算这一题的测试中 ，
９５％的

学生能够给出正确的解答 ． 另外 ８０％的同学表

示喜欢这种将数学史融入数学教学 的授课

方式 ？

当问及学生最喜欢的证明方法时
，

５０％ 的

学生选择了麦克肖恩法 ，
理由大致如下 ：

？
简 洁 、 易于理解 ；

？ 有趣 、神奇 ；

？ 巧妙、充满技术性 ；

？ 普遍性高 ？

也有学生表示喜欢类似勾股定理的证明
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方法 、萨吕斯法等 ．

关于本节课所含的数学思想 ， 学生认为主

要有数形结合思想 、代换思想 、类 比思想等 ．

超过半数的学生表示对本节课印象最深

的部分是数学史的融人 理由如下 ：

？ 在本节课之前 ，
没有接触过这样的授课

方式 ，
很新奇 ；

？ 证明 方法丰 富 多 样
，
大开眼界

；

？ 公式不需要死记硬背 ，
是 自 己生成的

；

？ 有贯穿 时代之感 ，
感 受到数学的脉动 ．

４ 结语

借鉴历史上两角 和与差 的余弦公式的历

史
，
本节课采用了重构式 、复制式和附加式的

方式． 重构式方面 ，采用从特殊到一般的研究

方法 ，首先启发学生用类似勾股定理的证法推

导出两锐角差的余弦展开公式 ，
然后老师再利

用萨吕斯以及麦克 肖 恩的方法推导出任意角

的两角差 的余弦展开公式的方法． 复制式方

面 ，采用了历史上不同的证明方法 ， 附加式方

面 ，对两角差的余弦公式推导的历史过程进行

了 回顾 ．

通过将数学史融入两角 和与差 的余弦公

式的教学 ， 本节课达成 了多元的教育价值 ， 从

学生熟悉的勾股定理出发 ，让学生经历从锐角

情形下到任意角情形下的两角 和与差 的余弦

公式推导过程 ，
从特殊到一般 ，从几何到代数 ，

让公式的推导在学生的心中 自然发生与推广 ，

揭示了
“

知识之谐 从探究活动中得到不同的

公式推导方法 ，通过不 同方法的对比 ，
拓宽学

生思维 ，从而展现了
“

方法之美
”

，让学生通过

拼图的合作探究活动 ， 思考 出不 同 的推导方

法
，
经历形式化公式背后的发现过程

，体会到

数学探究与发现的乐趣 ，从而营造了
“

探究之

乐
”

＿ 通过拼图活动以及单位圆 中公式的推导 ，

让学生体会到三角公式中数与形的结合 ，培养

了学生直观想象和逻辑推理的数学素养
，从而

达成了
“

能力之助 让学生体会不同时代 、不

同文化的数学家对两角和与差的余弦公式推

导方法的探索 ，给予了三角公式背后人文的一

面 ，彰显了
“

文化之魅 通过展现数学家们对

知识孜孜不倦的探索精神 ，让学生体会到数学

背后的理性精神 ，
从而达成

“

德育之效

从课后学生的反馈来看大部分同学表示

喜欢这种将数学史融入数学教学的授课方式 ．

超过半数的学生表示对本节课印象最深的部

分是数学史的融入． 但是 ，也有个别 同学认为

数学史的融人作用不大 ， 由 于本节课数学史融

入重在展示公式证明的多样性 ，相对缺乏趣味

性 ，
且实际课堂上 ， 也存在各种证明方法的 出

现较为生硬 ，
不够 自然等问题． 由此可见

， 本节

课尚有进一步打磨及完善的空间 ．

鉴于以上情况 ，有如下反思 ： （
１

）通过课堂

上的小组合作 ，让学生更多的展示得到公式证

明的过程 ，而不仅仅是证明的结果 ，
强调背后的

数学思想方法
；⑵融入更多的人文元素 ，

基于

学生给出的证明方法给出相应的数学史上的背

景 ，形成古今对话 ，增强课堂的趣味性 ；⑶在展

示不同的证明的背后 ，讲解数学家对公式证明

的不断探索精神 ，增强数学德育的渗透．
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学的起步阶段作为拓展性例题．

问题 ４ 在围棋盒 中有若干 白棋和黑棋
，

从盒中随机取出一颗棋子 ，取得白棋的概率是

如果再往盒中放进 ６ 颗黑棋 ，取得 白棋的概

率是＋ ，问原来盒中有白棋和黑棋各有几颗．

４

分析 ：考虑到概率值是个 比值 ，
取得 白棋

的概率是 意味着原来盒子中 白棋占 ？

！
，黑棋

占 １
－

吾
＝

普
， 白黑比例是 ２ ： ３ ＿

解 ：设原来盒中有 白棋以 颗 ，黑棋知 颗．

再往盒中放进 ６颗黑棋
， 则盒中有白棋心

颗
，
黑棋 知 ＋６颗 ，

总共有 ｋ＋６颗棋子？ 我们

选用的模型是 ：

取到白棋的概率 ＝

＾帕棋数
＿慨半

盒中棋子总数

于是得到方程＾
＝

７＾ ，解得 ｘ
＝

２
，所以

４５ ？：＋６

原来盒中有白棋 ４ 颗 ，黑棋 ６ 颗．

说明 ：
１ ） 根据概率模型构建的方程虽然是

个分式方程的形式 ，但利用交比的性质可改写

成＾＾就是
一

元
一

次方程的形式了．

４ １

２ ） 上述解法中不是把某个量设为 ＾ 而是

设白棋 ２＊ 颗 ，

；

黑棋 ３＊ 颗 ，
这样灵活的处理使后

面的解题更简

问题 ５
—

个三位数是
一

个两位数的 ５

倍 ，如果把这个三位数放在两位数的左边可得

到
一

个五位数 ；如果把这个三位数放在两位数

的右边
，
又得到一个新的五位数 ． 若后一个五

（ 上接第 ３

—

 １２ 页 ）

［
８

］ 汪晓勤 ，邵铭宇 ？ 三角公式的若干几

何模型 ［ Ｊ ］
．数学通报 ，

２０ １７
，

５６
（
０６

）：
１
－

５＋４９ ．

位数比前一个五位数大 １ ８６４８
，
求这个三位数？

分析 ：

“

把三位数放在两位数的左边
”

和
“

三位数放在两位数的右边
”

得到两个五位数 ，

必须知道这两个五位数的数值
，
才能表示出它

们的差是 １ ８６４８ ．

其中
“

把三位数放在两位数的左边
”

的数

值等于三位数的 １００倍与两位数的和
；

“

把三

位数放在两位数的右边
”

的数值等于两位数的

１０００ 倍与三 位数的 和 ． 这 就是本题 的关键

模型．

解 ：设两位数为 ＊
，则三位数为 ５％

， 前一个

五位数为 （
１ ００ｘ５ｘ

）＋ｘ ， 后 一个五位数为

（
１０００Ｘ ％

）＋５＊
，
根据题意

，
构建方程

［ （
１ ０００ｘ ｘ

）
＋５ｘ

］
－

［ （
１ ００ｘ５＊

）
＋ ｘ

］
＝
１ ８６４８

，

解得 ％
＝
４６

，＝２３０
，
即所求三位数为

２３０
．

说明 ：本题要求的是那个三位数 ， 在一般

情况下 ，我们把那个三位数设为 ｘ 是首选的 ，但
“

首选
”

并不是
“

必选
”

， 把那个两位数设为 ＊
，

可以避免解方程时出现分数 ，简化了计算 ．

３ 小结

由于我们从七年级开始就注重把数学模

型思想的发掘与渗透作 为思维发展的 突破

口
，把方程构建作为发展学生思维的载体 ，

无

论是教学 目标的确定 、 教学材料的选择 、课堂

的设计 、 活动 的展开 以及教学策 略的使用 ，

都围绕方程构建能力这条主线展开 ， 为学生

的思维留足发展空间 ， 提升 了课堂的思维厚

度
，
使得学生较快地具备 了 良好 的建模意

识 、丰富的建模经验和利用方程解决问题的

能力 ．

［
９
］ 汪晓勤 ． ２０ 世纪中叶以前西方三角

学文献中 的和角公式 ［ Ｊ ］
． 数学通报 ，

２０ １６
，
５５

（
０６

）：
４
－

８
．


