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１　引言
《普通高中数学课程标准》（２０１７年版）在“课程

目标”中指出：“通过高中数学课程的学习，提高学习
数学的兴趣，增强学好数学的自信心，养成良好的数
学学习习惯；树立敢于质疑、善于思考、严谨求实的
科学精神；认识数学的科学价值、应用价值、文化价
值和审美价值；进一步促进学生全面、可持续发
展．”［１］在“教学建议”中又要求：“在整个数学教学
中，教师应当有意识地结合相应的教学内容，引导学
生了解数学的发展，认识数学在科学技术、社会发展
中的作用，体会数学的科学价值、应用价值和文化价
值，提升学生的科学精神、应用意识和文化素养．”［１］

可见，如何体现数学的文化价值，是中学数学教师需
要关注的课题．

数学史是数学文化的重要组成部分．笔者曾根
据西方学者关于数学史教育价值的讨论并结合课程
标准，将基于数学史的数学文化内涵分成知识源流、

学科联系、社会角色、审美娱乐和多元文化五个维
度［２］，ＨＰＭ视角下的数学教学可以从其中一个或若
干个维度来体现数学的文化价值．

众所周知，二项式定理是高中数学中的一个重
要定理，高中数学教材的编写以及 ＨＰＭ 课例的开
发促使我们思考：二项式定理（局限于正整数指数的
情形）的历史揭示了它的哪些文化价值？本文试图
通过二项式系数表———算术三角形的历史来回答上
述问题．

２　算术三角形的历史
２．１　中国

在中国，早在汉代，数学家就利用完全平方和完
全立方公式来开平方和开立方．为了开四次方以及
更高次方，北宋数学家贾宪在其《释锁算书》中给出
直到六次幂的二项式系数表，如图１所示．其中自上
而下第ｉ 层即为（ａ＋ｂ）ｉ－１展开式的系数（ｉ＝１，

２，…，７）．贾宪称该数表为“开方作法本原图”，今称
“贾宪三角”．《释锁算书》已失传，南宋数学家杨辉在
《详解九章算法》（１２６１）中记载了该图，并注明“出
《释锁算书》，贾宪用此术”．“释锁”是当时的一种数
学术语，指的就是开方．

元代数学家朱世杰（１２４９－１３１４）在《四元玉鉴》

图１　杨辉《详解九章算法》　　　图２　朱世杰《四元玉鉴》

　　　中的贾宪三角　　　　　　　　中的贾宪三角

（１３０３）中给出贾宪三角，但在贾宪的基础上添加了
两层，并将各数连以两组平行斜线（图２）．可见，朱世
杰已经十分清楚贾宪三角的构造方法．

到了明代，数学家吴敬在《九章算法比类大全》
（１４５０）中、王文素在《算学宝鉴》（１５２２）中、程大位
（１５３３～１６０６）在《算法统宗》（１５９２）中都沿用了贾宪
三角，见图３－图５．其中，王文素在其《算学宝鉴》中
明确给出了贾宪三角的构造方法：“欲识廉隅递益
生，直斜二上并分明．便知其下廉隅数，变化无穷照
此行．”［３］程大位在《算法统宗》中也说明了由贾宪三
角的构造方法．

图３　吴敬《九章算法比类大全》　　　图４　王文素《算学宝鉴》

　　　中的贾宪三角　　　　　　　　　中的贾宪三角

２．２　穆斯林国家

算术三角形在中世纪的阿拉伯世界已经广为人
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知．１２世纪阿拉伯数学家阿尔·萨马瓦尔（Ａｌ－Ｓａ－
ｍａｗａｌ）在其《代数之光》中记载，１０－１１世纪著名数
学家阿尔·卡拉吉（Ａｌ－Ｋａｒａｊｉ，９５３～１０２９）已熟知
算术三角形的构造方法，如图６所示，每一列中的任
一数等于上一列同一行中的数及其上面一数之和．
１３世纪数学家阿尔·赞加尼（ａｌ－Ｚａｎｊａｎｉ，？－１２６２）

在其《代数学中的方程平衡》中记载了七次幂的展开
式［４］，从中可知，作者十分熟悉阿尔·卡拉吉和萨马
瓦尔的有关数学著作．

　图５　程大位《算法统宗》　　　　图６　卡拉吉的算术

　　　中的贾宪三角　　　　　　　　　三角形构造

与中国数学家一样，１１－１２世纪的著名诗人、

数学家奥马·海牙姆（Ｏｍａｒ　Ｋｈａｙｙａｍ，１０４８？～
１１３１）在其《算术问题》中也利用二项式系数来开任
意高次方，因而也构造了算术三角形，但其原著已失
传．１３世纪，著名数学家纳绥尔丁（Ｎａｓｉｒ　ａｌ－Ｄｉｎ　ａｌ－
Ｔｕｓī，１２０１～１２７４）在其《算板与沙盘算法集成》
（１２６５）中也利用二项式定理来开高次方，他将奥
马·海牙姆的算术三角形扩展到了１２次．

图７　阿尔·卡西的算术三角形

１５世纪，另一位
数学家 阿 尔 · 卡 西
（Ａｌ－Ｋａｓｈｉ， ？ ～
１４２９）在 其 《算 术 之
钥》（１４２７）中给出算
术三 角 形 的 造 表 方
法，并给出直到九次
幂的算术三角形，如
图７所示．
２．３　中世纪欧洲

在欧洲，１３世纪德国数学家约丹努斯（Ｊｏｒｄａｎｕｓ
ｄｅ　Ｎｅｍｏｒｅ，１２２５～１２６０）最早发现算术三角形，记
载于其《算术》（未出版）中．不同抄本中表示数字的
方式互有不同，见图８［５］．

值得注意的是，约丹努斯在书中利用算术三角
形构造了若干等比数列，实际上分别相当于

Ｃ０ｎ＋Ｃ１ｎ＋Ｃ２ｎ＋…＋Ｃｎｎ＝２ｎ，①
Ｃ０ｎ＋２Ｃ１ｎ＋２２　Ｃ２ｎ＋…＋２ｎＣｎｎ＝３ｎ，

图８　约丹努斯《算术》抄本中的算术三角

Ｃ０ｎ＋３Ｃ１ｎ＋３２　Ｃ２ｎ＋…＋３ｎＣｎｎ＝４ｎ，…

２．４　１６世纪的欧洲
到了１６世纪，算术三角形逐渐为欧洲数学家所

知．德国数学家和天文学家阿皮亚努斯（Ｐ．Ａｐｉａｎｕｓ，

１４９５～１５５２）于１５２７年出版的商业算术书的扉页上
呈现了算术三角形（图９），这在西方印刷出版的数
学书中属于首次．１５４４年，德国数学家斯蒂菲尔（Ｍ．
Ｓｔｉｆｅｌ，１４８６～１５６７）在《整数算术》中给出直到１７次

图９　阿皮亚努斯《算术》　　　图１０　斯蒂菲尔《整数算术》

　　　中的算术三角形　　　　　　　　　中的算术三角形

的算术三角形（图１０），并引入“二项式系数”这一术
语［６］．翌年，德国数学家舒贝尔（Ｊ．Ｓｃｈｅｕｂｅｌ，１４９４～
１５７０）在《数与各种比例》（１５４５）中给出直到１６次的
算术三角形［７］（图１１）．数十年后，德国数学家提尔菲
尔德（Ｔｈｉｅｒｆｅｌｄｅｒ）在其《算术》（１５８７）中也给出了直
到九次的算术三角形（图１２），形状与舒贝尔的相似．

图１１　舒贝尔《数与各种比例》　　　图１２　提尔菲尔德《算术》

　　　中的算术三角形　　　　　　　　　中的算术三角形

意大利数学家塔塔格里亚（Ｎ．Ｔａｒｔａｇｌｉａ，１５０６

～１５５７）在《数量通论》（１５５６）中、卡丹（Ｇ．Ｃａｒｄａｎ，

１５０１～１５７６）在《比例新作》（１５７０）中、邦贝利（Ｒ．
Ｂｏｍｂｅｌｌｉ，１５３０～？）在《代数》（１５７２）中各自给出算
术三角形，如图１３和１４所示．卡丹发现了算术三角

形的一个性质［８］，相当于Ｃｒｎ＝
ｎ－ｒ＋１
ｒ Ｃｒ－１ｎ ②．
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卡丹还建立了算术三角形与组合数之间的联
系，并得出结论，从ｎ个物品中一次１个、２个、…、ｎ
个的取法总数等于２ｎ－１，与①等价．

图１３　塔塔格里亚《数量通论》中的算术三角形

图１４　卡丹《实用算术》中的算术三角形

此外，１６世纪法国数学家佩勒提埃（Ｊ．Ｐｅｌｅｔｉｅｒ，

１５１７～１５８２）、荷兰数学家斯蒂文（Ｓ．Ｓｔｅｖｉｎ，１５４８？

～１６２０）都在其算术著作中给出了算术三角形．
２．５　１７世纪的欧洲

１７世纪，荷兰数学家吉拉尔（Ａ．Ｇｉｒａｒｄ，１５９５～
１６３２）在其《代数新发明》（１６２９）中、英国数学家奥特
雷德（Ｗ．Ｏｕｇｈｔｒｅｄ，１５７４～１６６０）在其《数学之钥》
（１６３１）、布里格斯（Ｈ．Ｂｒｉｇｇｓ，１５６１～１６３１）在其《对
数算术》（１６３３）中均载有算术三角形［９］．
１６５４年，法国数学家帕斯卡（Ｂ．Ｐａｓｃａｌ，１６２３～

１６６２）著《论算术三角形》，首次将二项式系数表称为
“算术三角形”，并对其性质作了系统的研究［１０］，如
图１５所示．帕斯卡详细介绍了算术三角形的构造：

第一行和第一列各单元均为１，其它每个单元等于
同行中前一单元和同列中上一单元之和．关于算术
三角形，帕斯卡的主要工作有：

（１）给出了算术三角形的１９条性质，其中两条
分别等价于约丹努斯的①和卡丹的②．引人注目的
是，帕斯卡运用了今日的数学归纳法．

（２）将算术三角形第ｎ＋１条底边上从一端数起
的第ｒ＋１个单元与组合数Ｃｒｎ 联系起来，得到组合

数公式Ｃｒｎ＝
ｎ（ｎ－１）…（ｎ－ｒ＋１）
ｒ（ｒ－１）…３·２·１ ．

（３）明确提出ｎ次幂二项式系数恰好是算术三

图１５　帕斯卡的　　　　　　　　　图１６　沃利斯《代数专论》

　　　算术三角形　　　　　　　　　中的二项式系数表

角形第ｎ＋１条底边上的各单元，于是建立了正整数
次幂的二项式定理（ａ＋ｂ）ｎ＝ａｎ＋Ｃ１ｎａｎ－１　ｂ＋Ｃ２ｎａｎ－２

ｂ２＋…＋Ｃｎ－１ｎ ａｂｎ－１＋ｂｎ．
（４）利用算术三角形求自然数诸次幂和．
至今，算术三角形在西方被称为“帕斯卡三角

形”．帕斯卡之后，沃利斯在其《代数专论》（１６８５）中
用字母符号来表达正整数情形中的二项式定理，如
图１６所示［１１］．
１７世纪末，法国数学家奥泽南（Ｊ．Ｏｚａｎａｍ，

１６４０～１７１７）在其《趣味数学与物理》（１６９４）中利用
算术三角形来解决趣味数学问题，如帕斯卡和费马
曾经解决过的赌金分配问题［１１］．在规定赢五局获胜
的情形，甲已赢了３局，乙只赢了１局，赌局因故半
途而废，未能最终决出胜负．设想接下来再赌五局，

以ａ表示甲赢，ｂ表示乙赢，所有可能的情形见图

１８．于是知甲、乙所得赌金之比为（Ｃ５５＋Ｃ４５＋Ｃ３５＋
Ｃ２５）：（Ｃ１５＋Ｃ０５）＝２６：６＝１３：３．

图１７　《趣味数学与物理》　　　　　　图１８　算术三角形在

　　　中的算术三角形　　　　　　　　赌金问题中的应用

３　结语
以上我们看到，数学史揭示了算术三角形的以

下文化价值．其一，算术三角形从低次到高次的扩
展，从各行之间的相互独立到相邻行间关联的发现，

从一两条性质到一系列性质的探究，从正整数的开
方到组合数与幂和公式的导出，体现了数学知识由
浅入深、从特殊到一般的演进过程．其二，中世纪以
降，中国、阿拉伯、欧洲等地的数十位数学家先后都在
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