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　　两角和与差的正、余弦公式常常被称为平面
三角学的基本公式，这些公式随着三角学的诞生
而诞生，有着十分悠久的历史．打开２０世纪中叶
以前的任何一部西方三角学著作，我们都能看到，
这些公式中至少有一个是用几何方法推导证明

的，不同作者在方法的选择上各有所爱，各种方法
汇总起来，可谓精彩纷呈、蔚为大观，为我们今天
的教材编写以及 ＨＰＭ视角下的公式教学提供了
十分丰富的素材．
１　托勒密定理
公元２世纪，古希腊天文学家托勒密（Ｃ．

Ｐｔｏｌｅｍｙ）为编制弦表而提出了后人以其名字命名
的定理：圆内接四边形两条对角线乘积等于两组
对边乘积之和．利用该定理，已知两角所对弦的长
度，就可以求出它们的和或差所对弦的长度．如图

１，设ＡＢＣＤ是单位圆Ｏ 的内接四边形，对角线

ＢＤ为圆之直径．∠ＡＢＤ＝α，∠ＤＢＣ＝β，则由托
勒密定理，在四边形ＡＢＣＤ 中：ＡＣ·ＢＤ＝ＡＤ·

ＢＣ＋ＡＢ·ＣＤ，等式两边同除以４，即得公式

ｓｉｎ（α＋β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ （１）

图１　托勒密定理

与和角公式

　

图２　托勒密定理

与差角公式

类似地，在四边形ＡＥＢＤ（ＥＣ为直径）中应

用托勒密定理可得

ｃｏｓ（α＋β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ （２）
若圆内接四边形ＡＢＣＤ 的一边ＢＣ 为圆Ｏ

的直径（如图２），设∠ＡＢＣ＝α，∠ＤＢＣ＝β，则由
托勒密定理可得

ｓｉｎ（α－β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ－ｃｏｓαｓｉｎβ （３）
类似地，在圆内接四边形ＡＢＥＣ（ＥＤ 为直

径）中应用托勒密定理有

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ （４）

１８—１９世纪的少数三角学著作（如［１］、［２］
和［３］）即采用托勒密定理来推导公式（１）—（４）．
１９世纪苏格兰数学家华里司（Ｗ．Ｗａｌｌａｃｅ，

１７６８～１８４３）在为《大英百科全书》所撰写的“代
数”辞条中，构造了另一种圆内接四边形来推导和
角正弦公式［４］．如图３所示，在单位圆Ｏ 中，取

∠ＡＯＢ＝α，∠ＢＯＣ＝β，过Ｂ分别作ＯＡ 和ＯＣ 的
垂线，垂足分别为Ｄ 和Ｅ；过Ｃ和Ｅ 分别作ＯＡ
的垂线，垂足分别为Ｆ和Ｇ．易知，Ｅ、Ｏ、Ｄ、Ｂ 四
点共圆，故∠ＢＤＥ＝∠ＢＯＥ＝∠ＧＥＤ＝β，于是，

Ｒｔ△ＥＧＤ与Ｒｔ△ＯＥＢ相似，从而有ＯＥ∶ＯＢ＝
ＥＧ∶ＥＤ，但ＯＥ∶ＯＣ＝ＥＧ∶ＣＦ，因此得ＥＤ＝
ＣＦ＝ｓｉｎ（α＋β）．根据托勒密定理，ＥＤ×ＯＢ＝
ＢＤ×ＯＥ＋ＯＤ×ＥＢ，故得公式（１）．

图３　华里司的方法
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２　帕普斯模型
公元３世纪末，古希腊数学家帕普斯（Ｐａｐ－

ｐｕｓ）在《数学汇编》中提出了一个几何命题，其中
蕴含着十分丰富的三角学内涵，为我们提供了许
多三角公式的几何模型．如图４，设∠ＡＯＢ＝α，

∠ＢＯＣ＝β（０＜β＜α＜π，０＜α＋β＜π），ＯＡ＝ＯＢ
＝ＯＣ＝１，过Ｃ作ＣＨ⊥ＯＢ，垂足为Ｈ，交半圆于
Ｅ．过 Ｈ 作ＨＧ⊥ＯＡ，ＨＭ⊥ＣＤ，垂足分别为Ｇ
和Ｍ，又过Ｅ作ＥＦ⊥ＯＡ，垂足为Ｆ．于是有：ＣＨ
＝ｓｉｎβ，ＯＨ＝ｃｏｓβ，ＣＤ＝ｓｉｎ（α＋β），ＯＤ＝ｃｏｓ（α＋

β），ＥＦ＝ｓｉｎ（α－β），ＯＦ＝ｃｏｓ（α－β），ＨＧ＝
ｓｉｎαｃｏｓβ，ＯＧ＝ｃｏｓαｃｏｓβ，ＭＨ ＝ＤＧ＝ｓｉｎαｓｉｎβ，

ＣＭ＝ｃｏｓαｓｉｎβ．因ＣＤ＝ＨＧ＋ＣＭ，ＯＤ＝ＯＧ－
ＭＨ，ＥＦ＝ＨＧ－ＣＭ，ＯＦ＝ＯＧ＋ＭＨ，故分别得
公式（１）—（４）．

图４　和角公式的帕普斯模型

利用帕普斯的几何模型，不难证明其他三角
公式，如倍角公式、积化和差公式、和差化积公
式等．
２０世纪中叶以前，绝大多数西方三角学教科
书（如文献［５］—［１７］）都采用了帕普斯的几何模
型来证明锐角情形下的和角与差角正余弦公式，
然后利用诱导公式证明任意角的情形．
３　克雷斯维尔的单位圆方法

１９世纪，英国数学家克雷斯维尔（Ｄ．Ｃｒｅｓｓ－
ｗｅｌｌ，１７７６～１８４４）给出了新的证明方法［１８］．
如图５，在单位圆内作∠ＡＯＢ＝２α，∠ＢＯＣ＝

２β，过点Ｂ作ＢＤ⊥ＡＣ，垂足为Ｄ．则
ＡＣ＝２ｓｉｎ（α±β），ＡＢ＝２ｓｉｎα，ＢＣ＝２ｓｉｎβ，ＡＤ＝
２ｓｉｎαｃｏｓβ，ＣＤ＝２ｃｏｓαｓｉｎβ，

　
图５　克雷斯维尔对和角公式的证明

由ＡＣ＝ＡＤ±ＣＤ，即得公式（１）和（３）．用π２－β

代替β，即可导出公式（２）和（４）．
４　两点之间距离公式

１９世纪法国数学家萨吕斯（Ｐ．Ｆ．Ｓａｒｒｕｓ，

１７９８～１８６６）在《纯粹与应用数学年刊》上发表论
文，根据两点之间的距离公式来推导公式（４），进
而导出其他公式［１９］．如图６，在单位圆内构造

∠ＡＯＢ＝α，∠ＡＯＣ＝β，则

图６　萨吕斯的方法

ＢＣ２ ＝Ｃｈｏｒｄ２（α－β）

＝（ｃｏｓα－ｃｏｓβ）
２＋（ｓｉｎα－ｓｉｎβ）

２，
故有

　Ｃｈｏｒｄ２（α－β）＝２－２（ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ） （５）
令β＝０，得

Ｃｈｏｒｄ２α＝２－２ｃｏｓα （６）
在（６）中用α－β代替α，得

Ｃｈｏｒｄ２（α－β）＝２－２ｃｏｓ（α－β） （７）
比较（５）和（７），即得公式（４）．
实际上，在△ＯＢＣ中直接利用余弦定理或勾

股定理也可以导出（７）．在（４）中用α－β代替β，得
ｃｏｓβ＝ｃｏｓαｃｏｓ（α－β）＋ｓｉｎαｓｉｎ（α－β）

　＝ｃｏｓ２αｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎαｓｉｎβ＋ｓｉｎαｓｉｎ（α－β），
由此得公式（３）．在（３）和（４）中用α＋β代替α，
则得

ｓｉｎα＝ｓｉｎ（α＋β）ｃｏｓβ－ｃｏｓα＋（ ）βｓｉｎβ （８）
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ｃｏｓα＝ｃｏｓ（α＋β）ｃｏｓβ＋ｓｉｎα＋（ ）βｓｉｎβ （９）
由（８）×ｃｏｓβ＋（９）×ｓｉｎβ，得公式（１），由（８）×
ｃｏｓβ－（９）×ｓｉｎβ，得公式（２）．
文献［２０］沿用了萨吕斯的方法．［２１］则在图

５中用π２－β
代替β来证明公式（１），进而导出其

他公式．
１９４１年，美国数学家麦克肖恩（Ｅ．Ｊ．ＭｃＳ－

ｈａｎｅ，１９０４～１９８９）在《美国数学月刊》上发表论
文，避开弦长公式，重新对公式（４）进行推导［２２］．
如图７，在单位圆Ｏ中构造∠ＡＯＢ＝α，∠ＡＯＣ＝

β，将△ＢＯＣ沿顺时针旋转，使得ＯＣ与ＯＡ 重合，

ＯＢ与ＯＤ 重合，由ＡＤ＝ＣＢ，利用两点之间距离
公式即得公式（４）．其他公式根据诱导公式导出．

图７　萨吕斯方法的改进之一

文献［２３］、［２４］等均沿用此法．［２５］则以ＯＣ
所在直线为横轴建立新坐标系，从而得到ＢＣ的
另一种表达式．类似地，文献［２６］则构造图８，利
用ＡＢ＝ＣＤ得出公式（２），再利用诱导公式导出
其他公式．

图８　萨吕斯方法的改进之二

５　正弦定理
意大利数学家卡诺里（Ａ．Ｃａｇｎｏｌｉ，１７４３～

１８１６）在其《平面与球面三角学》中利用正弦定理
来推导和角公式［２７］．如图９，在△ＡＢＣ中，ＣＤ 为

ＢＣ边上的高，∠Ａ＝α，∠Ｂ＝β，０＜α＋β＜π．因
ＡＢ＝ＡＤ＋ＤＢ＝ＡＣｃｏｓα＋ＢＣｃｏｓβ，故有

１＝ＡＤ＋ＤＢ＝ＡＣＡＢｃｏｓα＋
ＢＣ
ＡＢｃｏｓβ．

但根据正弦定理，ＡＣ
ＡＢ＝

ｓｉｎβ
ｓｉｎ（α＋β）

，ＢＣ
ＡＢ＝

ｓｉｎα
ｓｉｎ（α＋β）

，

故有

１＝ ｓｉｎβ
ｓｉｎ（α＋β）

ｃｏｓα＋ ｓｉｎα
ｓｉｎ（α＋β）

ｃｏｓβ，

图９　正弦定理推导法

　　

图１０　余弦定理推导法

由此得公式（１）．文献［２８］－［３５］均采用此法．
６　余弦定理
英国数学家伍德豪斯（Ｒ．Ｗｏｏｄｈｏｕｓｅ，１７７３～

１８２７）在其《平面与球面三角学》中分别用托勒密定
理和余弦定理来推导和角正弦公式［２］．在△ＡＢＣ
中，仍设∠Ａ＝α，∠Ｂ＝β，０＜α＋β＜π．由

ｃｏｓα＝ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ

，ｃｏｓβ＝
ａ２＋ｃ２－ｂ２
２ａｃ

，

ｃｏｓα＋（ ）β ＝
ａ２＋ｂ２－ｃ２
２ａｂ

，

得

ｓｉｎα＝Ｎｂｃ
，ｓｉｎβ＝

Ｎ
ａｃ
，ｓｉｎα＋（ ）β ＝

Ｎ
ａｂ
，

其中Ｎ＝

　１２ ａ＋ｂ＋（ ）ｃ　ｂ＋ｃ－（ ）ａ ａ＋ｃ－（ ）ｂ　ａ＋ｂ－（ ）槡 ｃ ．

于是

ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ

　＝Ｎｂｃ×
ａ２＋ｃ２－ｂ２
２ａｃ ＋Ｎａｃ×

ｂ２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ

　＝Ｎａｂ＝ｓｉｎα＋（ ）β ．

然后利用诱导公式证明公式（１）适用于任意
角，并导出其他公式．
伍德豪斯的方法由于计算量太大而无人问津．

美国数学家罗森巴赫（Ｊ．Ｂ．Ｒｏｓｅｎｂａｃｈ，１８９７～１９５１）
在其《平面三角学》中设计了更简单的方法［３６］，直
接推导公式（２）．如图１０，∠ＡＯＢ＝α，∠ＣＯＢ＝β（０
＜α＋β＜π），ＡＣ⊥ＯＢ，ＯＡ＝ａ，ＯＢ＝ｂ，ＯＣ＝ｃ，ＡＢ＝
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ｍ，ＢＣ＝ｎ，ＯＢ＝ｈ，由余弦定理得

ｃｏｓ（α＋β）＝
ａ２＋ｃ２－（ｍ＋ｎ）２

２ａｃ ＝２ｈ
２－２ｍｎ
２ａｃ

＝ｈａ×
ｈ
ｃ－

ｍ
ａ×

ｎ
ｃ
，

由此即得公式（２）．
７　相似三角形
瑞士 －美国数学家哈斯勒（Ｆ．Ｒ．Ｈａｓｓｌｅｒ，

１７７０～１８４３）在其《解析平面与球面三角学》中利
用相似三角形来推导和角公式［３７］．如图１１，构造

∠ＡＯＢ＝α，∠ＣＯＢ＝β，ＡＣ⊥ＯＢ，ＡＥ⊥ＯＣ，则

ｓｉｎα±（ ）β ＝
ＡＥ
ＯＡ
，ｃｏｓα±（ ）β ＝

ＯＥ
ＯＡ
，ｓｉｎα＝ＡＢＯＡ

，

图１１　哈斯勒的相似三角形法

ｃｏｓα＝ＯＢＯＡ
，ｓｉｎβ＝

ＢＣ
ＯＣ
，ｃｏｓβ＝

ＯＢ
ＯＣ．
因△ＡＥＣ

与△ＯＢＣ相似，故ＡＥＡＣ＝
ＯＢ
ＯＣ
，即ＡＥ＝ＡＣ×ＯＢＯＣ

，

于是有

ＡＥ
ＯＡ＝

ＡＣ×ＯＢ
ＯＡ×ＯＣ＝

ＡＢ×ＯＢ±ＢＣ×ＯＢ
ＯＡ×ＯＣ

＝ＡＢＯＡ×
ＯＢ
ＯＣ±

ＯＢ
ＯＡ×

ＢＣ
ＯＣ
，

这就是公式（１）和（３）．

又　ＥＣＡＣ＝
ＢＣ
ＯＣ
，

即ＥＣ＝ＡＣ×ＢＣＯＣ ＝ＡＢ×ＢＣ±ＢＣ×ＢＣＯＣ
，

于是有

ＯＥ
ＯＡ＝

ＯＣＥＣ
ＯＡ ＝ＯＢ

２ＡＢ×ＢＣ
ＯＡ×ＯＣ

　＝ＯＢＯＡ×
ＯＢ
ＯＣ

ＡＢ
ＯＡ×

ＢＣ
ＯＣ
，

这就是公式（２）和（４）．
８　面积法
文献［３６］还利用三角形面积公式来推导公式

（１）．如图１０，因ＳΔＡＯＣ＝ＳΔＡＯＢ＋ＳΔＢＯＣ，故有
１
２ａｃｓｉｎ

（α＋β）＝
１
２ａｂｓｉｎα＋

１
２ｂｃｓｉｎβ

，

即

ｓｉｎ（α＋β）＝
ｂ
ｃｓｉｎα＋

ｂ
ａｓｉｎβ

＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ．
９　投影法
投影法出现于１９世纪后期．如图１２，∠ＡＯＢ＝

α，∠ＢＯＣ＝β （０＜α＋β＜π），ＡＣ⊥ＯＢ．根据命题：
“两个向量之和的投影等于这两个向量的投影之
和”，我们有

Ｐｒｏｊｏｙ →ＯＣ＝Ｐｒｏｊｏｙ →ＯＢ＋Ｐｒｏｊｏｙ →ＢＣ，

Ｐｒｏｊｏｘ →ＯＣ＝Ｐｒｏｊｏｘ →ＯＢ＋Ｐｒｏｊｏｘ →ＢＣ，

图１２　投影法

此即

ＯＣｓｉｎ（α＋β）＝ＯＢｓｉｎα＋ＢＣｓｉｎ（
π
２＋α

），

ＯＣｃｏｓ（α＋β）＝ＯＢｃｏｓα＋ＢＣｃｏｓ（
π
２＋α

），

但ＯＢ＝ＯＣｃｏｓβ，ＢＣ＝ＯＣｓｉｎβ，故得公式（１）和（２）．
文献［３８］—［４３］都采用了投影法．

１０　结语
和角公式的历史再一次告诉我们，数学历史

是一座巨大的宝藏，为我们提供了取之不尽、用之
不竭的教学资源和思想养料．倘若历史是沧海，那
么我们所知便只是其中之一粟；倘若历史是天空，
那么我们所见便只是其中之一角．今日教材的编
写以及 ＨＰＭ 视角下的高水平数学教学的实施，
都离不开深入的历史文献研究．
在两角和与差的正、余弦公式的不同证明或

推导方法中，除了距离公式法外，其他方法大多局
限于锐角或钝角的情形，需要借助诱导公式进一

步讨论任意角的情形．正因为如此，２０世纪５０年
代之后，距离公式法逐渐受到作者们的青睐，那些
只适用于锐角或钝角的方法逐渐被人们遗忘．但
是，帕普斯模型、克雷斯维尔的单位圆方法、面积
方法等简单直观，即使在今天也仍然适于教学．各
种方法不仅能够拓宽学生的思维，为他们提供了
探究机会，而且也揭示了不同知识之间的密切联
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系，有助于他们对公式的理解、记忆和运用．我们
有理由相信，ＨＰＭ视角下的三角公式教学，必将
使学生不再将三角公式视为畏途．
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