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《缀术 》 中的
“

自亮
、

方亭之问
”
初探

汪晓勤
( 中国科学院自然科学史研究所

,

北京
,

10 0 0 10 )

摘 要 在分析 《缉古算经 》 的写作 目的及其具体内容的基础上
,

对 《缓

术 》 中的
“
当瓮

、

方亭之问
”

和
“
方 邑进行之术

”

作了探讨
,

认为
:

前者是已知

当莞
、

方亭的体积及其边
、

高的差
,

求边和高的问题
,

因此 《缓术 》 中有三次方

程的内容
;
后者是解匀股形 问题

,

类似于 《缉古算经 》 最后 6 问
。

由此又对祖冲

之的
“
开差幕

”

和
“
开差立

”

算法提出质疑
,

认为它们 与
“
方 邑进行之术

”

和
“
当瓮

、

方亭之问
”
无关

。

关键词 《缉古算经 》 《缀术 》 方程 王孝通 祖唯 祖冲之

中图法分类号 O n

《缀术 》 是中国古代一部很高深的数学著作
,

唐显庆元年 (公元 65 6 年 )
,

国子监设

算学科
,

列此书为学生必修的十部算经之一
,

规定学习年限长达 4 年之久
,

每次考试内

容有 7 条之多
,

均居十部算经之最 lj[
。

因此书在宋代失传图
,

其具体内容我们今天已无从

知晓
。

但从 《隋书
·

律历志 》 和 《九章算术 》 (以下简称 《九章 }}) 开立圆术的李淳风注

中可知
,

书中有圆周率算法和球体积推导
,

前者是祖冲之的成果
,

后者则是祖随的杰作
。

《隋书
·

律历志 》 说
: “

古之九数
,

圆周率三
,

圆径率一
,

其术疏并… …宋末
,

南徐州从

事史祖冲之更开密法
,

… …又设开差幂
、

开差立
,

兼以正圆参之
,

指要精密
,

算氏之最

者也
。

所著之书
,

名为 《缀术 》 ,

学官莫能究其深奥
,

是故废而不理
。 ”

3j[ 钱宝琼先生认为
:

“

开差幂
”

是开带从平方
, “

开差立
”

是开带从立方
, “
圆

”

系
“

负
”

之误 [卜
6〕 。

又根据王

孝通
“
上 《缉古算术 》 表

”

中所说的
“

其祖随之 《缀术 》
,

时人称之精妙
,

曾不觉方邑进

行之术全错不通
,

当亮
、

方亭之问于理未尽
”
一句话认为

: “

方邑进行之术
”
可能是开差

幂 的实例
, “

当亮
、

方亭之问
”

可能是开差立的实例 s[]
,

今人多从其说
。

据此
,

梅荣照先

生又认为
: “

开差幂
” 、 “

开差立
”

分别是含负系数二
、

三次方程的解法
,

而王孝通看不懂

祖氏之法
,

因而有
“

全错不通
”
和

“
于理未尽

”

之批评 7j[
。

但是
,

钱
、

梅两家所说实属推

测
,

尚未有充分证据
。

《缀术 》 中究竟有无三次方程及负系数二
、

三次方程
, “

开差幂
” 、

“

开差立
”

究竟为何种算法
,

至今仍是一个疑案
,

本文拟对此作一初步探讨
。

1 王孝通著 《缉古算经 》 之目的

《缉古算经 》 ( 以下简称 《缉古 ))) 为唐初算历博士王孝通所著
,

也是 《十部算经 》 之
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一
。

全书共 20 题
,

其中第 1 题系天文历法中的算术问题
,

以 《九章 》 今有术解
;
第 15 ~

20 诸题是解勾股形问题
; 而第 2~ 14 诸题则是立体几何问题

,

设有 以下两类问题
:

第一

类
:

已知立体的体积及其边
、

高的差
,

求该立体的边和高
;
第二类

:

将各边已知的立体

图形分割为若干部分
,

已知各部分体积
,

求各部分的边
、

高
。

除第 1 题外
,

各题均须建

立三次或双二次方程求解
。

王孝通在写给唐高祖李渊的 《上 <缉古算术 > 表 》 中说
:

“

昔周公制礼
,

有
`

九数
,

之名
。

窃寻
`

九数
,

即 《九章》 是也… … 魏朝刘徽笃

好斯言
,

博宗纤隐
,

更为之注
。

徽思极毫芒
,

触类增长
,

乃造重差之法列于终篇
,

虽

即未为司南
,

然亦一时独步… …但旧经残驳
,

尚有缺漏
,

自刘以后
,

更不足言
。

其

祖唯之 《缀术》
,

时人称之精妙
,

曾不觉方 邑进行之术全错不通
,

当莞
、

方亭之问于

理未尽
。

臣今更作新术
,

于此附伸… … 伏寻 《九章》 商功篇有平地役功受裘之术
,

至

于上宽下狭
、

前高后卑
,

正经之内阔而不论
。

致使今代之人不达深理
,

就平正之间

同歌料之用
,

斯乃圆孔方钠
,

如何可安
。

臣昼思夜想
,

临书浩叹
,

恐一旦棋 目
,

将

来莫睹
。

遂于平地之余
,

续狭抖之法
,

凡二十术
,

名 曰 《缉古 》
。

,,8[
〕

由此可见
,

王孝通著 《缉古 》 一书有两个目的
:

(1 ) 继刘徽前踪
,

补 《九章 》 胭漏
。

王孝通精通并十分推崇 《九章 》
。

他认为
,

在 《九章 》 的众多研究者中
,

成就最大的是刘

徽
。

但 《九章 》 经刘作注并增重差法后仍有
“

胭漏
” :

商功章只有
“

平地役功受裹之术
” ,

而缺少
“

上宽下狭
、

前高后卑
”

的情形
。

按 《九章 》 商功章第 7 题中的
“

渠
”

是横截面

全等的规则堤形
,

求先到一千人受裹问题的解法 即为王孝通所说的
“

平地役功受裹之

术
” 。

王氏觉得
,

《九章 》 的方法不能满足实际需要
,

因为大量土木工程中还会遇到复杂

的不规则堤形
,

如仍以 《九章 》 的方法解其受裹问题
,

就不合实际了
。

因此一种深深的

责任感促使他著书立说
。

(2 ) 正 《缀术 》 之错误
,

尽祖呕之未尽
。

刘徽之后的 《九章 》 研

究者中
,

祖呕的成就和名声最大
。

北齐颜之推称
: “

算术亦是六艺要事
,

自古儒士论天道
、

定律历者皆学通之
,

然可以兼明
,

不可以专业
。

江南此学殊少
,

唯范阳祖随精之
。 ”

9j[ 李淳

风在 《隋书
·

律历志 》 中说
: “

臣先人栖诚
,

学算于祖日恒
,

问律于何承天
。 ’

,s[ 口梁初
,

秘书

监任防和殷均编写 《四部目录 》 时
,

将所有数术类的书籍另列一部
,

请祖随撰其名 10[ 〕。

北

魏也闻祖唯之名
,

天文学家信都芳便十分仰慕他
,

祖唯为魏所俘时
,

信都芳劝安丰王元

延明礼待他 11[ 〕 。

可见
,

在祖随生活的时代
,

数学上无人堪与之相提并论
,

然而
,

精通数

学的王孝通却发现其 《缀术 》 的错误和不完善之处
,

致使他对祖氏的评价失之偏颇
: “

自

刘以后
,

更不足言
” 。

创新术纠正
“

方邑进行之术
”
的错误

,

并补充
“

当亮
、

方亭之问
”

的未尽之理
,

这是王孝通著 《缉古 》 的又一 目的
。

2 《缀术 》 中的
“

自亮
、

方亭之问
”

王孝通既于 《缉古 》 中创新术以补充 《缀术 》 中
“

当亮
、

方亭之问
”
的未尽之理

,

则

这未尽之理和新术分别是什么呢 ? 我们来看 《缉古 》 中的立体几何问题
。

诸题所设问题

见表 1
。
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表 1《缉古 》 中的立体几何问题

《九章 》 名称

羡 除

10 ~ 2 1

1 3, 1 4

工 程 名

仰 观 台

羡 道

堤

龙 尾 堤

河

霄

窖

亭 仓

当 亮

圆 囤

方仓
、

圆窖

方窖
、

回窖

羡 除

当 童

方 亭

当 登

圆 亭

方堰涛
、

圆探涛
、

方亭
、

圆亭

所 设 问 题

第一
、

第二类

第一
、

第二类

第一
、

第二类

第一
、

第二类

第二类

还原问题

第一
、

第二类

第一
、

第二类

第二类

第一
、

第二类

第一类

第一类

第 8 题是全书唯一关于当亮 的问题
: “

假令当亮
,

上裹三丈
,

下裹九丈
,

广六丈
,

高

一十二丈
。

有 甲县六百三十二人
,

乙县二百四十三人
。

夏程人功常积三十六尺
。

限八 日

役
,

自穿
、

筑
,

二县共造
。

今甲县先到
,

问自下给高
、

广
、

裹各多少
。 ”

由 《九章 》 当亮

公式得当亮体积 V 一 25 2 0 00 尺
3 。

以平行于底面的平面截当亮成一当童 ( 甲县造 ) 和一

当亮 (乙县造 )
,

体积分别为 V
l
= 6 3 2又 3 6 x 8 = 1 8 2 0 1 6 尺

3 ,

V Z
= 2 4 3 x 3 6 火 8 = 6 9 9 8 4 尺

3 。

求截得当童的上广和上裹 ( 即甲县受广
、

裹 ) 及高
。

本题仅仅设了第二类问题
。

从表 1 可

见
,

第 5 题也仅仅设了
“

河
”

的第二类问题
,

但
“

河
”

与第 3 题的
“

堤
”

在形状上是一

样的
,

只是上下颠倒而已
,

王孝通在 自注里也明确说
“

覆堤为河
” 。

第 3 题既已设有第一

类问题
,

故此题略去
。

那么
,

王孝通为何不设当亮的第一类问题呢 ? 我们不妨将它与第

4 题
“

龙尾堤
”

的第一类问题作一 比较
,

看王孝通能否解决当瓷的同类问题
。

《缉古 》 第 4 题
: “

假令筑龙尾堤
,

其堤从头高
、

上阔
,

以次低狭至尾
。

上广多
,

下

广少
。

堤头上下广差六尺
,

下广少高一丈二尺
,

少裹四丈八尺
。

甲县二千三百七十五人
,

乙县二千三百七十八人
,

丙县五千二百四十七人
。

各人程功常积一尺九寸八分
,

一 日役

毕
,

三县共筑
。

今从堤尾与甲县
,

以次与乙
、

丙
。

问龙尾堤从头至尾高
、

裹
、

广及各县

别给高
、

裹
、

广各多少
。 ”

其中第一类问题解法 (
“

求龙尾堤广
、

裹
、

高术 ,’) 是
: “
以程

功乘总人为堤积
,

又六因之为虚积
。

以少高乘少裹为隅幂
,

以少上广乘之为鳖隅积
。

以

减虚积
,

余
,

三约之
,

所得为实
。

并少高
、

裹
,

以少上广乘之
,

为鳖从横廉幂
,

三而一
,

加隅幂为方法
。

又三除少上广
,

以少裹
、

少高加之
,

为廉法
。

从
,

开立方除之
,

得下广
。

加差 即高
、

广
、

裹
。 ”

分别以
a ,

b
, 。 ,

h 和 V 表示龙尾堤的上
、

下广
、

裹
、

高和体积

(图 l )
。

已知
a
一 b

,

h一 b
, `
一 b 和 V

,

求
a ,

b
, ` 和 h

。

因 V = ( a + Z b ) ` h / 6
,

故
:

6V 一 ( a + Zb ) c h = ( a 一 b ) c h + 3 bc h
,

6 V 称为
“
虚积

” ,

它由两部分组成 (图 2 )
,

将它们分割为四类长方体 (图 3 )
,

其体积分

别为
:
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V x
= 3b 3 ;

V ,
= 〔3 (。一 b ) + 3 ( h 一 b ) + ( a 一 b ) 〕b

Z ;

V
一 { [ ( ` 一 b )十 (h 一 b ) ] (

a 一 b ) + 3 (。一 b ) (h 一 b ) }b ;

V 、
= ( a 一 b ) ( c一 b ) (h 一 b ) ;

由 6 V 一 V ,

+ V :

+ V .

+ V 、

得关于下广 b 的三次方程
:

b
3
+ [ (

。 一 b ) + ( h 一 b ) + ( a 一 b ) / 3〕b Z
+ {〔( ` 一 b ) + ( h 一 b )〕 ( a 一 b ) / 3

+ ( c 一 b ) (h 一 b ) } b = [ 6V 一 ( a 一 b ) ( c 一 b ) ( h 一 b )〕/ 3

再看当亮的第一类问题
,

以 a ,

b
, ` ,

h 和 V 分别表示当亮的下裹
、

上裹
、

下广
、

高

和体积
,

并设 v
, a
一 b

, `
一 b 和 h一b 为已知

,

求
a ,

b
, : 和 h

。

因 v 一 ( a2 + b) hc 6/
,

故

得虚积 6V 一 ( a2 + b) hc 一 2 a( 一 b) hc + 3b kr
。

它也由两部分组成
,

与龙尾堤完全相类似
,

可

以得到关于上裹 b 的三次方程
。

……
_

一乖乖
厂

图 1 龙尾堤 图 2 虚积

`̀̀̀̀ 一一侧上上!!!!!!!!!!!
性性性性性性性

产鱼洲
/

产一一曰匕一一 /
声竺一刁 八

一一

一
兰

一

一一 /

图 3 虚积之分割

可见自亮第一类问题与龙尾堤
、

羡道相仿
,

王孝通完全能解决
。

若 《缀术 》 中的
“

当亮
、

方亭之问
”
不含第一类问题

,

则王孝通在此题中必如第 2~ 4
、

6 ~ 7 诸题那样设有两类问

题
。

因此王氏称
“

当亮
、

方亭之问于理未尽
”

必是因为它们仅仅是当亮
、

方亭的第一类

问题
,

而缺少第二类问题
。

《缉古 》 第 2 ~ 4
、

7 诸题中
,

王孝通对第二类问题的解法都加

了注释
,

而对第一类问题的解法则从不加注
。

这就更进一步证明了
:

解第二类问题前所

未有
,

完全是王氏 自己的创造
,

是他所说的
“

新术
” ;
而第一类问题的解法则在他以前的
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《缀术 》 中已经有过了
。

这与 《缉古 》 的第一个写作 目的亦相一致
:

王孝通为弥补 《九

章 》 规则堤形第二类问题之不足而创设不规则堤形的同类问题
,

自然也为 《缀术 》 的
“

当亮
、

方亭之问
”

增设第二类问题
。

已知立体的体积反求其边的问题
,

《九章 》 商功章已有 (第 26 一 28 题 )
。

深研 《九

章 》 的祖随自然会感到此类问题之不足
。

首先
,

《九章 》 只设了
“

穿地
”

(平堤形 )
、

“

仓
”

(长方体 ) 和
“
圆国

”
(圆柱 ) 问题

。

祖随完全可以进一步去研究当亮
、

方亭
、

圆亭

和羡除等立体的同样问题
。

《缉古 》 第 5 题的
“

霄
”

为此类问题
,

便是一个佐证
。

其次
,

《九章 》 的这类问题仅仅用到加
、

减
、

乘
、

除及开方运算
。

如果在实践中产生更复杂的问

题
:

已知立体的体积及其边的差
,

求立体的边
,

则 《九章 》 的方法无效
。

这就会促使祖

随创造新法
,

或许正是祖随对 《九章 》 还原问题的补充和发展
,

给王氏一个启示
,

将

《九章 》 的
“

平地役功受裹之术
”

发展成须以方程解决的更一般的堤形 问题
。

说
“

当亮
、

方亭之问于理未尽
” ,

当然并不表明 《缀术 》 中有关立体几何问题只有这

两种
。

首先
,

祖随既将 《九章 》 的还原问题发展成第一类问题
,

则他最先研究的当是商

功章第 26 题的
“

平堤
”
和第 27 题的长

、

宽
、

高不等的长方体
。

它们的第一类问题较当

蔚
、

方亭的同类问题要容易得多
。

《缉古 》 中未设这两种立体的第二类问题
,

是因为它们

只不过是
“

平地役功受裹
”

问题
,

没有什么
“

于理未尽
”

之处
。

其次
,

《缀术 》 中极可能

还有方锥
、

阳马
、

鳖孺
、

堑堵等立体的第一类问题
,

因为
,

这四种立体的第一类问题较

当亮
、

方亭的同类问题要容易
。

《缉古 》 中未设这些立体的问题
,

是因为
:

堑堵的第二类

问题亦为
“

平地役功受裹
”

问题
;
而方锥

、

阳马和鳖孺的第二类问题则仅需 《九章 》 开

立方术即可解决
,

故其第一类问题没有什么
“
于理未尽

”

之处
。

再次
,

王氏言
“

当亮
、

方

亭之问于理未尽
”

当是仅列举其中两个立体而已
,

《缀术 》 极可能还有其它立体的第一类

问题
。

事实上
,

前面我们看到
,

当亮的第一类问题与龙尾堤的同类问题相仿
,

祖随既已

解决当亮问题
,

则完全能够解决羡除的同类问题
。

综上所述
: 《缀术 》 中的

“

当亮
、

方亭之问
”
乃是关于当亮

、

方亭的第一类问题
,

即

已知当瓷
、

方亭的体积及其边
、

高的差
,

求边和高的问题
; 《缀术 》 中除了当亮

、

方亭的

第一类问题外
,

应还有长方体 (包括方取涛 )
、

平堤等的第一类问题
,

并很可能还有方锥
、

阳马
、

鳖孺和羡除等的第一类问题
。

上述问题都需建立一元三次方程才能解决
。

因此
,

在我国数学发展史上
,

三次方程

的建立当以 《缀术 》 为嘴矢
。

至于
“
自亮

、

方亭之问
”

是否涉及负系数三次方程
,

我们

认为答案是否定的
。

因为
:

如果
“

当亮
、

方亭之问
”

是负系数三次方程之实例
,

那么王

孝通言其
“
于理未尽

” ,

就正好说明他理解负系数三次方程之解法
。

如果自己看不懂
,

又

怎么会挑剔说
“
于理未尽

”
呢 ? 而从 《缉古 》 全书看

,

王孝通对负系数方程不敢越雷池

一步
,

因此他在 《缀术 》 中所见的
“
当亮

、

方亭之问
”

应该只涉及正系数三次方程
。

3 《缀术 》 中的
“

方邑进行之术
”

我们知道
,

《九章 》 勾股章第 1 7
、

19 ~ 21 诸题以及刘徽 《海岛算经 》 ( 以下简称

岛 ))) 第 3题均为方邑问题
,

都与勾股形有关
。

其中勾股章第 20 题相 当于已知勾
、

《海

股积
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“

当亮
、

方亭之问
”

初探

与差
,

求勾
、

股
,

需以二次方程解决
。

王孝通的新术必是 《缉古 》 最后六问
。

因这六问

是针对 《缀术 》 之误而设的
,

故知 《缀术 》 的
“

方邑进行之术
”

不外如下问题
:

已知勾

股形的九个条件 a(
、

b
、 。
分别表示勾

、

股和弦 ) a 、

b
、 ` 、 a

+ b
、

b +
` 、 a

+
“ 、

b 一、 “ 一

a 、 。 一 b 之一以及 ab
、

b`
、 a 。

之一
,

求其余未知件
。

这样的问题共有 27 种
,

其中值得研

究的有 21 种
,

见表 2
。

其中 1
、

4一 9七种情形实际上 已为 《九章 》 及刘徽
、

赵爽所解决
。

1
、

7一 9 四种情形用的是几何方法
。

表 2 一类解勾股形问题

序号 已知件 所求件 关于所求件的方程

一 x 4
+

c Zx Z= ( a b ) 2

作 者

1 0

1 1

l 2

1 3

1 4

l 5

16

17

l 8

l 9

2 0

2 1

a b
, e

be , a

a b
,

b

a b
, b一 a

bc
, ` 一 b

a 亡 , ` 一 口

a b
, a 十 b

bc
,

b十 c

a c , a + c

a b
, e一 a

a b
, c一 b

b c , c一 a

a e , c 一 b

a b , a +
c

a b
, b + c

be , a
+

c

a e ,

b+ e

b c , a 十 b

bc
,

b一 a

a c , a
+ b

a e ,

b一 a

x 4
+

a Zx Z一 ( b
c
) 2

x 4 + b Zx Z = ( a c
) 2

x Z
+ (b 一

a ) x ~ a b

x Z + (c 一 b) J 一 bc

x Z+ ( c 一 a ) x = a c

一 x Z+ ( a
+ b) x ~ a b

一 x Z + ( b十c) x 一 bc

一 x Z十 ( a + c ) x = a c

x 3 + [ (
。一 a ) / 2」x Z = ( a b ) “ / z ( ` 一 a )

x 3 + [ (
c 一 b ) / 2〕x Z ~ ( a b ) “ / 2 ( ` 一 b )

二 3
+ [ 5 (

c 一 a ) / 2〕x Z + 2 ( c 一 a ) “ x = ( bc ) “ / 2 ( c 一 a ) 一 ( c 一 a ) “ / 2

x 3 + 仁5 ( c 一 b ) / 2〕x Z + 2 ( c 一 b ) “ x = ( a c ) “ / 2 ( e 一 b ) 一 ( c一 b ) “ / 2

一 x 3 + [ ( c + a ) / 2〕x Z = ( a b ) “ / 2 ( c + a )

一 x 3
+ [ ( c + b ) / 2〕x Z = ( a b ) “ / 2 ( c + b )

一 x 3
+ 〔5 ( c + a ) / 2〕x Z一 2 (

e
+ a ) Z x 一 ( b。 ) “ / 2 ( c + a )一 (

`
+ a ) “ / 2

一 x 3 + 仁5 (
c
+ b ) / Z j x Z一 2 ( c + b ) “ x = ( a c

) “ / 2 (
c
+ b ) 一 (

c

+ b ) “ / 2

x 4一 ( a + b ) x 3 + [ ( a
+ b ) “ / 2〕x Z = ( bc ) “ / 2

x 4一 ( b一 a ) x 3 + [ ( b一
a ) “ / 2〕x Z一 ( bc ) 2 / 2

x 4一 ( a + b ) x 3
+ [ ( a 十b ) “ / 2 ] x Z = ( a c

) “ / 2

x 4 + ( b一 a ) x 3 + 〔( b一 a ) “ / 2〕x Z = ( a c ) “ / 2

刘徽
、

赵爽

王孝通

王孝通

刘徽
、

赵爽

刘徽
、

赵爽

刘徽
、

赵爽

刘徽
、

赵爽

刘徽
、

赵爽

刘徽
、

赵爽

王孝通

王孝通

王孝通

王孝通

“

方邑进行之术
”
不可能是 1

、

7 ~ 9 诸情形
。

因为它们既已为刘徽和赵爽用几何方

法解决了
,

如果祖随以数值方法解此四题
,

那么既然可用前人的几何方法加以验证
,

怎

会
“

全错不通
”
呢 ? 如果祖随没有错

,

王孝通既然可以用几何方法来验证
,

又怎会因看

不懂而妄说其
“

全错不通
”
呢 ? 况且王孝通是针对

“

方邑进行之术
”

而设 《缉古 》 最后

六问的
,

可是这六问都不是上述各情形
。 “

方邑进行之术
”

也不可能是 14 一 17 四情形
,

从

数学发展规律看
,

必是先解决正系数方程
,

后解决负系数方程
。

在祖随时代
,

三次方程

的建立乃是前无古人的事
。

若祖随已能解决负系数三次方程
,

则更能解决 10 一 13 四情形
,

因而 《缀术 》 中理应含有它们
,

王孝通不至于全看不懂
。

因此
, “

方邑进行之术
”

必为 2
、

3
、

10 ~ 13 诸情形中的一个或若干个
,

祖呕的错误

是可信的
。

王孝通在
“

上 《缉古算术 》 表
”

中说
: “
臣长自阎阎

,

少小学算
,

镌磨愚钝
,

迄将皓首
,

钻寻秘奥
,

曲尽无遗
。

代乏知音
,

终成寡和
。 ’

,s[ 〕可见他从小即开始学数学
,

并

终生从事数学研究
,

造诣很高
。

然而
,

那个时代懂数学的人尚且寥寥
,

更不必说像王孝

通那样终生
“

钻寻
”
数学

“

秘奥
”
的人了

。

他有曲高和寡之撼
。

他最后说
“

请访能算之
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人考论得失
,

如有排其一字
,

臣欲谢以千金
”
81[

,

后人对此多有微词
,

然而王孝通说这话

不仅表明他对自己数学创造的自信心和 自豪感
,

也更表明他对知音的渴望
:

如果真有一

个精通数学的人出来考论 《缉古 》 得失
,

更改其中一字
,

那么王孝通应是很乐意以千金

相谢的
。

虽然
,

在今天看来
,

《缉古 》 并非无懈可击
,

但在当时
,

读懂该书已自不易
,

要

拿王孝通的千金恐怕是不可能的
。

须知
,

王孝通是和皇帝说话
,

不至于信 口 开河
。

((缉古 》代表了当时代数领域的最高水平
。

它作为
“

十部算经
”

之一
,

内容虽仅二卷
,

但学习年限长达 3 年之久
,

仅次于内容比它多得多的 《缀术 》
,

而与 《九章》 兼 《海岛 》

相同
。

清人阮元说
: “ 《缉古 》 以本朝书得列于算馆

,

而限习又三岁之久
,

其为深妙可知

矣 ! ” 又引李锐语
: “

算书以 《缉古 》 为最深
, `

太史造仰观台
’
以下十九术

,

问数奇残
,

人算繁绩
,

学之未易通晓
。 ’

,l[
2〕 《四库全书 》 《缉古 》 提要说

: “

唐代明算立学
,

习此书者

以三年为限
,

亦知其术之精妙
,

非旦夕所克竟其义矣
。 ” 《缉古 》 在列三次方程解实际问

题方面
,

其难度较 《缀术 》 是有过之而无不及的
。

《缀术 》 中 不可能含负系数方程之解法
,

认为王孝通看不懂 《缀术 》
,

也是不合实际的
。

4 “

开差幂
, , 、

“
开差立

, ,

质疑

引言已提及钱
、

梅两家对
“

开差幂
” 、 “

开差立
”
所作的解释

。

但根据我们的看法
,

《缀术 》 中并没有负系数方程
,

故
“

开差幂
” 、 “

开差立
”

也不可能是负系数二
、

三次方程

的解法
。

那么
, “

开差幂
” 、 “

开差立
”

是否可能指正系数二
、

三次方程的解法呢 ? 诚如梅

先生所言
,

开带从平方在 《九章 》 中已有
,

若
“

开差幂
”

是这样的算法
,

则完全称不上
“

算氏之最者
” ;
若

“

开差立
”

是祖冲之开带从立方的一个术语
,

则因王孝通在 《缉古 》 中

用祖氏之法解他所建立的三次方程
,

故在求得
“

实
” 、 “

方法
” 和

“

廉法
”

后应该说
“

开

差立除之
” ,

为何只是说
“

从
,

开立方除之
”
呢 ? 实际上

,

《九章 》 勾股章第 20 题于求得
“

实
”
和

“

从法
”

后
,

只说
“

开方除之
” ,

仍沿用少广章开方术之名
。

祖冲之根本没必要

引人新术语来表示二
、

三次方程的解法
。

再回头看李淳风 《隋书
·

律历志 》 中的这段话
,

我们认为
,

整段话是专门讲述圆周

率的
,

只不过最后提到祖冲之所写的书叫 《缀术 》 而已
。

李赞和的理解ls[ 〕是正确的
。

李

淳风没必要扯到其他地方去
。

《南齐书 》 和 《南史 》 的文学传皆称祖冲之
“

注 《九章 》
,

造

《缀术 》 数十篇
” ,

可见 《缀术 》 内容丰富
,

造术繁多
,

不一而足
。

如果李淳风于叙述圆

周率之余想提一下祖冲之的其他数学成就的话
,

那么他何以仅仅提
“

开差幂
”
和

“

开差

立
”

这两种算法呢 ? 难道说含数十篇内容
、

博大精深的 《缀术 》 中除圆周率外只有这两

种算法值得一提吗 ? 据今所知
,

至少还应提到开立圆术
。

因此
, “

开差幂
” 、 “

开差立
”

并

非方程解法
,

与
“

方邑进行之术
”
和

“

当亮
、

方亭之问
”

毫无关系
。

它们应该是圆周率

的又一算法
。

李淳风前面说祖冲之
“

更开密法
” ,

后面说
“
又设开差幂

、

开差立
” ,

理应

是针对圆周率而言的
。

且用
“

指要精密
,

算氏之最者
”

来评论祖冲之圆周率算法
,

再恰

当不过
。

我们认为
, “

开差幂
”
和

“

开差立
”

极可能是获得
兀
的分析表达式的方法 (当然

,

这还需要作进一步的探讨 )
。

日本三上义夫曾对
“

开差幂
”
和

“

开差立
”

作过解释 l4[ 〕
,

其

中他所说的
“
用顺序之差 比之于等比级数

,

由此以立算法
” ,

今人作过证明 1s[
, ’ 6」。

祖冲之



1 期 汪晓勤
:《缀术 》中的

“
色登

、

方亭之问
”
初探

受刘徽之启示
,

很可能用
“

开差幂
” 、 “

开差立
”

方法得到 了
兀 的分析表达式

。

如果钱宝

琼先生所言
“

圆
”

为
“

负
”

之误属实的话
,

那么所谓
“

兼以正负参之
”

就意味着祖冲之

所获得的
二
的分析表达式具有交错级数的形式

。
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, t h e F a n g
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r u le s a r e t h o s e o f r i g h t一 a n g le d t r ia n g l e s , s im i l a r t o t h o s e e o n t a in e d i n t h e l a s t s i x p r o b l e m s

o f J i G u S u a n J i n g ; t h i r d
,

K a i C h a M i a n d K a i hC
a L i

,
t w o r u l e

s
g i v e n b y Z u C h o n g z h i i n

h i s Z h u i S h u ,

h a v e n o r e f e r e n e e t o t h e q u a d r a t i e o r e u b i e e q u a t i o n s ; f o u r t h
,

Z h u i S h u e o n -

t a i n s n o q u a d r a t ie o r e u b i e e q u a t io n s o f n e g a t iv e e o e f f i e i e n t s
.

K e y w o r d s J i G u S u a n J i n g
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Z u G e n g
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