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１ 引言

实践表明 ，将 数学史融人数学教学 ，离 不开基于

数学史料的数学 问题 的提 出 。 由 于数学教师所掌 握

的历史材料十分有 限 ， 问题提出 的 策略较为单
一

， 因

此 ，在已有 的 ＨＰＭ 课例 中 ， 相关数学问题并不丰 富 ，

问题 的质量也有待改善 ；这些问题往往只 出 现在 引 人

或探究环节 ，之后便悄 然谢幕 了 ， 毫无系统可言 ，数学

史的教育价值难 以得 到最大 程度 的 发挥 。 数学 问题

串 的运用是改变这种状况 的途径之
一

。

所谓
“

基于数学史的数学 问题 串
”

（ 简称 ＨＰＭ 问

题串 ） ， 是指 以相关数学史料为 主线 ， 紧扣数学教学 目

标 ，运用一定策 略提出 的
一

系列 具有 内 在联系 、构成
一个整体的数学问 题 。 在课堂上 ，

ＨＰＭ 问题 串 为学

生提供了
“

再创造
”

的机会 ， 有助于他们在探究 中经历

知识的发生发展过程 ，形成较为 完整 的知识体系 ，获

得数学活动 的经验 ，体验
“

探究之乐
”

，感悟数学活 动

的本质 。

教育部 《关于 ２ ０ １ ７ 年普通高 考考试大纲修订 内

容的通知 》要求
“

充分发挥高 考命题 的育人 功能 和积

极导 向作用
”

，并提 出
“

在数学试题 中增加数学文化 的

内 容
”

， 因而基于数学史 的高考试题 日 益受 到人们 的

关注 ，但对近年来的 高考试题 的分析发现 ，这些试题

所涉及 的历史材料较为有 限 ， 问题提 出 的策 略十 分单
一 ［

１］

。 鉴于此 ，本文拟对基于数学史 的问题 串设计作
一初步探讨 。

２ 基于数学史料的髙中数学问题串

２
．
１ 轨迹 问题 串

古希腊数学家研 究过大量 的 轨迹问 题 。 他们将

轨迹分成平面轨迹 （直线和 圆 ） 、立体轨迹 （ 圆锥 曲 线 ）

和线轨迹 （ 直线 、 圆 、 圆 锥 曲 线 以外 的 曲 线 ） 三类 。 阿

波罗 尼 奥 斯 （ Ａ ｐｏ ｌ ｌｏｎ ｉ ｕｓ ，公元前 ３ 世纪 ） 在 《 平面轨

迹 》 中研究 了大量 的平面轨迹 ， 如
“

与两直线等距 的点

的轨迹
”

。 帕 普斯 （ Ｐａｐｐ ｕ ｓ ， 公元 ３ 世纪末 ） 在 《数学

汇编 》中 研究了一类新的轨迹问题ｍ ， 即

三线轨迹 ： 到两条 已 知直线距离的乘积与 到 第三

条直线距离的平方之 比等 于常数 的 动 点轨迹 为 圆锥

曲线 。

四线轨迹 ： 到 两条 已 知直线距离的乘积与 到 另两

条 已 知 直线距离 的乘积 之距离 比等于 常数 （不等于

１ ）的动点轨迹为 圆锥 曲线 。

帕普斯还提 出更一般的％ 线轨迹
”

问题 ， 当

时 ，古希腊的几何方法就无能 为力 了 。 １７ 世纪 ， 法 国

数学家 费马 （ Ｐ ．ｄ ｅＦ ｅ ｒｍａ ｔ ，

１ ６ ０ １

—

１ ６ ６ ５ 年 ） 和 笛卡儿

（Ｒ ．Ｄｅ ｓｃ ａｒ ｔｅ ｓ ，

１ ５ ９ ６

—

１ ６ ５ ０ 年 ） 正是在研究古希腊
“

ｗ

线轨迹
”

问题时发明 了解析几何 。

为 了让学生经历解析几何 的产生过程 ， 在
“

曲 线

与方程
”
一节课 中 ， 可 以设计以 下 问题串 。

问题 １ ：在平面上 ， 到 一条定直线 的 距离相等 的

点的轨迹是什么 ？

问 题 ２
：
平面上 ， 与 两 条 已 知 直线等距离 的动点

轨迹是什么 ？

考虑两条直线平行或相互垂直两种情形 。

问题 ３
： 如 图 １ ， 给定三条 直线 和 Ｚ

３
， 其 中

Ｇ丄Ａ 义丄 匕 ， Ｚ２ 和 之 间 的距离为 ２ 。 若动点 Ｐ 到

Ｇ 和 Ａ 的距离乘积与 到 Ａ 的 距离 的平方相等 ， 则点

Ｐ 在直线 Ｇ 和 ｈ 之间 的轨迹是什么 ？

问 题 ４
： 如 图 ２ 所示 ， 在问题 ３ 中 ，若动点 Ｐ 到 ／ ２

和 Ｚ３ 的距离乘积与到 ＾ 的距离 的平方之比等于 ２
， 则

点 Ｐ 在直线 和 Ｇ 之间 的轨迹是什么 ？

Ａ
Ｐ

Ｕ

Ｂ

Ｘ
ｒ

０ 丨广

图 １

特殊 的 三 线轨迹 问 题之一

／

Ａ

ｌ
ｌ


—ｐ

Ｂ

Ｘ

０ ｈ

＇

图 ２

特殊的 三线轨迹 问题之二

＊ 本文系 上海市教育科学研究重大项 目
“

中小学 数学教科 书 的有效设计
”

子课题
“

中小学数学教 科书 中 数学文化 素材的 案例设

计
”

（项 目 号 ：
Ｄ１ ５ ０８ ） 系列论文之一 。
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ｗｗｗ ． ｚｈｏ ｎ
ｇ
ｓｈｕ ｃａ ｎ ． ｃｏｍ

问 题 ５
： 如 图 ３ 所示 ，设直线 ＆ ／／ Ｚ

２ Ｊ ３ 丄ＡＡ丄

与 Ｚ
２ ，

Ｚ
３ 与 ／

４
之间的距离均为 ２

， 动点 户 到 ／
，

， 心

的距离 乘积等 于到 ／
３
４ 的 距 离乘积 ， 求动点 Ｐ 的

轨迹 。

问 题 ６
： 如 图 ４ 所示 ， 在 问题 ５ 中 ， 若动点 Ｐ 到

６， ４ 的距离乘积与 到 Ｌ ，

求动点 Ｐ 的轨迹 。

特殊 的 四线轨迹 问 题之
一

的距 离乘积之 比等于 ２
，

特殊 的 四 线轨迹 问题之二

教学实践中 ，上述 问题串 中 的部分问题 已 为石 和

飞老师所采用 ［
３ ］

。 将 《 几何原本 》命题 Ｉ ．
３ １ （过 已知

直线外一点 ，作一直线 与 已 知直线平行 ）改编 为
“
一线

轨迹
”

问题 ，依次增加 已 知直线 的数 目 ， 相继得到 古希

腊 的二线 、三线和 四线轨迹 问题 ； 在三线 和 四 线的情

形 中 ， 又根据两种不 同 的 比 值分别提 出 问 题 ， 各 问题

构成了一个完整 的 问题 串 。

２
．
２ 均值不等式 问 题 串

《几何原本 》第 ６ 卷命题 １３

给 出 了求作两条 已 知线段的 比

例 中 项 的 方 法
［
４ ］

： 如 图 ５
， 设

Ａ Ｃ
，
ＣＢ 是两条 已 知线段 ， 它们

在同 一 条直 线上 ，在 ＡＢ 上作图 ５

半 圆 ＡＤＢ
，在点 Ｃ 处作 ＡＢ 的 《几何原 本 》命题 Ｗ ．

１ ３

垂线 ＣＤ ， 交半 圆周 于 点 Ｄ
， 则 ＣＤ 就是所 求 的 几何

中项 。

根据上述命题 ， 我们可 以设计以 下均值不等式问

题串 。

问题 １
：
如 图 ５

， ＯＤ 是半圆 ＡＤＢ 的半径 ， ｇ ｐＡＣ

和 ＣＢ 的算术 中项 。 试 比较算术 中项 和几何 中 项 的

大小 。 当 时 ，两者有怎样的关系 ？

问题 ２
： 设 ＡＣ＝＝

６ ， 则 ／ＶＣ ，
ＣＢ 的几何

中项与算术 中项的大小分别为＃与￥ ， 我们也把

〇ＣＢ

＃与ｆ分别称为正数 ａ 和 ６ 的几何平均数与算

术平均数 。 根据 问题 １ 的结论 ， 很容 易得到两个正数

的几何平均数与算术平均数 的大小关 系 。 根据 图 ５ ，

你能用代数方法证 明两者的 大小关系 吗 ？ 它们 何时

相等 ？

问题 ３
：在数学上 ，我们将 称为正数 ￡

１ 和 ６ 的
ａ 十 〇

调 和平均数 。 在 图 ５ 中 ，作 Ｃ￡丄ＯＤ ，垂足为 ￡
， 如 图

６ 所示 。 证明 Ｄ￡ 的长度为 “ 和 ６ 的 调和平均数 。 从

图 ６ 中你能得 出 ａ 和 ６ 的 调 和平均数 与几何平均数

之间的大小关系吗 ？

问题 ４
： 根据 图 ６ ， 你能用

代数方 法证 明 调 和平 均数 与

几何平 均数 之间 的 大小关 系

吗 ？ 两者何时相等 ？

问 题 ５
： 我 们将

称为 正数 ａ 和 ６ 的 平方平 均

数 。 在图 ６ 中 ，试作 出
一条线段来表示 〇 和 ６ 的平方

平均数 ， 并 比较它与算术平均数的大小 。

问题 ６
： 根据图 ６

，你能用代数方法证明平方平均

数与算术平均数之 间 的大小关系吗 ？ 两者何时相等 ？

教学实践中 ，上述 问题 串 中 的大部分问题 已 为张

小 明老师所采用 ［
５
］

。 ６ 个问题均 以 《几何原本 》第 ６ 卷

命题 １ ３ 为 出 发点 。
该命题证明 了 图 ６ 中 的半 弦 ＣＤ

为 ＡＣ 和 ＣＢ 的几何 中项 。 因 Ｃ￡丄 ＯＤ ， 根据射影定

理 ，故有

ｎｒ—
ＣＤ

２

—
￣

ＯＤ
￣

＾＋ ｂ
°

ＡＯＣＢ

图 ６

调 和 平均 数与 平 方

平 均数 的 作 图

以 ０ 为 圆心 ， 〇Ｃ＝￥ 为半径作 圆弧 ， 过 ０ 作

ＯＤ 的 垂线 ，交 圆弧于 Ｆ
，则联结 即 为平方平

均数在 图 中所对应 的线段 。 则

易 见 ， 当 ＡＣ关ＣＢ 时 ， 在 ＲｔＡＤＥＣ ， ＲｔＡ ＤＣ？ 和

Ｒ ｔＡＤＯｆ中 ，有ＤＥ＜ＣＤ＜ＯＤ＜ＤＦ ， 即

２ａｂ

７＜ ｂ^＜＾＜Ａ

ｌａ
２

＋ ｂ
２

ａ
－

＼

￣

ｂ
＾ｖ＾

２

当 ＡＣ＝ＣＢ 时 ，
〇￡：

＝
（：〇 

＝

０〇
＝

１＾
， 即调 和平均数 、

几何平均数 、算术平均数和平方平均数两两相等 。
又

在 Ｒ ｔＡＤＥＣ ，
Ｒ ｔＡＤＣＯ 和 Ｒ ｔＡＤＯＦ 中 运用勾股定

理 ，分别得到代数恒等式

（ ｖ＾）

２

＼２）

ａ
２

＋ｂ
２

／ｌａｂ＼

２

＼＾＋ ｂ
）

人摘
１

ａ＋ｂ ＼

２

丨

ｉ 

—

ｂ

７＋ ｂ

＃

ｉ

－

ｂ ＼

ｚ

＾／ａｂ ＼

—

ｂ
、

①

②

③

因此得不等式链
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２ａ ｂ

＾＋ ｂ ）

２

＜“
（宁

ａ
２

＋ ｂ
２

￣

２

̄

或 即

２ａｂ

ａ ＋ ｂ

ｌａ
２

＋ ｂ
２

当且仅 当 ａ

＝
６ 时等式成立 。

问题 １ 和 问题 ２ 的 目 标是建立 算术平 均数与 几

何平均数之间 的大小关系 ，问题 ３ 和 问题 ４ 的 目 标是

建立调和平均数与几何平均数之间 的大小关系 ， 问题

５ 和问题 ６ 的 目 标是建立算术平均数与 平方平均数

之间的大小关系 。 在图 ５ 和 图 ６ 中 ， 利用 直角三角形

斜边大于直角边 的事实 ， 可以解决问题 １ 、 问题 ３ 和 问

题 ５
；根据勾股定 理建立有关代 数恒等式 ， 即可解决

问题 ２
、问题 ４ 和 问题 ６ 。 问 题 １

一

问题 ６ 建立 了两个

正数的 四种平均数之间 的不等式链 ， 构成了 一个完整

的 问题串 。

２ ． ３ 三 角 公式 问题 串

帕普斯在 《 数学汇编 》 中 证 明

了如 下命题
Ｍ

： 如 图 ７ ， 设 Ｃ ， Ｅ 是

半圆 〇 上 的 两点 ，
ＣＤ 和 ＥＦ 为

ＯＡ 的垂线 ，
Ｄ

，
Ｆ 为 垂足 ；过 圆心

？ 作 ＯＨ 丄 ＣＥ ， Ｈ 为 垂 足 ， 则图 ７

（ＣＤ＋ｆＪｉ
７
）

？ＣＥ ＝ ２０Ｈ
？

ＤＦ。 事 帕 普斯 的 几何命题

实上 ，作 ＨＧ丄ＯＡ ，垂足为 Ｇ
， 已知 ＲｔＡＯＧＨ 与ＲｔＡＣＪ￡

相似 ，注意到 ＨＧ＝
＋

（ＣＤ＋￡：Ｆ） ， 由此即得结论 。

上述命题 为 和 角 正 弦 、余 弦公式提 供了 几何模

型 ，该模型通常被称为
“

帕 普斯模 型
”

， 在三 角学历史

上被广泛使用
［
６
］

。 为 了 引 导学生通过探究得到 该模

型 ， 我们设计 了 如下 和角公式问题串 。

如图 ９ ，作ＺＣＢＤ
＝

４５

°

，过点 Ｄ 作

ＤＪ？丄ＡＢ
， 垂 足 为 Ｅ。 设 ＣＤ 

＝
ｘ ， 则

ＢＤ＝ｓ／２ｘ ，
ＤＥ＾ｘ ，

ＢＥ＝
＾

ｘ
，
ＡＤ＝

＋
（＾ ）

＝

Ｖ＾
－

Ｖｆｉｒ＋ ｌ ｏ

于 是 有
（ ＿ｒ十

ａ

／ ２ ＿ｔ
２＿

１ ）＋

．

紐 炉＿Ｖ６
－

＾／２． ．

ｍ
Ｓ

ｉ
ｎ ７ ５

°

的 几 何
１

， 解 彳守 工 ＝ 一￣ 从 而 得
解 法之一

ＡＣ＝
Ｖ６±Ｖ２

＞
ｃ〇 ｓ７ ５

〇
＝ＡＤ＝孕 ， 因 此ｓ ｉ ｎ７ ５

。

问 题 ３
： 利 用 上 述方法计算太烦琐 ， 通过构造 直

角三角 形 ， 你还能给 出 其他更好的方法来求 ｓ ｉｎ ７ ５
°

和

ｃ ｏｓ７５
°

吗 ？

如 图 １ ０ ，过点 Ａ 作 的垂

线 ，垂足为 Ｆ
；过 Ｆ分别作 ＡＣ 和

ＪＢＣ 的垂线 ，垂足分别为 Ｇ 和 Ｈ 。

于是 ＡＦ

ｃｏｓ３ ０

°
＝

ｓ ｉ ｎ３ ０

°

，
ＢＦ

。
因 此有 ｓｉｎ７ ５＝

ＡＣ
＝ＦＨ ＋ＡＧ

＝
ＢＦｓ ｉ ｎ４５

°

＋

ＡＦ ｃｏｓ４ ５

°

＝ｓ ｉｎ４５

°

ｃ ｏｓ３ ０

°

＋

十Ｖ？

ｓ
ｉ
ｎ７ ５

°

的 几何

解 法之二

ｃｏ ｓ４ ５

°

 ？

ｓｉｎ３ ０

ｃｏ ｓ７ ５

°
＝ＢＣ

４

ＢＨ
－

ＦＧ

ＡＦｓ ｉｎ４５
〇

＝
ｃｏｓ４５

〇

ｃｏ ｓ３ ０

〇
＿

ｓ ｉｎ ４ ５

〇

ｓ ｉ ｎ３ ０

ＢＦｃｏｓ４５
°—

Ｖ６

＂

—

／^２

４

问 题 １
：在初 中 阶段我们 已经知 道 ， ｓ ｉｎ３ ０

°

＝

｜
，

ｃｏｓ３０
°
＝

ｆ ， ｓ ｉｎ４５
°

＝

ｆ
， ｃ ｏｓ４５

°

＝

ｆ。 你是如何求

得这些值的 ？

如 图 ８
， 构造特 殊 的直 角 三角 形 即 可 求 得有关

的值 。

ａ
２

Ｃ

特殊 角 的 正 弦值

问题 ２
：
你能通过构造直角 三角 形来求 ｓ ｉ ｎ７ ５

°

和

ｃｏ ｓ７ ５

〇

吗 ？

问题 ４
： 根据上述 ｓ ｉ ｎ７ ５

°

和 ｃ ｏｓ７ ５

°

结论 ，在图 １０

中 ，若用 锐角 ａ 和 分别代替 ４５

°

和 ３ ０

°

（ 图 １ １ ） ，你能

得到什么结果 ？

由 图 １ １ 易得 ：

ｓ ｉｎ （ａ＋


／

？ ）
＝ｓ ｉｎａｃ ｏｓ／

？＋

ｃｏｓａｓ ｉｎ
ｐ ， ｃｏｓ（ ａ＋

ｐ ）
＝

ｃｏｓａｃｏｓ
／

？

—

ｓｉ ｎａｓｉ ｎ
／
？〇

问 题 ５
： 你能用类似 的几何方

法推 导 差 角 公 式 ｓ ｉ ｎ （ ａ
—

／
？ ） 和

ｃｏｓ （ａ
—

（ ａ 和 为锐角 ） 吗 ？

利 用 图 １２ 即可 。 和角公式的

问 题 ６
： 问题 ４ 和 问题 ５ 所得帕普斯模型

到的 四个公式对于任意的 ａ 和 ＾ 是否都成立 ？

可利用诱导公式来解决 。
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ｗｗｗ ．ｚｈ ｏ ｎ ｇｓ ｈｕ ｃａ ｎ ．ｃ ｏｍ

上述问题串 中 ， 问题 １ 让

学生 回 顾初 中学过的 特殊 角

３０
°

和 ４５

°

的正弦值和余 弦值 ，

进而通 过问题 ２ 让学生探究

３ ０

°

和 ４ ５

°

的 和 角 的正 弦值和

余弦值 。
在任意斜三角形 中 ，

已知 角 角边 ， 可 以通过直角三

角形来求其他边 和 角 。 但学

Ｆ Ｇ

图 １ ２

差 角公式 的 帕 普斯模 型

生所用 的方法可能并不理想 。 通过 问题 ３ ， 学生可 以

获得帕普斯模型 。 通过问题 ４ ， 得到锐角 情形下 的和

角公式 。 通过 问题 ５ ， 得 到 锐角 情形下 的差 角 公式 。

通过问题 ６
， 得到 一 般 情形下 的 和 角 与差角 正 弦 公

式 、余 弦公式 。 各问 题以 帕普斯模型为核心 ，构成了
一

个完整的 问题串 。

３ ：个问题串的特点

上述三个问题中 ，各个问题都是 以 古希腊数学史

料为基础提出 来的 ， 且均 围绕某
一个主题展开 ，构成

了
一个不可分割 的整体 ， 因此 ，它们都属 于

“

基于数学

史的 问题 串
”

。

三个问题串分别具有以下特点 。

改编史料 ，

一线贯穿 。 轨迹问题 串 中 的 ６ 个问题

都源于历史 问题 ，但对原 问题的 条件进行了特殊化处

理 ， 即直线 由 任意位置关 系 改成两两直线垂 直或平

行 ，使其适合于课堂教学
。
各 问题均通过对上

一

个 问

题进行条件操作而得到 ， 如 图 １ ３ 所示 。 问题 串 可 以

贯穿于
“

曲线 与方程
”

整节课 的始终 。

数 学 史
问 题 １

■＝＞
数 学 史
问题２

数学 史
问题３

数学史
问 處４ ＜＞

数学史

问迦５

数学史
问愈６

图 １ ３

以史为基 ， 多题 同 源 。 均值不等式问题 串 中 的 ６

个问题都不属于历史 问题 ，但它们都是根据同一则史

料——《几何原本 》命题 Ｖ Ｉ
．
１ ３ 提 出 来的 ， 各 问题之间

并没有显著的递进关 系 ， 如 图 １ ４ 所示 。 该 问题 串 适

用于
“

均值不等式
”
一课的新课探究环节 。

重构历史 ，层层递进 。 和角 公式问题 串 中 的 ６ 个

问题大多不属于历史问题 ，但它们都是为 了 发现和运

用帕普斯模型而设计 ， 整个问题 串 的探究过程 即是对

和角公式历史 的重构 ， 除 问题 ３ 外 ， 其他各 问题均通

过对上一问题进行条件操作
ｍ 而得到 ， 如 图 １ ５ 所示 。

该问题串适用 于
“

两角 和与差 的正弦公式
”
一课 的新

课探究环节 。

问题 １

问题２

问题３

历史上
的几何

模型
问题４ 问题５ 问题６

图 １ ５

４ 结语

“

基于数学史 的 问题 串
”

是 Ｈ ＰＭ 视角 下 的 数学

教学 的需要 ， 问题 串 的使用将更完整地再 现概念 、公

式 、定理和思想的 发生和 发展历史 ， 使数学史 的 教育

价值得以最大化 ，使数学课堂变得流 畅 而精彩 。 在 已

有的 Ｈ ＰＭ 课例 中 ， 我们很少看到 完整 的 问题 串 ， 可

见 ，基 于数学史 的问题串 设计并非 易 事 。 对于 由 历史

问题所构成的 问题 串 ， 教师需要 了解有关主题 的宏观

历史 ， 掌握较为 丰富 的数学史料 ， 并根据教学 目 标对

其进行裁剪和加工 ；对于 以 同一史料为 出 发点的 问题

串 ，教师需要从浩如烟海的 数学史文献 中 选择恰 当 的

史料 ；对于重构 历史 的 问题串 ，教师不仅需 要了 解历

史 ，而且还需要兼顾有关主题的 历史顺序 、 逻辑顺 序

和学生心理发生顺序 。

因此 ， 为 了设计
一个基于历史 的数学问题 串 ， 中

学一线教师需要与 大学研究人 员组成一个 ＨＰＭ 学

习共同体 ，大学研究人员可 以 对有关主题的 历史进行

深入研究 ， 为中 学数学教师提供合适 的历史 素材 ；共

同体经过交流和研讨 ， 设计 出 问 题 串并付 诸课 堂实

践 ，最终根据课堂观察 、 学生反馈和 同行评议 ，对问题

串进行必要的修正 。 我们有理 由相信 ，基于数学史的

问题 串 的广泛使用 必将使 ＨＰＭ 课例研究 的水平迈

上
一个新 台阶 。
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