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阿基米德与圆周率

2的 0 62华东师范大学数学系 汪晓勤 2 4 5 1的 江苏省太仓市实验中学 赵红琴

在古代文明 (埃及
、

美索不达米亚
、

中国
、

印度 )的数学文献里
,

都不乏圆的度量问题
,

而

圆的度量少不了圆的周长和直径的比值一圆

周率
.

在数学的漫长发展历程中
,

又有哪一个

常数能像圆周率那样散发着如此经久不衰的

魅力? 古希腊数学家阿那克萨哥拉 (A n ax ag
o

-

r a s ,

公元前 5 00 ~ 4 2 8 )在铁窗下仍醉心于化圆

为方问题的研究 ; 在德国数学家固灵 (L
.

va
n

c
e u l e n ,

1 5 4 0 ~ 2 6 10 )的墓碑上
,

刻着他生前焚

膏继暑
、

夜以继 日算出的 35 位圆周率值 ; 巴黎

科学宫中单独设有圆周率馆 ; 记忆圆周率的诗

歌层出不穷; 日本人 H i r

oy
u k i G o t o在 1 99 5年

花 9小时背诵 7T达四十二万位数 ; 时至今日
,

计

算圆周率的新公式不断被发现
,

圆周率位数的

世界记录不断被打破 … … 二 的魅力何在 ? 在

于它的无穷无尽
.

诺贝尔文学奖得主
、

波兰著

名诗人维斯拉瓦
·

申博尔斯卡 (W isl aw
a Syz 。

b or s ka )在题为
“

iP
”

的诗中这样写道
:

地球上最长的蛇不过四十英尺

神话和传说中的蛇也无分轩轻

组成 iP 的数字列队行进透巡

它不会在页边栖息

它会继续走过书桌
,

穿过空气

越过墙壁
、

树叶
、

鸟巢
、

云霓

直上九霄

穿过广裹无垠的天际

那彗星的尾巴显得多么短小

就像鼠尾和小辫子

而星光显得多么脆弱

撞在空间上便弯曲了轨迹

学家阿基米德 (A
r e h im e d e s ,

前 2 87 、 2 1 2 )
.

他

通过计算边数倍增的圆外切和内接正多边形

的周长来求圆周率近似值
,

开圆周率几何计算

之先河
.

对于外切正多边形的周长
,

阿基米德的计

算基于如下的定理
:

定理 1 设 A C 是圆 0 在 A 点的切线
,

O D

是 艺A O C 的平分线
,

交 A C 于 D (见图 l)
,

则

有
A D

O A

若设 A C 二
1

,
/

,

万a “

戈
a “

边长
,

相应地乙A O C =

R 。 ,

则定理 1就是
:

R R + R 。

.

r 甲 二 一了一一

约
7 L /

为圆外切正 n 边形

,

O A = R
,

O C =

( 1)

尹认 尹乳

_ _
.

`
, , _

二 R _ 二

阿基术德从下
- 一
升始

i

一 a

2

(
相应” ` A 。 ` -

_ 2 二 _ 、
五6 = ; 斌3儿 }

,

根据 ( l) 以及公式 R Z。 =
0 /

开16

2 1 、 2

R ’ +

(鲁)
, 依次算 出

典
、

典
、

l , 1

石a i Z 石a 2 4

“
11工t了

nj<最后得到 7r <
9 6 a

台
6

R

那么
,

是谁最早科学地设计了这无穷之旅?

不是巴比伦人
、

也不是埃及人
,

是希腊天才数

对内接正多边形的情形
,

阿基米德的计算

基于如下的定理
:

定理 2 设 乙A C
,
B 是圆 O 直径上的圆周
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B D
`

是 乙A B C’ 的平分线 (见图 2 )
, 又因 △B O D

`。 △ A D
`
C

` ,

故有

1一不1

B D
`

A C
了

B D
`

A D
`

A B + B C
,

一 A C
`

数学教攀

则有

O B

D
`

A
d Z。

0 n

R
二二

一0 2 n

由 (4 )和 (6 )得
念

-

O

图 2

a o a
玉
。 == Z a

盆
。

(6 )

因此

(7 )

几一12一如氏一硷
q乙一.

一一
n一己

21了卜ùd一口
J

力从匕

A

若设 , c
,

一
。

(
a 。
为圆内接正 。 边形边

长
,

ha
地 。 。 。 一

凳)
,

易从 (5 )和 (7 )可得递推公式

吼
。

书华华
了

,

。
。 一 沪灭花瓜 s()

. 件 , 「 灯 n
_ _ ` . _

一
其中氏和吼分别为圆内接和外切止

“ 迈

2就、
念

- Z R + d 。

a 几

B 口 二 心
,

则定理

(2 )
形的周长

.

又因又 == 告
几 a

; R
,

醚
。 = 。

雌
。 R

,

凡
。 =

阿基米德从 a6

一

普
,

“ 一

例
,

根
卸 ) 以及公式雌

。 千呱
一

4zR 依次算出鱼
、

丛
、

丛
、

丛
.

易 。

n ` _ a 1 2
, 八 a 2 4 a 4 s a 9 6

’

~
’ 目

得到万 >

贷
) 3

尝
因此阿基米德获得最

匕、 阁 。 I U _

1
,口 三百 :

禾 J 二了 < 仃 < 3一
1 1 ,

由 ( l) 和 (2 )可得下面的递推公式
:

·

。
。 一

法
,

一飞贵气蕊
(3 ,

。 _ ,
`

声粉一
\

矛 -
~

O B

;
几 a 。

:
,

其中 、 和 ; 分另。表示圆内接和夕卜切

正 。 边形面积
.

故得

履众臀鑫
氢 一

厩
:

。 一

杀瓮
、

中
,

篡翼默氰
J

嘉赢巍
中项和几何中项

.

因此
,

若从边长为里的圆外
沽

切正方形开始 (
此时圆半径为妾

,

周长为警
,

内

图 3

另一方面
,

若在阿基米德图 2中
,

连接 O D
接正方形周长为月

,

依次求出边数倍增的圆

并延长
,

交圆口在 A 点的切线于 C (见图 3 )
,

匕A O C

A C
尹

=

= 2乙A B D
` = 艺A B C

, ,

这表明
,

外切和内接正多边形的周长
,

. , .

_
.

1 再 1 十而
数夕U 二

, 一二 ~ ,

—
,

·

…Z 刁 任

它们的倒数构成

(1 0 )
则当

1

际时
,

A C 二 厄“补 又因 tR △A C ,
B oo 显然其极限为吞

类似地
,

从 (9 )知
,

在数列

tR △ C A O

a 几
~ , 竺

一
: 二:

故得
B C

`

O A

C ,
A

A C

A B

一 C O

上 上
_

上
.

华 中
,

第三和第四

毓赢翩赫
项“ 算术中项

’

第三和第四项分别是

因此
,

从

心一R
或

1
,

万a 礼

d 。

2 R

2 R

凡
边长为 1 的圆内接正方形开始 (此时圆半径为

R

a

认 R 。

由 (3 )和 (4 )得
a

玉
。

a o a

氛
一 。 。 + a

乳

房
,

面积为普
,

外切正方形面积为 2 )
,

依次求

出边数倍增的“ 内接“ 外
概碧黔黔
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教师
:

如果他们的答案是正确的
,

那么

可用什么方法证明呢 ?

片刻以后
.

学生 3 :
可以分 n 是奇偶数进行讨论

.

教师
:

请你给大家板演一下好吗?

学生 :3 设马共跳 。 步
.

当 n 为偶数时
,

前婴步不论怎样跳
,

后婴步总可沿原路返回
,

“ `

2 7 ” “
`

“ ” ’
叮

“ , `

“ 2 7
`

“
’ J ’

曰 ~
’

` 曰

一一
’

所以结论正确
.

再证 。 为奇数时马不能跳回原处
.

我想可

用解析几何来证明
,

但就是说不清楚
.

教师
: 思路很好

,

再想想
.

学生 4 :
我可按此方法解决

.

教师
:

请你给大家说说好吗 ?

学生 :4 建立直角坐标系
,

并设马所在位

置的坐标是尸 ( x o ,

, 0 )
,

则马跳一步后位置的坐

标应为 (x 。 + x l ,
, 。 + 夸1 )

,

在此 x l 和 , ,只能分

别取 1
, 一 1

,
2

, 一 2 四个数中的一个
.

同样
,

跳第

二步后
,

马的位置为 ( x 。 十 x , + x Z , 万。 十双1 + , 2

)
,

这里 x Z 和万2 只能分别取 1
, 一 1

,
2

, 一 2 四个数中

的一个
,

跳第 n 步后
,

马的坐标为 (x 。 + x l +

x : + … + x 。 ,
, 。 + 夕, + 夕2 + … + , 。 )

,

如果这

马又能回到原处尸 (x 。 ,
万。 )

,

那么 x0 + 众 + x2 +

… + x 。 = x o ,
V o + V I + 9 2 十…

{
x l + x Z 十 … + x 。 二 0

夕1 + 岑2 + … + 岑n 二 0

x 、 、

, 、 任 { 1
, 一 1

,
2

, 一 2 } (k =

+ 夕。 二 V。
,

即
①

l
,
2

,

…
, 。 )

如果方程 ① 和方程 ② 有解
,

那么这马就

能跳回原处
.

学生 :5 不对
, x l + x Z + … + x 。 = 0 可

能成立
,

例如
: 。 = 3时

,

两个取 一 1
,

一个取 2
,

其和为 0
.

但是这组解对应的方案不能使马跳

回原处
.

教师
:

这个反例说明这种思路方法不够

全面
,

哪位同学能进一步完善吗?

学生 :6 方程② 没有使用
,

但我不知如何

使用
.

教师
:

关键是方程②如何使用?

学生 :7 可以① 十 ②
,

得

(x l + y l )+ ( x : + 万2 )+ … + ( x 。 + , 。 )= 0
.

由于上式中的。 个数都只能取 1
、

一 1
、

2
、

一 2
,

且马走
`

旧字
” ,

所以每一次跳的两个坐标

之和不能为 2和 一 2
,

因此
, x : + , 1 ,

x2 十 , 2 ,

…
, x 。 + 纵

,

只能取 1
, 一 1

,
3

, 一 3
,

但无论怎样

取法
,

由于 。 是奇数
,

这样取出的。 个数之和不

可能等于零
.

所以这匹马跳奇数次返回原处是

不可能的
.

事实上如果马能回到原处
,

则所跳的步数

必为偶数
.

教师
:
很好

,

通过本题的证明
,

同学们能

得到什么启发? 你还能得到什么类似的结论?

学生 : 生活中处处有数学
.

教师
:
很好

,

类似的结论同学们一定会得

到很多
,

请大家课后讨论交流
,

下一次活动再

继续探讨
.

(上接第 1一41 页)

它们的倒数序列为
:

2
’

梅

1 + 梅
4

(1 1 )

… _
.

2
.

_

卜 . _ . 、 . _ . _

_
、 . 、

_ _
_

其极限为二
.

在数列 (1 1) 第一项前添一项 0
,

即

得下面的收敛速度很快的圆周率迭代法
.

定理 3 如果一数列的前两项为 0 和 1
,

自

第三项起
,

交替为前两项的算术中项和几何中
_ _ _

. 、 、 _ `

_
.

… _ _
_

.

2
项

.

那么该数列的极限为 一

我们把定理 3称作阿基米德迭代
.
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