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【摘　 要】 “圆的面积” 是沪教版数学六年级上册的内容。 在已有的教学设计中， 大多数教师依照

教科书的编排方式， 将圆面积转化为已学图形面积进行计算。 在这种教学方式下， 学生难以真正体会

极限思想和 “以直代曲” 思想。 为了让学生更好地体会图形变化中无限逼近的数学思想， 更深入地理

解圆面积公式， 文章从 ＨＰＭ 视角对 “圆的面积” 设计教学， 通过融入刘徽的割圆术、 阿基米德的同心

圆法、 开普勒的分割变形法等数学史料， 促进学生对圆面积公式的理解， 帮助学生突破认识上的障碍。
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一、 引言
“圆的面积” 是沪教版数学六年级上册的内

容。 各版本数学教材分别采用了不同的引入方式：
人教版、 北师大版、 沪教版以生活背景问题引入，
苏教版以数方格方法引入， 西师大版以圆周长公

式引入。 各版本数学教材关于圆面积公式的推导

均采用割圆拼补法， 虽然转化的目标图形不同，
但所蕴含的转化思想是一致的。

在已有的教学设计中， 大多数教师依照教科

书的编排方式， 启发学生动手操作， 将圆面积转

化为已学图形面积［１－７］。 受教科书给出的拼图方

法 （用扇形拼成近似平行四边形） 的影响， 学生

往往认为圆面积公式是一个近似公式， 而非准确

公式， 故难以真正体会极限思想和 “以直代曲”
思想， 也难以接受拼图法在极限的情况下能将圆

转化为平行四边形、 长方形。 这些问题反映出学

生对圆面积公式的探究和理解还不够到位。 而少

数 ＨＰＭ 教学设计为了解决以上问题， 采用了开

普勒等积变换方法。 但在教学实践中， 有些教师

直接将三角形面积代替了扇形面积， 没有体现极

限的过程［８－９］。
为了让学生更好地体会图形变化中无限逼近

的数学思想， 更深入地理解圆面积公式， 笔者尝

试从 ＨＰＭ 视角对 “圆的面积” 进行教学， 通过

融入刘徽的割圆术、 阿基米德的同心圆法、 开普

勒的分割变形法等数学史料， 促进学生对圆面积

公式的理解， 帮助学生突破认识上的障碍。 基于

以上考虑， 笔者拟定了如下教学目标：
①知道圆面积概念， 理解和掌握圆面积的计

算公式， 并能正确计算圆面积。
②通过剪圆的操作过程， 培养学生的直观想

象能力、 动手操作能力、 抽象概括能力和自主探

索能力； 通过交流与分享圆面积公式的推导过程，
提升学生的语言表达能力。

③探索圆面积公式， 体会 “以直代曲” “圆

出于方” 的转化思想和极限思想。
④了解历史上数学家推导圆面积公式的方法，

理解数学文化的多元性， 体会数学背后的人文精
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神， 感悟数学的应用价值。
二、 历史材料的选择

１ 刘徽与圆面积公式

公元 ２６３ 年， 刘徽在为 《九章算术》 作注时

用割圆术证明了圆面积公式。 所谓割圆术， 是用

圆内接正多边形面积无限逼近圆面积的方法。 刘

徽在注中称： “割之弥细， 所失弥少， 割之又割，
以至于不可割， 则与圆合体而无所失矣。” 如图 １
所示， 刘徽在单位圆内作出内接正十二边形， 利

用出入相补原理， 将正十二边形拼成一个长为正

十二边形的半周长、 宽为圆半径的长方形［１０］。 再

作圆内接正二十四边形、 正四十八边形、 正九十

六边形……相应得到与多边形等面积的长方形。
圆被分割得越细， 长方形面积就越接近圆面积。
随着正多边形的边数越来越多， 相应长方形的长

就越来越接近圆周长的一半， 而宽始终等于圆半

径。 最后通过长方形面积公式得到圆面积公式

———半周长乘半径。

图 １　 刘徽的割圆术

２ 阿基米德与圆面积公式

公元前 ３ 世纪， 古希腊数学家阿基米德在

《圆的度量》 一书中给出一个命题： “圆面积等于

一条直角边长等于圆半径， 另一条直角边长为圆

周长的直角三角形面积。” ［１１］据推测， 阿基米德通

过以下方法发现圆面积公式： 如图 ２ 所示， 将圆

从圆心开始直到边缘分成一些细窄的同心圆环，
并将这些同心圆环逐一展开叠成一个直角三角形，
将圆无限细分时， 圆面积与直角三角形面积近似

相等。

图 ２　 将圆面积转化为直角三角形面积

３ 开普勒与圆面积公式

１７ 世纪， 德国著名天文学家、 数学家开普勒在

自己的婚礼上， 仍思考着葡萄酒桶体积的算法。 要

解决这个问题， 就要先求出圆面积公式。 如图 ３， 开

普勒将圆分割成一些小扇形， 分割得越细， 小扇形

就越接近以圆心为顶点、 半径为高的小三角形。 依

次将这些小三角形转化为等底等高的小三角形， 拼

起来就得到一个直角三角形。 在极限的情形下， 该

直角三角形面积等于圆面积［１２］。

图 ３　 开普勒分割变形法

三、 教学设计与实施
本课注重联系实际， 在学生原有知识和生活经

验的基础上引入圆面积概念及方法； 在分析交流环

节中， 融入刘徽的割圆术、 阿基米德的同心圆法、
开普勒的分割变形法等相关数学史， 并将它们作为

阅读材料， 引导学生观察、 分析、 推理， 在教学过

程中渗透 “化曲为直” “以直代曲” “无限逼近” 等

数学思想， 培养学生的直观想象能力和逻辑推理

能力。
１ 复习旧知， 引入新课

在教学之前， 学生已经学习了圆的概念、 圆的

周长、 弧长等内容。 教师通过简短的问答， 既能帮

助学生回顾之前所学内容， 又能很快引入本节课的

课题。
师： 在前几节课中， 我们已经学习了圆的什么

知识？
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生： 圆的周长、 弧长、 圆周率。
师： 你们还想知道关于圆的哪些知识呢？
生： 我们还想知道如何求圆面积。
师： 那今天就让我们一起来探究如何求圆面积。

什么是圆面积呢？
生： 圆面积是圆所占平面的大小。
２ 动手操作， 感知极限

这一阶段设计两个操作环节， 目的是让学生通

过探究正多边形与圆的关系， 知道可以利用正多边

形面积无限逼近圆面积， 体会极限思想。
环节一： 将方形纸片剪成圆

师： 请大家只用剪刀把桌上的方形纸片剪成一

个圆形。 大家可以怎么剪呢？
生 １： 可以四分之一、 四分之一地剪 （如图 ４

所示）。
生 ２： 先将纸对折四次， 再剪出稍微平一些的

弧 （如图 ５ 所示）。
师： 剪完展开后我们发现， 这个圆类似花瓣，

而且有点坑坑洼洼。 你们还有其他方法吗？

图 ４　 生 １的方法　 　 　 　 　 图 ５　 生 ２的方法　 　 　

生 ３： 我的方法与生 ２ 相同， 剪完展开后， 再将

凸起来的地方进行修整。
师： 老师发现， 有的学生将纸片对折起来， 只

要剪一个半圆就可以了； 有的学生将纸片对折两次，
只要剪四分之一圆弧就可以了。 那么， 如何使剪的

路径尽可能短呢？
生： 将纸片对折更多次。
师： 我们将纸片对折到不能对折为止， 那么怎

样剪才能使展开的图形更接近圆呢？
生： 剪一段不太弯的弧。
师： 我们不妨用直线段代替曲线， 剪直线段试

试 （操作展示， 如图 ６ 所示）。
生： 基本接近圆了。
师： 利用圆的对称性， 对折的次数越多， 剪出

的正多边形就越接近圆。 我们知道， 在纸片上对折

的次数是有限的， 如果借助技术手段将纸片无限次

对折， 用剪刀沿着直线段剪后展开， 在极限状态下

得出的图形就是圆。

图 ６　 用正多边形逼近圆

环节二： 将圆形纸片剪成正多边形

师： 通过剪圆， 我们感受到 “圆出于方” 的思

想。 这对我们求圆面积有什么启发吗？
生： 我们可以把圆面积近似看成一个正多边形

面积。
师： 虽然正多边形面积近似等于圆面积， 但它

们之间还有一定的差值。 现在我们把圆形纸片剪成

正多边形， 感受它们之间的差值到底有多大。
学生分组操作， 将圆对折不同的次数 （２ 次、 ３

次、 ４ 次、 ５ 次）， 剪出圆中最大的正多边形， 并比

较剪下来的部分。
师： 我们发现， 当圆对折的次数越多， 正多边

形面积与圆面积之间的差值就越小。 如果圆能够无

限次对折， 那么正多边形面积与圆面积就相等了。
教师通过几何画板分别作了圆内接正四边形、

正八边形、 正十六边形、 正三十二边形 （如图 ７ 所

示）， 让学生更直观地感受多边形的边数越多， 圆面

积与正多边形面积的差值就越小。 当边数无穷多时，
正多边形面积近似等于圆面积。

图 ７　 圆与内接多边形的面积差

环节一中， 教师引导学生对折纸片后沿直线段

剪， 体现了 “以直代曲” 思想； 环节二中， 教师要

求学生比较剪下来图形的面积大小， 感受正多边形

与圆之间的面积差， 体会极限思想。 此外， 在方形
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纸中剪圆， 本质上是从外侧逼近圆； 而在圆形纸中

剪正多边形， 则是从内侧逼近圆， 体现了阿基米德

的双侧逼近法。 由于这部分内容偏难， 因此不作为

学生在课堂上的阅读材料， 而是融入到他们的实际

操作当中。
３ 转化图形， 推导公式

师： 从圆中剪出正多边形的过程与我国古代

数学家刘徽的割圆术十分类似。 材料一 （多媒体

放映， 略） 介绍了刘徽利用圆内接正多边形面积

无限逼近圆面积， 推导出圆面积公式， 并求得圆

周率的近似值。 有没有同学会翻译刘徽的经典名

句 “割之弥细， 所失弥少， 割之又割， 以至于不

可割， 则与圆合体而无所失矣”？
生 ４： 割得越细， 剩下的面积越少； 割了又

割， 到最后不可以割时， 正多边形面积就和圆面

积一样了， 差值为零。
师： 很好！ 通过动手剪圆操作和刘徽割圆术

的启发， 我们可以利用正多边形面积近似替代圆

面积。 而在极限的状态下， 正多边形面积就等于

圆面积。 那么， 怎样求正多边形面积呢？
生 ５： 先将正多边形沿半径分割成许多小的

等腰三角形， 然后展开， 最后将这些小三角形倒

插起来。
师： 很好的思路！ 老师现在把一个正多边形

剪成 １６ 个小三角形。 你能给大家演示如何将这些

小三角形倒插起来吗？ （生 ５ 演示小三角形倒插

过程， 略） 请问倒插起来后得到的是一个什么

图形？
生 ５： 平行四边形 （如图 ８ 所示）。
师： 这个平行四边形的底和高分别是什么？
生 ５： 它的底近似等于圆周长 Ｃ 的一半， 它

的高近似等于圆的半径 ｒ， 所以平行四边形面积

近似为 Ｓ＝ １
２
Ｃｒ。

师： 当圆被分割得越来越细时， 平行四边形

面积就越来越接近圆面积。 在极限的情形下， 平

行四边形的底等于圆周长 Ｃ 的一半， 平行四边形

的高等于圆的半径 ｒ， 其面积为 Ｓ ＝ １
２
Ｃｒ， 这也是

圆面积公式。

教师书写圆面积公式的推导过程： Ｓ ＝ １
２
Ｃｒ ＝

１
２
·２πｒ·ｒ＝πｒ２

图 ８　 拼接法

学生拼接圆形的方法是将无限接近于圆的正

多边形面积转化为平行四边形面积， 与刘徽的割

圆术具有异曲同工之妙。 这与课本上将圆分割成

许多小扇形， 再将这些小扇形直接拼成近似平行

四边形的方法不同： 课本上的方法所拼成的图形

面积始终等于圆面积， 其形状是近似的平行四边

形； 而学生的方法所拼成的图形是真实的平行四

边形， 其面积是圆面积的近似值。
师： 还有其他推导方法吗？
生 ６： 将正多边形沿半径分割成许多小的等

腰三角形， 求其中一个等腰三角形的面积， 再乘

三角形的个数就可以了。
师： 很好的思路！ 假设我们将正 ｎ 边形分割

成 ｎ 个相同的小三角形。 每个小三角形的底边

为 ａ， 用 Ｃ正表示正 ｎ 边形的周长， 那么 Ｃ正与 ａ 有

何关系？

生 ６： ａ＝
Ｃ正

ｎ
。

师： 若设每个小三角形的高为 ｈ， 则它的面

积 Ｓ△是多少？

生 ６： Ｓ△ ＝ １
２
·ａ·ｈ＝ １

２
·

Ｃ正

ｎ
·ｈ。

师： 那么， 正 ｎ 边形的面积是多少？

生 ６： ｎＳ△ ＝ １
２
·

Ｃ正

ｎ
·ｈ·ｎ＝ １

２
Ｃ正ｈ。

师： 我们通过剪纸操作可知， 当正多边形的边

数越多时， 正多边形周长 Ｃ正 就越接近圆周长 Ｃ，
小三角形高 ｈ 也越接近圆半径 ｒ （ＰＰＴ 演示， 如

图 ９ 所示）。 在极限的情形下， 正多边形周长 Ｃ正

变成了圆周长 Ｃ。 此时， 正多边形的面积是多少？
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生： Ｓ＝ １
２
Ｃｒ， 这就是圆面积。

图 ９　 小三角形的高越来越接近圆半径的演示

上述虽然没有采用拼图方法， 但每次割圆之

后计算每个小三角形的面积并将其相加， 得到正

多边形的面积， 实际上是将开普勒的分割变形法

置于求极限的过程之中。
师： 在推导圆面积公式时， 我们运用了数学

中著名的极限思想。 不论是将圆转化为平行四边

形， 还是转化成若干个小三角形， 都是用直线代

替曲线， 这也是 “以直代曲” 数学思想的运用。
教师播放刘徽割圆术的微视频， 让学生进一

步感知极限思想。 此环节后， 教师又展示了多个

生活中 “以直代曲” 的例子 （如图 １０ 所示）， 让

学生感受生活中处处有数学。

图 １０　 生活中 “以直代曲” 的例子

４． 重温经典， 交流分享

在数学史长河中， 虽然早已有关于圆面积计

算公式的记载， 但仍然有许许多多数学家出于对

数学的热爱， 不断创造新方法来探索圆面积公式。
本环节让学生回顾历史， 重温经典。 在阅读历史

材料 （多媒体放映， 略） 中两位数学家推导圆面

积公式的小故事后， 教师要求学生根据图形的变

化， 交流分享数学家推导圆面积公式的过程。
生 ７： 将圆想象成无数个同心圆套在一起，

然后沿半径剪开， 再沿着剪开的地方 “掰开”，
就可以近似得到一个等腰三角形。 等腰三角形的

底即圆的最外圈， 其长度就是圆的周长 Ｃ， 而高

就是圆的半径 ｒ， 可以得到圆面积公式 Ｓ＝ １
２
Ｃｒ。

生 ７： 半径不动， 把每个同心圆都拉直， 还

可以近似得到一个直角三角形。
教师动画演示， 略。
师： 阿基米德将圆分割成无数、 无限细的同

心圆环， 这样的极限思想让人佩服。 在我们课本

的第一节里有一句话 “点动成线， 线动成面”，
这其中也蕴含着极限思想。

生 ８： 先将圆分割成无数个极小的扇形， 再

把这些扇形展开铺在一条直线上， 平移它们的顶

点， 使面积不变 （即等积变换）， 得到新三角形的

底即圆的周长 Ｃ， 高即圆的半径 ｒ， 可得圆面积公

式 Ｓ＝ １
２
Ｃｒ。

教师动画演示， 略。
师： 同学们你们看， 开普勒在自己的婚礼宴

会上竟将注意力放在一个葡萄酒桶上， 可见他对

数学已经达到了痴迷的程度。
在交流分享环节， 教师将讲台交给学生。 学

生通过阅读历史材料， 自主探究， 进行猜想、 推

理， 升华他们对圆面积公式的认识。 在学生讲解

之后， 教师进行动画演示， 让学生直观感受推导

圆面积公式的动态过程， 体验极限思想。
５ 讲解例题， 总结回顾

本环节中， 教师用例题进行回顾。 题 １ 是

《九章算术》 方田章圆田问题 “今有圆田， 径十

步， 问为田几何？”。 教师要求学生将问题译成现

代汉语， 并自主解答。 题 １ 后是关于圆面积公式

的若干应用问题。 其中有一题将圆面积与圆周长

联系在一起： 已知一个圆的周长为 ６２ ８ 米， 求这

个圆的面积。 教师提示学生可以利用半周长乘半

径方法求解。
在课堂小结环节， 教师让学生说出最喜欢的

数学家或求圆面积的方法， 并谈谈自己在这节课

中感受到的数学思想。 同时， 为了延续学生学习

数学史的热情， 教师可以要求学生课后向家长介

绍圆面积公式的探索过程， 锻炼学生的语言表达

能力。 此外， 还可以让学生查阅意大利数学家卡

瓦列里的棉线法以及其他求圆面积不同的方法，
感悟数学家对真理孜孜不倦的探究精神。
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四、 学生反馈
课后， 笔者对 ４３ 名听课学生进行了问卷调

查。 有 ４２ 名学生表示喜欢本节课中数学史的融

入， 认为对其学习圆面积公式有较大帮助。 关于

圆面积公式的不同推导方法， ２１ 名学生喜欢刘徽

的割圆术， １０ 名学生喜欢阿基米德的同心圆法，
１０ 名学生喜欢开普勒的分割变形法， 还有 ２ 名学

生喜欢将圆割成三角形拼成平行四边形的方法。
关于难以理解的方法和仍存在的困惑， ８ 名学生

认为他们没有难以理解的方法和困惑； ８ 名学生

对割圆术的理解比较困难， 因为正多边形始终无

法与圆完全重合， 且他们对割圆术中用到出入相

补原理没有完全理解； ９ 名学生对同心圆法的理

解比较困难， 因为展开图形的形状呈 “阶梯状”
而并非是严格的三角形； ４ 名学生对分割变形法

的理解比较困难， 因为三角形的底边仍是曲线；
１４ 名学生对棉线法的理解比较困难。 关于课堂中

印象深刻的环节， １７ 名学生对剪圆、 剪多边形的

动手操作印象深刻， ６ 名学生对自主推导公式的

过程印象深刻， １０ 名学生对数学家的不同推导公

式方法印象深刻， １０ 名学生对微视频、 动画等印

象深刻。 对于 “你认为这节课中， 相关数学史知

识给你什么帮助与启示” 问题， 有的学生认为，
这节课让他们知道了要勇于创新， 而不是拘泥于

他人的方法， 而且图文并茂的方式有助于直观理

解问题； 有的学生认为， 数学来源于生活和无数

次的实践， 反复推敲才能得出大家熟知的公式；
有的学生认为， 三种圆面积的推导方法， 充分体

现了人类永无止境的探索精神； 还有的学生认为，
做数学题不能只是简单地套用公式， 而是要理解

如何推导、 如何运用， 这才是做数学题的核心。
五、 结语
在本节课中， 融入数学史的价值主要体现在

以下几个方面。
第一， 历史上不同时空的数学家都对圆面积

公式做过证明。 本节课运用了历史上两种推导圆

面积公式的方法， 一是刘徽的割圆术， 二是开普

勒的分割变形法。 同时， 阅读材料还呈现了阿基

米德的同心圆法。 学生在本节课中充分感受到了

求圆面积公式的 “方法之美”。

第二， 通过用方形纸片剪圆和圆形纸片剪正

多边形的操作活动， 学生理解了正多边形与圆之

间的关系， 体会到了 “以直代曲” “圆出于方”
的转化思想和极限思想。 教师借鉴推导圆面积公

式的历史， 引领学生通过剪纸操作发现割圆术，
实际上通过数学史营造了 “探究之乐”。 从学生

课后的反馈表明， 大多数学生喜欢这一环节。
第三， 数学并不是孤立的一门学科。 本节课

将历史、 语文等多门学科融合在一起， 如教师让

学生在数学课堂上翻译古代汉语。 课堂上所展示

的不同时空数学家的圆面积公式推导方法， 让学

生认识了数学文化的多元性。 因此， 通过数学史

的融入， 教师展示了数学的 “文化之魅”。 此外，
学生也能体会到古代数学家求真、 创新、 执着的

精神， 达成了 “德育之效”。
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