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　　近年来，ＨＰＭ 视角下的数学教学日益受到
中学数学教育界的关注，即将在德国召开的第１３
届国际数学教育大会将“数学史在数学教育中的
作用”列为第２５个研究专题，该专题的一个重要
主题是“历史与认识论在数学教育中的实施：课堂
实验与教学材料”．然而，数学史资源的匮乏仍是
中学数学教师开展 ＨＰＭ实践和案例开发的主要
障碍之一．另一方面，在高中数学教科书即将开始
修订之际，“数学史融入数学教科书”业已成为人
们关注的重要研究课题之一．
在开发正弦定理的 ＨＰＭ教学案例以及探讨

数学史融入正弦定理的教科书内容编写时，我们
首先需要解决“融入什么”，才能解决“如何融入”
的问题．为此，我们对１７－２０世纪１４４种三角学
文献进行考察（限于篇幅，绝大部分文献未在参考
文献中列出），试图回答：２０世纪中叶以前，正弦
定理是如何演变的？有哪些推导方法？正弦定理

的历史对今日教学有何启示？

１　从纳绥尔丁到韦达
早在公元２世纪，正弦定理即已为古希腊天

文学家托勒密（Ｃ．Ｐｔｏｌｅｍｙ）所知．中世纪阿拉伯
著名天文学家阿尔·比鲁尼（ａｌ－Ｂｉｒｕｎｉ，９７３－
１０４８）也知道该定理［１］．但是，最早清楚地表述并证
明该定理的是１３世纪阿拉伯数学家和天文学家纳
绥尔丁（Ｎａｓｉｒ－Ｅｄｄｉｎ，１２０１－１２７４）［２］．如图１所
示，延长ＢＡ到Ｅ，延长ＣＡ到Ｇ，使得ＢＥ＝ＣＧ；分
别以Ｂ和Ｃ为圆心、以ＢＥ和ＣＧ 为半径作圆弧．
过Ｅ、Ａ、Ｇ分别作ＢＣ或其延长线的垂线，垂足分
别为Ｆ、Ｄ和Ｈ．则ＥＦ＝ｓｉｎＢ，ＧＨ＝ｓｉｎＣ．需要指
出的是，１６世纪以前，三角函数均为线段而不是
比值，线段的大小乃是相对于圆的半径而言的．这

里，纳绥尔丁采用了同时大于ＡＢ和ＡＣ 的半径．
利用三角形的相似性，有

ＡＢ∶ＡＤ＝ＢＥ∶ＥＦ＝Ｒ∶ｓｉｎＢ

图１　纳绥尔丁对正弦定理的证明

ＡＤ∶ＡＣ＝ＧＨ∶ＣＧ＝ｓｉｎＣ∶Ｒ
将上面的两个等式相乘，得

ＡＢ∶ＡＣ＝ｓｉｎＣ∶ｓｉｎＢ
在欧洲，犹太数学家热尔松（Ｌｅｖｉ　ｂｅｎ　Ｇｅｒ－

ｓｏｎ，１２８８－１３４４）在其《正弦、弦与弧》中陈述了
该定理：“在一切三角形中，一条边与另一条边之
比等于其对角的正弦之比”［２］，但他没有给出清晰
的证明．１５世纪，德国数学家雷格蒙塔努斯（Ｒｅ－
ｇｉｏｍｏｎｔａｎｕｓ，１４３６－１４７６）在《论各种三角形》中
给出了正弦定理，但简化了纳绥尔丁的证明［２］：如
图２所示，在△ＡＢＣ 中，ＡＣ ＞ＡＢ，延长ＢＡ 至

Ｅ，使得ＢＥ＝ＡＣ，过点Ｅ作ＢＣ 的垂线，垂足为

Ｆ．于是ＥＦ＝ｓｉｎＢ，ＡＤ＝ｓｉｎＣ．由三角形的相似性
得ＡＢ∶ＢＥ＝ＡＤ∶ＥＦ，即ＡＢ∶ＡＣ＝ｓｉｎＣ∶ｓｉｎＢ．

图２　雷格蒙塔努斯的证明
　　
图３　韦达的证明
（锐角三角形情形）
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① 人教社课程与教材研究所十二五规划课题“数学史融入高中数学教材研究”（课题批准号：ＫＣ２０１４—０１０）系列论文之一．



　　１５７１年，法国数学家韦达（Ｆ．Ｖｉèｔｅ，１５４０－
１６０３）在其《数学法则》中用新的方法证明了正弦
定理．［２］如图３，从三角形ＡＢＣ的外心Ｏ向ＡＢ、

ＢＣ和ＣＡ引垂线，垂足分别为Ｄ、Ｅ和Ｆ，则∠Ａ＝
∠ＢＯＤ，∠Ｂ＝∠ＡＯＥ，∠Ｃ＝∠ＡＯＦ．于是

ａ＝２ＢＤ＝２ｓｉｎ∠ＢＯＤ＝２ｓｉｎＡ，

ｂ＝２ＡＥ＝２ｓｉｎ∠ＡＯＥ＝２ｓｉｎＢ，

ｃ＝２ＡＦ＝２ｓｉｎ∠ＡＯＦ＝２ｓｉｎＣ，
故得

ａ∶ｓｉｎＡ＝ｂ∶ｓｉｎＢ＝ｃ∶ｓｉｎＣ
１５９３年，韦达将正弦定理推广为以下等式：

ａ∶ ｃｏｔＢ２＋ｃｏｔ
Ｃ（ ）２ ＝ｂ∶ ｃｏｔＣ２＋ｃｏｔ

Ａ（ ）２
＝ｃ∶ ｃｏｔＡ２＋ｃｏｔ

Ｂ（ ）２
之后，德国数学家毕蒂克斯（Ｂ．Ｐｉｔｉｓｃｕｓ，

１５６１－１６１３）在其《三角学》中沿用韦达的方法来
证明正弦定理．［３］

２　１７－１８世纪
纳绥尔丁的同径法和韦达的外接圆法成为

１７－１８世纪数学家证明正弦定理的两种基本方
法．在我们所考察的２７种１７－１８世纪的三角学
著作中，８种采用了纳绥尔丁的同径法，１４种采用
了韦达的外接圆法，３种采用了直角三角形法，３
种未给出证明．
２．１　纳绥尔丁的方法
意大利数学家卡瓦列里（Ｂ．Ｃａｖａｌｉｅｒｉ，１５９８－

１６４７）、中国数学家梅文鼎（１６３３－１７２１）、英国数
学家海尼斯（Ｓ．Ｈｅｙｎｅｓ，１８世纪）、辛普森（Ｔ．
Ｓｉｍｐｓｏｎ，１７１０－１７６１）等采用了纳绥尔丁和雷格
蒙塔努斯的方法．纳绥尔丁并未明确讨论三角形
的一个底角为钝角的情形，卡瓦列里在《平面与球
面三角学》中对此作了补充［４］，如图４所示．类似
地，海尼斯补充了雷格蒙塔努斯证明中三角形底
角为钝角的情形［５］，如图５所示．

图 ４　对纳绥尔丁证明的补充

图５　对雷格蒙塔努斯证明的补充

　　梅文鼎在《平三角举要》［６］中、辛普森在《平面
与球面三角学》［７］中各自对雷格蒙塔努斯的方法
做了进一步简化．如图６，在ＡＣ上取点Ｅ，使得

ＣＥ ＝ＡＢ，以ＡＢ ＝ＣＥ为圆的半径，则有ＡＤ＝
ｓｉｎＢ，ＥＦ＝ｓｉｎＣ，故有ＥＣ∶ＡＣ＝ＥＦ∶ＡＤ，即

ＡＢ∶ＡＣ＝ｓｉｎＣ∶ｓｉｎＢ．《平三角举要》是梅文鼎
的早期数学著作，在时间上远早于辛普森的《平面
与球面三角学》．
苏格兰数学家麦克格雷戈（Ｊ．Ｍｃｇｒｅｇｏｒ）在

其《实用数学大全》中对雷格蒙塔努斯的方法作了
另一种简化．［８］如图７，麦克格雷戈作ＡＢ和ＡＣ
上的高线ＣＥ 和ＢＤ，将ＢＣ作为圆的半径，则有

ＣＥ＝ｓｉｎ∠ＡＢＣ，ＢＤ＝ｓｉｎ∠ＡＣＢ；又由△ＢＡＤ∽
△ＣＡＥ得

ＡＢ∶ＡＣ＝ＢＤ∶ＣＥ
＝ｓｉｎ∠ＡＣＢ∶ｓｉｎ∠ＡＢＣ．

图６　辛普森的证明

　

图７　麦克格雷戈的证明

英国数学家赖特（Ｊ．Ｗｒｉｇｈｔ）在其《平面与球
面三角学基础》中给出了新的方法．［９］如图８所
示，过Ａ作ＢＣ的平行线ＡＦ，以Ａ为圆心，ＡＢ为
半径作圆弧，交ＡＦ与点Ｆ，过Ｂ和Ｆ 分别作ＡＣ
的垂线，垂足为Ｄ 和Ｅ．于是，ＢＤ＝ｓｉｎ∠ＢＡＣ，

ＦＥ＝ｓｉｎ∠ＦＡＥ＝ｓｉｎＣ．因△ＦＥＡ∽△ＢＤＣ，故有

ＡＦ：ＢＣ＝ＦＥ：ＢＤ，此即 ＡＢ∶ＢＣ＝ｓｉｎＣ∶
ｓｉｎ∠ＢＡＣ．
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图８　赖特的新证明 图９　直角三角形的边角关系

２．２　韦达的方法

１７世纪荷兰数学家弗拉克（Ａ．Ｖｌａｃｑ，１６００－
１６６７）［１０］、斯内尔（Ｗ．Ｓｎｅｌｌ，１５９１－１６２６）［１１］、法
国数学家奥泽南（Ｊ．Ｏｚａｎａｍ，１６４０－１７１７）［１２］等
都沿用了韦达的方法．韦达并没有讨论钝角三角
形的情形，英国数学家凯尔（Ｊ．Ｋｅｉｌ，１６７１－

１７２１）对此做了补充．［１３］如图１０所示，在优弧ＢＣ⌒

上任取一点Ｌ，连接ＢＬ 和ＣＬ．则ａ＝２ＢＤ＝
２ｓｉｎ∠ＢＯＤ＝２ｓｉｎＬ＝２ｓｉｎ（１８０°－ ∠ＢＡＣ）＝
２ｓｉｎ∠ＢＡＣ，故正弦定理仍然成立．

图１０　韦达证法中的钝角三角形情形

图１１　哈里斯的证明

值得一提的是，在《平三角举要》中，梅文鼎在
运用同径法的同时，也采用了韦达的方法．
２．３　直角三角形法
英国数学家哈里斯（Ｊ．Ｈａｒｒｉｓ，１６６７－１７１９）最

早采用了直角三角形法．［１４］他首先建立Ｒｔ△ＡＢＣ
（Ｃ为直角顶点）的边角关系：

Ｒ∶ｓｉｎＡ＝ＡＢ∶ＢＣ （１）

Ｒ∶ｓｉｎＢ＝ＡＢ∶ＡＣ （２）
其中Ｒ 为圆的半径．这里，正弦仍只是线段而非
比值．有了上述关系，哈里斯并不需要像纳绥尔

丁、雷格蒙塔努斯以及后来的追随者那样，具体地
去选择并作出圆的半径，然后再利用相似三角形
性质．如图１１，在△ＡＢＣ 中，ＡＤ 是ＢＣ 边上的
高，利用直角三角形边角关系有：

ＡＢ∶ＡＤ＝Ｒ∶ｓｉｎＢ，ＡＤ∶ＡＣ＝ｓｉｎＣ∶Ｒ，
相乘即得ＡＢ∶ＡＣ＝ｓｉｎＣ∶ｓｉｎＢ．
１８世纪的许多教科书都采用了同样的证
法［１５］［１６］［１７］，其中一些教科书由上面两个比例式
得到ＡＢｓｉｎＢ＝ＡＣｓｉｎＣ．后世数学家大多采用了
这个等式．若取Ｒ＝１，直角三角形法就是今日教
科书普遍采用的方法了．
直角三角形法其实就是纳绥尔丁方法的演

化，只不过我们直接利用直角三角形边角关系，而
不再需要选择并作出具体的半径．
３　１９世纪
在我们所考察的１９世纪６７种三角学著作

中，有４种采用了纳绥尔丁的等径法，９种采用了
韦达的外接圆法，５５种采用了直角三角形法，１种
采用了余弦定理，２种未给出证明．
３．１　纳绥尔丁与雷格蒙塔努斯的方法
在采用等径法的４种教科书中，三角函数仍

被视为线段而非比值．尼克尔斯［１８］和刘易斯［１９］运
用了辛普森的简化方法，而格雷戈里［２０］和罗宾
逊［２１］则选取同时小于ＡＢ和ＡＣ的半径．
如图１２所示，格雷戈里以Ｂ 为圆心，ＢＤ 为

半径（大小等于教科书所使用的正弦表的半径）作
圆，过Ｄ和Ｂ 作ＡＣ的平行线，分别交ＢＣ和圆于

Ｆ、Ｇ；过Ｄ和Ｇ 作ＢＣ和ＣＢ 延长线的垂线，垂足
分别为Ｅ、Ｈ．则ＤＥ＝ｓｉｎＢ，ＧＨ＝ｓｉｎＣ．于是

ＡＢ∶ＡＣ＝ＤＢ∶ＤＦ＝ＧＢ∶ＤＦ
＝ＧＨ∶ＤＥ＝ｓｉｎＣ∶ｓｉｎＢ

图１２　格雷戈里的证法

罗宾逊则以小于ＡＢ和ＡＣ的任意长度为半径
作圆弧，如图１３所示，推导方法与纳绥尔丁一致．
３．２　韦达的方法
虽然１７－１８世纪的数学家常用韦达的外接

圆法，但由于他们将正弦函数看作线段而非比值，
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图１３　罗宾逊的证法

故并不去关注三角形的边与对角正弦之比究竟是

多少．到了１９世纪，人们逐渐将正弦看作比值，于
是这个比值就应运而生了．事实上，由图３可知，

ｓｉｎＡ＝

１
２ａ

Ｒ ＝ａ２Ｒ
，ｓｉｎＢ＝

１
２ｂ

Ｒ ＝ｂ２Ｒ
，ｓｉｎＣ＝

１
２ｃ

Ｒ ＝
ｃ
２Ｒ

故得出命题：三角形任一内角的正弦等于对边与
外接圆直径（２Ｒ）之比［２２］，故知

ａ
ｓｉｎＡ＝

ｂ
ｓｉｎＢ＝

ｃ
ｓｉｎＣ＝２Ｒ

３．３　直角三角形法
至迟在１８１９年，英国数学家伍德豪斯（Ｒ．

Ｗｏｏｄｈｏｕｓｅ，１７７３－１８２７）开始抛弃（１）、（２）这样
的等式，而统一取Ｒ＝１，相当于用比值来表示三
角函数．这样，直角三角形方法得到简化．［２３］如图

１１，ｓｉｎＢ＝ＡＤｃ
，ｓｉｎＣ＝ＡＤｂ

，故有 ＡＤ＝ｃｓｉｎＢ＝

ｂｓｉｎＣ，同理可得其他等式．这是１９世纪三角学教
科书用得最多的一种方法．
３．４　辅助直径法
这个时期，有人开始不再拘泥于韦达的方法

而采用了辅助直径法，如尼克逊［２４］．如图１４所
示，ＡＤ 为△ＡＢＣ底边ＢＣ 上的高，过Ｂ 作直径

ＢＥ，连ＡＥ和ＣＥ，易证Ｒｔ△ＢＡＥ～Ｒｔ△ＡＤＣ，于
是有ｃ∶ＡＤ＝２Ｒ∶ｂ．但ＡＤ＝ｃｓｉｎＢ＝ｂｓｉｎＣ，故得

ｂ
ｓｉｎＢ＝

ｃ
ｓｉｎＣ＝２Ｒ

图１４　辅助直径法

３．５　利用余弦定理
伍德豪斯还用余弦定理来推导正弦定理：由

余弦定理得

ｓｉｎ２　Ａ＝２ａ
２ｂ２＋２ｂ２ｃ２＋２ｃ２　ａ２－ａ４－ｂ４－ｃ４

４ｂ２ｃ２
，

ｓｉｎ２　Ｂ＝２ａ
２ｂ２＋２ｂ２ｃ２＋２ｃ２　ａ２－ａ４－ｂ４－ｃ４

４ａ２ｃ２
，

ｓｉｎ２　Ｃ＝２ａ
２ｂ２＋２ｂ２ｃ２＋２ｃ２　ａ２－ａ４－ｂ４－ｃ４

４ａ２ｂ２
，

故有

ｓｉｎ２　Ａ
ａ２ ＝ｓｉｎ

２　Ｂ
ｂ２ ＝ｓｉｎ

２　Ｃ
ｃ２

从而得到正弦定理．
４　２０世纪上半叶
在我们所考察的１９００－１９５５年间出版的５０

种教科书中，４５种采用了直角三角形法，１８种采
用了外接圆法（其中有１２种采用韦达的方法，另

６种采用辅助直径法）．此外，２种教科书采用解析
几何方法，１种利用三角形面积公式．
４．１　辅助直径法
采用辅助直径法的６种教科书都简化了尼克

逊的方法，如［２５］、［２６］和［２７］．仍如图１４，在

Ｒｔ△ＢＣＥ和Ｒｔ△ＢＡＥ 中，直接利用边角关系得

ａ＝２ＲｓｉｎＡ，ｃ＝２ＲｓｉｎＣ．
４．２　解析几何法
解析 几 何 方 法 直 到 ５０ 年 代 才 开 始 出

现［２８］［２９］．如图１５所示，以Ａ 为原点，ＡＢ所在直
线为ｘ 轴建立直角坐标系，则点 Ｃ 的坐标为

ｂｃｏｓ　Ａ，ｂｓｉｎ（ ）Ａ ；若ｘ轴不变，而以Ｂ 为原点，则
点Ｃ的坐标为（ａｃｏｓ（π－Ｂ），ａｓｉｎ（π－Ｂ）），或即
（－ａｃｏｓＢ，ａｓｉｎＢ），因在两种坐标系中，点Ｃ的纵
坐标相同，故有ｂｓｉｎＡ＝ａｓｉｎＢ．

图１５　正弦定理的解析几何证法

５　正弦定理证明方法的演变
图１６给出了各种方法在三个时期的分布情

况．从图中可见，１９世纪之后，随着三角比的普遍
采用，纳绥尔丁的等径法逐渐退出历史舞台，最终
销声匿迹．１７－１８世纪占据优势的韦达外接圆法
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到１９世纪之后虽不绝如缕，但基本上处于被边缘
化的状态，事实上，一些教科书只是将其作为第二
种证法加以介绍，或在推导边与对角正弦之比为
外接圆直径时才用到该方法．直角三角形法到１９
世纪以后可谓一枝独秀，备受青睐．

图１６　正弦定理证明方法在不同时期的分布

各种方法都经历了演变过程．纳绥尔丁等径
法经历了以同时大于三角形两腰的线段为半径，
到以较长腰为半径，再到较短腰为半径，最后到同
时小于两腰的线段为半径的过程．韦达的外接圆
方法经历了从定性（只关注各边与其对角正弦之
比相等，而不关注比值的大小）到定量（关注比值
的大小）的过程，最后逐渐衍生出辅助直径法．直
角三角形法经历从依赖于任意半径Ｒ（正弦为线
段）到统一取Ｒ＝１（正弦相应成为比值）的过程．
６　余论
随着时代的变迁，正弦定理的证明方法逐渐

趋于单一，直角三角形法最终一统天下．但是，这
并不意味着纳绥尔丁和雷格蒙塔努斯方法无用

了．事实上，尽管直角三角形法比较简约，但因三
角形两底角的正弦具有不同的分母，因而正弦定
理并不直观．梅文鼎在《平三角举要》卷四中记录
了当时学习者的疑惑：“或问：各角正弦与各边皆
不平行，何以能相为比例？”［６］显然，直角三角形法
未能消除初学者的这一疑惑，而梅文鼎正是通过
同径法来解决这一问题．如果我们采用梅文鼎、辛
普森、麦克格雷戈、赖特等人的简化方法（但仍视
正弦为比值），那么，由于表达正弦的比具有相同
的分母，因而正弦之比等于相应的分子之比；而分
子之比又等于三角形两边之比，因而正弦定理变
得十分直观、易于为初学者所理解．

正弦定理的历史为我们提供了丰富的教学素

材和思想养料，包括不同的几何证明、证明的不断
演进过程以及隐含在定理背后不同时空的数学家

的创新精神．如果全然抛弃这些素材，那么，学生
在课堂上面对的就只是一个单调的定理而已，他
们从中既未能看到几何之美，也未能领略方法之
妙；既未能拓宽数学思维，也未能感受多元文化．
割裂历史，我们的课堂将失去了很多很多．
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从而

Ｃｘ＝２πｙ＝２πＲｃｏｓｓＲ
，

所以

ｄＡ＝Ｃｘ·ｄｓ＝２πＲｃｏｓｓＲｄｓ．

根据对称性，则球的表面积

Ａ＝２∫
πＲ
２

０
２πＲｃｏｓｓＲｄｓ＝

４πＲ２ｓｉｎｓＲ

πＲ
２

０
＝４πＲ２．

可见我们猜想的积分表达式是正确的．
４　尝试换元
以上计算中，引入了弧长ｓ所对应的圆心角

ｔ，那么，能不能直接用圆心角ｔ作为积分变量呢？
我们很容易就可以进行如下转换：

ｄｓ＝Ｒｄｔ，Ｃｘ＝２πＲｃｏｓｔ，ｄＡ＝Ｃｘ·ｄｓ＝２πＲ２ｃｏｓｔｄｔ

当弧长ｓ从０变到πＲ２
时，其所对应的圆心角ｔ相

应地从０变到π２
，故取积分区间为 ０，π［ ］２ ，根据

对称性，从而球的表面积

Ａ＝２∫
π
２

０
ｄＡ ＝２∫

π
２

０
２πＲ２ｃｏｓｔｄｔ

＝ ［４πＲ２ｓｉｎｔ］
π
２０ ＝４πＲ２．

显然，用弧长ｓ所对应的圆心角ｔ作积分变量，计
算更加简单快捷．
５　继续转化
继续考虑能不能用ｘ作积分变量呢？那就需

要把弧长微分ｄｓ转化成ｄｘ．经过简单的推导即

可得出：ｄｓ＝ １＋ｙ′槡 ２　ｄｘ，把

ｙ′＝（ Ｒ２－ｘ槡 ２）′＝－ ｘ
Ｒ２－ｘ槡 ２

代入则有

ｄｓ＝ １＋ｙ′槡 ２　ｄｘ＝ Ｒ
Ｒ２－ｘ槡 ２

ｄｘ，

于是

Ｃｘｄｓ＝２π Ｒ２－ｘ槡 ２ Ｒ
Ｒ２－ｘ槡 ２

ｄｘ＝２πＲｄｘ，

从而球的表面积

Ａ＝２∫
Ｒ

０
２πＲｄｘ＝４πＲ２．

６　总结反思
比较上面三种积分表达形式，各有所长．取弧

长ｓ为积分变量，实际上是沿曲线积分，最接近学
生对球的表面积的直观感觉和体验，积分表达式

ｄＡ＝Ｃｘ·ｄｓ从理论上可以推广到所有旋转体的
侧面积；取弧长ｓ所对应的圆心角ｔ作积分变量，
计算简单，转化自然；取横坐标ｘ作积分变量，积
分表达式ｄＡ＝２πＲｄｘ比较难以得出，然而其意义
最简单明了：微球台的侧面积＝大圆周长２πＲ×球
台的高度ｄｘ，因此也最能揭示出球的表面积等于
大圆周长乘以直径的内在原理．
以上用定积分探究球的表面积公式的过程就严

谨性来说有所欠缺，这也是教材上尽量回避拖延这
个问题的原因之一．然而，其过程本质上完全符合定
积分的原理，其中还包含了积分换元以及沿曲线积
分等思想方法和概念，是学生探究学习的好课题．
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