
专题研究 ３３　　　

“两角和与差的余弦公式”：从历史中找价值、看证明＊

张益明１，丁倩文２

（１．上海市奉贤中学，２０１４９９；２．华东师范大学教师教育学院，２０００６２）

摘　要：采用 ＨＰＭ视角来设计“两角和与差的余弦公式”的教

学：利用阿里斯塔克斯解决天文测量问题和托勒密制作弦表的史实

来引入，让学生感受两角和与差的正、余弦公式产生的必要性；利用

帕普斯模型引导学生证明公式，并对帕普斯模型做适当改进；通过

微视频介绍麦克肖恩方法的历史背景，再让学生阅读教材学习这一

证明方法并谈谈感悟，体会麦克肖恩当时的想法。课后反馈表明，

这样的教学沟通了历史和现实、数学和人文，体现了“知识之谐”“探

究之乐”“方法之美”“能力之助”“文化之魅”“德育之效”。

关键词：ＨＰＭ　价值　证明　两角和与差的余弦公式

　　“两角和与差的余弦公式”是沪教版高中

数学一年级第二学期第５章《三角比》中重要

的三角恒等式之一。教材在引入部分指出，

在三角比的计算和化简中常用角α和角β的

三角比来表示角α＋β或角α－β的三角比，由

此引入两角和与差的正、余弦公式。这里，教

材并未清晰地揭示知识产生的必要性，难以

激发学生的学习动机。此外，教材在建立部

分利用单位圆，通过旋转，再根据两点间的距

离公式推导出两角差的余弦公式（苏教版教

材也给出了这一方法）。这一方法虽然简洁

明了，学生容易掌握，但是不够自然，学生很

难想到。因此许多教师都尝试对“两角和与

差的余弦公式”的教学进行改进，然而很少有

人从数学史的视角来设计教学。

美国数学史和数学教育家史密斯（Ｄ．Ｅ．

Ｓｍｉｔｈ，１８６０～１９４４）认为，数学史展现了不同

方法的成败得失，因而今人可以从中汲取思
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想养料，少走弯路，获取最佳教学方法。因此

少数教师也尝试从数学史的视角来设计两角

和与差的余弦公式的教学，然而在这些教学

设计中，数学史的价值没有得到充分的体现。

有鉴于此，我们采用ＨＰＭ视角来设计本

节课的教学，拟定如下学习目标：（１）正确运

用两角和与差的余弦公式进行简单的化简和

求值；（２）经历两角和与差的余弦公式的产生

和推导过程，理解两角和与差的余弦公式的产

生背景和两种推导方法；（３）进一步体会数形

结合、代换转化等数学思想方法，培养直观想

象和逻辑推理等数学核心素养；（４）激发学习

兴趣，感悟数学文化，体会数学中的人文精神。

一、历史过程梳理与材料选用

两角和与差的正、余弦公式被称为平面

三角学的基本公式，伴随着三角学的诞生而

诞生，有关的历史素材丰富多彩。我们梳理

了两角和与差的正、余弦公式的产生与发展

历史过程，从学生的认知基础出发，选取有关

其价值和证明的素材，运用多种方式将这些

素材融入教学中。

（一）从天文测量到弦表制作

三角学起源于天文学中的测量问题。公

元前３世纪，古希腊著名天文学家阿里斯塔

克斯（Ａｒｉｓｔａｒｃｈｕｓ，前３１５～前２３０）观测得到：

在月亮半圆时，日、地、月的中心Ｓ、Ｅ、Ｍ 恰好

为一个直角三角形的三个顶点，且∠ＳＥＭ＝

８７°，如图１所示。阿里斯塔克斯想知道的是，

地日距离（ＥＳ）是地月距离（ＥＭ）的几倍。当

时，人们还不知道８７°角的余弦或正弦值，阿

里斯塔克斯通过冗长的几何推理，才得出这

　　　　

图１

个倍数在１８和２０之间的结果。

解决天文学中的测量问题，需要计算任

意角的三角函数值。２世纪，古希腊天文学

家、数学家托勒密（Ｃ．Ｐｔｏｌｅｍｙ，约１００～１７０）

利用基于托勒密定理（圆内接四边形两组对

边乘积的和等于两条对角线的乘积）得到的

相当于两角和与差的正、余弦公式的结果，制

作了现存最早的弦表（从０°到９０°每隔半度比

较精确的正弦函数值）。

这一过程体现了两角和与差的正、余弦公

式的起源和作用。因此，本节课利用阿里斯塔

克斯解决天文测量问题和托勒密制作弦表的

史实来引入，让学生感受两角和与差的正、余弦

公式产生的必要性。这是顺应式使用数学史。

（二）帕普斯模型成为主流

３世纪末，古希腊数学家帕普斯（Ｐａｐｐｕｓ）

在《数学汇编》中提出一个几何命题，其中蕴

含了丰富的三角学知识，为三角公式的证明

提供了几何模型。如图２所示，设∠ＡＯＢ＝

α，∠ＢＯＣ＝β（０＜β＜α＜π，０＜α＋β＜π），ＯＡ

＝ＯＢ＝ＯＣ＝１；过Ｃ作ＣＤ⊥ＯＡ于Ｄ，作ＣＨ

⊥ＯＢ于Ｈ，交半圆于Ｅ；过Ｈ 作ＨＧ⊥ＯＡ于

Ｇ，作ＨＭ⊥ＣＤ于Ｍ；过Ｅ作ＥＦ⊥ＯＡ于Ｆ，

作ＥＮ⊥ＨＧ于Ｎ。于是有ＯＤ＝ｃｏｓ（α＋β），

ＯＦ＝ｃｏｓ（α－β），ＯＨ＝ｃｏｓβ，ＣＨ＝ＨＥ＝

ｓｉｎβ，ＯＧ＝ｃｏｓαｃｏｓβ，ＤＧ＝ＭＨ＝ｓｉｎαｓｉｎβ，

ＧＦ＝ＮＥ＝ｓｉｎαｓｉｎβ。由ＯＤ＝ＯＧ－ＤＧ，ＯＦ

＝ＯＧ＋ＧＦ，得 ｃｏｓ（α＋β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ－

ｓｉｎαｓｉｎβ，ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ。

该模型的核心思想是用线段的长度去表示两

角和与差的正、余弦公式中的三角比的值，进

　　　　

图２
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而得到锐角情形下的两角和与差的正、余弦公式。

２０世纪中叶以前，绝大多数西方教材都

采用帕普斯的几何模型来推导锐角情形下的

两角和与差的正、余弦公式，再利用诱导公式

得出任意角情形下的两角和与差的正、余弦

公式。

这一模型符合三角学的历史发展，也符

合学生的认知过程：三角公式脱胎于几何命

题，学生学习三角函数是从直角三角形中的

边长比（初中）和单位圆中的三角函数线（高

中）开始的。因此，本节课利用帕普斯模型引

导学生证明公式。当然，帕普斯模型中角的

始边并不都在ｘ轴的正半轴上，这一点与学

生的认知基础有冲突。于是，我们对帕普斯

模型做了三点改进：第一，让学生在猜测公式

的基础上自然地利用三角函数线表达三角比

的值，避免刻意地给出帕普斯模型；第二，将

两个角的始边同时与ｘ轴的正半轴重合，从

两角差的余弦公式入手降低认知难度；第三，

利用该模型得到两角差的余弦公式后再利用

三角代换得到其他公式，突出三角代换的重

要性。这是重构式使用数学史。

（三）从多种方法到麦克肖恩方法

１８～１９世纪，意大利数学家卡诺里（Ａ．

Ｃａｇｎｏｉｌ，１７４３～１８１６）、美国数学家伍德豪斯

（Ｒ．Ｗｏｏｄｈｏｕｓｅ，１７７３～１８２７）、瑞士数学家哈

斯勒（Ｆ．Ｒ．Ｈａｓｓｌｅｒ，１７７０～１８４３）、英国数学

家克雷斯维尔（Ｄ．Ｃｒｅｓｓｗｅｌｌ，１７７６～１８４４）、法

国数学家萨吕斯（Ｐ．Ｆ．Ｓａｒｒｕｓ，１７９８～１８６６）

相继给出了各自的证明。

和基于托勒密定理的证明方法一样，这

些证明方法对于平面几何的变换技巧要求比

较高，而且有些用到了学生还没学到的正、余

弦定理。考虑到学生的实际情况，本节课通

过微视频简单介绍这些证明方法。这是附加

式使用数学史。

１９４１年，美国数学家麦克肖恩（Ｅ．Ｊ．

Ｍｃｓｈａｎｅ，１９０４～１９８９）又对萨吕斯的证明做

了改进。他在《美国数学月刊》上发表论文，

避开弦长公式，重新推导了两角差的余弦公

式。如图３所示，在单位圆Ｏ中（限于篇幅，

只画半圆）构造∠ＡＯＢ＝α，∠ＡＯＣ＝β，将

△ＢＯＣ顺时针旋转，使得ＯＣ与ＯＡ 重合，ＯＢ
与ＯＤ 重合，由ＡＤ＝ＣＢ，利用两点间的距离

公式即得ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ。

图３

这一证明方法就是教材给出的方法，它适

用于任意角的情形。因此，本节课通过微视频

介绍麦克肖恩方法的历史背景，再让学生阅读

教材学习这一证明方法并谈谈感悟，体会麦克

肖恩当时的想法。这是复制式使用数学史。

二、教学设计与实施
（一）问题引入，猜想公式

教师利用阿里斯塔克斯解决天文测量问

题和托勒密制作弦表的史实来引入，然后指

出：“显然，如果能算出ｃｏｓ　８７°的值，就能知道

准确的倍数了。可见，仅知道初中里学过的特

殊角（３０°、４５°、６０°、９０°）的三角比是不够的，还

需要计算任意角的三角比。古希腊天文学家、

数学家在制作弦表（计算任意角的三角比）时，

采用了一个新的方法，用今天的话来说，就是

根据已知角的正、余弦值来求未知角的正、余

弦值。这便是我们今天要研究的课题。”

接着，教师让学生利用同角三角比的关

系，由ｃｏｓ　３０°求ｓｉｎ　３０°和ｔａｎ　３０°，再利用诱导

公式，由ｃｏｓ　３０°求ｃｏｓ　１５０°和ｃｏｓ　３９０°，进而提

问：“能否用４５°和３０°的正、余弦来求ｃｏｓ　１５°？”

根据计算器上读出的结果，学生猜测

ｃｏｓ　１５°＝槡 槡６＋ ２
４ ＝槡３２ ×

槡２
２ ＋

１
２ ×

槡２
２ ＝
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ｃｏｓ　４５°ｃｏｓ　３０°＋ｓｉｎ　４５°ｓｉｎ　３０°或ｓｉｎ　４５°ｃｏｓ　３０°

＋ｃｏｓ　４５°ｓｉｎ　３０°。由此，教师进一步提问：“对

于任意角α和β，ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋

ｓｉｎαｓｉｎβ或ｃｏｓ（α－β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ
是否成立？究竟哪一个等式成立？”

（二）模型建立，证明公式

师　假设α、β为锐角。（出示图４）如图所示，

两个角的终边与单位圆分别交于点Ａ和

Ｂ，请你在图上找出与ｃｏｓα、ｃｏｓβ、ｓｉｎα、

ｓｉｎβ相等的线段。

生　（出示图５）分别过点Ａ和Ｂ 作ｘ轴的垂

线，交点分别为 Ｍ 和Ｐ，则ＡＭ＝ｓｉｎα，

ＯＭ＝ｃｏｓα，ＢＰ＝ｓｉｎβ，ＯＰ＝ｃｏｓβ。

图４

　
图５

师　严格来说，正弦线是 ＭＡ而不是ＡＭ，但

是我们有个前提，即α是锐角，所以问题

不大。三角函数线的作用就是利用有向

线段的长度来表示三角比。我们今天也

利用这种方法来证明两角差的余弦公

式。请同学们在图中找到一条线段，使

其长度等于ｃｏｓ（α－β）。

生　（出示图６）过点Ａ 作ＡＮ⊥ＯＢ，垂足为

Ｎ，因为ＯＡ＝１，所以ＯＮ＝ｃｏｓ（α－β）。

师　请同学们通过他的方法用一条线段表示

ｃｏｓαｃｏｓβ、ｓｉｎαｓｉｎβ。

生　把ｃｏｓα看成斜边，以β为一个内角构造直

角三角形；把ｓｉｎα看成斜边，以β为一个内

角构造直角三角形。（出示图７）过点Ｍ作

ＯＢ的垂线，垂足为Ｈ，则在Ｒｔ△ＯＭＨ中，

ＯＨ＝ｃｏｓαｃｏｓβ；不难发现∠ＭＡＮ＝β，所以

过点 Ｍ 作ＡＮ 的垂线，垂足为Ｑ，则在

Ｒｔ△ＡＭＱ中，ＭＱ＝ｓｉｎαｓｉｎβ。

图６

　
图７

师　由此，你能证明两角差的余弦公式吗？

生　通过ＯＮ＝ＯＨ＋ＨＮ，ＨＮ＝ＭＱ可以得

到ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ。

师　没错，关键就是ＯＮ＝ＯＨ＋ＨＮ。我们

回头看证明过程，证明的思想是用线段

的长度表示三角比。当然，我们的证明

有个前提：α、β为锐角。那么，如果角的

范围变化了，结论还成立吗？比如，设

α∈ ２π，５２（ ）π ，β为锐角，请问：如何计算
ｃｏｓ（α－β）？

生　由ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓ（α－２π－β），再展开，

即可得到公式。我们发现，公式也成立。

因此，当α、β在其他范围内时，可以利用

诱导公式证明公式成立。

师　这里，我们用到了一种思想，即用α－２π
去代换α。代换思想在三角学研究中非

常重要。请同学们利用这种思想计算

ｃｏｓ（α＋β）。

生　ｃｏｓ（α＋β）＝ｃｏｓ［α－（－β）］＝ｃｏｓαｃｏｓβ－

ｓｉｎαｓｉｎβ。

师　这样，我们就得到了两角和的余弦公式。

今天，我们也学会了一种解决问题的方

法：先猜想，再证明。

（播放时长４分钟的微视频：由两角和与

差的余弦公式引入，指出公式本身呈现

出对称之美，而历代数学家不遗余力地

去证明它，更是体现了他们对方法之美

的追求；接着追溯两角和与差的余弦公
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式推导的历史。）

师　（视频播放到介绍完帕普斯模型时，暂

停）同学们的思想和数学家们的思想差

不多。可见，只要在数学中付出更多的

努力，就能在数学上取得更大的成就。

（学生兴奋。）

师　（视频播放到介绍完麦克肖恩方法时，结

束）他的方法就是课本给出的方法。现

在请大家看一下课本上的证明。

（学生阅读。）

师　麦克肖恩为什么会想到将图形进行旋转？

生　将角α－β的始边旋转到ｘ轴的正半轴上。

师　非常好！这个也是我们将角推广到任意

角的常见方法。那么，他又是怎样想到

用线段长度来计算的呢？旋转过程中，

图形位置发生变化，也有一些不变的量，

是什么？

生　角与线段长度不变。

生　利用｜ＡＢ｜＝｜Ａ′Ｂ′｜，再利用两点间的距

离公式展开，即可得到公式。

（三）练习巩固，深化认识

首先，利用例１所示的具体求值问题，引

导学生简单应用公式。其次，通过例２所示

的一般证明问题，引导学生熟练运用公式，并

体会三角的代换思想。

例１　利用两角和与差的余弦公式求值：

（１）ｃｏｓ　７５°；（２）ｃｏｓπ１２
。

例２　证明下列恒等式：（１）ｃｏｓ π２－（ ）α ＝

ｓｉｎα；（２）ｓｉｎ π
２－（ ）α ＝ｃｏｓα。

（四）回顾总结，盘点收获

首先，引导学生总结本节课主要运用的

两种推导两角和与差的正、余弦公式的方法：

帕普斯模型方法的核心思想是利用三角函数

线去表示三角比的值，而麦克肖恩的方法是

利用图形的旋转以及两点间的距离公式。

其次，引导学生总结本节课主要学到的

重要的数学思想：数形结合、代换转化等。

最后，引导学生感悟：历史上数学家们孜

孜不倦地改进两角和与差的正、余弦公式的

证明方法，反映了他们对于真善美的不懈追

求，体现了他们的创新精神；只要我们深入思

考，努力探究，我们也能想数学家之所想，在

不知不觉中成为课堂上的“小小数学家”。

三、学生反馈

课后，我们收集了全班４０名学生对于本

节课的反馈信息。

对于这节课的教学内容，全部学生都表

示听懂了，其中７０％的学生表示完全听懂了。

对于数学史融入课堂的教学方式，９５％
以上的学生表示喜欢。

对于两角和与差的余弦公式的推导，喜

欢帕普斯模型的学生给出的理由如下：直观、

清晰；由锐角的情形推广到任意角的情形，可

以对公式理解得更深刻一些；与初中知识结

合，更容易想到；有引导性，能带动大家的思

考，可以培养思维。喜欢麦克肖恩方法的学

生给出的理由如下：巧妙运用图形的旋转、两

点间的距离公式等常见数学方法和知识，通

俗易懂且适用于任意角；建立在众多前人的

证明方法的基础上，达到了完美的地步。

对于两角和与差的余弦公式的运用，绝

大多数学生都是正确的。

对于本节课所体现的数学思想，大部分学

生提到了数形结合、代换、化归等数学思想，另

外还有学生提到了“学贵有疑”的一般思想。

对于本节课中印象最深的内容，大部分

学生提到了数学文化，例如：让人愉悦的小视

频追溯了公式的历程，其中推导方法由繁至

简，让我对公式来源有了一定的了解，并从中

找到了自己喜欢的证法；比较深入地引入了

数学史作为公式理解的辅助，让我比较直观地

了解了两角和与差的余弦公式的精神；数学家
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们勇于质疑、不断改进的精神，实现了从难以

理解的方法到通俗易懂的方法的转变；两角和

与差的余弦公式十分整齐且有对称美。

四、教学反思

任何数学公式都不是凭空产生的，其背

后都有漫长的历史，都蕴含着精彩的思想方

法和丰富的人文元素。如果仅仅让学生机械

地记忆公式，那么，公式就是静态的、冰冷的、

枯燥的、无生命的。从历史的视角来呈现公

式，可赋予公式以鲜活的生命。本节课让学

生“穿越时空，与数学家对话”，既沟通了历史

和现实，也沟通了数学和人文。

本节课中，借鉴历史，从猜想到证明、从

几何到三角、从锐角到任意角的过程，实际上

再现了两角和与差的余弦公式自然发生和发

展的过程，体现了“知识之谐”；而在知识的发

生和发展过程中，教师给予学生探究机会，引

导他们解决问题，从而获得成功的体验，体现

了“探究之乐”；除了帕普斯模型的证明方法，

微视频还展现了数学史上丰富多彩的证明方

法，并利用麦克肖恩的证明来衔接教材上的

证明，体现了“方法之美”；而帕普斯模型彰显

了几何与代数之间的联系，有助于培养学生

的直观想象和逻辑推理等数学核心素养以及

表征转化能力，体现了“能力之助”；两角和与

差的余弦公式的起源揭示了数学与天文学之

间的联系，不同时空的数学家对两角和与差

的余弦公式给出的不同的证明方法揭示了数

学文化的多元性以及数学家追求真善美的人

文精神，体现了“文化之魅”；而引导学生穿越

时空，走进数学家的心灵之中，亲近数学，建

立自信，体现了“德育之效”。

＊本文系本刊连载的汪晓勤教授团队开

发的 ＨＰＭ 案例之一，也系华东师范大学

ＨＰＭ工作室开发的系列课例之一。
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