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数学史与小学数学教师专业发展
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一

、引 言学史往往提供了这样的知识 ， 如计算两个正整数乘积的不

同方法 。 图２所示是 １ ６世纪盛行于欧洲 的
“

手指算
”

， 而图 ３

小学数学教师专业发展的 目 标包括知识 、信念 、能力则给出 了古埃及人计算９７
ｘ
７ ９的方法 。

等方面 ， 其中 ， 教师的知识可 以用美国数学教育家鲍尔提＾ ｜ ＾７７

＂

出 的ＭＫＴ理论来刻画 。 所谓 ＭＫＴ
，
是Ｍａ

ｔ ｈｅｍａｔ ｉ ｃａ
ｌＫｎｏｗ

ｌ
－７３２１ ９４Ｖ

ｅｄｇｅｆｏ ｒＴｅａｃ ｈ ｉ
ｎ
ｇ
的简称 ，指的是

“

完成数学教学工作所需６＾
４观

＇

＇

［ｊ

要的数学知识
”

， 其组成成分如图 １所示 。
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｜２１ ６世纪的手指算图 ３ 古埃及的乘法

＼＆内容 １

ｉ教学／为了解决教学中所遇到 的各类
“

为什么
”

问题 ， 教师需
＼ｉＨＣＫ ）知识？
ＮＴ （ ＫＣＴ）

＾
／要拥有丰富的专门 内容知识 。 三角形 面积公式和三角形 内

＾
 角 和 定理属于

一

般内容知识 ， 但它们的推导或证明方法则
ｍ＿属于专门 内 容知识 这类知识往往源于数学史 。 如 ， 中国古

，
，二

般 内 容
巧
识

‘‘

是指除

巧

分卜 他

，
卜 也使 Ｊ Ｈ

代数学家用
“

出 人相补
”

法证明三 角形 、梯形面积公式 ， 古

学知识和技能 ；

“

水平内容知识
”

是关于整个数学课程 中数

学主题之间联系的知识 ；

“

内容与学生知识
”

是指对学生的 Ｊ二
般内

^

（对应 于范 良火 的
“

教学 的 内 容知识
”

和
“

教学 的 方法知
之
一

。 至于对诸如 为 行 么未知数用士母ｘ来赫 小数是

识
”

） 是指咖何觀的 了獅对鮮的 了解相齡的知
彳 吗

”

之＿ ｜

ｎ
ｌ题 ’麵聰腿学史 巾寻找答案 。

识
；

“

内容与鹏知识
”

（ ＾針范 良＜
的

“

財的课程知鮮 的 丨ｍ酿子 ，
Ｆ ｉ

ｉ

ｊ人錄賴念理解过程 中

识
”

）是指关于课歡纲 、课程标准 、祕书 、鮮材料 以 ５＠ ？

到的困难和障碍。 从数学理解的意义上说 ， 了解历史 ， 也就

近年来 ， 数学史在小学数学教学 中的意 义 日 益受到了解 ｒ学生 ＝
尽管在古代中国 ，数学家出于解方程组的需

人们的关注 ，
数学史融入小学数学教学的实践探索也 日要而引人 了 负数 ， 但在西方 ，

１ ８世纪还有人问 ：

“

世界上还

益增加 。 我们在开发 ＨＰＭ教学案例 （ 即
“

融入数 学 史 的教有什么小于一无所有？

”

直到 １ ９世纪 ，还有数学家认为负数

学案例
”

）的过程 中 ，
确立 了

“

大学研究人 员 和小学教师密是
“

荒谬的＇ 负数大小 比较问题也完全没有我们想象的那

切合作
”

的模式 ， 使得小学数学教 师在没有受过数学史教样简单 。 历史上 ，笛卡儿 、牛 顿 、欧拉 、 波尔查诺 、
阿贝 尔等

育或缺乏数学史材料的情况下 ，也能走进Ｈ ＰＭ的世界 本数学家都有不 同于今天的理解 ，他们的观点都可 以归结为

文拟 回答 以下问题 ： 数学史与 小学数学教 师的 Ｍ ＫＴ之间
“

数轴上离原点越远的数越大
”

或
“

绝对值越大 ， 数越大
”

。

有何关系 ？据此有－４＞－ １ 。 关于负数及其序关系的认识论障碍提示我

们 ： 学生在学习负数概念时必会遭遇 闲惑或出现错误 。 数

二
、数学史与ＭＫＴ学史丰富 、深化 了 内容与学生知识。

历史上 ，

一个概念 、公式 、定理 、法则甚至一个数学分

虽然许多
一

般 内容知识是教师在学生时代习得的 ，但支学科的产生都有其内在或外在的动因 ，也都有演进的过

在数学教学 中 ， 教师不断会遇到 新的
一般 内容 知识

，
而数程 。 这种动 因和过程为教师

“

怎么教
”

有关知识点提供了参

Ｊｏｕｒｎａ ｌｏ ｆＹ ｕ ｎｎ ａ ｎＥ ｄｕｃａ ｔ ｉ ｏｎ１ ３
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照 。 例如 ，分数有分割分数和度量分数两类 。 究竟如何引人述什 么 是 角 。 学 生提到
“

尖 尖的
” “

像屋顶一样
” “

像 Ｌ
一样

”

，

分数概念 ？ 分数的历史告诉我们 ，
人类首先是在物 品分割等等 ，

他们显然都是从
“

质
”

的 角度来认识
“

角
”

。 接下 来引

的情境中认识和 运用分数 的 ， 因此 ，
分割分数是理所 当然入情境

：

“

鸟 妈妈对鸟 宝 宝 们说 ， 谁的 嘴 巴 张得 大 ，就把小

的教学选择 。虫喂给谁吃 。

”

让学 生判 断
，
图 中哪一只 鸟 宝 宝 能吃 到 小

数学史是
一座宝藏 ， 其中含有取之不尽 、用之不竭的虫 。 在学生说 出 鸟 宝宝嘴 巴 大 小顺 序之后 ， 教师让他们说

教学素材和思想养料 ， 因而是数学教师的重要教学资源 。出 角 的 大 小 比较方法
，
从而 引 导学生从

“

量
”

的 角 度来认识

针对某一个特定的知识点 ，
教师关于相关数学史素材的知角 。 接着 ，

让 学 生对不 同 大小 的 角 进行分类 ，
并探讨 ： 为 什

识是内容与课程知识不可或缺的
一

部分 。 另
一方面 ，

数学么 小 于直角 的 角 称 为
“

锐 角
”

，

大于直 角 的 角 称 为
“

钝 角
”

？

史知识也有助于教师对小学数学知识体系 的理解 。 例如 ，学生从
“

质
”

的 角度 ， 用
“

锐利
” “

迟钝
… ‘

扎人疼
”“

扎人 不疼
”

关于教科书中
“

小数和分数孰先孰后
”

的争论 ，
需要参照数等 来解释 。 在 练 习 之后

，
教师通过将不 同 的 角 的 顶 点和一

学史加 以研究 。边重合 ， 引 导学 生发现 ， 角 可 以通过将 一边旋转得到 ，

从而

图４给 出 了数学史与ＭＫＴ之间的关联 。让 学 生从
“

关 系
”

（ 即 两 条边之间 的 位置 关 系 ） 的 角 度 来认

识 角 。

Ｖ＃知识ｊ、容知识 ｙ

ｖ
＿ｙｈｐｍ视角下的

“

角 的认识
”

的教学 ，让学生经历了 角概

念 的产生和发展过程
，在课堂上获得探究 机会 ，

感受成功

的喜悦 ； 当教师总结 ，学生比较 角 的大小的方法 、关于锐角

和钝 角 的解释 ， 都与历史上数学家的想法相似 ，这大大增

强 了学生的 自信心 ，让他们感受到 自 己也是小数学家 。

Ｖ ｉ
ｇ
ｙ／「
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质 （形 ）
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■

ｔ学生列举生 活中角的 实例 ，并 画出一个角 ．

！

Ｉ
—￣

＾ 

Ｉ Ｉ 然 后用 Ａ 己的语言描 述足什 么 Ｉ

Ｉ＼＼ Ｉ

＾ 

Ｉ

二 、 丨 丨 丨

＞

＼１教学案例分析｜［ ｊ＼丨＼ｊ
益５

＂

％妈妈哦 鸟宝宝
？ ，

的童话故亊引 出角的
｜

？ Ｖ

ｙ
／

ｊ

ｉ 大小比较 ． ｕ ：学生探 比较角的 大小的 方法 ｕ１

１

１
．角的初步认识 。 在数学史上 ，角

”

是
一

个具有多重属 旧 ｜ ，獅彻細細舰
１

１

［

ｉ

性 、争 议很多 、很难刻画清楚的几何概念 。 古希腊哲学家泰｜

ｌ—— １

｜

＿

｜

勒斯曾 将
“

相等的角
”

称为
“

相似的角
”

。 后来 ，
亚里士 多德：

ｉ
ｌ

丨ｎ＼
＇

 ｜

！

构
１

Ｍ＼ ＼
＼

比较 角的 大小 ． 并通过 乌妈妈和鸟宝宝 的嘴计

将
“

角
“

视为
“

弯曲 的线构成的图形
”

， 并且也将两个相 等的□
１

ＩＩ＼ ＼

（

Ｉ

巴探付
？

＿大小 肺 又
＂

刚ｈ□

角称为
“

相似的角
”

。 可见 ，早期哲学家是从
“

形
”

的角 度去丨 丨 ＼＼ ｌ ｎ＾


１

！

看待
“

角 的 ， 即赋予 角 以 质 的属性 。 ｜ ｜

ＪｔＶ
■

针方向旋转 ． 依次＿锐用 ． 賴細丨 ．

丨

．

［
到 １

Ｉ ｜Ｍ
ｉ
平角 ｜

在《几何原本 》中 ，
欧几里得从两线之间位置关系 的角

Ｉ＾ ｜

度去刻 画
“

角 角是平面上相遇且不在同一直线上的两｜ ｌｌ蹀犠本— １
；

条线彼此之间 的倾斜度
”

。 另
一方面

，
欧几里得分别将

“

直ｓｉｓ＾ｍｘｉｐＦｗｍｉｆ

本案例中 ， 角概念的历史为教学设计提供了参照 ， 是
直线与另－直线构成的两个相邻的角相 等 ’ 则

獅在腦教学设计与实施过程 中所学到 的 内容与教学

知识 ； 同时 ，对于角 的三重属性 （质 、 量 、 关 系 ）的认识 ， 使教

鲁钝 角是力 Ｔ舖難 ；

Ｗ关Ｔ細－馳雜识翻了扩結錄。 鮮教育研

冑翻
，
学生对于細认识具有

—

定晒史麵性 古人

用
“

等于
” “

大于
’ ’

和
“

小于
＂

来比较两个 角 ’欧 几里得 Ｘ
在对角 的认识方式以及认识过程 中所遭遇的醜 （ 角 的 多

赋予
“

角
”

以
“

量
”

的属性 。而徐光启在翻译《几何原本》时创用
重属性 、特殊 角 （ 零 角 和平 角 ） ）会再现 于今 日 的数学课堂

“

直角
“

钝角
” “

锐角
’ ’

二个名称 ，又赋予角以
‘ ‘

质
’’

晒性 。 Ｉ中 ，
麵角的历史对教师而言是

－种内 容与学生知识。 在

罗克拉斯认
＾

’ 必綱时从质 、 量職妇４

＾
面来紋

獅麵 ＨＰＭ之前 并總考过
“

職
” “

触
”

的辞 源问
ｆｔ题 ，賴雑触力獅弥补了专ｎ哺嫌 。 此外 ，

以角
在二年级教学制

“

帛 的初步认识
”

巾 ，
獅借鉴雜

晒史为参照 ，教师开始賴课本上 的 内容 ，拓 展了 自 己

念 的 发展 历 史 ，
按照从

“

质
”

到
“

量
”

再到
“

关 系
”

的 顺序展开的内 容与课程知识 。

教学 （
如 图 ５ ）。 首先 ，

让学生 列 举生活 中 的 角 的 实例 ， 并描
’ 、

°

１４士
４小学教师 

２０ １ ７ ．
１ 、２
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２ ．

—

位数与二位数的乘法。 历史上 ，求两个正整数乘积阿基米得可能使用了第一种方案 。 如图 ９ ， 想象 岡 由

的算法很多 。 １ ４３０＾左右 ，在意大利的一份数学手稿中 ， 出一些长短不同 的细绳围 成 ， 将 圆
“

剪 开
”

． 并将各绳
“

拉

现了
一

种名为
“

格子算
”

的乘法。 图 ６是世界上第一部印刷出直
”

，

一端对齐 ， 得到一个直角三角形 ，
其长直角边等于圆

版的算术教科书《特雷维索算术》 （ １ ４７８年 ）中的格子算 。的周长 ， 短直角边等于圆 的半径 。

９

区 
ＸＸ ＇

图 ９ 将圆
“

变形
”

为三角形

Ｘ
Ｉｙ １Ｚ

＾
６

＾
０ １ ７世纪德国数学家开普勒 （ Ｊ ．Ｋｅｐ ｌ ｅｒ

，
丨 ５ ７ １

－
１ ６３０测选

图７ 腦子算求３ ２ｘ５

择第 －１方案建立＿与三角形之＿联系 ： Ｍ分割

２２６成无数个顶点在圆心 、 高为半径的小
“

三角形
”

（ 实为 小扇

ｆ
？

ｉ６ １

ｉｍ ｉ
－

ｎ
， ，形 ， 但将圆 分得越细 ，

小 扇形越接近三 角 形 ） 。 将这些 小
在三年级射鈔ｒ－健：乘 二位数

’

＋ ’ 教啊过 “

三触
”

雛贼等麟細三娜 ，
最后 ， 它们构成了

实 除情堍 ，
引Ｘ ３２ Ｘ Ｓ

，
让学 生独立给 出 自 己 的算法 ；在学

—个直角三角 形 ， 如＿所示 。

生给出 各种各样的 算法 之后 ， 教 师 引 入图 ７所示 的格子

算
，

让学生 加以解释 ， 并与 竖式算法进行比较。 在课堂小广 ^
结部分

，
教师让学生思考 ： 为什 么格子算现在不 用 了 ？（

格子算的引 人促进了学生对乘法算理的理解 ，
也开Ｉ 

阔 了他们 的视野 ， 感悟到 自 己的解法只是很多解法中的

Ｕ？古＾ Ｉｔ巾
咖 开普齡＿积的方法

优点 ，但也有许多学生更喜欢格子算 ， 对于
“

为什么现在在六年级教 学案 例
‘ ‘

圓 的 面 积
． ，

中 ， 教 师讲述 开普勒
不赚子算

”

这－问题 ， 有学生给 出的解释是 ：

“

格子難
求 圆 面积和 酒桶体积 的故 事

， 并 采用 开普勒 的方 法 来推
着传着就失传了

”

，
不知 不觉中 ， 学生对于数学知识已经

导 圆 面相公式 ：先让学 生回顾
“

等底等 高的三 角 形 面 积 相
有 ｊ 历史感 ，这种Ｗ史感 １

±他们更加亲近数
等

，
，

的事 实 ； 再作 圆 内接正十二边形
，
利 用 几何 画板 （

ＰＰＴ

在本案例中 ， 格子算拓宽了教师关于乘法的－馳
展示 ）

，
依次对其 中 的 １ ２个 小三 角 形进行等积 变换 从 而

容知识。昕肝算背励＿ 、軒算与竖式■挪
将歧錢积 的劾 三 Ｍ后作正二切边形 、 四十

縣的认识 ’ 丰富 ｒ教师关于乘法的 ＾ 容知识 。在教
々边形 、

九十六边 形 ，
相 应得到 等积的 直 角 三 角 形 ，

让 学
学设计＿巾 ，

±纽感受 并魏这 些錢ｎ■純之 间 的 关

法的历史文献 ， 丰富 了 自 己的 内容与课程知识。

务

３ ． 圆 的 面
＾二

历史

土

’ 古 希腊数学 家Ｗ基 米Ｗ开普勒求圆酿的方法引 起学生浓賴兴趣 ， 而开
（ Ａ ｒｃｈ ｉｍｅｄ ｅｓ

，公兀削 ２ ８７
￣ 叫 ２ １ ２ ）最 丨

ｆ

１
．给出 圆 面积的 准确普勒的故事则让学生感受到数学背后的人文精神 。

公式 ： 圆 面积等于
－

条直角边长为圆半径 、 另

：
条直触勒的＝＝＝＝讷容知

％ｔ只和内容与教学知识 ； 同时 ，该方法建立了 圆面积公式和
＆三角麵积公式之间的联系 ， 丰富了教师的水平内容知

虽然阿基米得最终借助穷竭法来证明关于圆 面积的^

命题 ，
雛－ 卩麟贿棚和二角祕遽細

社細麵
，

鮮 不仅棚于 ：ｓ獅完善教师
微积分的触ａ

■

，麵棚不同触她触 丨 微兀
”

＿ＫＴ ， 祖在舊慨＾就是麵 ＭＫＴＷ不可或缺的

－

部分 ； 鮮她ａ鮮鮮贼麟刊 、学数学教师

广ｈ 的专业发展有着巨 大陳进作用 。
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能够成为小学数学
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教师在职培训的重要课程 ，我们也期待 ， 有更多的小学数
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方案 丨施方案 ３文化的芬芳 。

阁 ８ 圆面积的不同微元
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