
２０世纪上、中叶美英教科书中的
锐角三角函数引入方式

卢成娴　汪晓勤　（华东师范大学教师教育学院　２０００６２）

１　 引言
近年来，将数学史融入初中数学教学受到一线

教师的广泛关注，相关的教学案例也日渐增多．鉴于
数学史“高评价、低应用”的现实，我们建立 ＨＰＭ专
业学习共同体来开发ＨＰＭ课例．由高校研究人员与
中学一线教师组成的共同体的建立，使一线教师摆
脱了教学资源匮乏的困境．高校研究人员通过文献
研究，勾勒相关主题的历史发展脉络，并获得有关素
材；中学教师利用这些素材进行初步的教学设计，经
过交流、研讨、修正、试教，最终形成较为完善的设
计．无疑，理想的 ＨＰＭ教学设计是建立在深入的历
史研究和丰富的历史资料基础上的．

锐角三角函数是初中数学的重要内容之一，它
既是直角三角形边角关系的进一步拓展，又为后面
学习解三角形以及高中三角函数内容奠定基础．目
前，大部分教科书都通过创设情境来引入锐角三角
函数概念，但不同版本教科书所创设的情境互有不
同．人教版教科书将正弦作为三角函数的切入点，通
过“水管问题”，引导学生探索直角三角形中角的对
边与斜边的关系；而北师大版、苏科版和沪教版则以
正切为切入点，分别利用梯子的倾斜程度、台阶的陡
缓程度以及测量金字塔高度的测量引入概念．从现
有文献来看，大部分教学设计都采用与教科书相似
的情境来引入新课［１］－［８］；而一线教师希望能够看到

ＨＰＭ视角下的锐角三角函数教学设计．
为此，我们需要对锐角三角函数的历史进行深

入研究．文［９］已经对三角函数概念的发展历史进行
过探析，但并未揭示三角函数概念发展过程中的历
史动因．我们希望了解：历史上的三角学教科书是如
何引入锐角三角函数概念的？是如何揭示锐角三角
函数的价值的？对我们今日的教学有何启示？

２　 三角教科书的选取
我们选取１９００－１９５９年间出版的４９种西方三

角学教科书，对其中的锐角三角函数引入方式进行
考察．在４９种教科书中，４６种教科书出版于美国，３
种出版于英国；１０种是中学教科书，３９种是大学教
科书．图１给出了各种教科书的年代分布情况．
３　 锐角三角函数的引入

在４８种教科书中，对于锐角三角函数的引入，

图１　４９种三角学教科书的时间分布

大致可分为以下六种方式．
３．１　 直接定义法

第一种，直接在一个直角三角形中定义锐角三
角函数［１０］．
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图２　　　　　　　　　 图３

第二种，先构造直角三角形，再直接定义［１１］．
如图３所示，在 ∠Ｏ的一边上任取一点Ｐ，过Ｐ

点作对边的垂线段ＰＭ，在直角三角形ＰＯＭ 中，
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３．２　 终边定义法

２０世纪的大多数教科书已经将角推广为任意
角，因此，定义三角函数时针对的也是任意角．先在
四个象限中利用终边定义法定义任意角的三角函
数［１２］，如图４所示．

图４
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设 ∠θ为任意角，在其终边上任意取一点Ｐ，过
点Ｐ 作Ｘ′Ｘ 轴的垂线段，垂足为Ａ，设点Ｐ 的坐标

为（ｘ，ｙ），线段ＯＰ的长度为ｒ，则ｓｉｎθ＝
ｙ
ｒ
，ｃｏｓθ＝

ｘ
ｒ
，ｔａｎθ＝

ｙ
ｘ．
而锐角三角函数则为其中一种特殊情

形．当 ∠θ为锐角时，其终边落在第一象限，此时终
边上点Ｐ 的横坐标与纵坐标分别为直角三角形

ＰＯＡ 中该角邻边和对边的长度．故ｓｉｎθ＝
ｙ
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３．３　 相似三角形引入
第一种：直接给出２个或３个相似直角三角形，

探究这几个三角形边与角的关系［１３］．

图５　　　　 图６　　　　　 图７　

如图５和图６所示，△ＡＢＣ与 △Ａ′Ｂ′Ｃ是２个
相似的直角三角形．根据相似三角形对应边成比例
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形中 ∠Ｂ 的值，这三组比值也就唯一确定．如果保持

ＡＢ＝Ａ″Ｂ″，改变 ∠Ｂ的大小，比较图５与图７，此时
三组比值也相应发生变化．也就是说，这三组比值是
关于 ∠Ｂ 的函数，因此，将这三组比值分别定义为

∠Ｂ 的正弦、余弦和正切函数，即ｓｉｎ　Ｂ＝
ＡＣ
ＡＢ
，ｃｏｓ　Ｂ

＝
ＢＣ
ＡＢ

，ｔａｎ　Ｂ＝
ＡＣ
ＢＣ．

将 △ＡＢＣ与 △Ａ′Ｂ′Ｃ′以及 △Ａ″Ｂ″Ｃ″进行对
比，从函数的观点说明三组边的比值与∠Ｂ的关系，

有助于学生理解锐角三角比的函数本质．将斜边ＡＢ
的长度固定，当∠Ｂ变化时，三组边的比值也随之变
化．也有教科书将 △ＡＢＣ 和 △Ａ″Ｂ″Ｃ″置于同一圆
中，学生可以更清楚地看出比值的变化情况．

第二种：在角的一边上取多个点分别作对边的
垂线段，构造多个相似的直角三角形，探究边的比值
关系［１４］．

　 图８

如图８所示，若∠Ｏ是任意一
个锐角，在一条边上任意取点Ａ，

Ｃ，过点Ａ，Ｃ 分别作另一条边的
垂线段ＡＢ，ＣＤ，利用相似三角形

的性质可知，ＡＢ
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，ＡＢ
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ＯＣ
，ＯＢ
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，∠Ｏ 的对边
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为定值，从而

引出正切、正弦、余弦函数的定义．
３．４　 探究式引入

　 图９

（１）如图９，先作出一个５９°的

∠Ｏ，在 ∠Ｏ 的一条边上任意取一个点

Ａ，过点Ａ 作另一条边的垂线，垂足为

Ｂ，量出ＡＢ，ＯＢ 的值，并计算
ＡＢ
ＯＢ

的

值；改变点Ａ 的位置（设为Ｃ处），重复
上述的过程，你有什么发现？

（２）再作出一个３２°的角，重复（１）中的过程，
（１）中发现的结论是否依旧成立？

（３）如果将一个角的度数固定，上述的比值是
否也随之确定？

由上述探究过程可见，在直角三角形中，确定一
个锐角，就确定了对边与邻边的比值．于是，将该比
值定义为锐角的正切函数．类似可得正、余弦函数的
定义［１５］．
３．５　 现实情境引入

部分三角学教科书通过创设现实情境来引入锐
角三角函数概念，具体的情境大致可以分为三类．

情境１——— 坡度刻画

　 图１０

设直角三角形ＡＢＣ 为
一山坡截面，如图１０所示．
可以用两种方式来刻画山
坡的倾斜程度：一是倾斜角

∠ＣＡＢ 的度数，二是坡面的垂直高度与水平宽度的

比ＢＣ
ＡＢ．

这两种方法实际上把角度与边长联系起来，

若 ∠ＣＡＢ 变化，则坡比
ＢＣ
ＡＢ

也随之发生变化，因此，

坡比是角的函数．由此引出正切函数以及正、余弦函
数［１６］．类似的情境还有铁轨的斜面、屋顶的斜面等．

情境２——— 以影推高

　 图１１

古 人 通 常
利用日影来测
量 高 度．如 图

１１，要测塔高ｈ，
先测得其影长

１２２英尺（ｆｔ），并在塔的旁边垂直竖立一根长为１０英

尺的木竿，测得竿影为２０英尺．因光线可视为平行，

故利用相似三角形性质得ｈ∶１２２＝１０∶２０，得ｈ

＝６１［１７］．
公元前６世纪，古希腊哲学家泰勒斯（Ｔｈａｌｅｓ）
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正是利用上述方法测得金字塔的高度．值得注意的
是，塔的高度与竿的长度无关．只要太阳光照射角度
不变，竿高和它的影长之比是一个定值．随着照射角
度的变化，比值也随之变化．由此可知，这个比值是
与太阳光照射角度有关的一个函数，由此得到锐角
三角函数的定义．

多数教科书均含有利用日影测高的实例，如测
云杉的高度、梯子的高度等，本质都是利用相似三角
形性质来探究边长与角度之间的关系．

情境３——— 水管求长［１８］

假设Ａ地为水源，Ｂ为房屋，Ａ，Ｂ之间因为一片
沼泽地分隔开来，现要用一根水管将Ａ 处的水流引
到Ｂ处，请问需要多长的水管？（即计算ＡＢ的长度）

图１２　　　　　　　　　 图１３　

若沼泽位置如图１２所示，则能够另外找到一点

Ｃ，使得 ∠ＡＣＢ＝９０°，且ＡＣ，ＢＣ 的长度均易于测
量．测得ＡＣ，ＢＣ 的长度，即可利用勾股定理计算
ＡＢ．但若沼泽地位置如图１３所示，此时，我们无法直
接找到点Ｃ，使得 ∠ＡＣＢ＝９０°．另一方面，我们可以
测出ＡＣ和ＢＣ的长度以及 ∠ＡＣＢ 的度数，若能求
得图中ＡＤ 和ＣＤ 的长度，即可求出ＡＢ 的长度．于
是，我们需要解决如下问题：已知直角三角形的斜边
和一个锐角，如何求得直角边？我们需要引入新知
——— 三角函数．有了三角函数，我们就可以根据直角
三角形的一个锐角，求得其各条边的比值．

从学生熟悉的生活情境引入三角函数概念，可
以让学生体会到学习三角函数的意义，从而激发他
们的学习动机和兴趣．
３．６　 三角学意义概述

部分教科书为了引入锐角三角函数概念，先对
三角学的意义进行概述．

（１）三角学的应用价值
三角学源于天文学，是天文学家实施天文推算

的工具．利用三角函数，不仅能够计算天体的质量与
运行速度，还能根据已有的运行轨迹预测未来的运
动［１９］．三角学在其他应用领域也是不可或缺的．在现
实生活中，利用三角学可以测量山高或河宽，解决不
易直接测量的问题；在地理上，利用三角学可以测出
某地的经度和纬度；在航海上，利用三角学可以确定
舰船的航行路线；在军事上，飞机轰炸理论、海陆炮
火的定向等都离不开三角学，海战中的测距仪正是

利用了三角学原理［２０］．可以说，三角学是数学中最为
实用的分支之一．

（２）三角学与几何学的优劣比较
三角学可以完善三角形中边角关系理论．在直

角三角形中，勾股定理告诉我们各边之间的关系，三
角形内角和定理告诉我们各角之间的关系．利用上
述两个定理，已知直角三角形的两条边，可求出第三
条边，已知直角三角形两个角，可求出第三个角，但
我们无法知道其他两个内角．几何学告诉我们，已知
直角三角形两边，就能确定该直角三角形，即直角三
角形的两个内角是唯一确定的．可见，直角三角形的
边和角之间一定还存在某种关系，有待于我们去
发现［１６］．

另一方面，三角学可以提高测量结果的精确性．

　 图１４

在实际测量中对于某些测量问题，
早期人们是通过几何作图的方法，
利用全等或相似三角形性质进行计
算．如图１４所示，要测量河两岸点Ａ
和Ｂ之间的距离，过Ａ作ＡＣ⊥ＡＢ，

ＡＣ＝１００英尺，∠Ｃ＝４１°．按照某个
比例构造 Ｒｔ△ＣＡＢ，使得 ＡＣ＝１００英尺，∠Ｃ ＝
４１°，直接量出ＡＢ的长度［２１］．这种方法虽然能为求解
未知量提供一种有效的途径，但在实际作图时难免
存在误差．为了获得任意精度，需要引入三角学．

图１５

图１６

图１５给出了６种引入方式在４９种教科书中的分
布情况．图１６则给出了各方式在不同阶段的分布情况．

由图１６可知，随着时代的发展，“直接定义法”

占比较２０世纪初期有所减小，而“终边定义法”和
“三角学意义概述”贯穿各个历史时期，且比重较大．
另外，自１９１０年起，西方教科书中开始出现“情境引
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入法”．这一变化其实与当时的课程改革背景有密切
的关系．受英国“培利运动”、德国数学家Ｆ·克莱因
（Ｆ．Ｋｌｅｉｎ，１８４９－１９２５）“数学实用”教育主张的影
响，在１９０８－１９０９年，美国数学教育界设立“十五人
委员会”制订几何课程大纲，旨在寻求“形式主义”
和“实用主义”之间的平衡［２２］［２３］．美国几何课程的改
革对三角学课程产生了重要的影响．１９１０年，美国数
学家杜雷尔（Ｆ．Ｄｕｒｅｌｌ，１８５９－１９４６）就在《平面与
球面三角学》的前言中指出，他编写此教科书的目
的是在现有数学原理的基础上挖掘三角学的应用价
值［１８］．此外，他还在书中专设一章阐述了三角学的实
际应用．由此可见，自课程改革后，越来越多的教材
编写者开始关注数学的实际应用价值．
４　 结语

以上我们看到，本文所考察的２０世纪上、中叶
美英三角学教科书主要采用六种方式来引入锐角三
角函数概念．２０世纪初期，多数教科书采用“直接定
义法”与“相似三角形法”引入，后来受课程改革影
响，“情境引入法”与“三角学意义概述”开始占有一
席之地．六种引入方式各有特色，对 ＨＰＭ 视角下的
教学设计有一定的启示．

（１）设计探究活动．教学中，可让学生作一个特
定的角，引导他们探究比值与角度之间的关系．教师
可以借助几何画板对学生的探究结果加以检验．

（２）强调函数本质．在“相似三角形法”中，除了
说明“角固定，比值就唯一确定”外，还要让学生看
到“角发生变化，比值就发生变化”，让学生感受到比
值是角的函数．

（３）展示实际应用．通过生活中的测量问题（如
建筑物高度、山高、河宽等），让学生体会“数学来源
于生活又服务于生活”的道理；通过揭示“仅有勾股
定理等几何命题，不足以有效解决测量问题”，凸显
三角学的必要性．另一方面，通过阐述三角学在天
文、物理、地理、航海、军事等领域的广泛应用，展现
三角学的重要性，进一步激发学生的学习动机．

（４）挖掘学科联系．由三角学与几何学之间的关
系入手，展示三角学的优越性：几何学只是定性地说
明三角形边角之间存在依赖关系，而三角学则定量地
揭示了这种依赖关系；几何学告诉我们已知三角形的
三边、两边及其夹角或两角一边，可以确定该三角形，
而三角学则帮助我们计算出其余的边和角；几何学上
的作图不可避免会产生误差，而三角学能够提高结
果的精确性．因此，三角学弥补了几何学的局限性．
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