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“旋转体的概念”：基于相似性，重构数学史＊
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摘　要：在梳理《几何原本》《九章算术》中的旋转体概念、问题

以及西方早期几何教科书中的圆柱概念的基础上，采用 ＨＰＭ视角

来设计“旋转体的概念”的教学：首先，欣赏历史上著名的圆柱形建

筑或物体，思考圆柱形的好处，感悟学习旋转体的必要性；接着，利

用一个圆形纸片、一张长方形的纸片、两支笔等工具，通过图形的旋

转和平移形成圆柱，并利用数学语言逐步完善圆柱的概念；最后，利

用类比思想形成圆锥、球的概念，并概括出一般旋转体的概念，进一

步思考旋转体的集合定义。

关键词：ＨＰＭ　旋转体概念　圆柱定义

　　立体几何研究现实世界中物体的形状、

大小与位置关系。《普通高中数学课程标准

（２０１７年版）》要求“利用实物、计算机软件等

观察空间图形，认识柱、锥、台、球及简单组合

体的结构特征，能运用这些特征描述现实生

活中简单物体的结构”。沪教版高中数学三

年级第１５章《简单几何体》第３节的内容是

“旋转体的概念”。教材在本节开头部分开门

见山地给出了旋转体的概念，接下来依次给

出了圆柱、圆锥以及球的概念。学生经过《空

间直线与平面》一章的学习，需要在这一章的

学习中进一步发展空间想象能力。教师需要

用动态的观点进行教学，突出概念的本质特

征，强调概念的精确性和简练性。

在实际教学中，教师往往觉得本章内容

枯燥无趣，因而重视不够，相关教学研究也比

较少。经过多年教学，笔者发现，按照直接引

入的方式，学生也能掌握圆柱、圆锥以及球的

概念，而且能够节省时间来进行练习。但是，

这种引入方式存在以下几点缺陷：学生不理
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解学习旋转体的必要性；没有获得通过图形

的运动形成几何体的观念；对定义的严密性

理解不够深刻。

ＨＰＭ视角下的教学实践表明，数学史有

助于构建知识之谐、彰显方法之美、营造探究

之乐、实现能力之助、展示文化之魅、达成德育

之效。历史上，人们对旋转体的概念经历了逐

渐完善的过程。基于历史重构旋转体概念的

教学，有助于激发学生学习旋转体概念的动

机，让学生经历旋转体概念的形成过程，了解

知识的源流，加深对概念的理解，同时培养学

生的空间想象能力和动态发展的数学观。

有鉴于此，我们采用ＨＰＭ视角来设计本

节课的教学，拟定了如下教学目标：（１）知道

旋转体的有关概念；（２）经历圆柱、圆锥、球概

念的形成，理解三个旋转体的基本性质；（３）

进一步培养类比思想、空间想象能力。

一、历史材料梳理

（一）《几何原本》中的旋转体概念

古希腊数学家欧几里得（Ｅｕｃｌｉｄ，公元前３
世纪）在《几何原本》第１１卷中分别给出了

球、圆锥、圆柱的动态定义：“固定半圆的直

径，旋转半圆到开始的位置所形成的图形称

为球。”“固定直角三角形的一条直角边，旋转

直角三角形到开始的位置所形成的图形称为

圆锥。”“固定矩形的一边，绕此边旋转矩形到

开始的位置所成的图形称为圆柱。”

之后，古希腊数学家海伦（Ｈｅｒｏｎ，１世

纪）给出了球的静态定义：“一个被表面包围

的立体图形，所有从里面一点出发的直线都

与另一条相等。”

可以看出，此时关于旋转体的概念已经

有动态和静态的雏形。

（二）《九章算术》中的旋转体问题

中国古代数学典籍《九章算术》（１世纪）

记载了有关圆柱（古人称之为圆堡壔）、圆锥

和球（古人称之为立圆）的实际应用问题。比

如关于圆柱的一题：“今有圆堡壔，周四丈八

尺，高一丈一尺，问积几何。答曰：两千一百

一十二尺。术曰：周自相乘，以高乘之，十二

而一。”此时，中国古代数学家关注的是旋转

体的度量与实际应用。

（三）西方早期几何教科书中的圆柱概念

通过对西方早期教科书的考察，可以得

到圆柱的五种定义方式，分别是矩形旋转定

义、直线旋转定义、圆的平移定义、基于圆柱

面的定义、基于圆柱空间的定义。

１８２９年，英国数学家海华德（Ｊ．Ｈａｙ－

ｗａｒｄ，１７８６—１８６６）在《几何学基础》中将圆柱

定义为“矩形绕其一边旋转所形成的立体”。

这与《几何原本》中的定义一致。他在书中还

给出了圆柱另外两种动态定义：一是“过圆上

一点的直线沿着圆平移所形成的立体”，二是

“圆沿着一条直线平移所形成的立体”。

１８８４年，美国数学家纽康姆（Ｓ．Ｎｅｗ－

ｃｏｍｂ，１８３５—１９０９）在《几何学基础》中首先定

义了圆柱面：“圆柱面是由直线的运动产生

的，该直线始终与给定的曲线相交，并且与其

原始位置保持平行（如图１）。”然后定义了圆

柱：“由一个圆柱面和两个平行平面构成的几

何体为圆柱。”由于曲线的任意性，这里定义

的是广义的圆柱。１８９３年，美国数学家巴托

尔（Ｗ．Ｃ．Ｂａｒｔｏｌ）在这个定义的基础上，特别

强调了“底为圆、母线与底面垂直的几何体是

直圆柱”。这与圆柱的现代定义是一致的。

他还指出，直圆柱也称为旋转圆柱：“矩形绕

其一边旋转，产生一个直圆柱。”该旋转定义

　　　　

图１

　　
图２
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与圆柱的现代动态定义是一致的。

１９００年，Ｂｅｍａｎ等人首先定义了柱面空

间：“如果准线是一条闭合曲线，柱面就包围

了一个无限长空间，称为柱面空间（如上页图

２）。”据此给出了柱体的定义：“柱面空间中，

含于两个平行横截面之间的部分称为柱体。”

由此，若准线垂直于底面，则柱体是直柱体；

如果一个柱体的底是一个圆，那么这个柱体

就是圆柱。

二、教学设计与实施

考虑到学生的认知基础以及本节课的教

学目标，我们对圆柱概念的历史进行了重构：

首先，穿越时空，欣赏历史上著名的圆柱形建

筑或物体，思考圆柱形的好处，感悟学习旋转

体的必要性；接着，重演历史，利用一个圆形

纸片、一张长方形的纸片、两支笔等工具，通

过图形的旋转和平移形成圆柱，并利用数学

语言逐步完善圆柱的概念；最后，反思历史，

利用类比思想形成圆锥、球的概念，并概括出

一般旋转体的概念，进一步思考旋转体的集

合定义。

（一）情境引入，再识圆柱

教师指出：“国庆期间，各大旅游网站，都

会推荐相应的景点。１９１６年，韦伯在其教科

书《立体几何》中也介绍了一个景点，即梅特拉

墓。”同时，出示梅特拉墓图，并介绍：“这个墓地

是古罗马贵妇人的墓地，是世界十大女性遗迹

之一，意大利著名景点。”然后，出示欧洲古代水

塔图，并介绍：“这是欧洲古代的水塔。”接着，提

问：“这两个建筑都是什么形状的几何体？”

学生回答之后，教师出示中国古代的圆

柱形物体，如故宫的柱子、西汉的擀面杖、古

代的水井等，并让学生讨论圆柱形有哪些优

点。学生从美观、安全、存储量等角度给出了

优点，体会到学习圆柱的必要性。

（二）再现历史，定义圆柱

（教师引导学生回忆圆的轨迹定义和集

合定义，并比较。）

师　我更喜欢轨迹说。轨迹说的核心是点在

运动，更加动感、活泼，也更有探索和创

新精神。这个时候，点不再是冷冰冰的

概念，而是富有活力的生命体，因为生命

在于运动。（稍停）现在，请同学们利用

老师提供的材料———圆纸片、Ａ４纸、笔

等，通过图形的运动形成圆柱。

生　圆向上平移，笔绕着圆旋转一周，旋转

Ａ４纸。

生　将Ａ４纸卷成圆柱。

师　卷的过程中纸的边可以看成直线，因此，

它与笔旋转的方案等价。这里的笔在数

学家眼中不再是笔，而是直线。请同学

们用数学语言将刚才的方案描述出来，

得到圆柱的定义。

生　将一条直线绕着圆周旋转一周得到的几

何图形。

师　很好，这种定义已经和历史上数学家的定

义相近了。１８２９年，英国数学家海华德

在《几何学基础》中给出了圆柱的三种定

义。其中，直线旋转定义为，空间中经过

圆上一点的一条直线沿着圆平移，形成圆

柱的表面。同学们觉得这种定义准确吗？

生　直线是无限延伸的，没有界限，因此，得

到的不是封闭的几何体。

师　那么，如何修正这个定义？

生　上下加两个盖子。

师　意思差不多，圆柱其实就是被圆柱面和

两个平行平面包围的立体。１８８４年，美

国数学家纽康姆在《几何学基础》中基于

直线旋转定义给出了一种新的圆柱定

义———基于圆柱面的定义：首先定义圆柱

面为空间中一条直线沿着一条曲线平移

形成的面，接着定义圆柱为被一个圆柱面

和两个平行平面包围的立体。解决了封

闭性的问题之后，由现在这个定义得到的
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圆柱和我们黑板上的圆柱一样吗？

生　不一定一样，可以是斜的。

师　请举出一个著名旅游景点的例子。

生　比萨斜塔。

师　很好！１８９３年，美国数学家巴托尔在基

于圆柱面的定义的基础上，给出了更完

善的圆柱定义：“如果底是圆形，生成柱面

的直线垂直于圆所在平面，这个柱体就被

称为直圆柱。”这里的“直圆柱”就是现在

的圆柱。（稍停）刚才，我们一起利用直线

旋转形成了圆柱。在圆柱定义不断完善

的过程中，数学家们在追求真知的道路上

不断探索的精神以及严谨求实的态度非

常值得学习。同学们也能和数学家一样

提出相似的定义，说明大家在数学学习上

是非常有潜力的。现在，请同学们类似地

利用圆的平移给出圆柱的定义。

生　一个圆沿着一条直线平移，形成圆柱面，而

且这条直线与圆面垂直，上下要加盖子。

师　不错，意思基本对了。海华德在《几何基

础》中还给出了一种矩形旋转定义：矩形

绕其一边旋转所形成的立体。而《几何

原本》第１１卷也给出了类似的定义。请

同学们点评上述三种定义：直线旋转定

义（包括其改进版）、圆的平移定义以及

矩形旋转定义，你更喜欢哪一种？为

什么？

生　圆的平移定义，因为它最简洁。

生　直线旋转定义，因为有一种动态。

生　矩形旋转定义，因为旋转的矩形中外面

那条边也可以看作直线，从而把直线旋

转包含进去，也把封闭性和垂直性包含

进去。

师　因此，课本上还是用了矩形旋转定义：将

矩形ＡＢＣＤ（及其内部）绕其一条边ＡＢ
所在直线旋转一周，所形成的几何体叫

作圆柱。这个定义非常严谨，比如强调

了矩形及其内部；非常动感，利用了图形

运动形成圆柱；也很简洁，旋转一周就

行了。

（教师带领学生学习圆柱中轴、母线、高、

底面等定义。）

（三）类比研究，深入理解

师　我们经历过一个图形、两种运动、三种定

义。请同学们基于圆柱的旋转定义类比

给出圆锥和球的旋转定义。

生　圆锥的定义为将Ｒｔ△ＡＢＣ（及其内部）绕

其一条直角边ＡＢ所在直线旋转一周所

形成的几何体。

生　球的定义为将圆心为Ｏ的半圆（及其内

部）绕其直径ＡＢ 所在直线旋转一周所

形成的几何体。

师　我们利用不同的图形，比如矩形及其内

部、直角三角形及其内部、半圆及其内

部，绕着直线旋转一周得到相应的几何

体。那么，我们拿出其他几何图形，是不

是也能够得到相应的旋转体呢？（稍停）

平面上一条封闭曲线所围成的区域绕着

它所在平面上的一条定直线旋转而形成

的几何体。（利用几何画板动画展示圆

柱、圆锥、球、圆台的形成过程，如图３）现

在，请同学们举出生活中的旋转体例子。

图３

生　冰激凌、车的方向盘、轮胎。

（一位学生展示旋转舞蹈。）

师　不同的造型旋转起来非常优美。请同学

们思考一下：为什么今天所学的旋转体

的名称中都有一个“圆”字。

生　动点绕定点旋转会形成圆。
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（四）练习巩固，深化认识

教师给出一些例子，让学生辨析，从而强

化之前学习的概念。

例题　下列说法正确的是　　　　。

（１）以矩形的一边所在直线为旋转轴，其

余三边旋转一周形成的曲面所围成的几何体

是圆柱；

（２）以直角三角形的一边所在直线为旋

转轴，其余两边旋转一周形成的曲面所围成

的几何体是圆锥；

（３）在圆柱上、下底面的圆周上各取一

点，这两点的连线是圆柱的母线；

（４）圆锥的顶点和底面的圆周上一点的

连线是圆锥的母线；

（５）将半圆绕其直径所在直线旋转一周

所形成的几何体是球；

（６）空间中到定点的距离等于定长（大于

０）的点构成的集合是球。

（五）探索创新，回顾总结

师　下面也请同学们用严谨的态度，创新性

地探索圆柱的集合定义。

生　到定直线ｌ距离等于定值且与ｌ平行的直

线构成的集合记为Ω，垂直于定直线ｌ的两

个平行平面与Ω包围的几何体称为圆柱。

生　过定直线上一点且与定直线所成角相等

的直线构成的集合记为Ω；垂直于定直

线且不过该定点的平面与Ω包围的几何

体称为圆锥。

生　空间中，到定点的距离小于等于定长的

点构成的集合称为球。

最后，师生共同总结本节课的数学知识，

即圆柱、圆锥、球以及旋转体的概念，总结本

节课的数学思想方法，即类比的思想和运动

的观点；引导学生学会用数学的眼光观察世

界，用数学思维思考世界，用数学语言表达世

界，即善于观察生活问题，进行数学抽象，并

形成数学问题，再加以解决。

三、学生反馈

课后，我们收集了全班４０名学生对于本

节课的反馈信息。

９６％的学生“非常同意”听懂了这节课的

教学内容。９８％的学生“很喜欢”这样将历史

上的旋转体概念融入课堂中。

当看到“旋转体”这个词时，３８％的学生

会想到旋转体与其中的元素；１２％的学生会

想到运动及其他数学相关词汇；８％的学生会

想到图形性质与审美；６％的学生会想到跨学

科内容；３０％的学生会想到旋转体与生活。

对于为什么要学习旋转体，在数学知识

与技能方面，有２７人分别从数学史、低维到

高维、图形的对称、学习知识、定义、理解立体

几何、空间想象力等知识取向的角度进行了

阐述；５人从数学定义的方法、数学语言的角

度进行了解释；１０人从数学思维的角度进行

了诠释。在数学与生活方面，有１６人从研究

数学、生活、世界的角度进行了解释。在数学

情感方面，有４人从情感取向解释了学习旋

转体时追寻真理、深入本质的研究态度以及

反复研究和改进结论带来的数学之美、好玩

的情感。由此可以看出，学生对学习旋转体

概念的必要性有了一定的认识。

对于如何定义圆台，３５人利用直角梯形

及其内部的旋转；１人利用线段绕轴的旋转；１
人利用锥体截取上方小的圆柱；１人利用两个

大小不等、圆心连线与圆所在平面垂直的平

行圆，联结圆上对应点所形成的几何体及其

内部；１人利用集合论，即圆柱侧面与上下圆

心连线夹角相同的直线。由此可以看出，学

生初步形成了几何运动观念，并且对定义的

严密性有了一定的理解。

对于学完本节课后印象深刻的有哪些，

学生的典型回答有：“历史上的概念。因为感

觉数学家提出这个概念时间很近，而且他们

思考得并不全面，让我惊奇。”“了解发现的历
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史演变过程。因为了解到揭示规律、真理是

在不断改进之后产生的。”“同一圆柱的不同

定义。因为数学有时也没有唯一的规定。”

“由古至今，分析定义。因为数学定义并非一

下子得出的，而是经过不断地修改与加工，才

得以完善。”由此可以看出，学生初步形成了

动态发展的数学观。

四、教学反思

本节课ＨＰＭ的使用方式有顺应式、重构

式和附加式。在情境引入中用顺应式，介绍

韦伯在《立体几何》中呈现的梅特拉墓以及欧

洲古代水塔，旨在帮助学生提升数学学习兴

趣，感悟数学来源于生活。在圆柱概念的形

成中用重构式，让学生利用所给材料，通过图

形运动形成圆柱，并根据设计的方案，利用数

学语言表达圆柱定义；在学生不断完善定义

和辨析定义优缺点的过程中，自然地引入相

应的数学史上的定义。课后应用附加式，让

学生自主阅读圆锥概念的历史发展过程。

本节课中，学生自己设计构成圆柱的方

案，并抽象成数学概念，对比数学史上出现的

类似定义，体现了“知识之谐”；教师点评了圆

的两种定义，也让学生点评了数学史上圆柱

的各种定义，找到了最简洁、完善的定义，体

现了“方法之美”；学生用不同的学具，以小组

合作的方式，逐步探究出圆柱的定义，参与到

知识生成的过程中，体现了“探究之乐”；学生

从生活问题中抽象出几何体，用类比的推理

方式得到圆锥、球的概念，归纳出一般旋转体

的概念，提升了数学抽象、直观想象和逻辑推

理等能力，体现了“能力之助”；教师展现了

东、西方的圆柱形建筑、物体以及不同时空的

数学家对圆柱定义的不断完善过程，揭示了

数学背后的多元文化和人文精神，体现了“文

化之魅”；通过旅游景点的推荐提升了学生的

数学学习兴趣，在圆柱概念的不断完善过程

中培养了学生动态发展的数学观，同时，通过

数学家对真善美的追求，让学生受到了鼓舞，

也学会了尊重和包容，体现了“德育之效”。

当然，在本节课中，教师并未引导学生将

圆柱与棱柱概念进行对照，是一个遗憾。在

未来的教学中，教师可以在学生的课后作业

中设置这一部分内容，让学生对几何体的概

念和形成有更系统的理解。

＊本文系本刊连载的汪晓勤教授团队开

发的 ＨＰＭ 案例之一，也系华东师范大学

ＨＰＭ工作室开发的系列课例之一。
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