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 I 

刊首语 

《左传·襄公二十四年》称：“太上有立德，其次有立功，其次有立言，虽久不废，此之

谓不朽。”古人因此称“立德”、“立功”、“立言”为“三不朽”。“立德”为“三不朽”之

首。今天，立德树人是教育的根本任务，如何在数学教学中落实立德树人，是今后数学教育

研究的重要课题，也是 HPM 视角下数学教学的最终目的。 

将数学史融入数学教学，首先在历史与现实、数学与人文之间各架起两座桥梁，进而构

建知识之谐，彰显方法之美，营造探究之乐，实现能力之助，展示文化之魅，达成德育之效，

最终落实立德树人。下图给出了有中国特色的 HPM 理论框架。 

 

2019 年，我们将继续通过文献研究和 HPM 课例研究来夯实 HPM 理论，对数学史的六

类价值，尤其是“能力之助”（数学核心素养）和“德育之效”（数学学科德育）进行更为深

入的探讨。我们也将开拓创新，不断丰富和拓展 HPM 的内涵。期待年轻而充满活力的 HPM

学者们，在“HPM 研究方法”、“HPM 课例评价”、“HPM 与 STEM 教育”、“技术与 HPM”、

“HPM 与问题提出”、“HPM 专业学习共同体”、“HPM 与少数民族数学教育”等课题上贡

献自己崭新的、优质的研究成果。 

且让我们带着不变的理想和美好的憧憬，携手步入 HPM 的春天。 
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理论探讨 

基于数学史的高中数学文化内涵课例分析 

余庆纯 1  汪晓勤 2 

（1 华东师范大学数学科学学院，上海，200241;  2 华东师范大学教师教育学院，上海，200062） 

1 引 言 

《普通高中数学课程标准（2017年版）》（以下简称《标准》）在“课程目标”中指出：

“通过高中数学课程的学习，提高学习数学的兴趣，增强学好数学的自信心，养成良好的数

学学习习惯；树立敢于质疑、善于思考、严谨求实的科学精神；认识数学的科学价值、应用

价值、文化价值和审美价值”[1]。在“教学建议”中又要求：“在整个数学教学中，教师应当

有意识地结合相应的教学内容，引导学生了解数学的发展，认识数学在科学技术、社会发展

中的作用，体会数学的科学价值、应用价值和文化价值，提升学生的科学精神、应用意识和

文化素养”[1]。可见，如何在数学课程和数学教学中体现数学的文化价值，是数学教育工作

者和一线教师需要关注的重要课题之一。  

关于“数学文化”的内涵，国内研究有不同的界定。顾沛教授指出：狭义的数学文化内

涵是指数学思想、精神、方法、观点以及它们的形成和发展；广义上的数学文化除上述内涵

外，还包含数学家、数学史、数学美、数学教育、数学与人文的交叉、数学与各种文化的关

系等[2]。杨豫晖、宋乃庆教授等学者从数学学科、文化、数学共同体、数学活动、系统等五

个角度述评数学文化内涵，在此基础上提出：数学文化是指一群人（数学家），当他们从事

数学活动时，遵循共同的数学规则，经过长期的、历史的沉淀，形成了许多关于数学知识、

精神、思想方法、思维方式等的共同约定，这些共同约定的总合就是数学文化[3]。《标准》

提出：数学文化是指数学的思想、精神、语言、方法、观点以及他们的形成和发展，还包括

数学在人类生活、科学技术、社会发展中的贡献和意义，以及与数学相关的人文活动[1]。可

见，数学史是数学文化的必要组成部分，是体现数学文化价值的重要途径之一，因此本研究

借鉴《标准》中“数学文化”的定义。 

数学史与数学教育（HPM）视角下的数学教学受到越来越多一线教师的热切关注，相

关的 HPM 课例也日益增多。实践证明：数学史融入数学教学，有助于揭示知识之谐，凸显

方法之美，营造探究之乐，达成能力之助，展示文化之魅，实现德育之效[4]。然而，张奠宙

先生却指出：在当前的数学教学中，往往局限于一个概念、一个定理、一种思想的局部历史

的介绍，缺乏宏观的历史进程的综合性描述。实际上用宏观的数学史进程可以更深刻地揭示

数学的含义，加深对数学知识的文化理解[5]。目前，基于数学史的“文化之魅”的价值探讨

依旧存在理解不深刻、实践不到位等情况，缺乏进一步深入研究。 
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有鉴于此，本研究对最新提出的“基于数学史的数学文化”框架[6]进行专家论证，并对

高中 HPM 课例进行分析，试图回答：高中 HPM 课例教学中体现了哪些文化内涵？数学文

化不同维度的分布情况有何特点？是否印证了“基于数学史的数学文化”框架？对今日教研

有何启示？ 

2 研究方法与设计 

本研究以质性研究为主，采用专家咨询法、文献分析法开展研究。研究设计如下： 

（1）框架建立与论证。基于《标准》所提出的数学四类价值以及西方学者总结的数学

史教育价值提出了“基于数学史的数学文化”的分析框架[6]。为保证分析框架的客观合理性，

本研究采用专家咨询法，以访谈、研讨等形式对该分析框架进行论证。 

（2）课例分析。采用文献分析法，根据 HPM 课例的研究要求[7]，对收集的 2012~2018

年的高中 HPM 课例进行筛选，选取出符合要求的 20 个高中 HPM 课例作为研究对象，分析

课例中的基于数学史的数学文化内涵及其分布特点。 

3 数学文化框架的构建与论证 

3.1 框架构建 

基于《标准》所提出的数学四类价值以及西方学者总结的数学史教育价值，可以将课

堂数学教学中的数学文化内涵分成知识源流、学科联系、社会角色、审美娱乐和多元文化五

个维度[6]。 

“知识源流”是指某个知识点的历史演进过程中所涉及的人物与事件、概念与术语、问

题与求解、命题与证明等。“学科联系”是指数学与其他学科之间的关联。数学乃是人类的

文化活动，这种活动与人类其他文化活动水乳交融、不可分割，数学史是“数学与其他学科

之间的一座桥梁”[8]。“社会角色”是指数学在人类生活、科学技术、社会发展中的贡献和意

义。数学史“有助于解释数学在社会中的作用”[9]。“审美娱乐”是指数学美（包括对称美、

奇异美、简洁美、统一美等）与趣味数学。《标准》在“美与数学”课程中指出：“学会审美

不仅可以陶冶情操，而且能够改善思维品质”[1]。数学史展现出人类对于美的追求以及对于

趣味的倾向性伴随着数学的诞生而诞生，“促进数学发展的不仅是实用性因素，而且还有美

学标准、智力好奇、趣味娱乐等因素”[8]。“多元文化”是指不同文明、不同地域的数学家在

同一数学课题上的成就与贡献。数学从来不是某个人、某个文明、某个国家或地区的专利。

不同文化都对数学发展产生过影响，数学在不同时空的历史演进也是数学学习的目标[10]。 

图 1 给出了基于数学史的数学文化内涵与《标准》所提出的数学四类价值之间的关系。 
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图 1 数学文化内涵与数学价值的对应关系 

3.2 框架论证 

为保证分析框架的客观合理性，本研究采用专家咨询法。参与对象分别是两位高校研

究者与六位一线专家型数学教师、教研员（基本信息如表 1），均有一定的数学史与数学文

化研究经历，具有一定的代表性。 

表 1 访谈人员的基本信息 

专家编码 任教学段 教龄 职 称 

A1 大学 30 年 正高级 

A2 大学 28 年 正高级 

A3 高中 35 年 中学特级，正高级 

A4 高中 27 年 中学特级，正高级 

A5 高中 26 年 中学高级 

A6 高中 25 年 中学高级 

A7 高中 25 年 中学特级，正高级 

A8 高中 20 年 中学特级 

专家咨询流程分为三个环节：开放式访谈、评价式研讨、复核式访谈。开放式访谈旨在

了解各位老师对数学史与数学文化的研究情况；评价式研讨，主要由八位老师针对“基于数

学史的数学文化”框架进行线上研讨与论证；复核式访谈是基于评价式研讨的内容，对各位

老师进行针对性地回访与复核。 

基于专家咨询论证，得出如下结论：  

（1）“基于数学史的数学文化”分析框架关注“知识源流”与“多元文化”的互融互通。

前者是时间纵轴，属于数学文化研究，需求深，帮助了解数学中的文化。后者是空间横轴，

属于数学文化比较，需求广，帮助认识文化中的数学。 

（2）“学科联系”从历史视角连结数学与其他学科(如哲学、文学、天文学、艺术等)的

知识脉络，“社会角色”通过数学史揭示数学的社会价值与意义，二者居于社会发展的演进，

凸显跨学科的文化交融。 

（3）“审美娱乐”包含数学美与趣味数学。数学美横跨“文化中的数学”与“数学中的

文化”，对称美、奇异美、简洁美、统一美是数学审美的内隐模式，而借助数学表现出审美
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的外显模式。趣味数学是数学知识的基本元素，无趣无以成数学。两者均是数学文化相当重

要的组成部分。 

（4）“基于数学史的数学文化”分析框架既扎根于数学史的教育价值与高中新课程标准

的新要求，又为数学文化融入课程、落实到教学提供指导，具有“上通理论、下达实践”的

特点，具有一定的客观合理性。 

4 课例分析 

4.1 课例选取 

HPM 视角下的数学教学，是指借鉴数学知识的发生发展、再现历史上的数学思想方法、

采用适当的方式运用数学史料以提升教学的有效性、优化数学教育价值的一种教学方式，其

所形成的教学案例简称为 HPM 课例。 

依据 HPM 课例研究中史料的适切性、应用方式的多元性等要求[7]，以数学史融入数学

教学的四种方式与五项原则作为高中 HPM 课例的筛选条件，筛选出 2012~2018 年 7 年间发

表的具有代表性的 20 个高中 HPM 课例[11]作为研究对象，其基本信息见表 2。其中，科学

性、可学性、有效性、趣味性和人文性原则分别以 a，b，c，d 和 e 来表示；附加式、复制

式、顺应式和重构式分别以 1，2，3 和 4 来表示。 

按照《标准》分类，20 个课例的课题分属函数、几何与代数、概率与统计、微积分等 4

个领域。其中，19 个课例属于新授课，1 个课例是复习课。绝大多数课例是由 HPM 专业学

习共同体（由大学研究者和中学一线教师组成）依照“选题与准备”、“研讨与设计”、“实施

与反馈”、“整理与写作”四个环节合作开发。 

表 2  20 个高中 HPM 课例的基本信息 

课 例 教学设计概要 运用方式 融入原则 

函数的概念[11] 
通过具体问题，引导学生经历函数的解析式定义到变

量依赖关系定义，再到变量对应关系定义的演进过程。 
2，3，4 a，b，c，e 

对数的概念[12] 
从大数乘法的简化过程出发，让学生经历对数产生的

过程。 
1，2，4 a，b，c，e 

函数的零点[13] 
通过斐波那契解三次方程的故事引入，探究方程的根

与函数零点的等价关系。 
1，2 a，b，c，d 

数列的概念[14] 

通过两河流域月相表、古埃及趣味问题以约瑟夫游戏

引入数列概念；通过天文学上的波德律，展示数列之

用。 

1，2，3 a，b，c，d 

递推数列的概念[15] 
通过汉诺塔游戏引出递推数列概念；通过微视频，回

顾斐波那契数列的历史背景。 
1，2，3 a，b，c，d 

任意角[16] 
利用古代计时工具日晷引入静态角和动态角概念；引

导学生探究正负角、 象限角和终边相同的角。 
2，3 a，b，c，d 
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表 2  20 个高中 HPM 课例的基本信息（续表） 

课 例 教学设计概要 运用方式 融入原则 

任意角的三角函数

[17] 

借助曲柄连杆模型引出三角函数的单位圆定义；以曲

柄连杆的四个阶段运动状态来引出终边定义。 
4 a，b，c 

周期函数[18] 
通过周期现象引出周期函数概念；引导学生辨析历史

上周期函数的三种不同定义，加深概念理解。 
1，2，4 a，b，c，e 

正弦定理[19] 
通过流星测量问题引入正弦定理；利用梅文鼎的同径

法和韦达的外接圆法对定理进行证明。 
1，2，3 a，b，c，e 

余弦定理[20] 
利用欧几里得、毕帝克斯的几何方法以及今日向量法

证明余弦定理。 
1，2，3 a，b，c，e 

平面的概念[21] 
引导学生探究平面概念和性质，并与历史上数学家所

给出的平面定义进行比较。 
3，4 a，b，c，e 

线面垂直的判定[22] 
以历史上的两种方法证明线面垂直判定定理，将定理

运用于中国古代的鳖臑和阳马模型。 

  1，2， 

3，4 
a，b，c，e 

棱柱的定义[23] 
让学生给棱柱下定义，并与历史上数学家的定义作对

比；引导他们对定义进行辨析，寻找有关定义的反例。 
1，3，4 a，b，c，e 

点到直线的距离[24] 
利用历史上的交点法、最值法、三角形面积法推导点

到直线的距离公式。 
2，3 a，b，c 

椭圆的定义[25] 
通过光照实验引出单德林单球模型；通过拼图活动引

出双球模型，导出焦半径性质；进而引入椭圆定义。 
4 a，b，c 

抛物线的概念[26] 
用平面截圆锥，探究截口曲线的形状；借助光学实验，

引出抛物线焦点概念；最后让学生归纳抛物线的定义。 
4 a，b，c 

数系扩充与复数的

引入[27] 

以卡丹分十问题和邦贝利三次方程问题，引入虚数概

念；通过高斯复平面，引入复数的几何表示。 

  1，2，

3，4 
a，b，c，e 

二项式定理[28] 
借鉴历史，通过开立方运算引入二项式定理；利用卡

斯蒂隆的“先异后同”法证明定理。 
1，2，3 a，b，c，e 

导数的几何意义[29] 
利用刘徽的割圆术，引导学生经历从切线的静态定义

到动态定义的演进过程。 
3，4 a，b，c，e 

导数的应用[30] 
利用导数解决 17 世纪数学家开普勒、费马和莱布尼茨

的最值问题。 
1，2，3 a，b，c，e 

4.2  HPM 课例中的数学文化内涵 

4.2.1 知识源流 

20 个 HPM 课例所涉及的“知识源流”维度大致可分成人物与事件、概念与术语、命题

与证明、问题与求解等四个子维度。图 2 给出了“知识源流”各子维度的频数分布。 
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图 2 “知识源流”各子维度的频数分布  

课例“函数的概念”[11]以史为鉴，再现了函数概念从“解析式”定义到“变量依赖关系”

定义、从“变量依赖关系”定义到非集合语言的“变量对应关系”定义、最后从非集合语言

的“变量对应关系”定义到集合语言的“变量对应关系”定义的演进过程。课例“对数的概

念”[12]涉及苏格兰数学家纳皮尔（J. Napier, 1550~1617）发明对数的事件，还运用了古巴比

伦泥版上的利息问题作为应用题。课例“点到直线的距离”[24]引入 20 世纪中叶西方教科书

中的最值法和三角形面积法。在课例“椭圆的定义”[25]中，学生通过探究，经历了从椭圆截

面定义到课本上的动点轨迹定义（第一定义）的过程。课例“数系的扩充与复数的引入”[27]

向学生呈现了 16 世纪意大利数学家邦贝利（R. Bombelli, 1526~1572）在求解三次方程时所

遇到的“矛盾”。 

4.2.2 学科联系 

课例“数列的概念”[14]以苏轼《水调歌头•明月几时有》中的经典名句“人有悲欢离合，

月有阴晴月缺”，指出“月相变化”中蕴含的数列规律。在课例“任意角”[16]中，教师引入

白居易的诗句“离离原上草，一岁一枯荣，野火烧不尽，春风吹又生”，激发学生思考生活

中常见的周期现象。可见，数学背后的文学意境蕴含着数学抽象思维与文学形象思维之间的

奇妙联系，彰显了数学的文化之魅。 

课例“导数几何意义”[29]借鉴 17 世纪促使数学家研究切线的三类问题，设计“光在曲

面上的反射”、“曲线运动的速度方向”与“拱桥的坡度”等问题情境，体现了数学与物理学、

建筑学等学科之间的联系。课例“导数的应用”[30]中，教师引入“费马原理（最小光程原理）”，

通过导数推导出“折射定律”，同样揭示了数学与物理学的密切关系。 

4.2.3 社会角色 

课例“数列概念”[14]通过两河流域泥版上的月相表，说明数学在古人的生产、生活中的

巨大作用：抬头望月，日期可计，春耕秋收，井然有序；同时通过意大利天文学家皮亚齐（G. 

Piazzi, 1746~1826）发现谷神星的故事，体会数列推动天文学的发展。在课例“任意角”[16]

的新知探究部分，教师引入古代计时仪器日晷与《周髀算经》中测量四季的方法，引导学生
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感受静态角与动态角在确定时间上的不同作用。课例“正弦定理”[19]以在新知引入环节介绍

10 世纪阿拉伯天文学家阿尔•库希（Al-Kuhi, 约 940~1000）的流星测量方案，激发学生探究

流星高度的学习动机，引入正弦定理；在知识应用环节，回顾、解决流星测量问题，揭示正

弦定理的重要社会价值。课例“抛物线的概念”[26]以古希腊人利用凹面镜原理采集火种的故

事，说明抛物线的社会角色。在课例“导数的应用”[30]中，教师借鉴历史编制导数在生产设

计、交通运输、通讯网络等领域的应用问题，体会微积分在现实生活中的重要应用。 

4.2.4 审美娱乐 

课例“递推数列”[15]中复制式地融入斐波那契兔子问题和棋盘问题，引导学生探究其递

推关系，并学会用递推公式表示问题，揭示数学的简洁美。“数系的扩充与复数的引入”[27]

中通过数学上的最美公式——欧拉公式，展示了虚数之奇异美。 

课例“数列概念”[14]将历史上著名的“约瑟夫问题”改编成“找位置”趣味游戏，让学

生在游戏中体会数列的“序”的本质特征；课例“递推数列”[15]则利用“汉诺塔游戏”来引

出递推数列概念，寓理于“做”。可见，历史上的趣味数学问题在高中数学课堂上可以大放

光彩。 

4.2.5 多元文化 

课例“函数的概念”[11]展示了西方数学家欧拉（L. Euler, 1707~1783）、德摩根（A. De 

Morgan, 1806~1871）、狄利克雷（L. Dirichlet,1805~1859）的函数定义以及中国数学家李善兰

（1811~1882）的函数译名。在课例“正弦定理”[19]中，学生既欣赏韦达外接圆方法的精彩，

也领略中国数学家梅文鼎（1633~1721）同径法的美妙。课例“二项式定理”[28]通过微视频

呈现二项式定理的相关历史，东方的“贾宪三角”和西方的“帕斯卡三角”交相辉映。在课

例“导数几何意义”[29]中，先出现欧几里得（Euclid，约公元前 325~公元前 265）的切线静

态定义，后出现费马的切线动态定义，而刘徽的割圆术在静态定义和动态定义之间架起了一

座桥梁。在上述课例中，仿佛东西方数学家穿越时空，齐聚今日课堂，探讨数学概念的起源

和定义、数学定理的发现和证明，体现了精彩纷呈的多元文化。 

5 讨 论 

表 3 给出了 20 个 HPM 课例在数学文化五维度上的分布情况。 
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表 3 数学文化各维度的课例分布情况 

HPM 课例 知识源流 学科联系 社会角色 审美娱乐 多元文化 

函数的概念 √  √  √ 

对数的概念 √ √ √  √ 

函数的零点 √   √  

数列的概念 √ √ √ √ √ 

递推数列的概念 √   √  

任意角 √ √ √ √  

任意角的三角函数 √    √ 

周期函数 √    √ 

正弦定理 √ √   √ 

余弦定理 √    √ 

平面的概念 √  √  √ 

线面垂直的判定 √    √ 

棱柱的定义 √  √  √ 

点到直线的距离 √    √ 

椭圆的定义 √ √    

抛物线的概念 √  √ √  

数系扩充与复数引入 √    √ 

二项式定理 √    √ 

导数的几何意义 √ √ √  √ 

导数的应用 √ √ √  √ 

由表3可知，数学文化五个维度的分布并不均衡。数学文化各维度及其课例个数为：“知

识源流”20个，“多元文化”15个、“社会角色”9个、“学科联系”7个、“审美娱乐”5个。 

首先，HPM视角下的数学教学在历史与现实之间架起一座桥梁，借鉴知识的历史发展规

律，实现历史顺序、逻辑顺序和心理顺序的统一乃是HPM教学的基本特征。因此，所有HPM

课例均体现了“知识源流”维度。其次，数学文化是不同时空下古今中外的数学交汇和文化

碰撞，不同文化背景的数学家皆可能做出各自的贡献（如符号的创造、公式的推导、定理的

证明等）。因此，当教师将数学史融入教学时常常会涉及“多元文化”维度，这便是该维度

出现的频数仅次于“知识源流”维度的原因。最后，“社会角色”、“学科联系”、“审美娱乐”三

个维度的运用情况不够理想，有待继续加强。 

尽管部分课例采用了HPM视角，但其“文化味”仍显不足。究其原因，有如下因素制约

了数学文化的多元运用。 

• 教师在数学文化内涵理解上的局限性。数学史是数学文化的重要组成部分，在一定程

度上，数学史融入数学教学也是数学文化融入数学教学的一种方式。但HPM专业学习共同体

对于“基于数学史的数学文化”内涵并无清晰的界定与分类，往往把握不了数学文化多个维

度内容的综合呈现，偏向于注重选择和运用历史素材。 

• 教师可支配的数学文化素材比较单一。以“数系的扩充与复数的引入”[27]为例，通过

了解数学家（如莱布尼茨、爱因斯坦）对虚数的评价，点明发现虚数的重要性。除此之外，
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历史上还有一些文学名著，如扎米亚金（Y. Zamyatin, 1884~1937）在《我们》中、穆西尔（R. 

Musil, 1880~1942）在《小特尔莱斯》中用虚数来比喻人性中的非理性一面，表明作家对虚

数的错误认识；美国电气工程师斯坦梅茨（C. P. Steinmetz, 1865~1923）将虚数用于电路计

算，体现了虚数的应用价值。这样，“学科联系”维度就得到了体现。 

• 数学教学现实条件的制约。许多HPM课例都是在常规课堂上实施的，教师既要完成一

定的教学目标，保证高考制度下的应用练习时间，又要兼顾班级的教学进度。因此，在实际

教学中，不能够苛求一节课中体现数学文化的所有维度，而且所承载的历史素材宜少不宜多、

宜精不宜杂。 

6 结 语 

张奠宙先生指出：“如果数学课堂能够有广博的文化知识滋养，充满高雅的文化氛围，

弥漫着优秀的文化传统，数学教学可以说达到最高境界了”[31]。综上，在所分析的 HPM 课

例中，“基于数学史的数学文化”内涵的五个维度——知识源流、学科联系、社会角色、多

元文化和审美娱乐均有体现, 印证了“基于数学史的数学文化”框架的客观合理性。然而，

五个维度的分布不均。要在高中数学常态课中更全面地呈现数学文化的五个维度，进一步提

升数学教学的境界，HPM 学习共同体必须做好如下几个方面的研究工作。 

• 加强历史研究。HPM教学的“文化之魅”始于历史研究，而数学史蕴含着丰富的教学

素材和思想养料。所谓有源之水常新，有根之木常青，加强历史研究是未来HPM课例中数学

文化多元维度开发的基础环节。 

• 夯实理论基础。HPM研究的基本进路是“自下而上”，基于HPM课例分析印证“基于

数学史的数学文化”分析框架；同时这个分析框架反过来指导HPM课例研究。未来，需要基

于一线教学实践经验，不断对数学文化的内涵做出更深刻的研究。 

• 立足教育现实。数学文化融入数学教学，其最终目的是促进学生的数学学习，为未来

的发展打下良好的基础。因此，HPM视角下的数学教学不可能脱离教育现实来进行。任何一

位一线教师都不可能仅为文化而文化，为历史而历史。建议可以根据史料编制数学例题或练

习题，或制作生动有趣的HPM微视频等。 

美国学者 Bidwell 曾说过：“在教学中融入数学史，可以将学生从数学的孤岛上挽救出

来，并将他们安置于一个生机勃勃的新大陆上，这个新大陆包含了开放的、生动活泼的、充

满人情味的并且总是饶有趣味的数学”[32]。随着 HPM 理论研究与教学实践的深入，充满文

化芬芳的高中数学课堂必将彰显立德树人的教育价值，焕发更加强大的生命力。  
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历史研究 

算术三角形的历史及其文化价值 

汪晓勤 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引 言 

《普通高中数学课程标准》（2017年版）在“课程目标”中指出：“通过高中数学课程的

学习，提高学习数学的兴趣，增强学好数学的自信心，养成良好的数学学习习惯；树立敢于

质疑、善于思考、严谨求实的科学精神；认识数学的科学价值、应用价值、文化价值和审美

价值；进一步促进学生全面、可持续发展。”[1] 在“教学建议”中又要求：“在整个数学教学

中，教师应当有意识地结合相应的教学内容，引导学生了解数学的发展，认识数学在科学技

术、社会发展中的作用，体会数学的科学价值、应用价值和文化价值，提升学生的科学精神、

应用意识和文化素养。”[1]可见，如何体现数学的文化价值，是中学数学教师需要关注的课

题。 

数学史是数学文化的重要组成部分。笔者曾根据西方学者关于数学史教育价值的讨论并

结合课程标准，将基于数学史的数学文化内涵分成知识源流、学科联系、社会角色、审美娱

乐和多元文化五个维度[2]，HPM视角下的数学教学可以其中一个或若干个维度来体现数学的

文化价值。 

众所周知，二项式定理是高中数学中的一个重要定理，高中数学教材的编写以及 HPM

课例的开发促使我们思考：二项式定理（局限于正整数指数的情形）的历史揭示了它的哪些

文化价值？本文试图通过二项式系数表——算术三角形的历史来回答上述问题。 

2 算术三角形的历史 

2.1 中国 

在中国，早在汉代，数学家就利用完全平方和完全立方公式来开平方和开立方。为了开

四次方以及更高次方，北宋数学家贾宪在其《释锁算书》中给出直到六次幂的二项式系数表，

如图 1 所示。其中自上而下第 i 层即为 ( )
1i

a b
−

+ 展开式的系数（i = 1，2，…，7）。贾宪称

该数表为“开方作法本原图”，今称“贾宪三角”。《释锁算书》已失传，南宋数学家杨辉

在《详解九章算法》（1261）中记载了该图，并注明“出《释锁算书》，贾宪用此术”。“释

锁”是当时的一种数学术语，指的就是开方。 
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图 1 杨辉《详解九章算法》中的贾宪三角       图 2 朱世杰《四元玉鉴》中的贾宪三角 

元代数学家朱世杰（1249~1314）在《四元玉鉴》（1303）中给出贾宪三角，但在贾宪的

基础上添加了两层，并将各数连以两组平行斜线（图 2）。可见，朱世杰已经十分清楚贾宪三

角的构造方法。 

到了明代，数学家吴敬在《九章算法比类大全》（1450）中、王文素在《算学宝鉴》（1522）

中、程大位（1533~1606）在《算法统宗》（1592）中都沿用了贾宪三角，见图 3-5。其中，

王文素在其《算学宝鉴》中明确给出了贾宪三角的构造方法：“欲识廉隅递益生，直斜二上

并分明。便知其下廉隅数，变化无穷照此行。”[3]程大位在《算法统宗》中也说明了由贾宪三

角的构造方法。 

                            
图 3 吴敬《九章算法比类大全》中的贾宪三角         图 4  王文素《算学宝鉴》中的贾宪三角 

                  

图 5 程大位《算法统宗》中的贾宪三角                    图 6 卡拉吉的算术三角形构造 
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2.2 穆斯林国家 

算术三角形在中世纪的阿拉伯世界已经广为人知。12 世纪阿拉伯数学家阿尔·萨马瓦

尔（Al-Samawal）在其《代数之光》中记载，10-11 世纪著名数学家阿尔·卡拉吉（Al-Karaji, 

953~1029）已熟知算术三角形的构造方法，如图 6 所示，每一列中的任一数等于上一列同一

行中的数及其上面一数之和。13 世纪数学家阿尔·赞加尼（Al-Zanjani, ?~1262）在其《代数

学中的方程平衡》中记载了七次幂的展开式[4]，从中可知，作者十分熟悉阿尔·卡拉吉和萨

马瓦尔的有关数学著作。 

与中国数学家一样，11-12 世纪的著名诗人、数学家奥马·海牙姆（Omar Khayyam, 

1048?~1131）在其《算术问题》中也利用二项式系数来开任意高次方，因而也构造了算术三

角形，但其原著已失传。13 世纪，著名数学家纳绥尔丁（Nasir al-Din al-Tusī, 1201~1274）

在其《算板与沙盘算法集成》（1265）中也利用二项式定理来开高次方，他将奥马·海牙姆的

算术三角形扩展到 12 次。 

15 世纪，另一位数学家阿尔·卡西（Al-Kashi, ?~1429）在其《算术之钥》（1427）中给

出算术三角形的造表方法，并给出直到 9 次幂的算术三角形，如图 7 所示。 

                      9 

                     36   8  

                     84   28   7  

                     12   56   21   6  

                     12   70   35   15   5 

                     84   56   35   20   10   4  

                     36   28   21   15   10   6    3  

                      9    8    7    6    5   4    3    2  

图 7 阿尔卡西的算术三角形 

2.3 中世纪欧洲 

在欧洲，13 世纪德国数学家约丹努斯（Jordanus de Nemore, 1225~1260）最早发现算术

三角形，记载于其《算术》（未出版）中。不同抄本中表示数字的方式互有不同，见图 8[5]。 

   
图 8 约丹努斯《算术》抄本中的算术三角形 

值得注意的是，约丹努斯在书中利用算术三角形构造若干等比数列，实际上分别相当于： 
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0 1 2 2n n

n n n nC C C C+ + + + = ，                      （1） 

0 1 2 22 2 2 3n n n

n n n nC C C C+ + + + = ， 

0 1 2 23 3 3 4n n n

n n n nC C C C+ + + + = ， 

………………………………………… 

2.4 16 世纪的欧洲 

到了 16 世纪，算术三角形逐渐为欧洲数学家所知。德国数学家和天文学家阿皮亚努斯

（P. Apianus, 1495~1552）于 1527 年出版的商业算术书的扉页上呈现了算术三角形（图 9），

这在西方印刷出版的数学书中属于首次。1544 年，德国数学家斯蒂菲尔（M. Stifel, 1486~1567）

在《整数算术》中给出直到 17 次的算术三角形（图 10），并引入“二项式系数”这一术语

[6]。翌年，德国数学家舒贝尔（J. Scheubel, 1494~1570）在《数与各种比例》（1545）中给出

直到 16 次的算术三角形[7]（图 11）。数十年后，德国数学家提尔菲尔德（Thierfelder）在其

《算术》（1587）中也给出了直到九次的算术三角形（图 12），形状与舒贝尔的相似。 

           

 图 9 阿皮亚努斯《算术》中的算术三角形             图 10 斯蒂菲尔《整数算术》中的算术三角形 

    

图 11 舒贝尔《数与各种比例》中的算术三角形       图 12  提尔菲尔德《算术》中的算术三角形 
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图 13 塔塔格里亚《数量通论》中的算术三角形 

 

图 14 卡丹《实用算术》中的算术三角形 

意大利数学家塔塔格里亚（N. Tartaglia, 1506~1557）在《数量通论》（1556）中、卡丹

（G. Cardan,1501~1576）在《比例新作》（1570）中、邦贝利（R. Bombelli, 1530~?）在《代 

数》（1572）中各自给出算术三角形，如图 13 和 14 所示。卡丹发现了算术三角形的一个性

质[7]，相当于 

11r r

n n

n r
C C

r

−− +
= ，                         （2） 

卡丹还建立了算术三角形与组合数之间的联系，并得出结论，从 n 个物品中一次 1 个、2

个、…、n 个的取法总数等于2 1n − ，与（1）等价。 

此外，16 世纪法国数学家佩勒提埃（J. Peletier, 1517～1582）、荷兰数学家斯蒂文（S. 

Stevin, 1548？~1620）都在其算术著作中给出了算术三角形。 

2.5 17 世纪的欧洲 

17 世纪，荷兰数学家吉拉尔（A.Girard, 1595~1632）在其《代数新发明》（1629）中、英

国数学家奥特雷德（W. Oughtred, 1574~1660）在其《数学之钥》（1631）、布里格斯（H. Briggs, 

1561~1631）在其《对数算术》（1633）中均载有算术三角形[9]。 

1654 年，法国数学家帕斯卡（B. Pascal, 1623~1662）著《论算术三角形》，首次将二项

式系数表称为“算术三角形”，并对其性质作了系统的研究[10]，如图 15 所示。帕斯卡详细介

绍了算术三角形的构造：第一行和第一列各单元均为 1，其它每个单元等于同行中前一单元
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和同列中上一单元之和。关于算术三角形，帕斯卡的主要工作有： 

（1）给出了算术三角形的 19 条性质，其中两条分别等价于约丹努斯的（1）和卡丹的

（2）。引人注目的是，帕斯卡运用了今日的数学归纳法。 

（2）将算术三角形第 1n+ 条底边上从一端数起的第 1r + 个单元与组合数
r

nC 联系起来，

得到组合数公式 

                                    （3） 

（3）明确提出 n 次幂二项式系数恰好是算术三角形第 1n+ 条底边上的各单元，于是建

立了正整数次幂的二项式定理： 

   
( ) 1 1 2 2 2 1 1n n n n n n n

n n na b a C a b C a b C ab b− − − −+ = + + + + +        （4） 

（4）利用算术三角形求自然数诸次幂和。 

至今，算术三角形在西方被称为“帕斯卡三角形”。帕斯卡之后，沃利斯在其《代数专

论》（1685）中用字母符号来表达正整数情形中的二项式定理，如图 16 所示[11]。 

17 世纪末，法国数学家奥泽南（J. Ozanam, 1640~1717）在其《趣味数学与物理》（1694）

中利用算术三角形来解决趣味数学问题，如帕斯卡和费马曾经解决过的赌金分配问题[11]。在

规定赢五局获胜的情形，甲已赢了 3 局，乙只赢了 1 局，赌局因故半途而废，未能最终决出

胜负。设想接下来再赌五局，以 a 表示甲赢，b 表示乙赢，所有可能的情形见图 18。于是得

知甲、乙所得赌金之比为： 

。 

   

图 15 帕斯卡的算术三角形                  图 16 沃利斯《代数专论》中的二项式系数表 

( ) ( )

( )

1 1

1 3 2 1

r

n

n n n r
C

r r

− − +
=

−  

( ) ( )5 4 3 2 1 0

5 5 5 5 5 5: 26 : 6 13: 3C C C C C C+ + + + = =
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图 17 《趣味数学与物理》中的算术三角形           图 18 算术三角形在赌金问题中的应用 

3 结 语 

以上我们看到，数学史揭示了算术三角形的以下文化价值。其一，算术三角形从低次到

高次的扩展，从各行之间的相互独立到相邻行间关联的发现，从一两条性质到一系列性质的

探究，从正整数的开方到组合数与幂和公式的导出，体现了数学知识由浅入深、从特殊到一

般的演进过程。其二，中世纪以降，中国、阿拉伯、欧洲等地的数十位数学家先后都在其数

学著作中记载、运用算术三角形，因而算术三角形既体现了我国优秀的传统文化，也蕴含了

丰富而生动的多元文化。其三，除了实用性，算术三角形呈现了对称之美，犹如一幅隽永的

艺术品，广受喜爱，历久不衰；它在后世成为邮票或数学杂志封面的图案，也充分说明了这

一点。其四，17 世纪末，算术三角形成了趣味数学的主题。可见，在二项式定理的课堂教学

中，我们可以通过算术三角形有关历史材料的运用，从知识源流与演进、传统文化与多元文

化、审美与娱乐等维度来反映数学的文化价值。 
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教学实践 

HPM 视角下的“全等三角形角边角判定定理”教学 

黄蓓 1  张亚琦 2 

 (1 同济大学第二附属中学，上海，200060; 2 华东师范大学教师教育学院, 上海, 200062） 

1 引言 

 “全等三角形角边角判定定理”是沪教版初中数学第 14 章第 4 节第 2 课时的教学内

容。教科书在第 3 节已经通过画三角形得到，已知三角形的两角及其夹边可以确定三角形的

形状。本节通过“叠合法”说理，给出全等三角形“角边角”的判定定理。实际教学中，用

叠合法解释判定定理较难理解，且教科书中“碎片化”的知识无法让学生感受到说明判定定

理正确的必要性和重要性。此外，叠合法确切来说是一种操作方法，而不是一种严谨的定理

证明方法，除了叠合法以外，教材中没有介绍其他说明角边角定理成立的方法。已有的有关

全等三角形判定的教学设计中，大多都是采用先动手操作，如剪两个全等三角形[1]或者画两

个全等三角形[2-7]，让学生感受给定哪些条件才能得出两个全等的三角形，再利用叠合法进

行说明的方式。 

事实上，数学史告诉我们全等三角形判定定理的证明还有其他方法。数学史可以帮助学

生体会数学知识在现实世界中的应用，真正达到培养学生应用意识的教育目标，因此我们从

HPM 的视角来设计本节课，并拟定以下教学目标： 

（1）理解并掌握全等三角形判定方法“角边角”及“角角边”，能运用这两个全等三角

形判定进行简单的几何证明； 

（2）学生经历探索“角边角”“角角边”判定三角形全等的过程，体会数学建模思想及

化归思想的应用； 

（3）学生感受数学与现实的密切联系，在问题解决中闪现的数学智慧，激发学习兴趣

和善于探究的精神。 

2 历史材料与运用 

2.1 泰勒斯与角边角判定定理 

根据史料记载[8]，古希腊著名哲学家泰勒斯（Thales，公元前 6 世纪）首先想到要对角

边角判定定理进行说理并运用于实践，也是他率先引入命题证明的思想，让人们对客观事物

的认识上升到理论，这是数学史上的一次飞跃。因此本节课开始之初先对这位大学者进行了



《上海 HPM 通讯》2019 年第 8 卷第 1 期 

21 

 

介绍，并创设了一个关于他解决问题的故事情境来引出角边角判定定理。 

这个问题情境是：有一次，在希腊爱琴海上发生了海难，急需救援，可是大家却因无法

测得船难地点的具体位置而束手无策，于是求助泰勒斯。 

2.2 《几何原本》中证明角边角问题的方法 

欧几里得（Euclid，公元前 330 年~公元前 275 年）在《几何原本》中用反证法证明角边

角判定定理[9]。初一学生尚未接触过反证法，对于反证法的步骤和证明方式都不了解，我们

大胆创新将反证法融入本节课，提供给学生不同的视角来理解角边角判定定理的正确性。如

何能让学生听明白《几何原本》中的证明方法呢？执教者最后选择采用微视频的方式介绍该

方法，视频内容如下： 

一般情况下，我们想要去证明一个结论正确的时候，都会利用条件去进行推理.然而当一些命题不容易

从正面直接证明时，我们不妨用反证法来试一试。 

什么是反证法呢？反证法是从反方向证明的证明方法。  

反证法的步骤是：1.假设命题不成立，那么命题的反面成立；2.从假设出发，经过推理论证，得出矛盾；

3.由矛盾得出假设不成立，从而证明原命题正确。   

接下来我们一起来看一下欧几里得在《几何原本》中是如何运用反证法来证明 “两角及其夹边对应相

等的两个三角形全等”的。已知，即∠𝐵 = ∠𝐸，∠𝐶 = ∠𝐹，夹边𝐵𝐶 = 𝐸𝐹，要证其他对应边和对应角相等。

为此，首先需要证明这两个三角形全等。 

根据反证法， 

第一步：假设命题不成立，即假设𝐴𝐵不等于𝐷𝐸，那肯定有一条边比另一条边长，不妨设𝐴𝐵大于𝐷𝐸。 

第二步：我们从假设出发进行正确的推理看看是否能找出矛盾。 

既然𝐴𝐵比𝐷𝐸长，那我们一定能在边𝐴𝐵上取一点𝐺，使𝐵𝐺的长度等于𝐷𝐸，连接𝐺𝐶。可以看到在△ 𝐵𝐺𝐶

和△𝐸𝐷𝐹中，𝐵𝐺、𝐷𝐸是我们取的两条相等的线段，再来看看已知条件，我们知道 =B E  ，BC EF= ，通

过边角边的判定定理可以得到△𝐵𝐺𝐶和△𝐸𝐷𝐹全等，从而我们可以知道∠𝐵𝐶𝐺 = ∠𝐹，再由已知∠𝐵𝐶𝐴 = ∠𝐹，

通过等量代换可以知道∠𝐵𝐶𝐺 = ∠𝐵𝐶𝐴，推理到这一步，相信细心的同学们已经观察到 一个小的角是不可

能等于大的角，所以在这里产生了矛盾！  

第三步：假设不成立，所证的结论 AB DE= 正确。 

这就是欧几里得在 2400 多年前给我们后人留下的不朽之作《几何原本》中所呈现的这个定理的证明.

而这本书，也就成了欧式几何的奠基之作。 

 

图 1 反证法 
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2.3 数学史材料在练习中的运用 

在练习部分，执教者也加入了两个史料作为角边角判定的应用举例，分别是拿破仑的行

军工程师利用定理帮助军队解决了河宽问题以及中国志愿军利用定理测出了碉堡的距离，从

而帮助自己军队在战争中掌握主动权取得胜利的故事[10]，目的让学生感受到我们所学数学

知识的确可以学以致用，帮助我们解决现实中的问题。 

3 教学设计与实施 

3.1 情境引入 

首先，教师介绍了因智慧与成就而深受当地人民爱戴的古希腊哲学家泰勒斯的故事。然

后，利用泰勒斯帮助寻找在爱琴海上遇难的船只的故事来引入新课，激发学生学习兴趣。 

根据情境，教师先将泰勒斯寻找船难地点的工具进行简单介绍，然后找同学扮演小小泰

勒斯，利用测量工具模拟测量船的具体位置，教师在学生演示的过程中加以补充讲解。 

                  

图 2 泰勒斯寻找船难地点的工具 

师：这个工具其中一边垂直于地面，但另一边可以转动。我们可以沿着另一边的孔中看

见沉船，但是这段距离在海里，我们无法测量，同学们能不能扮演下小小泰勒斯，想办法把

这段距离转移到岸上来吗？  

学生上来演示的时候将工具地面固定的那个点旋转了 180 度，将工具指向了沙滩。其他

同学纷纷表示赞同。 

 
图 3 工具使用方法 
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师：为什么这条线段就是船离岸的距离？  

生：因为这两个三角形全等，所以这段距离就是船离岸的距离。 

 

图 4 抽象得到的全等三角形 

师：你是由什么条件得到这两个三角形是全等的？ 

生： A.S.A.。 

师：你能解释一下为什么是角边角吗？  

生：由于工具和地面垂直，所以这里的 90°是不变的，这个工具的长度也是不变的，还

有这个工具张开的角度也没有变化，所以我觉得是角边角。 

师：你说得特别好，那么利用角边角，究竟能否判定两个三角形全等呢？我们可不可以

验证呢？还记得上节课我们学习边角边判定方法时我们是用什么方法来验证的？ 

生：叠合法。 

师：那我们也试着用叠合法来说明一下当确定了两角及其夹边的两个三角形全等。 

3.2 证明定理 

因为用叠合法进行说理对七年级的学生而言比较困难，所以教师采用填空的形式来完成

叠合法说理，这样既可以表述清楚，又可以训练学生使用规范的数学语言。 

已知：在△ 𝐴𝐵𝐶与△𝐷𝐸𝐹中，∠𝐵 = ∠𝐸，BC = EF，∠𝐶 = ∠𝐹（具体见图 5）。 

说明：△𝐴𝐵𝐶 ≅△𝐷𝐸𝐹 

填空：（叠合法）把△𝐴𝐵𝐶放在△____ 上，因为𝐵𝐶 = 𝐸𝐹，可以使𝐵𝐶与____重合并使点

𝐴和点𝐷在𝐸𝐹的同一侧，这时点𝐵和点___重合，点C 和点___重合。由于∠𝐵 = ∠𝐸，因此射

线___和射线___叠合；由于____，因此射线𝐶𝐴和射线___叠合；于是点𝐴和点𝐷重合。这样____

与_____ 重合，即△ 𝐴𝐵𝐶 ≅△𝐷𝐸𝐹。 

师：可是叠合法并不算严格的逻辑证明，它更多的是操作，没有充分的说服力，无法令

人深信不疑，因此，欧式几何学的开创者，古希腊著名数学家欧几里得不满足这样操作证明，

在他的传世之作《几何原本》中用了一种叫反证法的方法来证明这个命题 

播放微视频。 

师：由此，我们得到：全等三角形判定方法 2：在两个三角形中，如果有两个角及它们

的夹边对应相等，那么这两个三角形全等。（简记为 A.S.A.） 



《上海 HPM 通讯》2019 年第 8 卷第 1 期 

24 

 

 

图 5 全等三角形判定方法 2 

符号语言，在△ABC 与△DEF 中， 









=

=

=

FC

EFBC

EB

 

∴ △ABC ≌ △DEF（A.S.A.） 

师：如果把判定方法 2 中的条件 B E = 改变为 =A D  ，其他不变，那么这样的两

个三角形全等吗？ 

生：还是全等的。 

师：为什么这两个三角形还是全等的？ 

生：可以利用三角形内角和转化。 

师：说的很好，这里用到了数学中转化的数学思想。 

由此，我们又推得了全等三角形判定方法 3：在两个三角形中，如果有两个角及其中一

个角的对边对应相等，那么这两个三角形全等。（简记为 A.A.S.） 

符号语言： 

在△ABC 与△DEF 中 









=

=

=

EFBC

FC

DA

 

∴ △ABC ≌ △DEF（A.A.S.） 

3.3 练习巩固 

首先利用练习 1，让学生学熟悉两种判定方法，再利用例 1 和例 2，让学生逐步的学会

应用判定 2 和判定 3 的符号语言来解决问题，并体会其中图形的运动与两个三角形全等的

关系，通过练习 2 加以巩固学生对判定的应用，最后通过引入拿坡仑行军工程师测河宽过河

和中国志愿军帽檐测碉堡距离的故事，让学生体会角边角判定定理的实际应用，从而感受我

们现在所学的内容可以为现实应用服务。 

练习 1：判定下列各对三角形是否全等，如果全等，请说出理由。 

A

B C

D

E F
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(1)                                                      (2) 

           

(3)                                                     (4) 

图 6  练习 1 

例 1：如图，已知𝐴𝐵与𝐶𝐷相交于点𝑂，𝐴𝑂 = 𝐵𝑂，∠𝐴 = ∠𝐵，说明△AOC 与△BOD 全等

的理由。 

例 2：如图，已知𝐴𝐸 = 𝐴𝐶，∠𝐵 = ∠𝐷，说明△ADE 与△BCA 全等的理由。 

                 

图 7  例 1                                         图 8  例 2 

练习 2：如图，∠1 = ∠2，𝐴𝐷 = 𝐴𝐸，∠𝐵 = ∠𝐴𝐶𝐸，且𝐵、𝐶、𝐷三点在一直线上，试说

明𝐵𝐷与𝐶𝐷相等的理由。 

 

图 9  练习 2 

 

师：再回到沉船场景，比如现在讲台旁边的某块地方是沉船地，你是泰勒斯，是否必须

要转 180 度后才能找到船里岸的距离？ 



《上海 HPM 通讯》2019 年第 8 卷第 1 期 

26 

 

生：不需要的，只要转到岸上即可，不一定非要 180 度。 

师：其实泰勒斯是最早应用角边角这个方法的人，但不是唯一使用这种方法的人.当时

拿破仑的军队在行军过程中就被一条河流所阻，一名随军工程师就帮他解决了测量河宽的问

题，受到了嘉奖。 

抗美援朝期间，中国志愿军在行军途中发现美国军营，于是想炮轰敌军，苦于无法确定

敌我两军的大致距离，一位战士想出了用自己的帽檐定距离的方法。等等这些都是角边角在

现实情况中的应用！ 

3.4 回顾总结 

引导学生从以下几方面进行总结：一种思想（转化的思想）；二种判定方法（角边角和

角角边）；三个故事（泰勒斯、拿破仑以及志愿军）。 

4 学生反馈 

课后，我们收集了全班 24 名学生对于本节课的反馈信息。对于“希望老师在课堂上介

绍相关数学家生平或相关的数学史吗？为什么？”这个问题，94.29%的同学给予肯定回答，

由此可以看出数学史在数学课堂中的融入是受学生欢迎的。 

对于“这节课你印象最深的是什么？为什么？”这个问题，有 7 位同学提到了引入部

分的沉船事件，认为全等三角形有着实际应用价值；7 位同学提到了反证法，认为视频讲解

的非常清楚明白，而且之前没有接触过这样的证明方法，这对于他们来说很新鲜，也让他们

知道了解题思路的多样性；7 位同学提到了泰勒斯；3 位同学提到了拿破仑。这些令学生印

象深刻的内容全部都要归咎于我们将数学史融入到数学课堂中。 

对于“听了这节课，你的收获是什么？请用自己的语言描述。”这个问题，学生回答主

要包括：（1）反证法，一个新的证明方法，很感兴趣；（2）了解了数学家（泰勒斯，欧几里

得）的杰出贡献，以及知道了《几何原本》这本书；（3）考虑问题可以通过多个角度去思考；

（4）全等三角形的判定方法；（5）全等三角形的实际应用价值；（6）叠合法，一个通过操

作来证明的方法。 

根据课后调查问卷中数据可知： 

85.45%的学生听懂了用反证法证明角边角判定方法；92.73%的学生认为了解数学的背

景知识对学习数学有帮助；92.73%的学生喜欢这样将历史融入课堂中。 

另外，课后教师还布置了课外实践作业，让学生利用所学知识尝试去测量学校门口苏州

河的宽度，并让学生写出测量方案、比较测量出的数据与实际河宽，检验方法的有效性。让

学生真正的发挥所学，将所学的知识应用于实践作业之中，既锻炼了学生的动手能力，又加

强了他们对知识的理解和应用。 
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5 结 语 

本节课虽然没有大篇幅地运用数学史，但在几处教学环节中使用数学史所达到的教学效

果是显而易见的。在开始之初介绍希腊哲学家、数学家泰勒斯的部分，充分引起了学生的学

习兴趣，让学生迫不及待地想要探究泰勒斯到底如何解决沉船问题。提前设计和准备好的教

具，让学生有机会扮演小小泰勒斯，充分体现了“探究之乐”；通过微视频的方式让学生了

解角边角定理的反证法证明，不仅让学生又了解了一种证明方法，感受“方法之美”，也让

学生看到古代数学家们追求真理的严谨的数学精神，感受到做人做事“要讲道理”，感悟了数

学家的人格魅力，彰显了“德育之效”；而课堂练习部分中拿破仑和中国志愿军的两个利用

角边角定理解决实际问题的小故事让学生感受到学习数学知识的价值。 
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HPM 视角下的分式概念教学 

——同课异构案例分析 

林庄燕 

(华东师范大学教师教育学院，上海，200062) 

1 引言 

分式的概念是沪教版数学七年级上册第十章“分式”第一节的内容。在学习本课之前，

学生已经具备了分数、整式及其基本运算的代数知识基础。初中数学教材选取生活中学生熟

悉的关于分式的实例作为引入，通过观察代数式的表示与整式的区别，引出分式的概念。已

有分式概念的教学设计往往从数学内部出发，采用类比的方式展开：一种是类比分数，抓住

运算这一核心，引导学生经历从整数的除法运算到整式的除法运算的一般化过程；另一种是

类比有理数的体系建立，引导学生尝试建立代数式体系。 

HPM视角下的数学概念教学关注学生的认知基础和学习动机，将概念的历史序、逻辑序

与学生的心理序统一起来，让学生经历概念的发生和发展过程，充分揭示知识之谐，营造探

究之乐；又通过人文元素的植入，彰显文化之魅，达成德育之效。在实践中，由于学生水平、

教学风格、个人倾向以及在数学史教育价值认识上的差异，不同教师即使同样采用HPM的视

角来实施教学，最终呈现的课例也往往迥然不同。 

2018年11月，来自HPM工作室的教师A和教师B就“分式的概念”这一课题，各从HPM

的视角实施了教学。他们多次参加HPM工作室举行的教学设计研讨，其教学设计都经过了多

次的改进。我们关心的是：这两位老师是如何选取和运用史料的？数学史在两节课中都体现

了哪些价值，两节课各有哪些特色？为了回答上述问题，我们运用HPM课例的分析框架，对

这两节课作出比较和分析，以期为未来的HPM课例研究提供参考。 

2 分式概念的历史素材 

2.1 分式方程 

翻开历史的书卷可以发现，早在分式概念产生之前，人们已经会解分式方程了。很多数

学家或物理学家往往是在解决数学或物理问题时直接使用分式方程，这正说明了分式的产生

源于实际问题，它是刻画某些实际问题的数学模型的重要工具。 

9世纪，阿拉伯数学家花拉子米（Al-Khwarizmi,780A.D~850A.D）在《代数学》中已经

解决过有关分式方程问题，如“将10分成两部分，第一部分除以第二部分，第二部分除以第

一部分，它们的和是二又六分之一”，相应的分式方程为 
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13 世纪，意大利数学家斐波那契（L. Fibonacci,1175~1250）在《计算之书》中列举了许

多用分式方程求解的问题，其中部分问题源于花拉子米。例如： 

• 将 10 分成两部分，将 10 除以其中一部分，所得商乘以另一部分，得
4

1
20 ，

（ ( )
4

1
2010

10
=− x

x
）； 

• 将 10 分成两部分，10 除以每一部分，两商之和为 5 第纳尔，（ 5
10

1010
=

−
+

xx
）。 

13 世纪，中国数学家李冶在《测圆海镜》中通过建立分式方程来解决部分实际问题，如

第 7 卷第 2 题涉及方程 0
4665600652320

8640
2

2 =+++−
xx

x 。 

18 世纪，英国数学家桑德森（N. Saunderson，1682~1739）将分式方程写入其《代数基

础》中。书中，桑德森提出分式方程的若干应用题，例如：“在酒馆中，若干人需付费 7 镑

4 先令（1 镑=20 先令），其中两人溜之大吉后，其余的人每人不得不多付 1 先令。问：共有

多少人？”（答案： 1
144

2-x

144
=−

x
 ）。 

2.2 圆周率的分数近似值 

根据《隋书律历志》的记载，南北朝时期著名数学家祖冲之曾获得圆周率的两个分数近

似值
7

22 和
113

355 ，分别称为“约率”和“密率”。前者最早由古希腊数学家阿基米德（Archimedes，

公元前 287~公元前 212）求得，后者则是祖冲之首创。日本著名数学史家三上义夫（Y. Mikami，

1875~1950）建议将其命名为“祖率”。由于祖冲之的《缀术》失传了，祖冲之计算圆周率的

具体方法成了千古之谜。今人对此作过许多猜测，其中之一便是“调日法”。 

“调日法”背后的数学原理是分数的如下性质：若 )00(
a

cdab
c

db
 且 ，则

c

d

ca

db

a

b


+

+
 。15 世纪法国数学家许凯（N. Chuquet）在其《算学三部》中最早给出该性质。

该性质也适用于假分数的情形，即 )00( dcba
c

d

a

b
 且 ，有

c

d

ca

db

a

b


+

+
 。因此，从

分数
1

3
和

1

4 出发，可逐步得到 的各个分数近似值，最终得到祖率[1]。 

3 两节课的宏观比较 

3.1 教学目标 

两节课的目标为：（1）了解学习分式的必要性，理解并掌握分式的概念；（2）会求分式
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有意义、无意义、分式值为零时字母取值的条件；（3）通过对相关数学史的了解，感悟数学

与生活之间的密切关系，感悟数学文化之魅。不同之处在于，A 教师着重通过历史上的实际

问题引入分式，同时利用整式与分式的比较，加深学生对分式概念的理解；B 教师则让学生

经历从分数到分式的探究过程，体验分式的一般性的优势，了解学习分式的必要性，了解祖

率的由来，体验数学文化之魅力。 

教学重点：理解分式的概念，会求分式有意义、无意义、分式值为零时的字母取值。 

教学难点：调日法（夹逼法）求圆周率的分数近似值，如何用字母表示此类分数的特征。 

3.2 教学过程 

教师 A 和 B 的教学过程均由四个环节构成：创设情境、概念探究、新知运用、课堂小

结，具体内容见表 1。 

表 1 两位教师的教学环节对比 

教学环节 A 教师 B 教师 

创设情境 
引入斐波那契的分 10 问题和桑德森的酒馆

付账问题，引导学生得到分式与分式方程 

（1）比较
1

2
、
2

3
和

1+2

2+3
的大小，猜想并验证两个分

数的分子和分母分别相加得到的新分数与原来

两个分数的大小关系； 

（2）运用夹逼法求出 的分数近似值——约率
22

7
 

概念探究 通过比较整式与分式的不同，得出分式概念 
用字母表示上述逼近法得到的一系列数，给出

分式定义 

新知运用 

（1）判断哪些式子是整式，哪些是分式； 

（2）已知字母的赋值，求分式的值； 

（3）求分式有意义、无意义、分式值为零

时字母的取值范围 

（1）给分式中的字母赋值，求出分式的值； 

（2）探讨字母是否可以赋任意值，得出分式有

意义、无意义以及分式值为零的条件； 

（3）探究密率
355

113
的逼近过程 

课堂小结 

（1）思考上完这堂课后有什么收获； 

（2）我国古代数学家对于分式的应用；（3）

分式概念是如何提出的 

（1）分式的概念、分式的值、分式有意义的条

件； 

（2）方法回顾：夹逼法（调日法）； 

（3）历史回眸：祖冲之与 的分数近似值 

从表 1 可以看出，两位教师均采用了 HPM 的视角，且在新知运用环节，都让学生探讨

了分式的赋值以及分式有意义、无意义以及分式值为零的条件。 

但是在创设情境和概念探究两个环节的设计上却大不相同，各有千秋。A 教师主要是从

数学史上有趣的数学问题引入，让学生通过观察表达式的特点，区别于整式，给出分式概念；

B 教师利用调日术让学生经历 的分数近似值的产生过程，体会分式是分数抽象化的结果。     

4 两节 HPM 课的微观比较 

我们根据 HPM 课例评价的四个指标——史料的适切性、方式的多元化、融入的自然性

和价值的深刻性对这两节 HPM 课进行微观比较[2]。 
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4.1 史料的适切性 

在 HPM 实践中，选择史料的原则有趣味性、科学性、有效性、可学性和人文性[3]。本

文从教学的四个环节分析史料的适切性，具体分析见表 2。 

表 2  A 教师和 B 教师所用的史料分析 

教学环节 A 教师 B 教师 

 

 

创设情境与

概念探究 

 

 

（1）花拉子米的分 10 问题； 

（2）桑德森的酒馆付账问题； 

（3）斐波那契、桑德森的故事 

（1）《九章算术》及其刘徽注中的圆周率近似

值 










1250

3927

50

157
3 ；；

 ； 

（2）祖冲之的约率
7

22 和密率
113

355 ； 

（3）15 世纪法国数学家许凯在《算学三部》

中给出的关于分数的一个定理 

新知运用与

课堂小结 

（1）斐波那契关于分 10 问题的另一种

设法； 

（2）历史上的分式方程与分式 

（1）南北朝天文学家何承天的调日法； 

（2）许凯关于分数的定理； 

（3）祖冲之密率 

A 教师最先抛出的“分 10 问题”与“酒馆付账问题”分别选自花拉子米的《代数学》

和桑德森的《代数基础》，根据问题写出各项式子并列出方程，符合学生的认知基础，因此

具有一定的科学性和可学性；其中，关于盲人数学家桑德森提出的“酒馆付账问题”，与生

活实际息息相关，能够快速吸引学生的注意力，具有一定的趣味性；此外，A 教师还讲述了

两位数学家生平的故事，着重介绍了盲人数学家桑德森励志的一生，体现了数学背后的人文

精神，符合人文性原则；A 教师在新知运用环节中，引导学生对于分 10 问题，还可以设为 

x−5 和 x+5 的形式，潜移默化中渗透“和差术”的思想，最后介绍了历史上的分式与分式

方程，为后续“和差术”思想与分式方程的学习埋下了伏笔，符合有效性原则。 

B 教师在引入环节中引入学生熟悉的圆周率，并介绍多位古代数学家在计算圆周率时得

到精度越来越高的近似值，吸引了学生的兴趣，激发学生继续探索的动机，符合趣味性的原

则。此外，B 教师将古人探索真理过程的艰辛和他们不断追求真理、不断钻研和永不言弃的

精神传达并感染学生，符合人文性的原则。通过简单的三个分数之间的大小比较引出许凯在

《算学三部》中给出的关于分数的定理，既扩大学生的知识面又符合学生的认知基础，还为

圆周率逼近的方法提供思路，符合可学性和有效性原则。B 教师利用上述定理和夹逼法，经

过一定的引导后，学生可以成功地探究出约率，有助于学生后续进一步理解分式概念，故符

合可学性和有效性原则。在课堂小结环节，有了前面的引导与铺垫，B 教师继续让学生通过

调日法进一步探究密率，体现了可学性的原则。 

4.2 融入的自然性 

数学史融入数学教学，需要同时考虑所讲授主题的逻辑序、历史序和学生心理序，自然
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地将数学史融入课堂教学中。以下是 A 和 B 教师的教学片段。 

4.2.1 A 教师的教学片段 

师：9 世纪阿拉伯数学家花拉子米在其《代数学》中提出如下问题：“将 10 分成两部分，

第一部分除以第二部分，第二部分除以第一部分，它们的和等于二又六分之一。”如果我们

假设第一部分是 x，那第二部分是多少呢？ 

生：第二部分就是 x-10 。 

师：那么由此得到的关于 x 的等式是什么呢？ 

生：可以得到
6

1
2

10

10
=

−
+

−

x

x

x

x 。 

师：很好！看来同学们列方程这部分掌握得很不错。我们接着看下一道题目：1739 年，

英国盲人数学家桑德森在《代数基础》一书中提出过这样一个问题：酒馆中，若干人需付费

7 英磅 4 先令，其中两人溜之大吉后，其余的人每人不得不多付 1 先令。问：共有多少人？

（货币单位：1 英镑 = 20 先令）同学们有没有想法呀？ 

生：和上一题一样的，设未知数求解。 

生：可以假设一共有 y 人，那最开始每个人付
y

144 先令；走了两个人后就剩 2−y 人，

那么每个人就要付
2-y

144 先令。 

师：那你能由此得出关于 y 的等式吗？   

生： 1
144

2-y

144
=−

y
。 

师：很好！我们仔细观察上述得到的各式，与我们之前学过的整式相比有什么不同呢？  

A 教师由此引出分式的概念，并顺便介绍了分式方程。 

【评析】A 教师利用历史上的两个数学问题，先让学生分析问题并列出分式方程，为后

面引出方程中的某些项是分式做好铺垫，与历史上先有的分式方程再有分式概念的历史顺序

相吻合。在 A 教师的引导下，学生在学过的整式和整式方程的基础上得到分式并列出分式

方程。虽然 A 教师通过分式方程的建立，让学生感受到了学习分式的必要性，但由于学生

对分式方程比较陌生，因而在数学史融入的自然性方面还有待于改进。 

4.2.2 B 教师的教学片段 

先让学生比较
32

21

3

2

2

1

+

+
和、 的大小。紧接着让学生猜想并验证：把两个分数的分子和分母

分别相加，所得到的新的分数与原来两个分数有怎样的大小关系？ 

师：其实我国南北朝时期的天文学家何承天也发现了这个规律，并利用它来解决一些天

文历法问题，所以这种方法也常常被称为“调日法”。直到 15 世纪，法国数学家许凯才用数
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学语言将这种性质表达出来：若
c

d

a

b
 （ ab 0 ， cd 0 ），则

c

d

ca

db

a

b


+

+
 。许凯定理

中的分数为真分数，将它推广到假分数依然成立，也就是我们刚才探究的规律：若
c

d

a

b


（ ba 0 ， dc 0 ），则
c

d

ca

db

a

b


+

+
 。 

之后教师简要回顾了 的历史，并让学生根据调日法得到 的近似分数——约率
7

22 。 

师：因
1

4

1

3
  ，根据何承天的调日法，我们应该怎么取中间这个数呢？ 

生：分子、分母分别相加可以得到中间这个数是
2

7 。 

师：
2

7 和 哪个数更大？ 

生：
2

7 。 

师：也就是说，
2

7

1

3
  。按照这个做法，利用调日法求出约率需要几步？ 

生：六步。 

师：为什么？ 

生：因为第一步分母是 2，第二步分母是 3，每步加 1，分母是 n + 1，所以第六步就是

6 + 1 = 7。 

师：那你有没有验证分子？一定要验证分子的吧！ 

生：
7

22

6

19

5

16

4

13

3

10

2

7

1

4
→→→→→→ 。每次都是分母加 1，分子加 3。 

师：那你们会用字母来表示这一系列分数吗？ 

生：分母是 1+n ，分子是 431)1（3 +=++ nn ，即
1

43

+

+

n

n 。 

【评析】学生很熟悉用字母来表示一类整数，如用2𝑛表示偶数，2𝑛 − 1表示奇数等，那

么，如何用字母来表示一类分数呢？教师通过圆周率近似分数的探求，既揭示了分式的必要

性，又让学生经历从分数到分式的抽象过程，数学史的融入十分自然。但由于探究过程有一

定的难度，因此在该环节花费了较多的时间。 

4.3 方法的多样性 

数学史融入教学有附加式、复制式、顺应式以及重构式四种方式[4]。 

A 教师在情境创设环节和新知运用环节，根据教学的需要和学生的认知，引入花拉子米

和桑德森书中的数学问题，属于复制式。之后，简单介绍几位数学家的生平与故事，属于附

加式。在最后的课堂小结环节，关于分式方程与分式的历史介绍也属于附加式。 

B 教师在情境创设和概念探究环节介绍了我国古代数学家在圆周率计算方面所做出的
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贡献，属于附加式。教师介绍并推广法国数学家许凯的定理，并采用定理的推论来推求圆周

率的分数近似值，进而得到约率与密率，既有复制式又有顺应式。在探究过程中，教师引导

学生经历了从 的一个分数近似值到一系列分数近似值，再到以同一个分式来表达 的近

似值，最后产生分式概念的过程，这个过程是对分式概念发生和发展过程的重构，故属于重

构式。 

可见，A 教师主要采用附加式和复制式，而 B 教师运用数学史的方式更为多元。 

4.4 价值的深刻性 

数学史融入数学教学主要有六种教育价值：知识之谐、方法之美、探究之乐、能力之助、

德育之效和文化之魅。 

在创设情境环节中，A 教师直接给出历史上涉及分式的两道问题，让学生与已经学过的

整式进行比较，从而得到分式的概念。B 教师通过引导学生对圆周率分数近似值的探究，从

一系列分数抽象为分式的表示，让学生经历了分数到分式，从具体到抽象，特殊到一般的认

识过程，揭示新知的必要性，也让知识的产生更为自然。因而，B 教师的引入环节更好地体

现了知识之谐。 

A、B 两位教师介绍数学家的生平及数学贡献，不仅让学生感悟知识的源与流，体会数

学文化的多元性，呈现数学史的“文化之魅”，而且还鼓励学生在数学学习的过程中要学习

数学家们永不言弃、孜孜不倦的精神。此外，B 教师在课堂上展示了我国古代数学家在圆周

率计算方面的贡献，从而实施了爱国主义教育。因此，两节课都体现了数学史的德育之效和

文化之魅。 

A 教师在新知运用环节介绍“分 10 问题”的另一种方法时，向学生传递和差术的思想

与方法多样性的思想；B 教师虽然在探究环节费时较多，但是通过圆周率的分数近似值的探

究过程，学生不仅掌握了许凯其《算学三部》中利用的定理及推论，而且还经历了分数到分

式的过程，进一步加深对分式与分数两者关系的理解。因而 B 教师的探究设计更能体现方

法之美。同时，B 教师给予学生充分的探究时间，并充分搭建脚手架使学生对约率和密率的

探究更具有方向性和目的性，初步能达到预期的探究目的，同时也充分调动学生的运算能力、

逻辑推理能力等，体现了探究之乐和能力之助的价值。 

5 结语 

尽管 A 教师和 B 教师都采用 HPM 的视角开展分式概念的教学，但两节课的特点迥异。

A 教师和 B 教师所选择的史料都符合趣味性、科学性、可学性、人文性和有效性原则，但 A

教师只采用了附加式和复制式，而 B 教师采用了所有四种方式。A 教师借鉴历史，采用了从

分式方程到分式的路径，虽然符合历史序，但不完全符合逻辑序和心理序，因而在融入的自
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然性上还有改进的空间。从数学史教育价值来看，A 教师和 B 教师的课堂都体现了文化之

魅和德育之效，但由于 B 教师采用了重构式，使得分式概念的发生和发展过程更为自然，因

而数学史帮助教师呈现了知识之谐。A 教师并未利用或借鉴历史来设计探究活动，而 B 教

师设计了用调日法来推求约率和密率的探究活动，体现了数学运算、数学抽象、逻辑推理等

核心素养，因而营造了探究之乐，达成了能力之助。总的说来，B 教师的教学更能体现 HPM

教学的特点。 

通过对两节课的比较和分析，我们得到如下启示。 

（1）注重数学史的选取与运用。数学史素材往往丰富多彩，但不同的选择与运用方式往

往导致课堂教学效果截然不同。恰当的数学史料能够为教师设计探究活动提供参照，而且能

够实现数学史价值的多元化。B 教师的教学之所以取得了良好的效果，就在于让学生通过

分数近似值的探究活动，经历分式概念“再创造”的过程。这是分式概念教学的创新之举。 

（2）寻求探究与练习的平衡。数学史融入数学教学，不可能脱离数学教学的现实，HPM

只不过是常态课中的一种新视角，需要在符合统一的教学进度，留给学生一定的巩固和练习

时间。因此，在实施探究活动时，需要确保其他教学环节的完整性。B 教师所设计的探究活

动，其目的不是许凯定理，而是圆周率的一类分数近似值的获得和分式概念的形成。因此，

无须在许凯定理本身花费太多时间。换言之，探究任务必须聚焦。 
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HPM 视角下的圆面积公式教学 

王雅琪 1 ，瞿鑫婷 2 

（1 上海市风华初级中学，上海，200072；2 华东师范大学教师教育学院，200062） 

1 引 言 

“圆的面积”是沪教版初中数学六年级上册的内容。各版本的数学教材中用了不同的引

入方式：人教版、北师版、沪教版以生活背景问题引入占地面积、活动范围等；苏教版用数

方格的方法进行估算引入；西师版从圆周长公式引入。圆面积公式的推导则均采用割圆拼补

法，虽然所转化的目标图形互有不同，但所蕴含的转化思想是一致的。 

在已有教学设计中，多数教师依照教科书的编排，启发学生动手操作，将圆面积转化为

已学图形面积。[1]-[7]受教科书给出的拼图方法（用扇形拼成近似平行四边形）的影响，学生

往往认为圆面积公式是近似公式，而非准确公式，难以真正体会极限思想和以直代曲的思想，

无法接受剪拼法在极限的情况下可以将圆转化为平行四边形、长方形的过程。这些问题反映

出学生对圆面积公式的探究和理解还不够到位。而少数 HPM 教学设计为了解决以上问题，

采用了开普勒等积变换的方法，但在教学实践中，教师直接将三角形的面积代替了扇形的面

积，没有体现极限的过程[8-9]。 

为了使学生更好地体会图形变化中无限逼近的数学思想、更深入地理解圆面积公式，我

们尝试从 HPM 的视角设计“圆的面积”的教学，通过融入刘徽的割圆术、阿基米德的同心

圆法、开普勒的分割变形法等数学史料，促进学生对圆面积公式的理解，帮助学生突破认识

上的障碍。基于以上考虑，我们拟定了如下教学目标： 

（1）知道圆面积的概念，理解和掌握圆面积的计算公式，并能正确地计算圆面积。 

（2）通过剪圆的操作过程，培养直观想象能力、动手操作能力、抽象概括能力和自主

探索能力。通过交流与分享圆面积公式的推导过程，提升语言表达能力。 

（3）探索圆面积公式，体会以直代曲、“圆出于方”的转化思想和极限思想。 

（4）了解历史上数学家推导圆面积公式的方法，理解数学文化的多元性，体会数学背

后的人文精神，感悟数学的应用价值。 

2 历史材料的选择 

2.1 刘徽与圆面积公式 

公元 263 年，刘徽在为《九章算术》作注时用割圆术证明了圆面积公式。所谓割圆术，

就是用圆内接正多边形的面积去无限逼近圆面积的方法。刘徽在注中称：“割之弥细，所失

                                                        
 本文系华东师范大学 HPM 工作室系列课例之一。 
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弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆周合体，而无所失矣。”如图 1 所示，刘徽在单位

圆内作出内接正十二边形，利用出入相补原理，将正十二边形拼成一个长为正十二边形的半

周长、宽为圆半径的长方形。[10]再作圆内接正二十四边形、正四十八边形、正九十六边形、…，

相应得到与多边形等积的长方形。圆分割得越细，长方形的面积就越接近圆面积。随着正多

边形的边数越来越大，相应的长方形的长越来越接近圆周长的一半，而宽始终等于圆半径，

最后通过长方形面积公式得到了圆面积公式——半周乘以半径。 

   

图 1 刘徽的割圆术 

2.2 阿基米德与圆面积公式 

公元前 3 世纪，古希腊数学家阿基米德在《圆的度量》中给出一个命题：“圆面积等于

一条直角边长等于圆半径，另一条直角边长为圆周长的直角三角形面积。”[11]据推测，阿基

米德是通过以下方法发现圆面积公式的：将圆从圆心开始直到边缘分成一些细窄的同心圆

环，并将这些同心圆环逐一展开叠成一个直角三角形，将圆无限细分时，圆面积与直角三角

形的面积近似相等（如图 2）。 

 

图 2 将圆面积转化为直角三角形 

2.3 开普勒与圆面积公式 

17 世纪，在德国著名天文学家和数学家开普勒自己的婚礼上，他思考着葡萄酒桶体积

的算法，但要解决这个问题之前，要先解决圆的面积公式。如图 3，开普勒将圆分割成小扇

形，分割得越细，小扇形就越接近为以圆心为顶点、半径为高的小“三角形”。依次将这些

小三角形转化为等底等高的小三角形，得到一个直角三角形。在极限的情形，该直角三角形

的面积等于圆的面积[12]。 

R

1

2
C12
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图 3 开普勒等积变换法 

3 教学设计与实施 

本课的复习引入与动手操作环节注重联系实际，在学生原有知识和生活经验的基础上引

入概念及方法；分析交流环节中，融入刘徽的割圆术、阿基米德的同心圆法、开普勒的分割

变形法等相关数学史，并将它们作为阅读材料，引导学生观察、分析、推理，在教学过程中

渗透“化曲为直”、“以直代曲”、“无限逼近”等数学思想，发展学生的直观想象和逻辑推理

能力。 

3.1 复习旧知，引入新课 

教学之前，学生已经学习过圆的有关概念、圆的周长、弧长等内容。通过简短的问答，

既能回顾之前所学内容，又能很快地引入本节课的课题。 

师：在前几节课中，我们已经学习了有关圆的什么知识？ 

生：圆的周长、弧长、圆周率。 

师：你们还想知道关于圆的哪些知识呢？ 

生：还想知道如何求圆的面积。 

师：今天就让我们一起来探究如何求圆的面积。那么什么是圆的面积呢？ 

生：圆的面积是圆所占平面的大小。 
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3.2 动手操作，感知极限 

这一阶段设计了两个操作环节，让学生探究正多边形与圆的关系，知道可以利用正多边

形的面积去无限逼近圆面积，体会极限思想。 

环节一：将方形纸片剪成圆 

师：请大家不借助于其他工具，只用剪刀把桌上的纸剪成一个圆形。 

生 1：我是靠感觉剪的，四分之一、四分之一地剪。 

生 2：将纸对折 4 次，再剪出稍微平一些的弧。 

师：展开后我们发现这个圆类似花瓣，有点坑坑洼洼，还有其他方法吗？ 

                

图 4 生 1 的方法                               图 5 生 2 的方法 

生 3：我的方法与生 2 相同，展开后，将凸起来的地方再修整。 

师：有的同学是将纸片对折那么只需剪一个半圆就可以了，个别同学也有将纸片对折两

次，那么这样我们只要剪四分之一圆弧就可以了，如何能使剪的路径尽可能短呢？ 

生：对折更多次数。 

师：首先我们将纸片对折到不能对折为止，那么怎样剪才能使展开的图形更接近圆呢？ 

生：剪一段弧。 

师：剪一段怎样的弧呢？弧度大概是怎样的？ 

生：不能太弯的弧。 

师：我们不妨用直线段代替曲线，剪直线段试试（操作展示）。 

生：基本接近圆了。 

师：利用圆的对称性，对折的次数越多，剪出的正多边形越接近圆（图 6）。我们知道，

在纸上对折的次数是有限的，如果借助技术手段将纸无限次对折，剪直线段后展开，极限状

态下的图形就是圆。 

 

图 6 用正多边形逼近圆 
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环节二：将圆形纸片剪成正多边形 

师：通过剪圆，我们能感受圆出于方，这对于我们求圆的面积有什么启发吗？ 

生：我们可以把圆的面积近似看成为一个正多边形的面积。 

师：那么正多边形的面积近似等于圆的面积，他们之间还是有一定的差值，现在我们把

圆形剪成正多边形，感受一下剪下来的差值到底有多大。 

【分组操作，将圆对折不同的次数（2 次，3 次，4 次，5 次），剪出圆中最大的正多边

形，比较剪下来的部分。】 

师：我们发现，当对折的次数越多，正多边形的面积与圆面积之间的差值就越小。如果

能够无限次对折，正多边形的面积与圆面积就可以相等。 

教师通过几何画板分别作了圆内接正四边形、正八边形、正十六边形、正三十二边形，

让大家更直观地感受，多边形的边数越多，圆与正多边形的面积差越小。边数无穷多时，正

多边形的面积近似等于圆的面积。 

第一个环节，教师引导学生对折纸后剪直线，体现了以直代曲的思想；第二个环节，教

师要求学生比较剪下来的面积大小，感受正多边形与圆之间的面积差，直观地体会极限思想。 

此外，在方形纸中剪圆，本质上是从外侧逼近圆；而在圆形纸中剪正多边形，则是从内

测逼近圆，体现了阿基米德的双侧逼近法[11]，但由于内容偏难，不作为阅读材料，而是融入

在实际操作当中。 

 

图 7 圆与内接多边形的面积差 

3.3 转化图形，推导公式 

师：从圆中剪出正多边形的过程与我国古代数学家刘徽的割圆术十分类似，阅读材料一

介绍了刘徽用圆内接正多边形的面积去无限逼近圆面积，推导出了圆面积公式，并求得了圆

周率的近似值。有没有同学会翻译刘徽的经典名句——“割之弥细，所失弥少，割之又割，

以至于不可割，则与圆周合体，而无所失矣”？ 

生：割得越细，剩下的越少，割了又割，到最后不可以割的时候，正多边形就和圆面积

一样了，差值为零。 

师：很好！通过动手操作剪圆和刘徽割圆术的启发，用正多边形的面积可以近似替代圆

的面积。在极限的状态下，正多边形的面积就是圆的面积。那么，怎样求正多边形的面积呢？ 



《上海 HPM 通讯》2019 年第 8 卷第 1 期 

41 

 

生 4：将正多边形沿半径分割成许多小的等腰三角形，然后展开，再将这些小三角形倒

插起来。 

师：很好的思路！老师现在把一个正多边形剪开成 16 个小三角形，你能否给大家演示

一下如何倒插起来？（学生演示倒插过程）好的，请问倒插起来以后得到的是一个什么图形？ 

生 4：平行四边形。 

师：那这个平行四边形的底和高分别是什么？ 

生 4：它的底近似等于圆周长 C 的一半，高近似等于圆的半径 r，所以面积近似等于

CrS
2

1
= 。 

师：当圆分割得越来越细时，平行四边形的面积越来越接近圆的面积，在极限的情形下,

平行四边形的底等于圆周长 C 的一半，高等于圆的半径 r，其面积为 CrS
2

1
=

 

，这就是圆面

积公式。 

教师书写圆面积公式推导过程： 22
2

1

2

1
rrrCrS  === 。 

 

图 8 拼接法 

学生的上述方法是将无限接近于圆的正多边形的面积转化为平行四边形的面积，与刘

徽的方法异曲同工，但与课本上将圆分割成许多小扇形、再将这些扇形直接拼成近似平行

四边形的方法不同：在课本上的方法中，所拼成的图形面积始终等于圆面积，但形状是近

似的平行四边形；而在学生给出的方法中，所拼成的图形始终是真实的平行四边形，但其

面积是圆面积的近似值。 

师：还有其他的推导方法吗？ 

生 5：将正多边形沿半径分割成许多小的等腰三角形，求其中一块等腰三角形的面积，

再乘以三角形的个数就可以了。 

师：很好的思路！假设我们将正 n 边形分割成 n 个相同的小三角形，每个小三角形的底

边为 a，用 C 正表示正 n 边形的周长，那么 C 正与 a 有何关系？ 

生 5：
n

C
a 正= 。 

师：若设每个小三角形的高为 h，则它的面积𝑆△是多少？ 

生 5： h
n

C
haS ==

正

2

1

2

1 。 

师：那么，正 n 边形的面积为多少？ 
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生 5： hCnh
n

C
nS == 正

正

2

1

2

1 。 

师：通过前面的剪纸操作可知，当正多边形的边数越多，正多边形周长 C 正越接近圆周

长 C，小三角形的高 h 越接近圆的半径 r（PPT 演示，图 9），在极限的情形下，正多边形的

周长 C 正变成了圆的周长 C，高 h 变成了 r。此时，正多边形的面积是多少？ 

生： CrS
2

1
= ，这就是圆的面积。 

   
图 9 三角形的高越来越接近圆的半径的演示 

上述方法虽然没有采用拼图方法，但每次割圆之后计算每个三角形的面积并将其相加，

得到正多边形的面积，实际上将开普勒的方法置于求极限的过程之中。 

师：在推导圆面积公式时，我们运用了数学中著名的极限思想，不论是将圆转化为平行

四边形，还是若干小三角形，我们都是用直线代替曲线，这也运用了以直代曲的数学思想。 

接着，教师播放刘徽割圆术的微视频，让学生进一步感知极限思想。此环节后展示了多

幅生活中以直代曲的例子，可见生活中处处有数学。 

   

图 10 生活中以直代曲的例子 

3.4 重温经典，交流分享 

在数学史长河中，虽然早已有关于圆面积计算公式的记载，仍然有许许多多的数学家出

于对数学的热爱，不断创用新方法来探索圆面积公式。本环节让学生回顾历史，重温经典。

在阅读历史材料中 2 位数学家推导圆面积公式的小故事后，要求学生根据图形的变化，汇报

交流数学家们推导的过程。 

生 6：将圆想象成无数同心圆套在一起，然后沿半径剪开，沿着剪开的地方“掰开”，展

开成一个等腰三角形的形状，等腰三角形的底即圆的最外圈，其长度就是圆的周长，而高是

圆的半径，可以得到公式 CrS
2

1
= 。 
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生 7：半径不动，把每个同心圆都拉直，还可以展开成一个直角三角形。 

【教师动画演示】 

师：阿基米德圆分割成无数无限细的同心圆的细线，这样的极限思想不得不让人佩服。

在我们课本的第一节里有一句话：“点动成线，线动成面”，其中也蕴含着极限思想。 

生 8：先将圆分割成无数极小的扇形，把这些扇形展开铺在一条直线上，平移它们的顶

点，使得面积不变（即等积变换），得到新三角形的底即圆周长，高是圆的半径，可得 CrS
2

1
= 。 

【教师动画演示】 

师：17 世纪的欧洲数学家开普勒在自己的婚礼宴会上竟将注意力放在一个葡萄酒桶上，

可见对数学已经达到了痴迷的程度。 

在交流分享环节中，教师将讲台交给学生，学生通过理解阅读材料，自主探究，进行猜

想、推理，升华了他们对圆面积公式的认识。在学生的讲解之后，教师播放动画，能让学生

直观地看到动态的过程，感受极限的思想。 

3.5 讲解例题，总结回顾 

选取《九章算术》方田章圆田问题作为例 1：“今有圆田，径十步，问为田几何？”让学

生将问题译成现代汉语，并自主解答。 

例题 2 是关于圆面积公式的若干应用问题。其中有一题将圆面积与圆周长联系在了一

起：已知一个圆的周长为 62.8 米，求这个圆的面积。教师提示，可用“半周乘半径”来求。 

在课堂小结环节，教师让学生说说最喜欢哪位数学家或哪种求圆面积的方法，并谈谈这

节课中感受到了哪些数学思想。同时为了延续学生对于数学史的热情，要求学生在课后向家

长介绍圆面积公式的探索过程，锻炼语言表达能力。另外，让学生查阅意大利数学家卡瓦列

里（B. Cavalieri，1598~1647）的棉线法以及其他不同的方法，感悟数学家们对于真理孜孜

不倦的探究精神。 

4 学生反馈 

课后对 44 名听课学生进行了问卷调查。 

有 43 位同学（占 98%）表示喜欢本堂课中数学史的融入，并且觉得很有帮助。对于圆

面积公式的不同推导方法，21 位同学表示喜欢“刘徽的割圆术”；10 位同学喜欢“阿基米德

同心圆法”；10 位同学喜欢“开普勒的方法”；还有 2 位同学喜欢“三角形拼成平行四边形”，

理由有认为方法本身易于理解，有认为动画清晰直观，也有些是因为数学家的个人魅力或探

索精神。对于难以理解的方法和仍有的困惑：8 位同学觉得没有困难；8 位同学觉得割圆术

理解有困难，或认为正多边形始终无法与圆完全重合，或对割圆术中用到出入相补原理没有

完全理解；9 位同学选了同心圆法，困惑于展开的图形的形状呈“阶梯状”而并非是严格的
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三角形；4 位同学选了开普勒的方法，认为三角形的底边仍是曲线。对于课堂中印象深刻的

环节，17 位同学提到了剪圆、剪多边形的动手操作，6 位同学提到了自主推导公式的过程，

10 位同学提到分享交流数学家的不同方法，7 位同学提到微视频、动画等。 

对于问题“你认为这节课中，相关数学史知识给你什么帮助与启示？”有的同学认为，

让他知道了要勇于创新，而不是拘泥于他人的方法，图文并茂的方式有助于直观地理解问题。

有的认为，数学来源于生活和无数次的实践，反复推敲才能得出大家熟知的公式。有同学认

为，了解了 3 种圆面积的推导方法，充分体现了人类永无止境的探索精神。还有同学回答明

白了做数学题不能只套公式，要理解如何推导，如何运用，这才是做数学的核心。 

5 结 语 

本节课中，融入数学史的价值主要体现在以下几个方面。 

历史上不同时空的数学家都对圆面积公式作过证明。本节课顺应式运用历史上两种推导

圆面积公式的方法，一是刘徽的方法，一是开普勒的方法；同时，阅读材料中还呈现了阿基

米德的同心圆法。因此，学生从本节课中充分感受到了圆面积的“方法之美”。 

通过用方形纸片剪圆和圆形纸片剪正多边形的操作活动，让学生感受正多边形与圆之间

的关系，体会以直代曲、“圆出于方”的转化思想和极限思想。教师借鉴圆面积公式的历史，

引领学生通过剪纸操作发现割圆术，实际上通过数学史营造了“探究之乐”。学生课后反馈

表明，大多数学生喜欢这一环节。 

数学并不是孤立的一门学科，本节课将历史、语文等多学科融合在一起，一些数学薄弱

的文科生在数学课堂上也有机会翻译古代汉语。可见，通过数学史融入数学教学，教师为学

生提供了学科联系的机会。课堂上所展示的不同时空数学家的圆面积公式推导方法，让学生

认识数学文化的多元性。因此，通过数学史，教师展示了数学的“文化之魅”。 

此外，学生也能体会到古代数学家求真、创新、执着的精神，因而本节课通过融入数学

史达成了“德育之效”。 
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活动信息 

HPM 工作室学术沙龙（第三、四期）纪要 

余庆纯 

（华东师范大学数学科学学院，上海，200241） 

2019 年 1 月 20 日，数学史与数学教育（HPM）工作室学术沙龙在华东师范大学中山北

校区文科大楼 1313 室举办，本次活动分为两期，分别对应高中和初中小学两个学段。恰逢

“大寒”节气之际，工作室中的各位优秀中学数学教师、华东师范大学基础教育学科教研联

盟与高校的 HPM 研究者汇聚一堂，总结过去、展望未来。 

HPM 工作室学术沙龙旨在搭建一个 HPM 工作室教师的学术交流平台，其主题涵盖了

HPM 课例研究微报告、教师专业发展年度总结报告、公开课荣誉证书颁发、工作室学员考

核、学年 HPM 研究概述与未来工作计划等。参与本次学术沙龙活动的有来自华东师范大学

HPM 研究团队的汪晓勤教授、博硕士研究生，还有来自一线中小学的优秀数学教师。 

本学期中，无论是高中、初中还是小学学段，HPM 工作室的教师们都积极参与了 HPM

课例设计、教学研讨与课例实施。学术沙龙的第一部分，就是分别由高中、初中、小学三个

学段的各位开课教师进行课例微报告。 

上午，主要是高中学段的沙龙活动。七位高中数学教师汇报了这学期的 HPM 课例成

果，分享自己的专业发展年度总结报告，谈论教学收获和反思。这七位老师分别选择了六

个高中课例主题，以 HPM 视角开展教学。其中，华师大二附中的赵玉梅老师开辟了“解

三角形的应用”高三复习课，追忆历史，走进课堂，激发学生的思想火花。行知中学的高

振严老师从术、道、源三个角度报告了“和差术”这一课题；交大附中的刘志霞老师以生

动有趣的方式带来了“向量的坐标表示”的报告；东昌中学的向荣老师在“认识复数”序

言课中融入思维导图、数学写作；通河中学的张冰老师以问题驱动报告了“复数概念”。

HPM 工作室也在不断进行着同课异构的尝试，融入教师自己的想法与风格，碰撞出更多思

维的火花。青浦区第一中学的黄深洵老师与建平中学的杜金金老师共同选择了“函数的概

念”，以不同风格展示函数概念的来龙去脉。 

下午，主要是初中、小学学段的沙龙活动。首先，由两位小学教师汇报了 HPM 课

例，上海理工大学附属小学的刘轩如老师与静安区科技学校的马思聪老师带来了“多边形

的面积计算”的精彩报告，开辟了 HPM 视角下小学单元教学的先河。接着，六位初中教

师汇报了 HPM 课例研究成果，与大家交流了自己的教学经验与心得。建平远翔学校的贾

彬老师以形观数，带来精彩的“素数与合数”课例；六灶中学的袁媛老师以趣味故事汇报

了“分式的意义”；新杨中学的李德虎老师分享了“十字相乘法”课例研究的过程与教学心

得；南汇第二中学的张丽芝老师探讨了“分式的意义”；风华初级中学的王雅琪老师集数学
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家思想之妙，展示丰富生动的“圆的面积”；上海市西中学的王进敬老师以一首词《沁园春

•勾股定理》将“勾股定理”的多元文化、数学与文学的学科联系展现得淋漓尽致。 

 

图 1  HPM 课例微报告与年度工作总结 

学术沙龙的第二个环节是由汪晓勤教授为各位优秀的开课教师颁发荣誉证书，这份荣誉

证书见证了各位教师的辛勤努力与他们的专业成长。 

 
图 2  HPM 工作室学术沙龙（第三期）证书颁发合影 

 
图 3  HPM 工作室学术沙龙（第四期）证书颁发合影 

 

接着，HPM 工作室秘书公布了工作室各位教师对本学期课例活动的参与情况，以考勤
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带动教师的专业发展，鼓励教师们更多地参与到工作室的课例研究中，各位老师也积极提交

了本学年的 HPM 工作室学员的年度总结报告。  

第四个环节是高校的 HPM 研究者概述 2018 年 HPM 研究进展，从工作室成立、举办与

参加会议、项目与课题、获奖与荣誉、学术成果等五方面进行总结。进一步，各位工作室的

中学教师与高校的 HPM 研究者们一起计划下个学期课例研究的活动。课例的实施依赖于工

作室的一线教师与高校研究者双方发挥各自优势，进行深度的合作。老师们积极报名，根据

自己所处年级与实际教学进度，选定出了下学期即将实施的课例主题。 

    
图 4  工作室的教师与 HPM 研究者热烈讨论 

活动最后，来自华东师范大学基础教育学科教研联盟的王平老师等教师代表们分享参会

心得，赞赏 HPM 课例研究具有严谨的理论框架与规范的研究方法，上通教育理论，下达教

学实践。同时，华东师范大学汪晓勤教授进行会议总结，鼓励教师们强化教学成果意识，加

强课例实施后的深度反思，及时将课例的实施经验进行分享与发表。 

自 2018 年 3 月 6 日成立以来，HPM 工作室开展了一系列课例研讨与教学实践等活动，

本次学术沙龙集中展示了工作室成立一学年的丰硕成果。HPM 工作室本着“充分发挥基地

的示范、引领和辐射作用，加大培养名优骨干教师力度”的宗旨，为落实“立德树人”的教

育根本任务而做着努力，在这个学习共同体中，不仅 HPM 课例成果丰硕，更是着重关注于

教师的专业发展，为教师们开辟了一条专业进路。未来，高校研究者与一线教师之间会有更

广泛更深入的合作，将有更丰硕的研究成果涌现，不断传播本土特色的 HPM 理论，共育数

学文化之林。 

    

图 5  HPM 工作室学术沙龙（第三期）合影        图 6  HPM 工作室学术沙龙（第四期）合影 


