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刊首新语 

以 HPM 网络研修促教师专业发展：优势与挑战 

孙丹丹 

（华东师范大学数学科学学院, 上海 200241） 

 

“教师专业成长是学校教学改革的中心, 并将最终成为一个国家的教育改革与发展之

核心”。20 世纪 50 年代以来，努力提高教师队伍的整体素质一直是我国各级教育行政部门

和学校关心的问题，特别是 2010 年旨在提高中小学教师，特别是农村教师队伍整体素质的

“国培计划”全面实施，开启了全力促进教师专业发展的新篇章。教师专业发展的研究兴起

于 20 世纪 60 年代末的美国，兴盛于 70-80 年代的欧美，90 年代开始我国明确提出教师专

业发展问题并加以介绍和研究，数学教师专业发展则从 21 世纪初期开始逐渐得到我国研究

者重视。近年来，数学教育研究者一直致力于探索数学教师专业发展的有效方式，数学史与

数学教育（HPM）引起了研究者关注。已有研究者借助名师工作室及校本研修带动教师小团

体进行 HPM 课例研究，研究发现，HPM 可以对教师观念、知识、能力等方面的专业发展起

到积极推动作用，但如何扩大培训范围和辐射作用需要进一步研究。 

在信息与通信技术日益成熟的今天，网络研修与教师专业发展的融合成为时代的呼唤。

网络研修是随着信息技术教育应用逐渐深化而出现的一种跨时空的远程教研形式，是借助现

代信息技术对传统教研的突破与重构。近些年教育部积极推进网络研修，2014 年 3 月，教

育部教师工作司印发《网络研修与校本研修整合培训实施指南》，倡导创新教师网络研修模

式，促进教师专业发展，2018 年 3 月，教育部等五部门联合印发《教师教育振兴行动计划

（2018-2022 年）》，指出在教师培训方面，我国将启动实施“互联网+教师教育”创新行动。

在这样的背景下，以 HPM 为内容，以网络研修为形式的教师教育模式应运而生，成为促进

数学教师专业发展的新途径。 

1. HPM 网络研修的潜在优势 

HPM 网络研修的第一个优势是可以增强 HPM 引领者的辐射范围，扩大参与教师数量。

以 HPM 促进教师专业发展的基础是“吃透”数学史，但理解数学史对教师来说并不容易，

即便“吃透”数学史，如何基于数学史进行教学设计也是教师面对的难题，因此，以 HPM

促进教师专业发展的实践往往需要高校科研团队或 HPM 经验丰富的专家教师支持引领，有
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了这种引领，教师便可以极大丰富专业知识，调整专业信念，促进专业发展。对高校或专家

教师的依赖造成以 HPM 促进教师专业发展的实践局限于以高校或专家教师为中心，带动当

地教师小团队运作，但高校 HPM 科研团队和一线 HPM 专家教师数量完全不足以满足广大

一线教师对数学史与数学教育的诉求。HPM 网络研修可以在一定程度上缓和这个问题，因

为网络可以极大地提高高校HPM科研团队和一线HPM专家教师辐射范围，打破区域壁垒，

将其影响力延展到全国各省市一线教师群体中，包括因经费不足等原因很难得到继续教育机

会的偏远农村地区，这种辐射范围的扩大有利于更多教师有机会利用数学史促进自身专业发

展。 

HPM 网络研修的另一个潜在优势是降低参与成本，弹性化参与时机。以高校 HPM 科

研团队和一线 HPM 专家教师为核心的 HPM 共同体线下研修常需要较大的时间成本，因为

共同体内成员往往不在一个学校，有时还比较分散，以上海华东师范大学 HPM工作室为例，

奉贤区的老师从所在学校到普陀区华东师范大学往返需要大概 3 个小时的时间，而一次研

讨总时长可能也就 3 小时左右，这意味着教师把大量时间浪费在了路程上，高时间成本在一

定程度上导致教师研修参与率降低，尤其在教师教学事务繁忙、空闲时间紧张的情况下。教

师空闲时间紧张还常直接导致教师无法在指定时间参与教研活动，进一步加剧研修缺席。

HPM 网络研修可以在一定程度上解决这个问题，因为网路研修能够克服时间和空间的限制，

降低教师参与研讨的时间和精力成本，原来需要几个小时的舟车劳顿现在花几秒钟动动手指

就可以进入教研现场，无法实时参与研讨的老师还可以事后观看教研录像，教师可以根据自

己的教学日程更灵活地做出研修安排。 

HPM 网络研修促使 HPM 网络共同体的形成，这种 HPM 网络共同体的优势之一是教研

是联系这些教师的唯一纽带，虽然这在一定程度上使得线上共同体关系较线下共同体更为疏

远，但从另一个角度看，这种单纯由教研关系建立起来的共同体使得教师更能自由交流自己

的教育教学想法而不太受线下其他人际关系的束缚。HPM 网络共同体还有一个显著特点是

异质，参与教师面增大使得工作背景具有明显差异的老师凝聚在一起，有些老师来自一线城

市，有些老师来自乡村地区，教师专业知识背景差距较大，教育理念也非常多元，这为共同

体内教师带来一种天然的学习契机，学习同行的数学及教学知识，审视自己的教学信念。这

样的HPM 共同体对于乡村教师来说尤为有利，这些老师在教师教育资源方面往往处于劣势，

教育部近年来不断强调加强乡村教师队伍培养培训，HPM 网络研修便可以在助力乡村教师

专业发展方面起到积极的作用。 
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2. HPM 网络研修的潜在挑战 

网络研修是近十几年才逐渐兴起的教师专业发展模式，虽然教育部积极推进在职教师培

训信息化管理，建设教师专业发展“学分银行”，但系统落实尚需要时间，目前没有系统教

研制度支撑网络研修，研修也无法得到继续教育学分认证，所以教师网络研修没有外在驱动

力，几乎全靠自我学习热情。在关系较为疏散的网络共同体中，如何保证教师参与的积极性

是 HPM 网络研修首先需要关注的核心问题，毕竟积极参与研修活动是获得自身专业发展的

基本前提。 

解决以上问题的方法之一是提高研修项目本身的吸引力，让教师保持专业发展的获得感，

基于内在需求学习是教师研修的最好状态，但这对 HPM 网络研修项目设计提出了非常高的

要求。如何设计项目才能让教师真正学有所获，以此提高其学习热情和参与度是 HPM 网络

研修需要重视的问题。研修项目设计的不好，很有可能造成参与研修的教师“一盘散沙”，

网络共同体名存实亡，很多教师会游走在研修边缘，自身专业发展收效甚微。 

群体动力理论指出，一个人的行为是个体内在需要和环境外力相互作用的结果，因此发

挥外力推动作用也是促进教师研修参与的重要方法，其中研修评价机制是值得关注的外力之

一，及时给教师研修参与反馈可以让教师有“被关注感”，进而积极投入研修活动。但研修

评价一直是网络研修的难题，参与网络研修的教师位于虚拟的交互环境中，因此比起线下研

修，了解教师是否真正参与及在何种程度上参与网络研修的难度要大得多。 

综上，HPM 网络研修具有很多独特的潜在优势，也面临一些不容忽视的挑战，如何抓

住机遇迎接挑战，落实及优化 HPM 网络研修这种新模式对于教师专业发展的促进作用是

“互联网+”时代需要关注的重要议题。 

 

 

 

 



《上海 HPM 通讯》2020 年第 9 卷第 6 期 

IV 

 

目  录 

刊首新语 

以 HPM 网络研修促教师专业发展：优势与挑战 ....................................... 孙丹丹 I 

实证研究 

关于中学生函数概念意象的调查研究 .......................................... 刘思璐，沈中宇 1 

网络研修 

基于网络研修的 “有理数乘法”课例生成 ………….左培培，邵爱娣，孙丹丹 16 

教学实践 

HPM 视角下的二项式定理教学 ...................................................... 向荣，韩嘉业 30 

从圆到球，从三角形到四面体 ....................................................... 张冰，纪妍琳 41   

案例分析 

HPM 视角下的“扇形的面积”同课异构课例分析 ..................................... 王海雯 51 

他山之石 

如何分析数学教师的专业知识 ...................................................................... 王 娟 63 

学术资讯 

后疫情时代，“云教研”助力教师专业发展 ................................................ 余庆纯 71 

华东师范大学基础教育学科教研联盟高中数学第六次集中研修活动 .... 刘思璐 76 

华东师范大学基础教育学科教研联盟初中数学第六次集中研修活动 .... 邵爱娣 78 



《上海 HPM 通讯》2020 年第 9 卷第 6 期 

V 

 

CONTENT 

FOREWORD 

Promoting Teachers’ Professional Development through HPM E-learning: 

Advantages and Challenges ·················································  Sun Dandan I 

EMPIRICAL RESEARCH 

A Survey Research of Senior One Students’ Function Concept Image        

 ······································································· Liu Silu, Shen Zhongyu 1   

E-LEARING 

The Process of Designing “Multiplication of Rational Numbers” in the Context of 

HPM E-learning ································· Zuo Peipei, Shao Aidi, Sun Dandan 16 

TEACHING PRACTICE 

Teaching of the “Binomial Theorem” from the Perspective of HPM        

 ······································································ Xiang Rong, Han Jiaye 30 

Inquiry: from Circle to Sphere, from Triangle to Tetrahedron            

 ········································································ Zhang bing, Ji Yanlin 41 

CASE ANALYSIS 

Analyzing the Teaching of “the Area of Sector” Designed from the Perspective of 

HPM ··········································································· Wang Haiwen 51   

READING REPORT 

How to Analyze the Mathematics Teachers’ Professional Knowledge       

 ······················································································ Wang Juan 63    

ACADEMIC INFORMATION 

Promoting teachers' professional development though "Cloud Teaching and 

Research" in the Post-epidemic Era ····································  Yu Qingchun 71 

The Sixth Teaching and Research Activities of the Senior High School 

Mathematics League of ECNU  ···············································  Liu Silu 76 

The Sixth Teaching and Research Activities of the Junior High School 

Mathematics League of ECNU ··············································  Shao Aidi 78 



《上海 HPM 通讯》2020 年第 9 卷第 6 期 

1 

 

实证研究 

关于中学生函数概念意象的调查研究 

刘思璐 1，沈中宇 2 

（1.华东师范大学教师教育学院，上海 200062；2.华东师范大学数学科学学院，上海 200241） 

1 引言 

除了极少数基本的数学概念，绝大多数数学概念都有其正式定义，它们会在学生学习数学

的过程中相继被引入[1]。但是概念是如何在学习者头脑中存储、表征和起作用，除了概念的定

义，概念的意象也发挥着重要作用[2]。1981 年，Tall 和 Vinner 正式对“概念意象”和“概念定

义”进行了区分。他们使用概念意象来描述与概念相关的整个认知结构 [3]。之后 Vinner 把一个

概念在人脑中的心理图像（mental pictures）及相关性质的集合称为该概念的概念意象[4]。一个

人关于某个概念的意象是在他在表征过程中对该概念所形成的一个替代物，是与该概念相联系

的所有心理图像[5]。可见，概念意象的建立过程是数学对象的内化过程[6]。 

学生在解决任务过程中，往往会诉诸自己的概念意象而非正式定义，而这些概念意

象往往和其早期学习过程中的例子有关 [7-8]。揭示学生的概念意象对学生行为和课堂教学具

有重要意义，它可以使研究者更好地了解学生，即知道是什么导致学生的行为以及为什么会导

致这些行为，从而为概念教学中避免错误概念意象的形成提供参考[4][9-10]。  

国内外有关数学概念意象的研究可分成以下几类：（1）概念意象与概念定义 [3-4]、

概念表征 [5][11]等的关系；（2）针对具体的知识点，对学生 [3-4][12-15]或教师 [1][16]概念意象

的调查研究；（3）对概念意象本质的探讨 [2][17]；（4）概念意象和数学学习之间的关系

[6][10][18-22]。以调查研究为例，Vinner 曾于 1983 年使用“判别例子是否为函数”的测试题对以

色列某高中 146 名学生进行调查，结果发现了六种函数概念意象[4]。但不同国家在课程标准、

数学教材、课堂教学上的差异是否会导致学生函数概念意象的差异，以及学生如何使用自己的

 
 “上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目“数学课程与教学中如何落

实立德树人研究”（A8）系列论文之一。 
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函数概念意象解决任务，这些问题都有待于进一步研究。 

本文以函数概念为载体，研究高中生数学概念意象及其使用情况，希望从中获得函数概念

的教学启示。具体研究问题是：高一学生的函数概念意象有哪些？在判别具体的函数时会使用

哪些函数概念意象？所使用的函数概念意象与函数判别正确性之间有何关系？ 

2 研究方法 

2.1 研究对象 

本研究的对象为浙江省某市普通高中一年级学生。实施测试时，学生刚刚学完人教版高中

课本函数单元的内容。研究者委托学校教师在高一年级学生的自习课上发放测试卷，进行 20 分

钟的当堂测试，共回收 478 份有效问卷。 

2.2 研究工具 

本研究的测试卷是跟据 Vinner 提出概念意象和概念定义的关系模型中的直觉反应关系（图

1）和相互作用关系（如图 2）、参考已有的概念意象测试题[4][12-13]以及函数测试题[1][4][23-24]编制

而成的。 

       

图 1 直觉反应关系                     图 2 相互作用关系 

调查问卷共含 8 个问题，分成两类。第一类的 1 题依据直接反应关系模型测试学生可能有

哪些函数概念意象。第二类的 2-8 题依据相互作用关系模型测试学生面对特定例子判别函数时

会使用哪些概念意象。 

2.3 数据处理 

定性内容分析法是文本分析中的一种混合研究方法，包括两步：第一，定性的解释步骤，

为文本内容分配类别；第二，对类别的频率进行定量分析。第 1 题为开放式问题，故采用定性

内容分析法处理数据，并参考其“归纳类别形成”（Inductive Category Formation）的分析方式

[25]。处理过程如图 3，第一位研究者先分析其中 100 份学生问卷，再由第二位研究者检验，对
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分类不一致的答案和已有类别进行讨论与修正，直至达成共识。接着重新统计所有问卷，两位

研究者各一半，对新答案进行再次讨论与分类，并补充类别。分类的原则为全覆盖、不重复，

即学生答案可以全部放到且只能放到所建立类别中的一类。对整理的类别进行研究团队内部的

同行评议，形成最终的分类框架，然后进行概念意象类别分析、类别频率统计和解释。 

 

图 3 函数概念意象分类过程 

对于第 2-8 题，研究者按照由第 1 题得到的分类结果，统计学生答案中判断理由的类别及

其正误情况。使用 SPSS 25 对数据进行描述性统计、一般对数线性分析模型等分析。 

3 研究结果 

3.1 函数概念意象的类别 

对于第 1 题，因样本量大、开放度强，故学生答案呈现出的函数概念意象极其多样，因此

本研究参考了 Vinner 对函数概念意象的分类[4]后，在建立类别时更多地考虑放到课程标准和教

材知识模块[26-27]下，同时参考了已有研究[12]将有关情感态度的答案分成一类。根据定性内容分

析法对答案类别进行修改和讨论，最终确定了如表 1 所示的分类。 
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表 1 函数概念意象的分类 

类别 具体内涵 学生典型答案 

定义类 对高中函数定义要点的描述，包括对应关

系、函数三要素和符号表示。 

每一个 x 都有唯一对应的 y、多对一、定义

域、值域、映射、f (x)、y=f (x) 

表征类 函数的表征，包括解析式、图像和表格。 函数解析式、函数图像、函数表格 

实例类 函数类型的具体名称。 一次函数、对勾函数、指数函数 

性质类 具体的函数性质。 单调性、奇偶性、增减函数、周期性 

关联类 看到函数联想到的其他知识，比如代数、变

量、方程等。 

未知数、元、x、y、自变量、因变量、方

程、数列、y 随 x 的变化而变化 

应用类 函数在数学和生活中的应用。 动点问题、过山车、股票、波浪、爱心 

思想方法类 数学思想或方法。 数形结合、分类讨论、参变分离、配方法 

情感态度类 看到函数的情感态度，包括积极的、消极

的。 

难、考试重点、分值大、变化多端、不会做、

可以预知未来看到过去 

其他类 其他的函数意象，但是不能归到上述类型。 解函数、好像不是数、可以是一段值 

从表 1 知，学生答案可以分为 9 类：定义类、表征类、实例类、性质类、关联类、应用类、

思想方法类、情感态度类和其他类。学生共给出 2903 条回答，人均 6.07 条，其中最少的写出 1

条，最多的写出 20 条，两种情况均只有一人。接下来对每类函数概念意象进行描述。 

（1）定义类 

在教科书[27]中，函数被定义为：设 A，B 是非空的实数集，如果对于集合 A 中的任意一个

数 x，按照某种确定的对应关系 f，在集合 B 中都有唯一确定的数 y 和它对应，那么就称 f：A→

B 为从集合 A 到集合 B 的一个函数，记作 

y＝f (x)，x∈A． 

按照以上描述，函数被定义为某种确定的对应关系，函数的三要素分别为定义域、对应关

系和值域，同时，规定了函数的符号为 f。故定义类概念意象包括某种确定的对应关系、函数三

要素和函数符号表示。 

定义类有 261 条。其中，有 23 条回答涉及某种确定的对应关系，86 条回答涉及函数三要

素，152 条回答涉及函数符号表示。可见学生对于函数的定义较为印象深刻的为函数的符号，其
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次是函数的三要素，而对于某种确定的对应关系认识较少。某种确定的对应关系相关的典型答

案为每一个 x 都有唯一对应的 y，函数的三要素相关的典型答案有值域、定义域，函数的符号相

关的典型答案为 f (x)。 

（2）表征类 

在教科书中，函数的常用表示法有解析法、列表法和图象法。故将这三种情况的答案归为

表征类概念意象。 

表征类有 661 条。其中，有 318 条回答涉及解析式，76 条回答涉及列表，267 条回答涉及

图象。可见学生对于函数的解析式表征印象深刻，其次为函数的图象表征，而对于函数的列表

表征则较为陌生。其中函数解析式的典型答案为
k

y
x

= ，函数图象的典型答案为一次函数或二

次函数的图象，函数列表相关的典型回答为： 

X 1 2 3 

Y 3 1 2 

（3）性质类 

在教科书中，函数的基本性质有单调性、最值、奇偶性与周期性等。故将和性质有关的学

生答案归为性质类概念意象。 

性质类有 211 条。其中包括学生对函数单调性、最值、奇偶性和周期性的描述。典型回答

为函数的单调性、 ( ) ( )f x f x= − 。 

（4）实例类 

在教科书中，具体的函数类型包括一次函数、二次函数、反比例函数、幂函数、指数函数、

对数函数和三角函数等。故将函数类型的答案归为实例类概念意象。 

实例类有 526 条，学生有关函数类型的概念意象包括了一次函数、对勾函数、指数函数、

分段函数等。可见学生心目中的函数类型与课本中的基本一致，此外还包括对勾函数和分段函

数这类的非基本初等函数。 

（5）关联类 

关联类指的是看到函数后联想到的其他知识，包括高中函数概念之前学的方程、代数、变

量和 y 随 x 的变化而变化等相关知识，还包括之后学的数列、不等式、三角等相关知识。这里
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要说明在同行评议中引起讨论的两点，第一将“x”，“y”这种答案归为此类是因为研究者认为

x 和 y 是一种代数符号，第二将“y 随 x 的变化而变化”归为此类是因为研究者认为这点不能体

现高中教材定义中函数对应关系的本质。 

关联类有 1069 条，答案涉及变量、代数、方程、未知数、数列、三角学等方面。其中 208

条回答涉及变量，228 条回答涉及代数，633 条回答涉及了方程、未知数、数列和三角学等。可

见，学生心目中与函数联系最紧密的知识为方程、数列和三角学的相关知识，其次为变量和代

数的知识。其中有关方程、数列和三角学知识的典型回答为方程、等差数列、等比数列等，有

关变量知识的典型回答为自变量、因变量，有关代数知识的典型回答为未知数、元。 

（6）应用类 

教科书中提到，一次函数、二次函数、幂函数等都和现实世界有紧密联系，可以利用这些

函数模型解决实际问题。故将函数在数学和生活中应用的例子归为此类。 

应用类有 44 条。学生的典型回答有平抛运动、波浪、过山车、股票等。此类概念意象条数

较少，可见学生应用函数的情况较少，应用意识较弱。 

（7）思想方法类 

思想方法类有 28 条，此类指的是学生答案中提到的数学思想或方法，包括数形结合、分类

讨论、参变分离、配方法等。这些思想方法被广泛的应用于和函数有关的问题解决中，但是此

类概念意象较少，学生有关函数思想方法的意识还比较欠缺。 

（8）情感态度类 

情感态度类有 62 条，此类指的是学生答案中对函数的情感态度，包括积极的情感和消极的

情感，其中积极情感的学生答案为考试重点、分值大、可以预知未来看到过去。消极情感的学

生答案为难、变化多端、不会做。从中可见积极的情感主要与函数在考试中的重要程度有关，

消极的情感则与函数有关题目的难度较大有关。 

（9）其他类 

其他类有 41 条，此类指的是不能归到以上类别的其他答案。学生的典型回答为解函数、好

像不是数、可以是一段值。从中可以看出学生对于函数的一些迷思概念，如从“好像不是数”

这个答案中，可看出该学生可能将函数与一般的数相混淆，“可以是一段值”的回答可以看出

学生将函数与函数值混淆了。 
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图 4 学生答卷的扫描件 1 

 

图 5 学生答卷的扫描件 2 

图 6 为各类函数概念意象的频率分布，由此可知学生一见到“函数”，更偏向于想到与函

数有联系的数学知识（关联类）、其次依次为函数表征（表征类）、函数名称（实例类），接着

才和函数定义（定义类）、函数性质（性质类）有关。 

 

图 6 函数概念意象类别的频率分布 

学生看到“函数”，所产生的概念意象多达 9 类，看起来似乎比较丰富，但这和样本量有
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关。为进一步研究概念意象的丰富程度，根据分类框架，重新统计每个学生对函数概念意象的

类别数量，图 7 为函数概念意象的类别数分布。其中同一类型的答案只算 1 类，人均 2.11

类，最少的给出了 1 类，最多的给出了 6 类。从学生概念意象类别的平均数和分布来看，单个

学生函数概念意象的丰富程度并不高，大多数学生函数概念意象的类别数只有 1 类、2 类或 3

类，函数概念意象涉及了 6 类的学生只有 3 位。 

 

图 7 函数概念意象的类别数分布 

3.2 函数概念意象的使用 

根据题 1 所得的函数概念意象类别，对第 2-8 道题中学生判断理由进行分类，其类别分布

频率及正确率见表 2。其中无效理由是指空白理由或“感觉是函数”这种无法归类的理由。 

表 2 学生使用函数概念意象类别的频率分布及正确率 

题目 定义类 表征类 实例类 关联类 无效理由 正确率 

Q2 63.0% 4.0% 1.7% 12.3% 19.0% 80.3% 

Q3 86.0% 8.4% 1.5% 1.0% 3.1% 92.5% 

Q4 70.7% 12.1% 1.3% 3.6% 12.3% 78.2% 

Q5 92.9% 4.4% 0.2% 0.4% 2.1% 95.0% 

Q6 56.3% 31.6% 1.0% 0.4% 10.7% 56.1% 

Q7 

Q8 
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由表 2 知，学生主要使用定义类、表征类、实例类和关联类这 4 类函数概念意象，有意思

的是这 4 类概念意象正是第 1 题中出现频率最高的概念意象类别。这从另一方面说明由第 1 题

所得到概念意象的类别是有效的。从总体上来看，学生在判别函数时，更倾向于使用定义类的

概念意象。从正确率来看，Q5 的正确率最高，其次是 Q7，而 Q8 的正确率最低，其次是 Q6。 

学生在 Q2-Q8 诸题上的概念意象类别分布和正误分布的交叉列表中，各类概念意象在类别

分布内的正确率是不一样的，其中定义类意象在类别分布内的正确率依次为 88.4%、97.1%、

84.9%、97.3%、78.8%、96.4%、72.4%，定义类占总计百分比的正确率依次是 55.6%、83.5%、

60.0%、90.4%、44.4%、78.2%、34.1%，且定义类在各类别占总计百分比正确率最高。表 3 是

显示了学生在 Q2-Q8 中，使用函数概念意象类别和回答正误之间相关性的水平。 

表 3 Q3-Q8 的意象类别和回答正误之间相关水平 

题目 F（4，478） V（1,478） 

Q2 47.313*** 0.328*** 

Q3 67.338*** 0.479*** 

Q4 31.618*** 0.269*** 

Q5 43.293*** 0.461*** 

Q6 152.433*** 0.549*** 

Q7 23.309*** 0.272*** 

Q8 77.752*** 0.393*** 

注：F 为修正后的似然卡方值，***表示 P<0.001，下同  

综合表 2 和表 3 中的数据，学生在面对 Q2-Q8 时，定义类意象在各理由中占总计百分比的

正确率均是最高的，使用的函数概念意象类别和回答正误之间均存在相关性。其中两变量之间

关系较大题目是 Q6，关系一般的是 Q3、Q5 和 Q8，关系较小的是 Q4 和 Q7。 

使用一般对数线性分析模型对 Q2-Q8 建立饱和模型。拟合效度检验结果为模型对数据完全

拟合。交互效应检验和主效应检验的卡方值比均产生了较大变化，且 P 值均小于 0.001，故两变

量的交互效应和主效应对频率分布均有显著影响。单项效应检验中各题参数评估中类别效应情

况见表 4，其中第 5 个参数关联类的 Z 值可由总效应和为 0 推算。根据表 4，每道题中第 2 类别

（定义类）的效应均显著，且都是正向的，在各类别中的正效应值也最大。 
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表 4 Q2-Q8 的答案类别效应 

效果 参数 Z 效果 参数 Z 

Q2

类别分布 

1（无效理由） 

2（定义类） 

3（表征类） 

4（实例类） 

4.473*** 

9.567*** 

-3.011** 

-3.734*** 

Q6 

类别分布 

1（无效理由） 

2（定义类） 

3（表征类） 

4（实例类） 

2.903** 

10.721*** 

7.373*** 

-4.082*** 

Q3

类别分布 

1（无效理由） 

2（定义类） 

3（表征类） 

4（实例类） 

-1.084 

9.685*** 

3.713*** 

-2.522* 

Q7

类别分布 

1（无效理由） 

2（定义类） 

3（表征类） 

4（实例类） 

2.728** 

9.709*** 

-0.660 

-2.814** 

Q4

类别分布 

1（无效理由） 

2（定义类） 

3（表征类） 

4（实例类） 

2.485* 

14.695*** 

2.801** 

-5.077*** 

Q8

类别分布 

1（无效理由） 

2（定义类） 

3（表征类） 

4（实例类） 

3.788*** 

9.118*** 

6.466*** 

-2.539* 

Q5

类别分布 

1（无效理由） 

2（定义类） 

3（表征类） 

4（实例类） 

-2.69 

10.018*** 

2.403* 

-2.616** 

   

注：**表示 P<0.01，*表示 P<0.05 

从 Q2-Q8 的总体结果来看，学生所使用的函数概念意象会影响他们函数判别的正确性。

且当学生使用定义类时，更有助于帮助他们正确判断一个例子是否是函数。 

 

图 8 学生答卷的扫描件 3 
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图 9 学生答卷的扫描件 4 

4 讨论 

4.1 函数概念意象的分类 

与 Vinner 的研究结果[4]相比，本研究所得函数概念意象结果更广泛，且基本上包含了他的

研究结果，比如“函数的图形应该是‘合理的’”[4]属于本研究的表征类，还有“一对一之间的

对应”属于定义类，但是他所调查的学生还提到一类函数概念意象是“被给定的规则（rule）”

[4]，并没有出现在本文的研究对象答案中，查阅两国教材中的定义[4][27]，也并没有出现“规则”

一词，或许这和当时以色列学校的教学内容有关。 

从函数概念意象的类别结果来看：第一，在面对开放的题目时，学生的函数概念意象总体

上说是丰富的，涉及知识、能力和情感三个方面，反映了学生对于函数的认识。这样的认识取

决于很多因素，可进一步去研究。当然图 5 也反映了单个学生的函数概念意象丰富度并不高，

值得反思。第二，学生的某些概念意象或许折射出了他们在学习函数过程中的一些理解错误，

比如有的学生提到“未知数”，说明其对于变量和未知数可能是混淆的。第三，从这些学生的

函数概念意象中，可以看到他们在学习函数内容一段时间后的认知结构，比如函数概念、函数

表征、函数类型、函数应用、解决函数问题的数学思想方法以及对函数的情感等。 

4.2 函数概念意象的使用 

当给定的任务是函数判别问题时，按照图 2 所示的相互作用关系模式，学生在回答问题时

会努力调动自己和定义有关的概念意象来进行判断，且定义类意象占比最高。然而有一些学生

使用了表征类、实例类和关联类概念意象，或只做判断未给出理由。无论学生使用哪种概念意

象来进行判断，研究者都发现了一种新的概念定义与概念意象之间“意象主导”模式来解释学
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生的心路历程，如图 10 所示。正如图 10 所示的过程，如果将对概念定义的心理图像也看作函

数概念意象的一类，那么学生在面临特定认知任务时，可能会诉诸自己熟悉的函数概念意象来

支持自己的答案。 

 

图 10 意象主导关系 

由上可见，学生使用函数概念意象的类别和回答的正确率是相关的。学生在解决问题时，

定义类概念意象的使用率和正确率是最高的，也能够更好地帮助学生判别函数例子。学生作出

错误判别的原因，可用概念形成过程中的两种认知机制来分析，一个机制是识别相似物，比如

孩子的大脑在识别一把椅子时依据的是它和过去自己见过的椅子相似，另一个机制是区别差异

物，比如大脑区分出某个物体和自己过去见到的椅子不一样，故而不认同是椅子[8]。因此，学生

在判别函数时相应地也有两种错因。第一，当学生判别一个例子是否函数时，因为和他们之前

见过的函数例子或者相关认知（表征类、实例类等概念意象）相似，如对于第 5 题，有学生认

为该图很有规律，故该图是函数。第二，因为例子与脑海中的函数例子或者相关认知（表征类、

实例类等概念意象）不一样，如对于第 6 题，有学生认为该图是不连续的点，故该图不是函数。

学生之所以产生错误，归根结底是对函数概念本身的理解不到位。 

5 结论与启示 

基于以上的研究结果和讨论，发现高一学生学完高中函数概念的两个月后，积累和产生的

函数概念意象分别是定义类、表征类、性质类、实例类、关联类、应用类、思想方法类、情感

态度类和其他类。在学生判别函数时，主要会使用定义类概念意象，其次是表征类、实例类和

关联类概念意象。学生使用的函数概念意象和函数判别的正确性之间有一定的相关性，其中定

义类概念意象有助于学生正确判别函数。 

从理论上来看，无论是给学生直觉反应关系模型还是相互作用关系模型的题目，学生在回

答问题时的心理过程都可以用“意象主导关系”进行描述。可见，研究概念意象有助于了解学
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生的概念理解和概念学习情况。教学中，教师要注意学生头脑中那些被唤起的各种概念意象[12]。 

从实践上来看，从本研究中可获得如下教学启示： 

首先，学生有关函数定义的心理图像不够准确。在日常教学过程中，教师应注重准确使用

数学语言描述函数定义，并培养学生准确使用数学语言的习惯，减少口语化语言。另外还要培

养学生面对任务时调用定义类概念意象的习惯，形成概念性理解而非程序性过程，这有助于学

生更好地解决问题。 

其次，表征类和实例类的概念意象代表着学生对函数具象例子的心理图像。学生在日常学

习函数时，最常见到便是具体的函数例子及其某种表征。教师应该善于利用学生从初中就已经

熟悉的函数表征和例子，抓住函数概念的本质，以此为起点进行高中函数概念的教学。还要引

导学生从定义出发解读函数的三种表征，并掌握表征之间的相互转化。 

再次，教师要善于抓住关联类的概念意象，帮助学生建构自己的概念图。同时，“未知数”

等关联类答案也呈现了学生的一些迷思概念，教师应在教学中加以辨析。而“方程”等关联类

答案也只能说明，学生认为函数与方程有关联，但是是何种关联仍待探究。 

最后，应用类、思想方法类、情感态度类等代表了一小部分学生的心声。教师应在日常教

学中更多地引导学生发现数学知识的应用价值，这对于揭示数学知识的必要性、增加学习驱动

力是很重要的。情感态度类意象表明，很多学生觉得“函数”很难学；即使少数学生持有积极

的情感态度，但几乎未见有“函数很有趣”、“很喜欢函数”之类的观点。对于教师而言，函数

概念的教学还存在进一步完善的空间。 
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网络研修 

基于网络研修的“有理数乘法课例”生成 

左培培 1   邵爱娣 2 孙丹丹 3 

（1.上海市浦东模范中学东校，上海 201209；2.华东师范大学教师教育学院，上海 200062； 

3.华东师范大学数学科学学院，上海 200241） 

1 引 言 

信息时代背景下，网络教研已成为具有时代特色的教师专业发展新模式[1]。网络教研活动

不受时空的限制，教师可根据需要随时随地的进行研讨交流，共享教育信息与资源[2]。第一届初

中教师 HPM 网络研修即是在这种背景下产生的一种以数学史与数学教育（简称 HPM）为抓手

的教师线上研修模式，具体而言，教师在线专业学习共同体由两个子团体构成，一是全国各地

六十余位一线初中数学教师，二是高校教师、硕博士和若干 HPM 实践专家型一线教师，研修活

动持续约一年时间，主要围绕 9 个初中教学主题展开，教师线上阅读学习相关历史素材、借助

视频会议平台研讨基于历史的教学设计、线下实施课例、线上分享学生反馈及教学体会，共同

体成员在网络互动中学习、交流、反思。 

“有理数的乘法”是 HPM 网络研修班的研修课例研究之一，研修围绕分析与准备、设计与

改进、实施与反馈、整理与写作四个环节展开，其中，在设计与改进环节，研修班依次组织了

在线小组讨论、研修班教师集体讨论、高校研讨以不断完善设计最终形成 HPM 课例。已经有研

究详细呈现了基于数学史的有理数乘法教学设计[3]，完成了的课例成品可以为教学提供参考，

HPM 课例生成的过程也同样值得研究[4]，这个过程可以体现运用数学史进行“有理数乘法”教

学设计可能存在的问题、改进的方法、改进的缘由等等，最后生成的课例也是对已有课例的丰

富和完善。鉴于此，本文将呈现有理数乘法 HPM 课例生成的过程及生成过程中的思考，以期给

初中 HPM 视角下的有理数教学以启示。 

2 分析与准备 
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2.1 问题分析 

“有理数的乘法”在沪教版初中数学六年级下册第五章“有理数”第六节第一课时，它既

是有理数加减法的深入，也是有理数除法、有理数乘方等运算的基础。沪教版有理数乘法一节

的教材首先在思考 1 中呈现了四个问题：2×1=?；(−2)×1=?；2×(−1)=?；(−2)×(−1)=? 而后提

示，2×1=2，(−2)×1= −2，一个数乘以 1 等于这个数本身。2×(−1)=( −1)+( −1)= −2，一个正数

乘以(−1)等于这个数的相反数。进而抛出问题：(−2)×(−1)=?，进一步思考(−4)×3=?，(−4)×(−3)=? 

之后在思考 2 中给出汽车行驶的现实情境，规定向东行驶为正，向西行驶为负；几小时后为正，

几小时前为负，得出四个算式 2×80=160，2×(−80)= −160，(−2)×80= −160，(−2)×(−80)=160，

从而总结正负数乘法的运算法则，最后归纳 0 和正负数的乘法运算，得到有理数乘法法则。 

实际教学中，学生往往已经知道正负数相乘法则，加之思考 1“一个数乘以 1 等于这个数

本身，一个正数乘以−1 等于这个数的相反数”的引导，学生基本可以说出(−4)×3= −12，(−4)×

(−3)=12。所以，接下来的思考 2 主要是运动情境解释这个法则，由于运动情境较为复杂，教师

一般先帮助学生规定好“向东行驶为正，几小时后为正”，然后通过行驶过程中速度、时间和

路程的关系，得到四个算式，让学生尝试归纳两数相乘的符号法则，最后通过练习强化学生运

用有理数乘法法则进行运算的能力。 

这节课的教学往往存在如下几个问题：（1）很多学生正式学习前已经了解过这个法则，有

理数乘法的学习动机不足；（2）思考 1 如果只是为了引出课题显得有些冗余，其中承载的很多

信息没有充分运用；（3）运动情境有一定难度，实际教学往往只是“走过场”解释一下，把整

节课绝大部分时间都放到了运用法则进行计算上。相关调查也显示，不超过 11.5%的学生可以

对“负负得正”法则给出合理的解释[5]。因此，在教学实践中如何激发学生的学习动机，引导学

生理解“负负得正”法则的合理性是教师面对的难题。 

2.2 史料学习 

“有理数乘法”的相关历史由网络研修班专用微信小程序推送，共包含 6 则素材，素材一

主要介绍名人对“负负得正”缘由的困惑，19 世纪法国著名作家司汤达（Stendhal, 1783-1843）、

法国著名昆虫学家和文学家法布尔（H. Fabre, 1823-1915）、我国著名“杂交水稻之父”袁隆平
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等都曾对“负负得正”产生过疑问，试图寻求解释[6][7]。例如司汤达小时候很喜欢数学，但迪皮

伊先生教到“负负得正”这个运算法则时，司汤达不理解法则背后的缘由，他希望老师能对此

作出解释。面对司汤达的提问，迪皮伊先生“只是不屑一顾地莞尔一笑”，补习学校的夏贝尔

先生也只得不断重复课程内容，说负数如同欠债，可一个人该怎样把 10000 法朗的债与 500 法

朗的债乘起来，才能得到 5000000 法朗的收入呢？司汤达被“负负得正”困扰了很久，最后只

能无奈接受了它。 

素材二主要用负债、运动、水箱、热气球、好人进城等生活模型解释有理数乘法合理性。

美国数学家和数学史家 M·克莱因（M. Kline, 1908~1992）认为，“如果借助物理意义，负数运

算以及负数和正数混合运算是很容易理解的。”他最早用债务解释“负负得正”：假定某人每

天欠债 5 美元，可记为−5，在给定日期他身无分文，记为 0 美元，那么在给定日期 3 天前（记

为−3），他有财产 15 美元，用数学表达式描述即 ( ) ( ) 1553 +=−− [8]。除了负债，还有其他情境，

比如，一个大水箱底部接着一根排水管，现在水箱装有若干升水，假设排水管以每小时 6 升的

速度排水，记为−6，则 8 小时前（记为−8），水箱的水比现在多 48 升，记为+48，用数学表达

式描述即 ( ) ( ) 4886 +=−− [9]。当前沪教版教科书呈现的运动情境也是历史上常用模型之一。一

个与前面情境略有不同的是所谓“好人进城”模型。在一个城镇中居住着许多居民，如果规定

好人为正，则坏人为负，进城为正，则出城为负，好事为正，则坏事为负，则坏人（−）出了城

（−），对于城镇来说是好事（+），用数学语言表示即“负负得正”[8]。  

素材三主要用乘法意义拓广、公式拓广、相反数、归纳、分配律等数学模型解释有理数乘

法合理性。如早期教科书中出现的乘法意义拓广的解释：两数相乘，乘数为正时，连加被乘数；

乘数为负时，连减被乘数，由此得到“负负得正”。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1244434 +=++++++=++ ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1244434 −=−+−+−+=+− ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1244434 −=+−+−+−=−+ ； 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1244434 +=−−−−−−=−− [10]。 

Benedict（1877）的归纳法，取等差数列＋4，＋3，＋2，＋1，0，−1，−2，−3，−4，先将

各项分别乘以＋3，观察所得等差数列的规律，得出“负正得负”，再将数列各项分别乘以−3，
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观察新数列的规律，得出“负负得正”[11]。所谓相反数法，则是将 ( ) ba − 和 ( ) ( )ba −− 看作一

对相反数，若已知前者为负，则后者必为正。欧拉在《代数基础》（1821）中先通过债务的倍

数来说明正负得负：将−a 视为债务，取 3 次，则债务必变成 3 倍，故 ( ) 3 3a a−  = − ，一般地，

有 ( )a b ab−  = −  ( 0, 0a b  )，故“正负得负”。由于 ( ) ( )a b−  − 要么等于 ab，要么等于−ab，

但已证 ( )a b ab−  = − ，故 ( ) ( )a b ab−  − = [12]。有些“负负得正”的解释方法运用（或逆用）了

乘法分配律，F·克莱因称之为“半逻辑证明”，例如： 

( ) ( )  ( ) 0=−+=−+=− daaddaadaa ，故 ( ) adda −=− ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0=−−+−=−−+−=−− daaddadadaa ，故 ( ) ( ) adda =−− [13]。 

素材四介绍了以上现实情境及数学情境都只是对“负负得正”的合理性做解释，并非严格

意义的逻辑证明。19 世纪德国数学家汉克尔（H.Hankel, 1839-1873）早就告诉我们：在形式化

的算术中，“负负得正”是不能证明的。数学家 F·克莱因也提出忠告：“我请求你们不要把不

可能的证明讲得似乎成立” [14]。“负负得正”只是一种规定，规定的合理性可以通过多种模型

解释，更为本质的一个原因是数系扩充所遵循的原则之一是运算律的无矛盾性，虽然我们可以

规定“负负得负”，但那意味着我们至少要放弃正整数集所满足的其中一个运算律。 

素材五和六分别介绍了东西方文明中的负数与负负得正。在东方，13 世纪我国数学家朱世

杰明确提出负数的乘除法运算法则，7 世纪印度数学婆罗摩笈多规定了负数加减乘除法则[15]。

在西方，负数和正负数运算法则进展相对更加艰难，自 13 世纪负数及其运算传入西方，历经几

百年排斥和矛盾，直至 19 世纪才被比较普遍地接受[16]。 

3 设计与改进 

3.1 初步设计 

基于研修班提供的相关历史素材，结合自身实践经验，笔者初步完成了教学设计（Ⅰ），见

表 1。 
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表 1 “有理数的乘法”教学设计(Ⅰ) 

教学环节 教学过程 数学史素材 

问题引入 尝试回答教材中的思考 1 并说明理由。  

探索新知 （1）讲解教材中的思考 2，得出两数相乘的符号法则。 

（2）讲解教材中的思考 3，归纳有理数的乘法法则。 

（3）学生举实际例子解释“负负得正”法则的合理性。 

 

深化认识 司汤达学习“负负得正”的历史故事，M克莱因的债务模

型。 

司汤达的故事、债

务模型 

例题讲解 讲解练习，归纳有理数乘法的注意事项。  

课堂练习 按照例题分析的要求完成计算题。  

课堂小结 总结有理数的乘法法则的内容和注意点。  

教学目标： 

①通过现实情境，理解有理数乘法的实际意义，归纳有理数的乘法法则，初步感受有理数

乘法法则的合理性； 

②掌握有理数乘法的符号法则，并能熟练地进行有理数乘法运算； 

③通过具体算式归纳一般法则，提高归纳概括能力。了解数学家的相关故事，感悟质疑的

精神，培养科学求真的态度。 

教学重点：掌握有理数的乘法法则，并能熟练进行有理数的乘法运算。 

教学难点：理解有理数乘法法则的合理性。 

3.2 集体研讨与改进 

3.2.1 集体研讨 

初步设计完成后，先在小组内进行了分享交流，之后研修班的所有老师针对教学设计各个

环节展开线上视频讨论。经过讨论，笔者意识到初步教学设计并没有体现数学史的深度融入，

对历史材料的解读只是停留在讲述故事和补充模型的层面上，没有给予学生思考模型和讨论的

机会。具体来说，讨论达成的共识及笔者反思如下： 
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（1）对教材中思考 1 的处理，教材提到“一个数乘以 1 等于这个数本身，一个正数乘以

（−1）等于这个数的相反数”，这两句话都不是基本事实，只是猜想。乘法的意义目前只适用

于正数，不能在有负数参与的乘法运算中，贸然采用非负数的乘法运算律。 

（2）学生对于“负负得正”的理解无疑是困难的，此时教师不要直接给学生讲解模型，而

是恰好把历史名人司汤达的故事抛出，让他们来想办法帮助司汤达解释困惑。这样可以一下子

锁住学生的目光，激发学生内心的求知欲，产生解决这一问题的内心驱动力，调动学生主动思

考的积极性。 

（3）教学重点应该落实在为什么“负负得正”上。因为学生利用法则进行计算并不难，难

的是为什么负数乘以负数结果反而变成了正数，而如果不弄清楚法则规定的合理性，学生会认

为数学是“不讲理”的，在后续的学习中便不会主动去探求其他数学规则的合理性。 

（4）提出挑战性的问题，让学生以小组合作的方式对司汤达的困惑进行探讨，思考有理数

乘法的实际意义，尝试解释有理数乘法法则的合理性，呈现学生的创新思维，还可以和历史上

古人的方法产生思想的交汇。 

3.2.2 修正后的教学设计 

反思研讨的相关议题及修改建议后，笔者对教学目标、重难点和教学过程做了修正。其中

教学目标①和②不变，教学目标③改为“通过法国著名作家司汤达的历史小故事，培养学生的

探究质疑精神，感受数学和生活的联系”。教学难点不变，教学重点改为“用合理的模型解释

负负得正”。 

修正后的教学设计见表 2。 
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表 2 “有理数的乘法”教学设计（Ⅱ） 

教学环节 教学过程 数学史素材 

复习引入 （1）回顾小学乘法运算法则，及有理数的一种分类：正

数、0、负数。 

（2）引导学生说出两个有理数相乘的所有情形并举例，

如：(+4)×(+3)，(+4)×(−3)，(+4)×0，(−4)×(+3)，(−4)×

(−3)，(−4)×0，0×(+3)，0×(−3)，0×0。 

（3）问根据目前知识，你能确定哪些算式的结果？ 

（4）追问未解决的三个式子(−4)×(+3)，(+4)×(−3)，(−4)

×(−3)有什么特点？ 

— 

探索新知， 

得出猜想 

问题①：猜想上述三个含有负数的有理数乘法的结果。  

问题②：你能举生活中的例子来解释(−4)×(+3)= −12 吗？

(+4)×(−3)，(−4)×(−3)呢？ 

— 

介绍历史、

提出方案 

预设关于(+4)×(−3)，(−4)×(−3)学生解释不清楚。而后给

出司汤达和袁隆平的故事。学生举例帮司汤达和袁隆平

解释困惑。小组合作，展示评价。 

司汤达和袁隆平

的故事 

建立模型、

验证猜想。 

（1）预设 6 种模型：运动模型、好人进城模型、气温变

化模型、债务模型、相反数模型、分配律法，根据学生的

回答进行类比。 

（2）重点讲解课本中的运动模型，其他模型学生表述，

教师利用投影展演，并让学生课后书写出具体方案作为

课堂的延续。归纳有理数乘法法则。 

运动模型；相反数

模型；分配律法；

债务模型 

知识应用 同教学设计（Ⅰ） — 

课堂小结 （1）总结有理数乘法法则和步骤； 

（2）体会数学建模思想； 

（3）司汤达故事的启示。 

— 
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3.3 高校研讨与改进 

3.3.1 高校研讨 

在高校研讨中，设计者首先介绍了教学设计与困惑，高校研究者和资深的 HPM 教学实践者

对教学设计提出了改进建议。讨论达成的共识及笔者反思如下： 

（1）复习引入部分，对学生预设的问题进行适当调整。原设计预设的是学生能回答九个算

式中的 6 个，含负数的 3 个算式回答不出，但实际上学生很有可能全部回答出来，这时候可以

紧接着提出问题为什么“负数乘以负数会等于正数呢”？并顺势将司汤达等名人的故事前置，

这样一开始就可以聚焦问题的核心。 

（2）在用现实情境解释有理数乘法法则的过程中，举两个负数相乘的例子是难的。为了启

发学生通过现实模型说明法则合理性，可以从复习负数的本质或实际意义入手，引导学生开放

思维，寻找多样的具有相反意义的量，再上升到二维的负数乘以负数。 

（3）本节课涉及的模型较多，模型的选择上不要求全，而要易于学生理解。模型太多会导

致课时容量过大，无法讲完既定内容，上课节奏过快也会使得学生无法真正理解每个模型本质，

因此需要精简课上呈现的模型数量。 

（4）现实模型是教师或学生在数学课堂中常常使用的解释方式之一，从数学本身入手是解

释法则合理性的重要角度，有必要让学生了解保持运算律也是数学中引入法则的主要依据之一。

可以在结尾用微视频的方式给予数学解释，课下给学生相关数学解释的阅读材料体会合理性。 

（5）设计开放性的课后作业，让学生思考更多的解释方式。这样的课后探究性作业，使得

有限的课堂得以延续，为学生提供更多的探究机会，为学生的个性发展提供了充分的空间，使

学生有不同的数学发展，学生的开放性想法可以相互补充启发。 

3.3.2 修正后的教学设计 

结合高校研讨中的修改建议及自我反思，笔者对教学设计（Ⅱ）作了修正，见表 3。 

教学目标①和②不变，教学目标③改为：“通过介绍法国著名作家司汤达的历史小故事，

培养学生的探究质疑精神，建立数学和生活的联系；通过小组合作讨论，感受方法之美，探究

之乐，提高学生的数学建模能力。” 

教学重难点仍采用集体研讨后的修正版。 
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表 3 “有理数的乘法”教学设计 （Ⅲ） 

教学环节 教学过程 数学史素材 

知识回顾，

新课引入 

（1）同教学设计（Ⅱ）； 

（2）同教学设计（Ⅱ）； 

（3）请学生把算式按熟悉到陌生的顺序排列并一一计算，预

设有部分学生能够全部算出来，追问学生为什么会认为(−4)

×(+3)=12，(+4)×(−3)= −12，(−4)×(−3)=12? 

（4）预设关于(+4)×(−3)，(−4)×(−3)学生说不清楚，提出问

题为什么“负数乘以负数等于正数”，引出袁隆平院士和司

汤达的故事。 

袁隆平院士和

司汤达的故事 

负数的实际

意义 

问题①：研究负数的乘法前，请思考一下负数的意义是什

么？ 

问题②：你能举出一些生活中的例子说明负数的意义吗？ 

— 

小组讨论、

建立模型、

解释猜想 

（1）小组讨论，为司汤达和袁隆平院士解决困惑，小组代表

展示例子。 

（2）预先准备好以下模型：运动模型、债务模型、相反数模

型等，根据学生回答进行类比。 

运动模型；债务

模型；相反数模

型 

归纳有理数

乘法法则 

引导学生归纳总结有理数乘法法则。 — 

数学解释 微视频介绍分配律法，让学生感知数系扩充要保证运算律的

无矛盾性，即原有的正数范围内的运算律在有理数范围内成

立，所以负负只能得正。 

分配律法 

运用新知 同教学设计（Ⅱ） — 

课堂小结 同教学设计（Ⅱ） — 

课后作业 让学生思考更多的解释方式。 — 
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4 实施与反馈 

受疫情影响，上海市中小学实行线上教学，模式是空中课堂结合线上直播互动教学。有理

数的乘法这节课空中课堂 21 分钟，直播互动教学 15 分钟。由于直播课时间有限，笔者实施了

教学设计（Ⅲ）片段。首先通过举生活实例回顾说明负数的意义，接着讨论了司汤达的历史故

事和美国数学家 M克莱因的债务模型。课后对两个任教班级 76 名学生进行了问卷调查，收回

问卷 75 份。调查显示，约 84% 的学生可以理解负数的意义，约 76%的学生能正确进行有理数

的乘法计算，清楚说出有理数乘法法则并做出解释。约 94.6% 的学生认为，“负负得正”不难，

很有趣，历史解释有助于理解“负负得正”的合理性。 

在开放性的课后作业中，学生对“负负得正”给出了很多解释。可以归为两类，一类围绕

生活情境展开，如有学生提到砍树问题和排水问题，见图 1 和图 2。有学生把得到记为正，失去

记为负，把支票记为正，欠条记为负，那么你失去了一张欠条是好事，所以“负负得正”。有

些学生的解释反映出学生可能混淆了负负相乘得正和正数相反数的相反数得正，这需要教师在

以后教学中引起足够重视。如有学生想到体育课中的四面转体动作，一个负号可理解为向后转

180 度，另一个负号可理解为又向后转 180 度，此时又转回了原来的方向。也有学生用语文学

科中的双重否定表示肯定来解释，“负”可理解为否定，“负负”可理解为双重否定，而正可

理解为肯定。 

 

 

图 1 
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图 2 

另一类借助数学内部规律展开，有学生想到了相反数模型，两个有理数相乘，如果改变其

中一个因数的符号，积的符号也会随之改变，见图 3。有学生利用数轴进行了解释：除了 0 以

外，所有的有理数乘以一个负数，相当于先把这个数所对应的点，在数轴上绕原点旋转 180 度

（相当于乘以−1），再扩大或者缩小相应的倍数。有学生以乘法对加法的分配律为前提，通过

具体数字运算说明负负要得正，否则会出现矛盾，也有学生直接把正数范围内的运算律扩充到

有理数集得到“负负得正”，见图 4-5 。还有学生使用乘法意义拓广法，忽略

bdbcadacdcba +−−=−− ))(( 中 a > b, c > d 的条件，得到“负负得正”，见图 6。 

 

图 3 

 

 

图 4 
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图 5                                图 6  

5 反思与启示 

基于本次“有理数的乘法”课例研究，教师反思了整个过程，得到以下启示。 

（1）精读数学发展史，促进学生深层理解。实际学习过程中，有的学生表面接受“负负得

正”，但并没有真正理解。因而研究数学知识的历史本源，对教师认识数学知识的难点和重点

是十分有利的。以“有理数乘法”为例，不仅要教会学生计算“负负得正”，更重要的是选择

适切的数学史料，合理地解释“负负得正”，让学生真正对数学概念有深刻的认识，这种理解

是刷题无法产生的效应。 

（2）给学生探索空间，调动学生积极性。教师不能强加给学生固定的思维方式，剥夺学生

探索机会。有理数乘法是一个非常开放的主题，有十分多样的解释方法，如果限定教材上的运

动模型，并且规定好运动方向和时间正负，就封锁了学生发挥的空间，限制了学生思考，进而

造成学生的被动学习。在这节课的教学中可以适当多留白，调动学生的积极性，学生的潜能可

能会超乎想象。 

（3）换位思考，理解学生。司汤达、袁隆平的学习体验让教师在教学中不再急于让学生接

受法则，而是不断地给出些生活中的情景让学生慢慢感受“负负得正”。因为学习经验的差别，

教师往往从自己的视角来看学生学习，于是很多内容变得“十分简单”，而忽视学生的学习困

难，历史发展有利于教师摒弃自我中心的视角，更好地理解学生的想法，据此设计教学，给过

快的教学节奏减速。 
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（4）精耕课堂，细作教学，秉承初心。有理数乘法的教学不应该沦为有理数乘法法则的应

用，要传授有文化的数学，打造有情趣的课堂，培养出有无限生命力和创造力的学生。 

历史故事有利于鼓励学生质疑求真的理性精神，启发学生主动思考，探索“负负得正”合

理性可以培养学生探究的能力，真正体会“做数学”的乐趣，不同时空的多元解释可以开拓学

生视野，让不同学生有机会获得不同发展，这都是这节课可以达成的教育价值。 

致谢：本文系 HPM 网络研修系列课例之一，感谢汪晓勤教授、栗小妮博士、贾彬老师、王

进敬老师及研修班同行的悉心指导与帮助。 
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教学实践 

HPM 视角下的二项式定理教学 

向荣 1  韩嘉业 2 

（1.华东师范大学附属东昌中学, 上海, 200120；2.华东师范大学教师教育学院, 上海, 200062） 

1 引 言 

“二项式定理”是上海教育出版社高中三年级第一学期第 16 章《排列组合与二项式定理》

中的一节内容。课程标准对其的描述是：二项式定理的推导依赖于组合数的性质，它可用于解

决诸如与整除有关的问题以及某些计算近似值的问题，也是进一步学习高等数学必备的基础知

识[1]。教材则直接呈现 1
)( ba + 、 2

)( ba + 、 3
)( ba + 的展开式，通过分析 4

)( ba + 的展开式，运

用组合思想进行解释，从而得到二项式定理，整个推理过程非常简略。纵观已有的教学设计，

教师注重展示二项式定理推导的思维探究过程，注重培养学生观察、类比、归纳的探究能力和

理性思维[2-5]。同时也存在不足：如未关注学生的学习动机，使得学生不了解为什么要学习二项

式定理[2-3]；教学内容单调，使得学生无法感受数学文化的多元性[4]；偏向于学生的知识技能，

而忽视了学生的情感信念[5]。 

美国数学史家、数学教育家 M·克莱因（M. Kline，1908-1992）曾经指出，数学史是教学

的指南[6]。翻开历史的画卷，我们会发现：某一个命题或一个公式从产生到完备，从特殊到一般，

往往走过几百年甚至几千年的漫长旅程，不同民族、不同时期的数学家们都对它做出过贡献，

二项式定理就是其中的一例。因此，从 HPM 视角来设计和实施本节课的教学一定会精彩纷呈。 

美国哥伦比亚大学的西格尔（M. Siegel）教授在 1998 年提出了数学探究式教学的四阶段模

式：准备与聚焦、探索与发现、综合与交流、评估与延伸[7]。近年来，已有一些基于数学史的探

究式教学课例成果可供参考[8-9]。故本次教学采用探究式教学模式将是一次非常好的尝试，从四

 
 “上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目——数学课程与教学中如何

落实立德树人任务的研究（A8）系列论文。 
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个阶段进行教学设计，既关注学生在课前的思考，以学定教；又关注学生在课堂上对知识的深

入探究、对话理解，培养提升学生的数学素养；同时关注学生的学习体会与收获，实现学生课

后的“再学习”。基于这样的思考，我们拟定本节课的教学目标如下： 

（1）了解二项式定理产生的必要性； 

（2）采取适当的方法获得二项式定理，并能够加以证明； 

（3）在二项式定理推导的过程中理解二项式系数与组合数之间的关系； 

（4）学会应用二项式定理解决相关问题； 

（5）通过数学史的渗透，感受多元的数学文化，建立良好的数学观，培养浓厚的学习兴趣，

激发问题探究的意识。 

2 历史材料及其运用 

从公元 1 世纪数学家们开始二项式定理的研究，到 19 世纪二项式定理的研究在历史画上

了句号，这期间经过了漫长的 1800 多年。本节课将以二项式定理的形成为脉络，利用重构、复

制、附加的方式将相关的历史素材融入到教学之中。 

2.1 二项式定理的起源 

为了解决已知正方形土地的面积求解正方形边长的问题，成书于公元 1 世纪的《九章算术》

少广章第十二至十六问提出了开平方的问题，并记载有相关的开平方术；紧随其后，少广章第

十九至二十二问提出了开立方的问题，并记载有相关的开立方术[10]。作为世界上最早的多位正

整数开平方、开立方的一般程序，《九章算术》中的方法用到了两个公式：

2 2 2
( 2) a b ba b a= + ++ 和

3 323 2
3( ) 3a a aba b b b=+ + + + ，当时是使用修辞代数的方式进行

记载的。 

11 世纪中叶，中国数学家贾宪在《释锁算书》中给出了二项式系数表的前 7 行，用于求解

次数大于 3 的高次方根问题。但非常遗憾的是《释锁算书》原书佚失，现在只能在 13 世纪中国

数学家杨辉所著的《详解九章算法》一书中看到贾宪的二项式系数表，贾宪将整张数表称为“开

方作法本原图”。杨辉引用了这张数表，并注明“《释锁算书》，贾宪用此术”，现在常常误称

“贾宪三角”为“杨辉三角”[11]。贾宪未给出二项系数的一般公式，因而未能建立一般正整数
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次幂的二项式定理。 

14 世纪初，中国数学家朱世杰（1249-1314）在《四元玉鉴》中复载此数表，并在贾宪的基

础上前进了两步，一是增加了 2 行，二是将相关的数字用线段连接，称为“古法七乘方”。可

以推断，朱世杰已经总结出了相邻两行之间的关系：每个数等于它肩上两个数相加[11]。 

2.2 二项式定理的发展 

1654 年，法国数学家帕斯卡（B. Pascal，1623-1662）著《论算术三角形》一文，给出二项

式系数表（见图 1），详论二项式系数的性质和应用，获得算术三角形的 19 条性质，帕斯卡建

立了正整数次幂的二项式定理[13]。1665 年，英国数学家牛顿（I. Newton，1642-1727）发现了一

般有理数指数幂情形的二项式定理[14]。1695 年，德国数学家莱布尼兹（G. W. Leibniz，1646-1716）

和瑞士数学家约翰·伯努利（John Bernoulli，1667-1748）将正整数次幂的二项式定理推广到三

项以上情形[12]。18 世纪，数学家们开始对二项式定理进行证明，1773 年，瑞士数学家欧拉（L. 

Euler，1707-1783）第一个给出实指数情形的一般证明。19 世纪，挪威数学家阿贝尔（N. H. Abel，

1802-1829）研究了指数为复数的情形，从而基本上为二项式定理的历史画上了句号[12]。 

 

图 1 《论算术三角形》中记载的“二项式系数表” 
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3 教学设计与实施 

3.1 准备与聚焦 

师：今天我们将开启一段新的学习历程，将从一张图片开始（图 2），第三张邮票中的数表

是什么呢？ 

生：杨辉三角。 

 

图 2 邮票上的数学故事 

师：原来大家对杨辉三角这么熟悉，那么请问这七行数字表达的是什么内容，其内涵是什

么？ 

生：（沉默，有些茫然）…… 

师：此表是一张二项式系数表，第一行数字对应 ( )
0

a b+ 展开式，第二行数字对应 ( )
1

a b+

展开式，那么第七行数字对应什么? 

生： ( )
6

a b+ 展开式。 

师：如展开 ( )
3 3 2 2 3

3 3a b a a b ab b+ = + + + ，你们看到了怎样的规律？ 

生：这些数字恰好是展开式的系数。 

师：很好，这就是我们刚刚谈到的二项式系数表，大家习惯将此三角形数表称为杨辉三角，

翻看史料，最早提出它的数学家是北宋的贾宪，他给出了直到六次幂的二项式系数表，并称之

为开方作法本原图（图 3）。很可惜，贾宪的数学著作已失传。13 世纪数学家杨辉在《详解九

章算法》中引用了开方作法本原图，并注明“《释锁算书》，贾宪用此术”，因而“杨辉三角”

这一名称流传至今。 
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图 3 贾宪三角                  图 4 朱世杰三角 

（教师继续展示一幅图，询问学生观察此幅图的变化。） 

师：到了 14 世纪，数学家朱世杰在《四元玉鉴》中复载此图（图 4），增加了两层，并添

了两组平行线。从贾宪三角到杨辉三角，再到朱世杰三角，我们可以提出问题：既然能够研究

( )
6

a b+ 、 ( )
8

a b+ ，那么你们认为一直可以研究到多少次？ 

生：可以研究到 n 次 

师：我们把 n 次的展开式对应的公式称为二项式定理，其研究方法是从特殊到一般，这就

是我们本节课的主题。对于一个新知识的学习需要充分了解其发生发展的全过程，因此需要思

考以下问题： 

1.该知识点是如何产生的，其产生的必要性是什么？ 

2.如何运用已有的数学基础知识和方法获得新的数学发现？如何开展数学知识的探究过

程？ 

3.获得新的知识后可以解决哪些具体问题？ 

师：请同学们以小组为单位，对已经汇总的课前思考问题对应上面的三个问题进行归类，

思考我们将如何很好地实现本节课的学习目标。 

（学生进行小组讨论） 

【设计意图】展现邮票上的数学，引起学生对数学美的感悟。通过一张图表（贾宪三角）

引发学生的思考，引出主题。贾宪三角对学生并不陌生，然而学生们普遍了解的是其中的数字，

这些数字背后内涵并不清楚，同时翻看史料发现杨辉三角是一个误传，可以很自然地向学生讲

授数学故事。课堂伊始就是要唤起学生的学习热情，从学生熟悉的数学史素材展开本节课的学

习，使课堂充满人文情怀。 
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3.2 探索与发现 

师：接下来我们将对三个问题展开讨论。问题一：二项式定理学习的必要性是什么？第一

组问到了类似的问题：二项式定理产生的源头是什么？请问你们能回答吗？ 

生：不能。 

师：步入历史长河，可以很肯定、很清楚地找到答案：二项式定理的产生是为了开高次

方。 

（为了让学生在课堂上理解古人开高次方的过程，通过播放 2 分钟微视频的方式来呈现历

史，在素材的选择上尊重历史，选择的是《九章算术》中的问题：32461759 的三次方根是多

少？） 

师：下面我们将进入问题二的探究，以小组为单位开展自主探究，能否发现正整数次幂的

二项式定理？请同学们观察杨辉三角（贾宪三角），展开式中一共有多少项？每一项有怎样的

特征？这些问题都需要引起我们的思考，请每个小组做好三件事情，确定研究方案、寻找研究

方法、得出结论。 

（7 个小组开展问题的自主探究。教师在教室内巡视，发现学生有困难时，启发引导。） 

师：如推导 ( )
3

a b+ ，同学们将采取怎样的方法？ 

生 1： ( ) ( ) ( ) ( )( )
3 2 2 2

2a b a b a b a ab b a b+ = + + = + + + 。 

生 2： ( ) ( )( )( )
3

a b a b a b a b+ = + + + 。 

师：请问生 2，运用你的方法，展开式中有几项？合并之后每一项有怎样的特征？ 

生 2：展开式中有 8 项。 

师：能说说这 8 项的来源吗？ 

生：每个因式中有两项，所以是
1 1 1

2 2 2
8C C C = 。 

师：很好！这实际上是组合思想的体现，经过同类项合并之后形成了 4 项。印度人在研究

二项式定理时用到的就是组合思想，恰恰二项式系数表中也可以给出组合数的几何表示，后面

的课中会讲授。 

师：运用这样的思路 ( )
4

a b+ 展开式中一共有多少项？合并同类项之后每一项的特征？ 
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生：一共 16 项，合并同类项之后一共有 5 项，其特征为
4

(0 4)
r r

a b r
−

  。 

师：好，下面请选择适当的方法研究 ( ) *
( )

n
a b n N+  的展开式？ 

（学生继续开展研究，教师在教室内巡视，及时发现学生的研究结果，借助信息技术，通

过希沃授课助手即刻投影出来。） 

【设计意图】学生的探究应该以问题为起点，向学生呈现本节课的学习问题既有利于学生

开展问题探究，同时便于检测本节课的教学目标的达成情况。通过小组合作的形式、借助信息

技术（希沃授课助手），让课堂上生生互动、师生之间的思维互动真实发生。通过探究发现学

生完成了对知识的自我构建，教材上呈现的静态内容被生动地再现。 

3.3 综合与交流 

（教师展示学生的研究成果，并请相应同学进行交流。） 

生： ( ) ( ) ( ) ( )
n

a b a b a b a b+ = + + + ，其中的每一项符合
r n r r

n
C a b

−
。 

师：请对其加以解释。 

生： ( ) ( )( ) ( ) 0 0 1 1 1n n n r n r r n n

n n n n
a b a b a b a b C a b C a b C a b C b

− −
+ = + + + = + + + + + ，

从每一个因式中都要取出一个数，或者 a ，或者b ，第一项
00

baC
n

n 表示 n 个因式都取a ，没

有取b ，第二项
111

baC
n

n

−
表示 n-1 个因式都取 a ，有一个因式取b 。 

师：非常好，这实际上就是组合思想的体现。而这位同学概括的
r n r r

n
C a b

−
即是二项展开

式的通项。把整个展开式称之为二项式定理。 

（教师带领学生强化认识
0

nC 、
1

nC 是展开式中第几项的二项式系数，明确通项的准确表达

形式： *

1
(0 , )

r n r r

n n
T C a b r n n N

−

+
=    ，对展开式的项数进行强化。） 

师：对二项式定理的研究不仅中国古代的数学家在研究，早在公元 5 世纪印度，其后阿拉

伯国家、16 世纪欧洲各个国家的数学家都在研究二项式系数表，但都未给出一般形式，直到 1654

年法国数学家帕斯卡给出了二项式系数完整的研究，并给出了正整数次幂的二项式定理的一般

形式，就是刚刚同学们研究出的结论。我们利用组合思想推导出了二项式定理。 

师：既然已经推导出了二项式定理，让我们看看问题三的解决，如何应用二项式定理解决
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具体问题。 

（教师出示两道例题，引导学生共同解决，突出二项展开式通项公式的应用，规范答题步

骤。题 1：求
5

)
1

(
x

x + 展开式的第四项？题 2：求 7
)12( −x 展开式的第四项及展开式？） 

【设计意图】通过两道具体题目的练习帮助学生认识二项式定理的具体应用，强化学生对

二项展开式通项的理解，对 a、b 含义的深入理解、对 n 是正整数的理解，让学生在练的过程中

对二项式定理有进一步的感知，为后续知识的学习埋下伏笔。同时回应学生课前提出的问题，

将对二项式定理基于教材的研究深入挖掘，积极培养学生善于思考问题、提出问题并解决问题

的能力。 

3.4 评估与延伸 

（在以上三个问题得到解决之后，启发引导学生进行深入学习，再一次回归学生提出的问

题，如学生课前问题： n
cba )( ++ 等于什么？怎么处理带根号（比如立方根）的二项展开式问

题？充分肯定学生与数学家的想法是一致的，继续介绍数学史中精彩的内容，1695 年德国数学

家莱布尼兹和瑞士数学家约翰·伯努利将正整数次幂的二项式定理推广关到三项以上情形，解

决了
n

naaa )( 21 +++  的展开式问题。而在 1773 年，瑞士数学家欧拉第一个给出了实指数情

形二项式定理的一般证明。19 世纪法国数学家柯西研究了 x 为复数的情形，年轻的挪威数学家

阿贝尔对 x 和 n 均为一般复数的情形作了研究。） 

师：原来历史上的数学家与我们的认知是及其相似的，所以我们今天共同的身份是：数学

家。希望同学们开展课后自主学习、研究。 

（HPM 的教育价值可以在六个方面得以体现：知识之谐、探究之乐、方法之美、能力之助、

文化之魅、德育之效。本节课教师在课堂小结阶段呈现这六个关键词，请同学们任意选择谈谈

学习体会和收获。） 

师：课前看到同学们提出的如此之多且有价值的问题，我的内心非常喜悦，同学们的一些

思考点也正是历史上那些数学家的思考研究点，大家还记得老师上周与大家说过：我们这节课

会有一个身份，那此时我们的身份就是数学家。接下来请大家在这六个核心词中选择一个说说

你们这节课的收获。 
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（7 个学习小组都选派了代表进行课堂交流。学生谈到中西方文化的融合；谈到学习新知

识是基于之前已经学习的内容，知识板块之间要融会贯通；谈到在本节课的学习过程中采取了

新技术，运用微视频，引经据典展现中国古代数学史的魅力；谈到在问题讨论过程中，组员积

极参与其中，提高了发现问题、解决问题、团队协作的能力，同时提高了逻辑推理的数学素

养；谈到要向数学家们一样学习数学，有信心，坚信我们都是数学家。） 

师：翻开历史画卷，某一个命题或一个公式从产生到完备，从特殊到一般，往往走过几百

年甚至几千年的漫长旅程，不同民族、不同时期的数学家们都对它做出过贡献。二项式定理就

是其中的一例。刚刚同学们谈的都非常好，本节课我们体会了从特殊到一般的数学思想方法，

了解了组合思想在推导二项式定理中的应用，数学抽象、逻辑推理、数学运算的数学素养得到

了培养，此外我们感受到了多元文化，不同民族、不同国家的数学家所共有的理性精神，让我

们形成了正确的数学观：知识是从不完善到完善的一个动态发展过程。此外这一章中还包含趣

味数学问题，期待着同学们课后的自主学习。 

【设计意图】在一节课的学习过程中我们既要关注学生对知识和技能的获得，又要关注学

生在情感态度价值观上受到的影响，注重学生数学核心素养的培养，如何让这些教学目标可测，

在课堂小结阶段可以创新形式，将学习时空和话语权交还给学生，会成为一节课的点睛之笔，

让我们真真切切地看到学生的学习收获。 

4 学生反馈 

课后，我们收集了全班 32 名学生对本节课的反馈信息。对于本节课的总体情况，所有学生

都表示听懂了这节课的教学内容，68.75%的学生喜欢将数学史融入课堂的教学，28.13%的学生

喜欢本节课的数学史融入方式，这些反馈说明本节课学生的接受度较高。对于本节课运用的微

视频，所有学生都表示喜欢这种新的方式。 

对于问题：古人为什么要研究二项式定理？96.9%的学生准确说到是开高次方的需要，3.1%

的学生写到是多项式的运算，这说明第一个教学目标很好地实现了。对于问题：在本节课中，

我们学习了哪些数学思想方法？学生说到的思想方法有从特殊到一般、数学归纳法、组合思想、

逻辑推理、数学建模等，这说明学生对二项式定理的研究方法有了一定的了解，这间接说明第

二、第三和第四个教学目标也实现了。对于问题：这节课你印象最深的是什么？为什么它会让
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你印象深刻？学生的回答主要有：1. 数学史（18 条），为古代数学家的智慧感到钦佩，二项式

定理的发现、发展有迹可循，这节课不单单是学习了定理公式，还融入了人文色彩，古人的探

索精神很艰辛，教会我们要刻苦努力学习；2. 数学思想（9 条），巧妙地结合了我们已经学习

过的组合思想来探究得出二项式定理，一步步从特殊到一般地探究二项式定理，寻找规律的过

程本身很有趣味，促进了我对二项式定理展开式的理解；3. 微视频（7 条），微视频很精彩，

告诉了我们古人如何开高次方；4. 同学的发言（1 条），课堂小结由同学们进行总结发言，感

觉比较新鲜，从来没有过这样的体验，也让我对这节课的学习有了更深刻的认识。由此可见，

最后一个教学目标也很好地实现了。 

 

图 5 学生答卷的扫描件 1 

 

图 6 学生答卷的扫描件 2 

5 结 语 

本节课基于学生在课前提出的问题，借鉴二项式定理的历史发展过程，设计探究式教学活

动，让学生经历知识的发生发展过程，体会数学研究的方法，积累数学活动经验，加深学生对

数学的理解。本节课数学史的应用方式主要有重构式、复制式和附加式：教师基于二项式定理

的历史，采用重构的方式从二项式定理学习的必要性、二项式定理的发现、二项式定理的运用

三方面展开课堂教学；采用复制式讲解贾宪、杨辉、朱世杰探索二项式定理的历史过程；采用

附加式穿插莱布尼兹、欧拉等人的研究成果。 

本节课依据准备与聚焦、探索与发现、综合与交流、评估与延伸的数学探究式教学四阶段
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模式，通过学生小组合作研讨、师生互动交流的方式引导学生自行发现，运用组合思想、从特

殊到一般的思想，成功地得到了二项式定理。从学生反馈来看，他们不仅有知识上的学习、能

力上的提高、数学素养的培养，而且学生感受到了数学的理性精神，一种学习热情和自信心激

励着他们持续不断地努力。 
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从圆到球，从三角形到四面体 

——基于新课标的高中立体几何类比推理教学设计 

张冰 1，纪妍琳 2 

（1. 上海市通河中学, 上海 201900; 2. 华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引言 

类比推理是指根据两事物在某些属性上的相似性而断定它们在另一些属性上也相似的推理

形式[1]。《普通高中数学课程标准（2017 版）》（以下简称《课标》）提出，逻辑推理包括从

特殊到一般的归纳、类比和从一般到特殊的演绎推理[2]。《课标》第一次明确了归纳推理、类比

推理与演绎推理一样，都是有逻辑的思维形式[3]。因此，类比推理是培养学生逻辑推理素养过程

中不可忽视的内容，也是培养学生创新和发现意识的重要内容。然而，在实际教学中，如何有

效、恰当地进行类比推理的教学仍需讨论。 

类比推理不同于其它数学知识，它不是具体的概念或原理，而是推理的一种形式，是培养

逻辑推理素养的必备要素。根据《课标》中对于逻辑推理素养内涵和不同水平的描述，学生既

应该理解类比推理是发现和提出数学问题的重要途经、理解类比推理的基本形式，还应该明确

类比推理得到的结论是或然成立的。基于类比推理的特点和《课标》的要求，笔者在高中立体

几何的教学与复习中围绕类比推理设计了三个教学活动环节，以期通过教学活动的层层推动，

进阶式地培养学生的类比推理能力，逐步达到课程标准的要求，总体设计见表 1。 
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表 1 类比推理教学活动设计 

活动设计 教学目标 

新知探究：球体积公式 

由圆面积有关命题，类比推理得到球体积

的有关命题 

初识类比推理： 

通过类比推理得到关于球体积公式的猜想，了

解类比推理是得到数学发现的重要途经，了解

类比推理的基本形式。 

数学探究活动：从三角形到四面体 

基于三角形与四面体的相似性，类比推理

得到有关四面体的命题 

体验类比推理： 

通过小组合作，尝试运用类比推理得到有关四

面体的数学命题的过程中体验类比推理的基本

形式，认识类比推理是得到数学发现的重要途

经。 

数学阅读与写作：类比推理的昔与今 

阅读有关类比推理的数学史，结合数学

探究活动的经历，通过数学写作的方式

交流对类比推理的看法 

理解类比推理： 

体会类比推理在数学发现中的价值，理解类比

推理的或然性。 

笔者通过以上三个教学活动环节的设计，将类比推理的教学穿插在高中立体几何的教学中。

本文将基于上述三个教学环节，总结在高中立体几何中实施类比推理教学的设计和经验，为类

比推理教学的开展提供参考。 

2 类比推理教学活动的具体开展 

2.1 新知探究，初识类比推理 

对于数学定理，通过演绎推理证明其正确性固然重要，但利用归纳推理（归纳、类比）揭

示其发现的过程才能让学生“知其然”更知其“所以然”。数学命题的证明主要依赖演绎，而

数学命题得到主要依赖归纳和类比[4]。 

因此，在命题或公式的教学中，教师可以引导学生借助类比推理获得对于新知的猜想，一

方面，学生在猜想探究中建构对新知的理解；另一方面，学生在具体知识的学习过程中深刻体
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会到类比推理的创造性。 

例如，在进行球的表面积和体积公式的教学时，可以引导学生类比圆的周长与面积之间的

关系，猜想球的表面积与体积之间的关系。 

在利用沪教版教材进行球体积公式的教学时，笔者引导学生进行类比推理进而得到关于球

体积公式的猜想，教学片段节选如下。 

师：六年级的时候，我们已经接触到了平面几何的相关知识，学习了“圆”这个几何图

形，关于圆面积公式的探讨，课本上给出了如下推导思路（PPT 展示沪教版六年级数学教科书

中切割法求圆面积相关内容图片）。同学们对照这幅图，能简单回顾一下当初圆面积公式是如

何推导出来的吗？ 

 

图 1 圆面积公式的推导 

生：我们通过对圆进行均等分割，将得到的小扇形近似看成小三角形，进行拼接组合，得

到的图形近似平行四边形，从而我们通过平行四边形的面积公式可计算得到圆面积。 

师：得到的平行四边形和圆有什么关系呢？ 

生：平行四边形的底等于圆周长的二分之一，高等于圆的半径。 

师：那我们就可以得到，𝑆圆 =
1

2
𝐶圆𝑅 =

1

2
(2𝜋𝑅)𝑅 = 𝜋𝑅2，观察这个结论，圆的面积除了

与拼接得到的平行四边形相等外，还与什么样的图形的面积相等？ 

生：与以圆的周长为底，以圆的半径为高的三角形面积相等。 

师：嗯，对的，圆的面积恰好等于以圆的周长为底、以圆的半径为高的三角形的面积。 

我们知道，球是空间中到定点等于定长的点的集合，圆是平面中到定点等于定长的点的集

合，球与圆具有很强的相似性，那么球体积与球表面积之间的关系，是否类似于圆面积和圆周
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长之间的关系呢? 

生：……（沉默，陷入思考） 

师：球可以由圆绕着过圆心的轴（也就是圆的对称轴）旋转得到，而将三角形绕着它的高

旋转一周，可能得到什么呢？ 

生：圆锥! 

师：是的！基于这些发现，根据“圆的面积等于以圆的周长为底、以圆的半径为高的三角

形的面积”，同学们能类比推理得到球的体积和球的表面积之间的关系吗？ 

生：旋转之后，球的面积“对应”圆的周长，球的体积“对应”圆的面积，那么“以圆的

周长为底、以圆的半径为高的三角形的面积”可以类比为“以球的面积为底，以球的半径为高

的圆锥的体积”。 

师：不错。什么是“以球的面积为底”？能更加严谨地表述一下这个猜想吗？ 

生：球的体积等于以球半径为高，底面积等于球的表面积的圆锥的体积，即 

𝑉球 =
1

3
𝑆球𝑅 

师：很好！球的表面积公式我们已经知道了，按照上面的类比推理，我们可以进一步获得

球体积公式的猜想了！ 

在沪教版教材中，球面积公式先于球体积公式出现，故笔者在球体积公式的教学中引导学

生利用类比推理得到关于球体积公式的猜想。随后，播放了微视频“球积公式的历史”，视频

中不仅较详细地介绍了阿基米德由类比推理关于球体积与球面积的关系的猜想，印证了学生刚

完成的类比推理的猜想与伟大的数学家阿基米德（Archimedes, 前 287-前 212）如出一辙，还

介绍了德国数学家开普勒 192（J. Kepler, 1571-1630）的“切割法”求球体积的方法，最后提

及许多的数学家：中国的祖暅、意大利的卡瓦列里（B. Cavalieri, 1598-1647）、日本的关孝和

（Seki Takakazu, 1642-1708）等在关于球积公式的推理中也都有各自不同的方法。微视频的展

示，不仅让学生了解到类比推理是数学发现的重要途径和基本形式，也让学生体会到类比推理

在数学发现中的价值。 
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图 2 微视频片段 

而在人教版教材中，球体积公式先于球面积公式出现，笔者建议教师可以在球面积公式的

教学中开展类似的类比推理探究环节，也能让学生在具体知识点的学习过程中了解类比推理。 

类比推理的教学不能脱离具体的数学对象，就“类比”谈“类比”，除了球体积公式的教

学，三棱锥体积公式等内容的教学中同样可以渗透类比推理[5]。在这样的方式下，学生对于所

学的知识能有更加深刻的理解，经历数学发现的过程，并从中了解类比推理的形式。 

2.2 合作探究，体验类比推理 

由类比推理的形式可知，具有相似属性的数学对象之间可以进行类比推理。在高中数学中，

圆与球、三角形与四面体、等差数列与等比数列等具有相似属性的数学对象，均可以利用类比

推理进行研究。针对某一对数学对象，学生利用类比推理可以得到许多数学发现，教师可以针

对某一数学对象设置数学探究活动，让学生自主地通过类比推理发现新命题，从中体会类比推

理的创造性。 

在学生学习完立体几何相关章节后，笔者开展了“立体几何中的类比推理——从三角形到

四面体”的数学探究课，旨在为学生运用类比推理进行数学发现创设机会，实现让学生真正理

解类比推理是发现和提出数学问题的重要途经，以及理解类比推理的基本形式的教学目标。 

基于美国学者西格尔（M. Siegel）提出的数学探究式教学的四个阶段：准备与聚焦、探索与

发现、综合与交流、评价与延伸[6]，笔者将此节探究课设计为四个环节，流程如图 3 所示。 
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图 3 教学流程设计 

“聚焦与准备”环节中，首先以三角形和四面体之间的类比推理为例，说明类比推理的基

本形式。 

师：三角形是“过线段外一点分别同线段的两个端点相连接”所构成的，而四面体，也是

三棱锥，则是“过三角形所在平面外一点分别同三角形的边所做的平面”所构成的。从这一点

可见，两者之间有很强的相似性，同学们还能举出其他方面的例子来说明两者的相似性吗 

生：三角形是空间中边数最少的多边形，而四面体是空间中面数最少的多面体。 

师：嗯，很好！我们可以从多方面说明三角形与四面体之间的相似性，那这就为我们将两

者进行类比提供了依据，我们就可以把三角形的很多结论类比到空间中，比如，在三角形中，

有三角形任一一边之长小于其余两边长度之和，那么类比到空间中，我们能得到什么呢？ 

生：三角形类比到空间中是四面体，三角形的边可以类比为四面体的面，那么边长可以类

比为面积。可否类比得到：四面体任一一个面的面积小于其余三个面的面积之和？ 

师：嗯！非常好，我们来总结一下刚刚我们进行的类比推理，首先我们找到两个对象之间

的相似性，然后再此基础上，根据 A 对象所具有的性质，推断 B 对象也具有类似的性质。 

类比推理通常可用下列形式来表示（其中𝑎𝑖与𝑎𝑖′相同或相似）： 
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A 具有性质𝑎1,   𝑎2,    𝑎3, ⋯ ,    𝑎𝑛 及𝑑 

B 具有性质𝑎1′, 𝑎2′, 𝑎3′, ⋯ ,  𝑎𝑛′ 

因此，B 也可能具有性质𝑑′ 

接着，笔者引导学生基于先前类比推理的经历，将平面几何与空间几何基本元素、基本

量、基本图形之间建立起对应关系（如表 2），为学生进行类比推理的尝试提供了较好的基

础。 

表 2 平面几何中基本元素、基本量与基本图形在空间几何中的对应 

 平面中 空间中 

基本元素 点 点或直线 

直线 直线或平面 

基本量 长度、 长度或面积 

面积 面积或体积 

基本图形 角 二面角 

三角形 四面体 

圆 

（弦长、直径、切

线、周长、面积） 

球 

（小圆、大圆、切面、

面积、体积） 

...... ...... 

“探索与发现”环节，每个小组选择一个三角形的有关命题，合作将其类比到四面体中，

大多数小组能完成类比推理任务。“综合与交流”环节，学生在笔者的引导下进行清晰的汇报

与交流，教学片段如下。 

生：由“正三角形内任一点到三角形三边的距离之和为定值”，我们小组类比推理得到的

相关四面体的命题为：正四面体内任一点到四面体四个面的距离之和为定值。 

师：非常好，新命题表述得很清晰，你能具体说说你们小组是如何进行类比推理得到这个

命题的吗? 

生：平面中的“正三角形”可以类比为空间中的“正四面体”，“点到三条边的距离”可

以类比“点到四个面的距离”。 
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同时，在学生汇报由类比推理得到的新命题之后，笔者要求学生对其类比推理的过程进行

说明，有助学生更好地掌握类比推理的形式。 

类比推理是数学发现的渠道，但数学发现的证明还需通过演绎推理来完成。在学生陈述其

类比推理的过程之后，教师应对学生利用类比推理得到猜想的做法进行肯定，同时与学生探讨

所得命题的正确性，如下教学片段所示。 

（接上片段） 

师：非常好，你们小组通过类比推理得到了一个非常“漂亮”的命题，这个命题一定是正

确的吗？ 

生：可能还得证明一下。 

师：嗯，是的！虽然我们今天的任务只是通过类比推理得到新命题，但是我们得到的只是

一个猜想。正所谓“大胆猜想，小心求证”，要说明其正确性，还得通过严谨的证明。 

在“评价与延伸”环节，笔者与学生就类比推理的或然性进行讨论，明确类比推理得到的

结论不一定是正确的，可以利用特例对所得命题进行初步验证，经过反复验证命题均成立后，

再尝试对命题进行证明。课堂尾声，笔者布置课后任务，让学生在课后选择其它的具有相似性

的数学对象进行类比推理的练习。 

除了在课堂上开展探究活动，教师还可将“类比推理”设计为数学探究活动的课题，让学

生进行更加全面的探究。课标修订后，新《课标》把“数学建模活动与数学探究”作为四条主

线之一，在必修课程、选修课程均作出了明确的要求。“类比推理”在立体几何、解析几何、

数列等知识内容中均有一定涉及，可作为数学探究的选题。 

2.3 阅读写作，理解类比推理 

翻开历史的画卷，数学家运用类比推理获得数学发现的例子比比皆是，同时不少数学家的

类比错误也被载于史册。例如，阿基米德（Archimedes, 前 287-前 212）通过类比得到关于球

面积公式的猜想[7]；印度数学家阿耶波多（Āryabhaṭa, 476-550）在其著作《阿耶波多历数书》

“数学篇”中，类比三角形面积公式得出错误的三棱锥体积公式：三棱锥体积等于底面积与高

的乘积的一半[8]；欧拉（L. Euler, 1707-1783）通过将有限次代数方程根与系数关系类比到无限

次方程从而解决了 17 世纪下半叶的著名数学难题——自然数倒数平方和[9]。 
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有关类比推理的历史是类比推理创造性的最好诠释，数学家们在进行类比推理时也不免犯

错的例子足以说明类比推理的或然性。将有关的史料作为课后的数学阅读材料让学生进行阅

读，通过阅读数学家们基于类比推理获得数学发现的历史，学生可以感受到类比推理在数学发

现中扮演的重要角色；通过阅读数学家们进行类比推理得到错误命题的史料，可以明白类比推

理具有或然性，纵使是数学家使用类比推理也可能得到错误命题。 

阅读后，教师可以鼓励学生通过数学写作的方式，结合“类比推理”探究课的经历和阅读

数学史料的感受，表达对类比推理的看法，在交流与写作中提升表达与交流能力。下列片段节

选自某学生的数学写作片段： 

“以前总感到好奇，那一个个数学命题是如何得来的，总以为是聪明的数学家们灵感闪现，

然后笔下生花就证明出来的。最近才知道，原来他们很可能用了类比推理得到的！但遗憾的是，

类比推理得到的命题不一定是正确的。一开始我觉得，既然类比推理的结论还得通过证明才能

说明其正确性，那直接证明不就好了吗，还要多此一举做什么？但仔细一想，没有猜想，我们

又要去证明什么呢？尽管类比推理得到的结论可能是错误的，但它是我们获得发现的第一步，

我们不能因为害怕错误就拒绝尝试，数学的发现也不是一帆风顺的……” 

从这位学生的数学写作中，我们可以看到，类比推理相关史料的阅读，让他对类比推理有

了更深入的思考，也形成了动态的数学观，体会到数学发展不是静态的、一成不变的。 

3 教学启示 

从三个教学活动中，我们得到如下启示。 

（1）聚焦具体数学内容，揭示类比推理特点 

类比推理的学习，不应该停留在类比推理形式的模仿，为完成“类比推理题”而“类比”。

类比推理的教学应以具体数学对象为载体（如三角形与四面体、圆与球等）进行，通过具体实

例，让学生真切体会到类比推理是数学发现的重要渠道。同时，类比推理的或然性也应是类比

推理教学的重要内容，学生通过类比推理的学习后，能够辩证地看待类比推理的价值。 

（2）融入相关数学史料，提升数学文化底蕴 

类比推理是历史上数学家们作出数学发现的重要途径，在类比推理的教学中，融入类比推

理的史料，一方面能够有力地说明类比推理对于数学发现的价值；另一方面也能说明类比推理
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的或然性。通过数学史的融入，能够让类比推理的学习增添“人”的元素，而不停留于“冷冰

冰”的形式化的类比，为类比推理的学习增添数学文化的色彩。 

（3）采用多种学习方式，促进学生有效学习 

类比推理不是特定的数学概念或命题，其学习不局限于课堂。教师除了在具体数学知识的

学习中渗透类比推理外，非正式的学习方式也可以成为类比推理学习的有效途经，教师可以开

展以课题研究为形式的数学探究活动、数学阅读与数学写作等等，让类比推理的学习不停留于

课堂。 
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案例分析 

HPM 视角下的“扇形面积”同课异构课例分析 

王海雯 

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062） 

1 引 言 

扇形的面积是沪教版数学六年级上册第四章“圆和扇形”第二节的内容。扇形面积直接应

用于圆锥的侧面积和全面积的计算，为高中阶段进一步学习立体几何打下基础。在学习本知识

点之前，学生已经具备了弧长、圆心角、圆的周长、圆的面积及其基本公式的几何基础知识，

能计算一些与圆有关的简单组合图形的周长和面积。教材以生活中学生熟悉的三色陀螺引入，

通过观察红色、黄色、蓝色部分的形状，引出扇形的概念。紧接着，通过思考扇形面积与哪些

量有关，推导出扇形面积公式。已有的教学设计通常采用两种方式：一种是通过探究弧长、圆

心角、扇形占圆中相应量的几分之几，由部分与整体关系推导出扇形面积公式；另一种是通过

求特殊角的扇形面积来探究扇形面积公式。[1][2] 

HPM 视角下的数学教学关注知识的发展过程和学习的上升过程，希望学生经历概念的形成

过程和公式的生成过程，自然地推导出扇形面积公式，既能符合学生的认知规律，又能引导学

生领会其中的数学思想和数学方法。目前的教材以及已有的教学设计是从扇形和圆的面积比例

关系出发得到扇形面积公式，但并未将推导圆面积公式的方法用于扇形，导致扇形面积公式𝑆 =

1

2
𝑙𝑟不易被学生理解。因此，我们希望通过将数学史融入扇形面积的教学，来解决这个问题。 

为此，HPM 工作室以“扇形面积”为课题开展课例研究，工作室学员、来自上海市两所不

同中学的教师 A 和 B 各自实施了“扇形面积”的教学。在课例研究的第一个环节，研究者搜集

了 19 世纪西方早期教科书中关于“扇形面积”的教学内容，从扇形的定义和扇形面积公式的引

入、推导和应用等方面，挖掘有用的史料；A 和 B 研读这些史料并对其进行裁剪和加工，结合

教材和学情，各自初步完成教学设计；经过工作室的研讨，对教学设计进行修正，根据试讲的
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效果，对教学设计作出进一步的修正和完善，并付诸实践。 

本文从宏观和微观两个层面对 A 和 B 的教学进行比较和分析，试图揭示两节课的特点，从

中获得有益的教学启示，并为 HPM 课例研究提供参考。 

2 扇形面积的历史素材 

2.1 扇形的定义 

扇形是初中平面几何的重要概念之一，现行各版初中数学教科书所给出的扇形定义互有不

同。人教版和沪教版给出的扇形的定义是从圆心角出发，而北师大版、苏教版和浙教版给出的

定义则是从一条弧出发。历史上，最早给出扇形定义的是古希腊数学家欧几里得（Euclid, 公元

前 330?-275?）。他在《几何原本》卷三命题 10 中给出了扇形的定义：由顶点在圆心角的两边

和该两边所截一段圆弧所构成的图形，称为扇形。沪教版和人教版的教科书在对扇形的定义中

也包含了圆心角，即由组成圆心角的两条半径和圆心角所对的弧围成的图形。而在其他西方早

期教科书中，扇形的定义不尽相同。除了与几何原本相似的定义，大多数的美英早期教科书倾

向于把扇形定义为：一条弧和经过这条弧两端的两条半径所围成的图形。北师大版、苏教版和

浙教版教科书中的定义与此相同。 

2.2 扇形面积公式的推导 

此外，扇形面积的计算也是方法各异，按照历史发生顺序，人们最先采用的计算公式是𝑆 =

1

2
𝑙𝑟，其中 S 为扇形面积，l 为扇形的弧长，r 为扇形的半径。而后采用公式𝑆 =

𝑛

360
𝜋𝑟2，其中 S

为扇形面积，n 为扇形的圆心角的度数，r 为扇形的半径。对于圆心角度数不同的扇形，让学生

在课后习题中求得含特殊角的扇形面积。 

扇形面积公式𝑆 =
1

2
𝑙𝑟的推导方法大致可分为三类。 

第一类是分割的方法，如美国数学家华尔克（T. Walker, 1802-1856）在《几何基础》中即采

用此法[3]。由于圆的周长可看作是边数趋于无穷的正多边形的周长，内接圆的半径就是它本身

的半径，而边数趋于无穷的正多边形可分割成无穷多个近似的小三角形，三角形的面积为半底

乘高，因而圆面积等于半周长乘半径。类似地，将扇形分割成无穷多个小三角形，那么扇形面

积等于半弧长乘半径。如图 1，将扇形分成无限个小扇形，将每个小扇形看作近似三角形，于是
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扇形面积等于无限个三角形面积之和。 

         

  图 1 分割法                      图 2 比例法 

第二类利用扇形面积与圆面积之比，如 19 世纪美国数学家格林利夫（B. Greenleaf, 1786-

1864）在《几何基础》中即采用此法[4]。如图 2，设 AB 的长度为 l，圆周长为 C，则有 

𝑆扇形𝐴𝑂𝐵: 𝑆圆𝑂 = 𝑙: 𝐶 =
1

2
𝑙𝑟:

1

2
𝐶𝑟  

因𝑆圆𝑂 =
1

2
𝐶𝑟，故有 

                            𝑆扇形𝐴𝑂𝐵 =
1

2
𝑙𝑟   

第三类是 17 世纪德国数学家开普勒（J. Kepler, 1571-1630）的方法。如图 3，将扇形 AOB

的面积对应到OGH 的面积上，虽较为直观，但不够严谨。有的教科书中甚至以引理的形式，

直接给出扇形面积公式，并没有给出具体的推导过程。 

 

图 3  开普勒的方法 

2.3 与扇形相关的问题 

历史上，与扇形面积相关的问题数不胜数，精彩纷呈，令人着迷。古巴比伦时期的泥版书

上，已载有一些特殊图形面积计算问题[5][6]，如图 4 所示。 

BA

O O

A B
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图 4 古巴比伦泥版书上的特殊图形面积问题 

古希腊数学家希波克拉底（Hippocrates,前 5 世纪）在研究化圆为方问题时，发现了与扇形

面积密切相关的“弓月形”。如图 5，等腰直角三角形斜边上的半圆与以直角顶点为圆心、直角

边为半径的四分之一圆弧所围成的弓月形的面积恰好等于等腰直角三角形的面积。阿基米德

（Archimedes, 前 287-前 212）研究过若干半圆所围成的“鞋匠刀形”和“盐窖形”等有趣的图

形。如图 6，大半圆直径上的一点将直径分为两段，而后在每一段上作同侧半圆，那么由三个半

圆所围成的图形称为“鞋匠刀形”。如图 7，将大半圆直径分为三段，其中左右两段长度相等，

在左右两段分别作与大半圆同侧的半圆，在中间作与大半圆异侧的半圆，那么由这四个半圆所

围成的图形称为“盐窖形”。 

         

图 5 弓月形              图 6 鞋匠刀形                图 7 盐窖形 

16 世纪，意大利艺术大师达芬奇（L. Da Vinci, 1452-1519）在他的素描手稿中绘制了很多由

圆弧围成的图形，如图 8 所示。其中，左图形似银杏叶，由一个半圆和两个四分之一圆 

                   

银杏叶                      猫眼                      蘑菇 

图 8 达芬奇笔记本中的图形 
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弧围成；中图为“猫眼图”，由两个希波克拉底弓月形组成；右图由四个“蘑菇形”组成。

拿破仑曾在远征途中提出“只用圆规将一个已知圆四等分”的问题，一朵蘑菇与一片银杏叶的

面积之和即为大圆面积的四分之一。 

3 两节课的宏观比较 

两节课的教学目标基本相同，分别是：（1）认识扇形并理解扇形的概念；（2）掌握扇形

面积公式的推导并运用公式进行相关的面积计算；（3）在公式推导过程中体会数形结合、化曲

为直和无限逼近等数学思想方法。不同之处在于，教师 A 通过数学史上的图形，让学生感受数

学文化的魅力；教师 B 则通过数学史上的图形，让学生欣赏几何图形之美。两节课的教学重、

难点也是相似的：重点为扇形面积公式的应用，难点为扇形面积公式的推导。 

在教学过程中，A 和 B 的教学过程均由情境引入、公式探究、公式应用、课堂小结四个环

节组成，具体见表 1。 

从表 1 可见，尽管 A 和 B 均从 HPM 的视角实施课堂教学，但两者的教学设计却迥然不同。

A 注重学生的探究，试图让学生像数学家一样经历扇形面积公式的发现过程；B 则注重数学家

发现和推导扇形面积公式过程的技术呈现，几乎没有给予学生探究的机会；A 聚焦开普勒的方

法，B 同时展示了阿基米德和开普勒的方法。总的说来，A 的设计更符合 HPM 的教学理念。 
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表 1 两位教师的教学环节对比 

教学环节 教师 A 教师 B 

情境引入 

课前让学生用尺规绘制由圆弧构成的

图画，并对其进行命名。上课开始，教师展

示学生的部分作品，并将其与阿基米德的

“鞋匠刀形”和达芬奇的“猫眼图”等进行

对照，在此基础上引出扇形课题。接着，通

过扇形要素的分析，引入扇形定义。 

首先复习圆周长和面积公式，

通过分披萨问题引入扇形概念，引

导学生对扇形概念进行辨析，并列

举生活中的实例。 

公式探究 

引导学生归纳扇形面积与圆心角和半

径有关，从特殊扇形入手，类比弧长公式的

推导，通过小组讨论得到扇形面积公式。接

下来引导学生开展小组合作，探究扇形面积

与弧长之间的关系，并分别从代数和几何角

度得出第二个公式，最后播放微视频，介绍

开普勒的推导方法。 

通过画扇形思考与扇形面积

大小有关的因素，从特殊角的扇形

面积中归纳出一般扇形的面积公

式。接着，类比圆面积的推导方法，

将扇形进行分割重组，得出第二个

公式。分别用几何画板演示开普勒

和阿基米德的方法。 

公式应用 

给出一把展开的扇子的圆心角度数和

扇子的骨架长度，求扇子展开所占的面积以

及制作折扇所需的纸张大小。 

给出披萨的半径，分别给出扇

形披萨的圆心角度数和扇形披萨

的周长，求扇形披萨截面的面积。 

课堂小结 

让学生总结扇形面积公式，归纳从特殊

到一般的研究方法以及类比和方程思想。让

学生课后进一步探究第二个扇形面积公式

的推导，并写一篇数学小作文——“我眼中

的扇形”。 

让学生总结扇形面积公式，归

纳整节课涉及的数学思想。让学生

课后用尺规等工具绘制一幅与扇

形有关的图形，并用文字语言或符

号语言对其进行命名和解释。 

4 两节课的微观比较 
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借鉴文[7]和[8]的分析框架，我们从四个维度对两节课进行比较和分析。 

4.1 史料的适切性 

作为 HPM 工作室的学员，两位教师拥有同样的历史素材，这些素材均来自历史研究，满

足科学性。A 在情境引入环节，呈现了以下材料： 

• 古巴比伦泥版上的特殊图形； 

• 希波克拉底弓月形； 

• 阿基米德的“盐窖形”和“鞋匠刀形”； 

• 达芬奇笔记本中的银杏叶形和猫眼图。 

B 并未在情境引入环节使用数学史料，而是将上述材料呈现于课前印发的阅读材料中。这

些材料有效地激发了学生的兴趣和学习动机。 

在公式探究环节，A 借鉴开普勒的方法设计折纸活动，并在活动之后播放 HPM 微视频，展

示开普勒的方法；B 通过几何画板，分别呈现了阿基米德和开普勒推导扇形面积的动态过程。

A 和 B 所用的史料满足科学性、趣味性、可学性、有效性和人文性。虽然 B 将历史素材呈现得

更有趣（学生看到扇形转化成三角形的动态过程，不约而同地发出惊呼），但 A 给予了学生更

多的学习机会。 

4.2 融入的自然性 

要自然地将数学史融入数学教学，需要达成知识的逻辑序、历史序和学生心理序的有机统

一。 

教师 A 在情境引入和公式探究环节运用了数学史料。引入环节，A 在对比学生的绘图和历

史上数学家的图形的基础上，引入扇形概念；探究环节，A 借鉴历史，引导学生采用开普勒的

方法发现和推导扇形面积公式。以下是 A 的教学片段。 

A的教学片段一 

师：历史上一些伟大的数学家也非常喜欢研究用圆弧构造的图形。在大英博物馆所收藏的

古巴比伦数学泥版上就发现了由圆弧构造的图案。古希腊著名数学家希波克拉底在研究化圆为

方问题时，构造了著名的弓月形，并发现了“月牙定理”。阿基米德喜欢用半圆来研究一些面

积问题。到了文艺复兴时期，达芬奇也喜欢用圆来研究面积问题，比如“银杏叶”和“猫眼图”。

我们发现大家的作品与他们也有异曲同工之妙。 
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      花朵                         折扇                    组合图形 

图 9 学生作品 

生：是的，我们的作品在很多地方与这些图有相似之处。 

师：相信同学们在未来也可以成为小小数学家，那么大家观察一下，能够发现这些图形都

有什么共同的特征呢？ 

生：都是由线段和圆弧所围成的图形。 

师：我们把由组成圆心角的两条半径和圆心角所对的弧围成的图形叫做扇形。 

A的教学片段二 

师：扇形面积和组成它的弧长有什么关系呢？下面请同学们以小组为单位通过动手折扇形

来探究一下。 

生：将扇形折成若干份，当份数越多时，它会近似为一个三角形。三角形的面积公式为二

分之一乘以底乘以高，那么扇形面积就是二分之一乘以弧长乘以半径。 

师：能想到这一点非常好，如果在古代，我想你也会成为一名小小数学家。其实他的方法

与德国天文学家和数学家开普勒给出的一种直观的推导方法是相似的，下面通过一小段微视频

为同学们介绍一下他所采用的方法。 

A 展示学生课前完成的作品，并将其与历史上数学家的与扇形相关的图形进行对照，学生

发现一些有趣的图形与他们自己所绘制的图形十分相似。A 通过倾听学生的想法，让学生从中

找出规律，发现扇形，表达他们的见解，于是，扇形定义的引出便水到渠成、自然而然了。可

见，A 的引入方式虽未采用“从圆到扇形”的逻辑序和历史序，但符合学生的心理序。而在探

究扇形面积公式时，A 引导学生采用开普勒的方法，与圆面积公式的推导一脉相承，因而以思
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想方法为线，建立扇形和圆之间的联系，基本上达成了三种序的统一。 

教师 B 在公式探究和公式应用环节运用了数学史料。以下是 B 在公式探究环节的教学片

段。 

师：大家对于开普勒有了解吗？哪位同学可以说一说？ 

生：开普勒是德国杰出的天文学家、物理学家、数学家，他发现了行星运动的三大定律，

人类在 2015 年发现了首个围绕着与太阳同类型恒星旋转且与地球大小相近的行星就被命名为

开普勒-452b。 

师：非常好。在学习圆面积公式的时候我们就采用了开普勒的推导方法，哪位同学能说一

下，如何将圆转换成我们熟悉的图形呢？ 

生：将圆等分成若干份，随着份数的增加，拼成的图形越来越接近直角三角形，一条直角

边相当于圆的半径，另一条直角边相当于圆的周长。 

师：说得非常好，那么下面我们一起来看一下，借助几何画板，用开普勒的方法又是如何

推导扇形面积公式的。 

（几何画板展示开普勒推导扇形面积公式的方法） 

             

图 10 开普勒方法的几何画板演示 

生：将大扇形切分成了很多个小扇形，在展开后，把小扇形拼成了一个近似的三角形。 

师：最后拼成的近似的三角形的底边是什么呢？ 

生：扇形的弧长。 

师：那么接下来我们一起来验证一下这个公式。 

这里，B 引导学生类比圆面积公式推导扇形面积公式，符合“从圆到扇形”的逻辑序和历

史序。然而，尽管几何画板的动态展示虽然令学生惊叹，但在快速演示之下，他们可能并不理

解从扇形到三角形的等积变换背后的原理。因此，B 在兼顾学生心理序方面，还有改进的空间。 
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4.3 方法的多元性 

A 在情境引入环节，呈现历史上数学家研究过的图形，属于复制式。让学生通过动手折纸

自主探究，发现规律，经历扇形面积的发现和推导过程，体会其中的极限思想，基本上属于重

构式。最后利用微视频介绍开普勒推导扇形面积公式的方法，也属于附加式。 

B 在公式运用环节，展示了数学史上与扇形相关的美妙图形，属于复制式。通过类比圆面

积公式的推导过程，展示阿基米德和开普勒推导扇形面积公式的方法，属于复制式。 

由于 A 并没有设计问题串，因而他对扇形知识的重构并不完善，而 B 完全没有采用重构

式。A 和 B 仅仅满足于古代数学家所研究图形的呈现，而没有将有关图形设计成面积问题，因

而顺应式是完全缺失的。 

4.4 价值的深刻性 

在 A 的课堂上，数学史的教育价值主要体现在探究之乐和德育之效上。A 借鉴历史设计探

究活动，引导学生像数学家一样去作出数学发现，积累数学活动的经验；同时，通过“古今联

系”策略，让学生“创越时空与古代数学家对话”，从而亲近数学，增加自信。 

在 B 的课堂上，数学史的教育价值主要体现在方法之美上。B 利用技术，直观地再现数学

家的方法，让学生看到数学方法的灵活、多元和神奇。 

此外，悠久的历史、美妙的图形让 A 和 B 的课堂都散发着数学文化的芬芳。 

5 学生反馈 

课前和课后分别对两个班级的学生进行了问卷调查，并对部分学生进行了访谈。在课前问

卷调查中，针对问题“回忆推导圆面积公式的推导方法”，由于 B 在之前讲圆面积公式时注重

数学史的融入，她的学生能够写出开普勒推导圆面积公式的方法，这也为学生在“扇形的面积”

课堂上能够比较自然地接受用开普勒的方法推导扇形面积公式奠定了基础。A 任教的班级中，

学生虽然没有明确提及开普勒的方法，但相较于 B 的班级，有更多的学生能够写出具体的类似

“化曲为直”的推导过程，这与 A 注重在课堂中渗透数学方法是分不开的。 

在课后问卷调查中，针对问题“在所给的图形中选择正确的扇形”，A 的学生正确率较高，

大多数学生能够选出正确的扇形。B 的学生正确率低于 A 的学生，错误集中在漏选了圆这个特

殊的扇形，错选了形如扇面的图形，主要原因在于 A 在课堂练习中讲解了与扇面有关的例题，
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强调了扇面是由两个扇形面积相减得到的。针对问题“计算给定边长的猫眼图变式中两个弓月

形的阴影面积”（图 11），A 的学生只有少数同学能够正确作答，而在正确作答的学生中，大

部分学生利用面积相减的计算方法进行解题，只有极少数学生能观察出阴影部分的面积与正方

形中两个三角形的面积是相等的，而 B 的学生正确率要更低一些。显然这道题目对于六年级的

学生在理解和计算上是有些困难的。 

     

图 11 猫眼图的变形 

在对部分学生的访谈中，针对问题“对这节课印象最深的部分”，A 的学生谈及：自己用

圆等基本图形画出的作品；自主探究扇形面积公式的过程；开普勒推导扇形面积公式的方法。

B 的学生谈及：用极限思想推导扇形面积公式；借助几何画板展示扇形面积公式的推导过程；

古代数学家推导扇形面积公式的方法。总的来说，通过访谈了解到，学生对于数学史是充满好

奇的，能够接受甚至喜爱数学史融入数学课堂的教学方式。  

学生对 HPM 视角下的“扇形面积”一课的教学评价大致可以分为以下四类： 

• 课堂有意义，经历扇形面积公式的探究过程； 

• 课堂有收获，会利用扇形面积公式进行计算； 

• 课堂有趣味，了解到古代数学家的经历和学术成果； 

• 课堂有反思，感受到数学思想的重要性和奇妙作用。 

6 结 语 

以上分析表明，两节课各有其亮点和特色。总的说来，A 的教学更能体现出 HPM 教学的特
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点，而 B 以技术见长，技术为 HPM 插上了翅膀。A 和 B 所选择的史料都符合科学性、趣味性、

可学性、有效性和人文性，但 A 教师采用了附加式、复制式和不完善的重构式，而 B 只用了附

加式和复制式。A 在三种序的统一上略胜一筹。A 借助数学史，在课堂上营造了探究之乐，展

示了文化之魅，达成了德育之效；而 B 借助数学史，彰显了方法之美和文化之魅。 

通过对两节课的比较，我们得到如下启示。 

（1）关注基于数学史的问题设计 

两节课在数学史的运用方式上并不尽如人意，究其原因，教师根据历史材料编制数学问题

的意识还有待于加强。没有理想的问题串，就不会有理想的重构。实际上，历史上的与扇形相

关的图形背后都是求面积问题。 

（2）兼顾学生探究与技术运用 

A 的教学长于探究，但在“古今联系”时，学生并不能直观地看到数学家的方法；B 的教

学长于技术，但学生没有机会亲历探究过程。如果兼顾学生探究与技术运用，那么，数学史的

教育价值将得到更充分的体现。 
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他山之石 

如何分析数学教师的专业知识 

——“数学教师的专业知识”一文评介 

王娟 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 相关背景 

1.1 刊物介绍 

《Mathematics Education Research Journal》（简称 MERJ）是一份国际期刊，致力于促进国

际社会感兴趣的高质量研究，旨在介绍数学教育领域的新知识、新思想、新方法和新认识论。

MERJ 出版的文章的主题集中于理论、教学、方法和哲学，涉及与各种层次的教育和职业（包括

正式和非正式的）相关的数学教育。 

MERJ 积极寻求促进澳大拉西亚地区的研究，包括在该地区进行的研究、由该地区的研究

人员进行的研究以及利用该地区的研究成果进行的研究，促进了澳大拉西亚地区的数学教育的

重要思想的产生和发展。MERJ 接受来自国际上所有地区的作者的论文，但是作者研究必须以

澳大拉西亚地区已经有的广泛研究为基础。 

1.2 作者简介 

Diana Zakaryan 自 2011 年起在西班牙韦尔瓦大学就读教育专业的博士，2013 年起就职于瓦

尔帕莱索天主教大学的数理研究所，2015 年 5 月起成为智力数学教育学会的会员，2019 年 1 月

受智利数学教育杂志的邀请担任编辑一职。 

Miguel Riberio 也毕业于西班牙韦尔瓦大学的教育专业，2016 年起在坎皮纳斯州立大学担

任副教授一职。 

2 文章评介 

https://www.springer.com/journal/13394/
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在这篇文章中，作者描述了一个关于中学教师专业知识的个案研究，内容包括理论背景、

MTSK 框架、研究问题与方法、研究对象与过程、数据分析、研究结果等。文章的关键词是数

学教师的专业知识、教师实践和有理数。  

2.1 相关背景 

2.1.2 理论背景 

在现存的数学教师教育的文献中，有一个普遍的共识：“扎实的学科知识(solid knowledge)”

是教师教学实践的坚实基础[1]，然而当谈论什么构成了“扎实的学科知识”的主要内容时，意见

却不能统一。国际研究(如 TEDS-M)以评估未来教师所拥有的知识为目的，创造了一套关于学科

知识(SMK)和教学内容知识(PCK)的项目[2]。与此同时，旨在表征和加深对教师知识的不同领域

的理解的研究也催生了教师知识的几种概念框架的产生，如 Ball 团队提出的 MKT（Mathematics 

Knowledge for Teaching）框架[1]、Carrillo 等人提出的 MTSK（Mathematics teachers’ specialized 

knowledge）框架[3]、Rowland 等人提出的 KQ（The Knowledge Quartet）框架[4]。 

在教师知识概念化的过程中，寻找数学教师知识中“专业的（specialized）”方面已成为研

究领域中越来越重要的工作[5]。本研究的作者将这种专业化解释为一种形成的过程，而不是一

种存在的状态；强调数学教师知识中固有的认识论脉络，要能够理解数学过程中的复杂动态。

MTSK 倾向于将数学教师的知识和其他使用数学作为资源的专业人士（如工程师、数学家、其

他学科教师）的数学知识进行比较。从这个角度来看，对教师知识的分析需要更好地理解数学

的认识论根源、数学现象的产生、与其他数学对象的关系、这些关系允许建立的结构，或者这

些数学实体的生成方式[6]。在本研究中，我们认识到对教师知识进行不同概念化阐释的重要性，

并认识到需要通过将其与实际情况联系在一起来加强这一知识，鉴于上述原因，作者将从 MTSK

的角度来审视数学教师的知识。 

2.1.2 MTSK 框架 

如图 1 所示，教师的信念（包括教师的数学信念和数学教与学的信念）位于 MTSK 框架的

中心，因为教师信念渗透在所有的方面，即教师的信念影响教师知识，也被教师知识影响。MTSK
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框架将教师的数学知识分为两个部分，分别是数学知识（MK）和数学教学知识（PCK），其中

MK 分为三个子部分：主题知识（KoT）、数学结构知识（KSM）和数学实践知识（KPM），

PCK 也分为三个子部分：数学教学知识（KMT）、学习数学特征知识（KFLM）、数学学习标

准知识（KMLS）。 

 

图 1 MTSK 框架 

2.2 研究设计 

2.2.1 研究问题与方法 

这篇文章的研究问题是：基于 MTSK 框架，中学教师具有哪些与有理数有关的“话题知识

(Knowledge of topics)”？因为作者关注的是教师所教的内容也就是数学有关的特殊知识，因此

本文不涉及教学内容知识（PCK），而关注数学知识（MK）中的主题知识（KoT）。 

为了更好的理解和表征教师专业知识的各个方面，文章采用解释性范式和案例研究作为研

究方法。这种案例研究被称为工具性案例研究，关注的并不是案例本身，而是把案例当作获取

知识和理解特定主题以生成或完善理论的工具[7]。 
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2.2.2 研究对象与过程 

这篇文章的研究对象 Ana 是一名八年级智利数学教师，她是数学教育专业的硕士，拥有七

年教学经验，曾经给学生上过有理数的课。 

在研究过程中 Ana 给学生上了 7 节有理数的课（每节课时长为 90 分钟），研究使用的数据

包括课堂观察以及 7 节有理数课程的音频和视频记录，课程结束之后研究者对 Ana 进行了问卷

调查和 50 分钟左右的访谈。Ana 的 7 节有理数课的详细情况如表 1 所示，课堂中的师生对话和

课后的访谈都会被记录下来。 

表 1 Ana 的 7 节有理数课程 

在 7 节课结束时，对 Ana 进行了半结构化的访谈，访谈集中在一些在课堂上没有观察到的

方面。比如：你为什么认为这种方法是合理的？为什么优先考虑这个教学目标而不是其他的？ 

为了补充访谈的数据，还编制了五份问卷(由 3-5 道开放式问题组成)，重点放在不同方面(如

背景、经验、与研究主题相关的信息)，比如：这个内容可以用什么现象来描述?为什么八年级的

学生应该学习有理数?老师应该知道什么才能教授有理数的内容?你在哪里或如何学习八年级所

课程 课程内容 

第 1 节课 

介绍课程的总体目标，并解释如何进行课程评估(在这 7 节课的最后一

节考试)；接着介绍了有理数的相关知识：形式表征、符号表征，包含

自然数集和整数集的集合表征，以及数轴；以探索有理数的稠密性结

束了本节课 

第 2 节课 
介绍十进制小数怎样转化成分数，以及无限纯循环小数和无限混循环

小数的概念 

第 3 节课 介绍用不同的方法来比较有理数的大小 

第 4 节课 定义了有理数的等价性，并给出了确定有理数等价性的步骤 

第 5、6 节课 

探索与有理数有关的多米诺骨牌游戏，包括寻找以小数和分数形式表

示的等价有理数，学生们分别(在老师的帮助下)制作多米诺骨牌，然

后分成小组来玩 

第 7 节课 有理数的加法和乘法 
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教的数学内容? 

设计问卷和进行访谈的目的是期望从多角度获得 Ana 拥有的数学知识，实现不同数据来源

的三角论证[7]，力求结论在内部和外部都能保持一致。这种方法有利于研究者获得对 KoT 及其

每一个子类别的内容的更广泛和更深入的理解。 

2.2.3 数据分析 

如图 2 所示，本研究采用 Ribeiro 等人提出的教学过程建模模型[8]，将课堂分为若干个片段，

标记为[i, j]，对应于第 i 节课的第 j 片段，比如[1,4]代表第 1 节课的第 4 个片段。对于每个片段，

定义了该片段的初始事件和最终事件，确定其属于 KoT 的哪个子类。 

 

图 2 教学过程建模模型 

将课堂分为若干个片段之后，再将片段中观察到的教师知识进行分类编号，例如，KoTp1

对应 KoT 中的子类 KoTp 第 1 个被观察到的方面。 

2.3 研究结果 

基于 MTSK 框架，本研究通过 Ana 的 7 节有理数课程理解并表征 Ana 的 KoT 的各个方面，

具体情况如表 2 所示。 

另外，从访谈中了解到，Ana 拥有的一些知识并没有在课堂上表现出来，如 Ana 关于实数

R 的完备性的认识。这与 Mason 的观点一致，即仅仅知道某件事（如知道“What、how、why、

when、where”）是远远不够的，不足以使得老师能自如的使用和讲授这些知识[9]。 
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这项研究借助数学的内在规定来了解来教师 MK 知识，这些方面包括现象学、性质及其基

础、有理数的表征等。MTSK 框架不仅让我们了解老师拥有什么样知识，还了解了这些知识的

深度。教师应该关注知识点的性质和类型（概念化），掌握更多知识以面对课堂上的各种棘手

情境。 

在有理数教学方面，我们获得的启示是：教师要掌握“如何（how）”和“为什么（why）”

的知识；教师要针对有理数提出不同的问题（以促进学生思考，帮助学生理解）；教师要像学

生解释有理数的不同表征——分数表征和小数表征。 

表 2 教师 Ana 的 KoT 

KoT 的分类 具体表现 

属性和基础 

KoTp1-关于定义的知识（有理数、自然数、整数） 

KoTp2-关于不同形式的有理数的知识（小数、分数、整数） 

KoTp3-关于有理数集符号 Q 及其有理数名称来源的知识 

KoTp4-关于有理数性质的知识（有理数集合对于加、减法封闭，有理数可以

写成两个整数之比，有理数集是稠密的等） 

KoTp5-关于不同数集的定义的知识（有限的、循环、混循环、小数） 

KoTp6-关于最简分数的知识 

现象和应用 KoTph1-关于有理数的不同含义的知识（部分与整体、测量、比率） 

数学程序 

KoTmp1-关于分数和小数相互转化方法的知识 

KoTmp2-关于比较有理数大小的不同方法的知识（通分、化简） 

KoTmp3-关于进行有理数加法的知识（通分、化简） 

表征系统 
KoTrp1-关于有理数不同表征的知识（语言表征、符号表征、图形表征） 

KoTrp2-关于有理数不同表征之间相互转化的知识（符号表征->图形表征） 

 

3 反思借鉴 

 这篇文章描述了一个个案研究，试图从教师专业知识（MTSK）理论框架的角度来研究中学
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数学教师的主题知识。读完这篇文章我们可以收获到： 

（1）MTSK 知识框架。全称为 Mathematics teachers’ specialized knowledge，即数学教师的

专业知识。一方面，MTSK 框架倾向于将数学教师的知识和其他使用数学作为资源的专业人士

（如工程师、数学家、其他学科教师）的知识需求进行比较。另一方面，MTSK 模型以分析为

重点，旨在研究教师的知识，尤其是了解这些知识以及它们之间的相互作用，当提及某个老师

需要 MTSK 某个特定子类别的知识时，意思是说教师必须具有该子类别中的知识。因此，教师

教育者可以利用 MTSK 模型来组织受训教师的培训需求[10]。 

（2）三角印证。为了从多角度发掘研究对象 Ana 所具有的专业知识 ，研究者对 Ana 进行

了半结构化的访谈，集中了解在课堂上观察不到的方面，同时为了补充访谈数据，还编制了一

份问卷，多渠道收集数据能有效提高研究的信度和效度。 

（3）教学过程的建模模型。在处理课堂实录视频时，研究者使用教学过程的建模模型，将

课堂分为若干个片断，并用数字记号进行标记、分类，每个片段都定义初始、结束事件，做到

不重不漏，然后再确定每个片段中所蕴含的知识，处理地十分细致。 

（4）访谈和问卷的设置。这篇文章列出了部分问卷和访谈中的问题，并且交代了可以从哪

些方面进行提问（主要围绕通过课堂观察和文本分析不易观察到的部分），研究者也确实从访

谈中了解到了一些 Ana 没有表现出来的知识。 

另一方面，这篇文章提到使用研究方法是解释范式和案例研究，但是对解释范式这一方法

没有过多的说明。总之，这篇文章对想通过个案研究了解教师某个方面的知识具有一定的参考

价值。 
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学术资讯 

后疫情时代，“云教研”助力教师专业发展 

——“基于历史名题的单元复习课”HPM 课例论证会议纪要 

余庆纯 

（华东师范大学数学科学学院, 上海 200241） 

2020 年 5 月 26 日上午，华东师范大学教师教育学院数学史与数学教育（HPM）工作室与

义乌市高中数学王芳工作室联合，共聚“云教研”平台腾讯会议，共同开展“基于历史名题的

单元复习课”的高中 HPM 课例论证会议。本次活动主要由华东师范大学教师教育学院数学教育

研究所汪晓勤教授、浙江省义乌市王芳工作室王芳老师与金惠萍老师共同主持。来自华东师范

大学 HPM 研究方向的博硕士研究生、内蒙古师范大学李春兰老师与其数学教育方向的硕士研

究生、浙江省义乌市王芳工作室高中数学教师等近 40 余位师生一起参加了线上活动，实现跨区

跨校、务实高效的线上教研。 

首先，王芳老师简述本次“基于历史名题的单元复习课”课例论证会议的基本情况与研究设

想，将前期教研的“基于数学史的章节序言课”课例与即将开展的“基于历史名题的单元复习课”

课例统筹起来，衔接“概念教学”与“解题教学”，贯穿数学知识与数学思维，聚焦落实“数以

明理、学而守正、文以载道、化而修身”的数学教育理念。 

 

图 1 王芳老师主持开幕式 



《上海 HPM 通讯》2020 年第 9 卷第 6 期 

72 

 

接着，以“一课一评”的方式依次论证 4 个高中 HPM 单元复习课例。首个报告是义乌中学

金惠萍老师的“基于历史命题的解析几何单元复习课”。金老师拟选取“阿波罗尼斯圆”为切入

口，以“点的运动轨迹”为研究主线，梳理“圆锥曲线”的核心单元知识网络。同时通过对历

史名题的运用与改编，旨在微观上深化解析几何借助方程研究曲线问题的基本思路，构建知识

之谐；宏观上揭示解析几何发展的历史动因，彰显解析几何的文化之魅。汇报后，汪教授积极

肯定本复习单元的教学设计，指出“阿波罗尼斯圆”是解析几何单元复习的重要突破点，建议

构建历史命题的“问题串”，串联阿波罗尼斯圆与圆锥曲线、动态轨迹问题等不同数学内容，

提炼数学思想方法，展示解析几何的多元文化。 

 

图 2 金惠萍老师的汇报分享 

随后，义乌六中的万松强老师分享第二个报告，分享“数列单元复习课”的研究思路与教

学设想。万老师先介绍“数列单元复习课”在教材、教学中的基本要求，再以 17 世纪的俄罗斯

数学手稿中的历史名题“马蹄铁钉问题”作为情境，导出本节课的复习知识主线“等差数列”、

“等比数列”，接着以改编的“木棒问题”引出数列求和中的不等式问题，最后提出了教学设

计中所遇到的困难。汇报后，汪教授肯定该主题的教学设计，指出“数列单元复习课”需要进

一步结合数学思想方法的提炼与数学核心素养的落实，建议借助历史名题，发掘数列单元中类

比、化归、数形结合等数学思想方法，提升逻辑推理、直观想象、数学运算等数学核心素养。

同时，王芳老师分享开展过的一节“数列复习课”，以“纳皮尔与富翁的故事”引领学生穿越

古今，共同探讨等差数列、等比数列之间的关系。此外，王老师进一步介绍现代数学中有关 e 的 
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复利问题，建议延伸数列单元教学的深度与广度。汪教授补充指出“基于历史名题的单元复习

课”要紧扣“以史为经、以题为纬”的系列单元课例研究思想，梳理数学知识体系，总结数学

思想方法，展现多元数学文化，培育数学核心素养。 

 

图 3 万松强老师的汇报分享 

第三个汇报是来自义乌五中的纪亚荣老师带来的“三角单元复习课”报告。首先基于古希

腊三角学起源，简述三角学与天文学、航海学之间的跨学科联系；接着以“埃拉托色尼计算地

球”故事，引出角与弧长的关系探究；借助以“托勒密定理”或“弦长表”展示弦长与正弦函

数之间的密切关系，紧扣全国高考的三角题目；最后以“单位圆”系统地串起三角知识体系，

展示三角之美。报告后，汪教授十分肯定该课例的设计立意，指出平面几何中的三个重要核心

定理：三角形内角和定理、勾股定理、相似三角形定理判定定理，三角学最初扎根于几何学而

不断发展，以“单位圆”建构三角学与几何学的连接桥梁，进一步建议通过“托勒密定理”串

联和角公式、差角公式、半角公式、倍角公式、余弦定理、正弦定理等重要数学公式与定理的

单元复习，关注逻辑推理、直观想象等数学核心素养的培育，展示多元的三角文化。 
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图 4 纪亚荣老师的汇报分享   

义乌中学的吴小悦老师带来第四个汇报“基于等周问题的不等式复习”。吴老师从“歌剧

中的数学问题”引入，借鉴等周问题的历史发展顺序，开展等周三角形探究，运用 Geogebra 展

示任意等底等周的三角形两边长连续变化时的面积最大值；借助“欧拉羊圈故事”引出等周矩

形问题与基本不等式的运用，进而不断推广、验证、提炼与总结。报告后，汪教授肯定本次报

告的教学设想，提议在基本不等式运用于解决等周问题的基础上，可以适当运用拓广于其他更

加多元的领域。此外，还可以用二元的基本不等式过渡到三元、四元......n 元的基本不等式。王

老师积极肯定汪教授的建议，指出 HPM 课例研究要聚焦前瞻性、立足教育实践性、把握操作可

行性。 

 

图 5 吴小悦老师的汇报分享 

之后，进行 5 个高中 HPM 课例汇报的简要串讲，分别是：义乌中学吴俊凯老师的“向量” 
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课例、上溪中学朱卉老师的“计数原理”课例与吴玮玮老师的“概率”课例、树人中学鲍雯霞

老师的“立体几何”课例、义乌市国际商贸学校吴春妍老师的“基本初等函数”课例。 

最后，汪晓勤教授与王老师共同总结了本次“基于历史名题的单元复习课”的课例论证线

上会议的内容与重点，展望了后续教研的推进计划，勉励各位老师再接再厉，不断完善课例的

教学设计，逐步落实单元复习的教学实践！ 

 

图 6 “基于历史名题的单元复习课”的课例论证线上会议 

会后，内蒙古师范大学李春兰老师谈及本次线上课例论证的感想：第一次参与高中 HPM 单

元复习的课例论证，收获匪浅，原来高中单元复习课可以如此精彩，富有人文气息！基于历史

命题融入单元教学是很好的选题，以史为题，贯穿古今，既有内容厚度，又有时间广度，深受

启迪！ 

后疫情时代，信息技术推动 HPM 教研形式的不断演进，助力 HPM“云教研”活动的有序

开展，推动 HPM 共同体的教师专业发展。未来已来，期待信息技术能够为数学史融入数学教学

的理论交流与实践推进搭建更加有效的线上交流平台，逐步推进基于数学史的数学文化走出书

斋、走进课堂，传播富有数学文化的精彩数学教学！ 
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华东师范大学基础教育学科教研联盟 

高中数学第六次集中研修活动 

刘思璐 

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062） 

2020 年 6 月 16 日下午，华东师范大学基础教育学科教研联盟高中数学组的指导专家和联

盟校的老师们，以在线会议的形式开展了高中数学组第六次集中教研活动。本次活动由华东师

范大学教师教育学院数学教育研究所汪晓勤教授主持，研修主题为数学史融入高中数学课堂教

学的课例研究：二项式定理和基本不等式。 

汪晓勤教授简单回顾了上次教研活动中以函数概念为主题的相关内容，接着介绍了此次线

上教研活动的主题：二项式定理和基本不等式。希望通过两位曾经实施过相应课例的老师分享

的课例报告，来达到经验分享和教学讨论的目的。 

来自华东师范大学附属东昌中学的向荣老师做了“有情 有景 有趣 有思——HPM 视角下

的二项式定理教学实践与反思”的课例报告。向老师首先跟大家解读了发言主题中的八个字。

接着她介绍了自己在做 HPM 视角下的二项式定理教学设计时的思路，包括学生课前思考、二项

式定理的发展脉络和 HPM 六大教育价值等。这个课例是一个四课时的单元教学，向老师此次主

要介绍了第一课时的探究式教学和第四课时的学生小组合作学习的内容。最后向老师分享了实

施课例效果以及她的教学反思，向老师提到教师要搭建促进学生成长的脚手架、要进一步落实

探究式教学并且她会沿着 HPM 之路坚持向前。 

 

向荣老师的分享 

来自上海市久隆模范中学的胡佳婧老师报告了 HPM 视角下的基本不等式教学。胡老师从
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教学设计背景、历史材料及其运用、教学设计与实施、学生反馈和数学史的多元教育价值这五

个方面进行介绍。比如在教学设计背景这里，胡老师提到等周问题是基本不等式产生的历史动

因之一，历史上的数学家发现了很多基本不等式的几何等价形式，不同地域、民族的数学家对

基本不等式的研究体现了多元文化等。再比如在学生反馈这里，胡老师提到学生对基本不等式

这个代数式的几何证法感到新奇，并且当他们知道历史上存在多种几何模型的史实时，非常钦

佩古人的智慧！ 

 

胡佳婧老师的分享 

课例分享结束后，汪晓勤教授解读和点评了两位老师的课例报告内容。汪教授提到学生的

潜力是不可估量的，二项式定理课例中学生提出的问题和数学家曾经提出的问题有着历史相似

性的，而这些问题往往可以在数学史中找到答案，要给学生表达和探究的机会。接着指出正如

基本不等式的产生是以等周问题等内容为背景，数学知识不是凭空捏造的，它们的产生都有其

历史背景作为动因，教师如果了解和研究这些，就可以更好地从历史到课堂实现数学史的六大

教育价值。 

接着华东师范大学教师教育学院邹佳晨老师介绍了本年度在高中数学联盟拟举办“指向数

学学科德育的数学教学设计”主题的教学比赛，欢迎高中数学联盟各成员校数学组的教师们参

加。同时欢迎各成员校轮流承办联盟主题教研活动，鼓励各成员校的老师们积极参与联盟的教

研活动。 

最后在会议结束时，我们通过线上问卷的形式邀请参加活动的老师谈谈此次参加教研联盟

活动的收获和对之后活动的建议。老师们在收获中提到最多的词汇是数学史，接着是融入、学

生、兴趣、课堂等词汇，其中华东师范大学芜湖外国语学校的陆静老师提到“数学史融入课

堂，能够了解知识本源，充分挖掘知识本质，了解数学知识的发展历程，能够激发学生的学习

兴趣等。收获颇丰，以后会尽量在课程中融入一些数学史方面的知识。 
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华东师范大学基础教育学科教研联盟 

初中数学第六次集中研修活动 

邵爱娣 

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062） 

2020 年 6 月 18 日下午，华东师范大学基础教育学科教研联盟初中数学组第六次集中教研

活动在线举行。本次活动由华东师范大学初中数学教研联盟、上海市闵行区首届初中数学学科

德育研修班、闵行区吴泾镇学区化初中数学项目组以及数学史与数学教育（HPM）初中数学网

络研修班联合举办。研修主题为数学史融入初中数学课堂教学的课例研究：演绎证明、等腰三

角形。华东师范大学基础教育联盟成员校、各举办单位以及华东师大 HPM 研究团队的 70 余位

教师参加了本次活动。 

 

初中数学联盟线上教研活动 

华东师范大学教师教育学院数学教育研究所邹佳晨老师主持了本次活动，邹老师回顾了第

五次联盟教研活动中关于“有理数的乘法”教学的相关内容，接着介绍了本次活动的主题：演

绎证明和等腰三角形，希望参与活动的老师能够从本次的课例报告中有所收获。 

在本次教研活动的报告环节，来自上海民办建平远翔学校的贾彬老师带来了课例报告

“HPM 视角下的‘演绎证明’教学”。贾老师首先对沪教版教材中本节课的内容作了分析，阐

述了预设的教学目标。然后介绍了本节课选用的历史材料，包括证明的由来、达尔文的故事、

《几何原本》的魅力。接着详细介绍了本节课的教学设计与实施，包括结合生活实例，引入数

学证明；利用数学结论，感知演绎证明；融入历史素材，理解演绎证明；运用新学知识，实践
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演绎证明。在学生反馈部分，贾老师展示了学生问卷调查的部分结果。最后，贾老师总结了自

己的教学反思，认为本节课最重要的价值在于 HPM 的德育之效。 

  

贾彬老师的分享 

来自上海市长桥中学的汤雪川老师带来了课例报告“HPM 视角下‘等腰三角形性质’的教

学”。汤老师首先对本节课的教材背景作了分析，并提出了自己对于教材内容安排的困惑。然

后对历史材料进行了梳理，包括等腰三角形三线合一的实际应用、等边对等角的证明方法。接

着详细阐述了本节课的教学设计与实施，包括两个课时：第一课时让学生通过操作说理等活动

归纳得到等腰三角形三线合一，并且运用它来解决实际问题；第二课时让学生运用多种方式对

等边对等角进行说理，反思各种方法之间的本质及联系。最后汤老师从数学史价值的角度总结

了自己的反思与体会。   

  

汤雪川老师的分享 
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在总结点评环节，上海市闵行区初中数学教研员、区首届初中数学学科德育研修班主持人

巢晖老师认为 HPM 是非常有价值的，主要体现在两点：一是让学生知道数学的发展过程；二是

能够渗透学科德育。贾彬老师的课充满了人性化，让学生具有研究的兴趣，知道研究的原因，

体验研究的过程。汤雪川老师的课让学生体验过去数学家在研究数学时所具有的严密思维，感

知数学知识的源流。  

接着华东师范大学教师教育学院的汪晓勤教授表示这两节课都非常精彩，开课的老师也付

出了巨大的努力。对教师而言，HPM 最大的价值就是能够促进教师的专业发展，特别是知识的

发展。数学史能够帮助教师进行深入的学习与思考，教师有必要了解数学史的知识，从而增进

对课程的认识。邹佳晨老师阐述了让数学课堂回归人性化的教学理念，给师生以情怀，发挥数

学学科的德育功能，数学史的融入是可实践、可复制、可推广的路径之一。同时，邹老师预告

了初中数学联盟拟举办主题为“指向数学学科德育的数学教学设计”教学比赛，鼓励各成员校

初中组的数学老师们积极参与。 

会议结束时，我们通过线上问卷的形式邀请参与的老师谈谈在本次教研活动中的收获。大

部分老师都表达了自己的想法，其中上海市天山初级中学的沈晓阳老师提到“分享的课例很好

地融合了数学史，不生硬，不脱节，在教学效果和学生德育方面都真正起到了积极的作用，促

使自己对日常教学的策略进行反思，希望自己在今后的教学中也能加以尝试和探索”，华东师

范大学澄迈实验中学的吴海龙老师提到“两位老师通过融入数学史讲解教材，能吸引学生的兴

趣，并且能系统完整科学地帮助学生知其所以然，也符合探究真知的规律。对我的课堂教学有

深刻的启发和引导。” 


