
 

 

 

 
 

上海 HPM 通讯 
 

SHANGHAI HPM NEWSLETTER 
2021 年第 10 卷第 6 期 

 

《几何原本》1692 年拉丁文版扉页 



《上海 HPM 通讯》2021 年第 10 卷第 6 期 

II 

 

《上海 HPM 通讯》编委会 

 

主编：汪晓勤 

副主编：邹佳晨 栗小妮 

责任编辑：韩 粟 

编委（按姓氏字母序）： 

纪妍琳 姜浩哲 雷沛瑶 栗小妮 李卓忱 刘思璐 邵爱娣 沈中宇 孙丹丹 汪晓勤 余庆纯 岳增

成 张佳淳 邹佳晨 

 

 



《上海 HPM 通讯》2021 年第 10 卷第 6 期 

I 

 

刊首新语 

数学话剧的教育价值 

数学常常被公众以及相当一部分学生视为枯燥乏味的学科。一个多世纪以前，英国学者

Heppel 曾在一次学术会议的报告中，引用了一首打油诗，说明人们对枯燥乏味的数学课本的嘲

讽： 

如果又一场洪水爆发， 

请飞到这里来避一下， 

即使整个世界被淹没， 

这本书依然会干巴巴。 

《圣经》中所讲的那场洪水，能够淹没整个世界，却未能浸湿我们的数学书，这是作者对

于数学的辛辣讽刺。今天，世人对数学的印象却似乎并未改善。 

人们对数学的刻板印象与他们所经历的学校数学教育息息相关。在很多教师的信念中，数

学就是由众多概念、公式、定理和问题等冷冰冰的知识组成的一门学科，学生学习这些知识，

一切都是为了解题。卷子上分数的高低，就是数学学得好坏的唯一标准。于是，在升学的巨大

压力之下，出现了数学教学中的“重分数轻情感、重结果轻过程、重技术轻文化、重教书轻育

人”的现状。在以“立德树人”为教育根本任务、提倡课程思政、卓越育人的今天，这种现状

亟待改变。 

作为长期在高校从事数学教学和研究工作的教师，我们常常思考一个问题：我们需要培养

怎样的数学教师和数学研究人才？是拥有不错的数学成绩却持有消极数学情感的数学教师吗？

是具备不错的研究能力却拥有低级情商的数学教师吗？是每天只会解题，却从不思考数学与人

生幸福之间关系的数学教师吗？是只会与数字、符号打交道却不会与人打交道、终身保持自我

为中心思维习惯的另类吗？倘若我们培养的是这样的数学教师，那么我们的数学教育就是“瘸

腿的”教育。 

正是基于这样的思考，我们深深感到在数学与人文之间架设一座桥梁的重要意义，数学话

剧就是这样一座美丽的桥梁。 
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歌德曾经说过：“一门学科的历史就是这门学科本身。”（《颜色理论》序）同样我们可

以说：数学的历史就是数学学科本身。一名数学研究者未必认同这一观点，但对于数学教育工

作者而言，这一观点却是无法否定的。数学教科书在呈现一个概念、一个公式、一个定理时，

所用的文字不过寥寥数行，最多也不过几页，也就是说，相关数学知识是经过逻辑包装、经过

裁剪加工的“压缩品”。在这种“压缩品”中，我们往往已经看不到知识的发生和发展过程，

更不能看到知识与人的创造活动之间有何关联。因此，数学教师的教学工作就是“解压”、“解

密”和“解惑”，也就是在课堂上“再现历史”，是引导学生完成“再创造”的过程。从这个

意义上手，数学的教学，就是数学历史的教学，当然，这里所说的历史，并非原原本本的历史，

而是经过重构的历史。 

数学的历史告诉我们，正是不同时空的人创造了数学，人是数学活动的主角。在数学历史

的星空，有无数的先哲，他们在数学创造的过程中执着地追求真善美，在为数学学科增添新知

的同时，也为我们留下了宝贵的精神财富：泰勒斯（Thales, 前 6 世纪）因天文观测而掉入阴沟，

阿那克萨哥拉（Anaxagoras, 前 499-前 428）身陷囹圄而探索不止，阿基米德（Archimedes, 前

287-前 212）因沉迷数学而被罗马士兵杀害，希帕蒂亚（Hypatia, 370?-415）因追求真理而死于

基督徒之手，祖暅（5-6 世纪）思考数学问题时“雷霆不入”，拉缪斯（P. Ramus, 1515-1572）

身为一介书童却逆境成才，韦达（F. Viète, 1540-1603）研究数学是常常三天三夜不出房门，纳

皮尔（J. Napier, 1550-1617）二十年如一日，为简化天文大数计算而发明对数，牛顿（I. Newton, 

1643-1727）在避疫期间在光学、微积分和力学领域取得划时代意义的成就，索菲·热尔曼（S. 

Germain, 1776-1831）在墨水结冰的冬夜仍勤奋学习，华里司（W. Wallace, 1768-1843）书写从

学徒工到大学教授的人生传奇，斯坦纳（J. Steiner, 1796-1863）家境贫寒而自强不息……这些优

秀历史人物的事迹，有着丰富的教育价值。 

数学话剧就是要将这些历史人物在数学创造过程中的故事搬上舞台，其教育价值有： 

• 促进数学学习 

在编剧过程中，学生需要深入了解相关主题的历史背景与所涉及的思想方法，因而拓展了

学习空间。 

• 走进先哲心灵 

学生在数学话剧的编剧和上演过程中，需要克服自我为中心的思维习惯，穿越时空，与古
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人对话，走进古人的心灵之中，从而养成倾听、尊重的个性品质。 

• 改变数学信念 

数学是人的文化活动，人非圣贤，不断会犯错误。所以，数学历史充满谬误，充满争论，

充满挫折和失败。所以，我们今天在学习过程中所遇到的困难乃是稀松平常之事，不必因为暂

时的挫折而灰心丧气。 

• 传递人文精神 

历史上那些为数学和人类文明作出重要贡献的数学家，都是求真务实、勤奋执着、不惧艰

难的人，正如明代科学家徐光启（1562-1633）所云：“吾避难，难自长大，吾迎难，难自消微，

必成之！”数学背后蕴含着十分丰富的人文精神。数学家为什么研究数学？对于这个问题的深

入思考，能够帮助学生思考生命的终极意义。 

• 跨越学科鸿沟 

数学并非“孤岛”，数学历史揭示了数学与物理、天文、航海、建筑、艺术、文学、历史、

哲学等人类其他知识领域的密切关系，有助于学生更深刻地理解数学的价值。 

本书收录的三部数学话剧《大哉言数》、《曲线传奇》和《物镜天哲》，分别再现了 17 世

纪三大数学成就——对数、解析几何和微积分所涉及的人物故事，从中我们可以品味纳皮尔和

布里格斯的旷世之约，欣赏费马和帕斯卡的数学交流，痛惜笛卡儿的北欧之旅，叹惋牛顿和莱

布尼茨的微积分发明权之争；我们也有机会回望 17-18 世纪欧洲数学舞台上的璀璨群星：约

翰·伯努利、雅各·伯努利、惠更斯、泰勒、阿布斯诺特、棣莫佛、瓦里尼翁等等；同时，我

们还有机会走进历史深处，追溯对数、解析几何和微积分的思想渊源，直面当时数学家所解决

的热门难题，并徜徉于奇妙的曲线世界，感受数学的巨大魅力。 

本书编者刘攀老师是一位热爱数学文化、极富教育情怀的数学家，多年来，不计名利、心

无旁骛地创作了一部又一部的数学话剧，在国内产生了很大影响，同时，也培养了一批又一批

热爱数学文化的本科生甚至研究生。如今，数学话剧业已成为华东师大校园文化的品牌之一。 

我相信，数学话剧这一独特的艺术形式在不久的将来必将走出象牙塔，走进更多的中学校

园，为传播数学文化、改善数学教育、提升数学素养、实现立德树人目标做出更大的贡献。 
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历史研究 

美英早期代数教科书中的有理数指数幂 

纪妍琳 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引 言 

指数函数作为六类基本初等函数之一，是高中阶段进行函数性质研究的重要对象。为了研

究指数函数，学生需要在初中学习的基础上，通过对有理数指数幂 m
n

a （ 0>a ，且 1≠a ；

m，n 为整数， 0>m ）、实数指数幂
xa 0,( >a 且 1≠a ； )Rx∈ 含义的认知，了解指数幂的

拓展过程，掌握指数幂的运算性质[1]。在教学中，让学生接受由整数指数幂拓展到全体有理数

指数幂的合理性是教学的重点和难点。 

人教版必修第一册基于“根式的被开方数的指数能被根指数整除”的情形，归纳了将根式

表示为分数指数幂的方式，再将性质推广到根式的被开方数的指数不能被根指数整除的情形，

从而将整数指数幂拓展至有理数指数幂。人教版必修第一册通过旁白的形式补充道：“数学中，

引进一个新的概念或法则时，总希望它与已有的概念或法则相容”，但却对负分数指数幂的引

入“略去了规定合理性的说明”，并且直接说明了“规定了分数指数幂的意义以后，整数指数

幂的运算性质对于有理数幂也同样适用”。 

如果教师不能对指数幂的拓展过程进行适当的补充说明，而仅仅陈明“规定”，那么学生

在指数幂的拓展以及分数指数幂定义合理性的理解上可能存在一定的困难。若要对拓展的合理

性进行说明，除了教材给出的引入方式之外，是否存在其他的自然的、恰当的方式呢？为了回

答这一问题，本文对 19 世纪英美代数教科书进行考察，梳理不同教科书中对于分数指数幂的引

入、定义及其合理性的说明，从中获取教学启示，以期为分数指数幂的教学提供参考。 

2 早期教科书的选取 
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本文从有关数据库中选取 94 种 19 世纪美、英代数教科书作为研究对象，以 10 年为一个

时间段，这些教科书的时间分布情况如图 1 所示。 

 
图 1 94 种教科书的时间分布 

本文将有理数指数幂的拓展过程分成负指数幂、零指数幂和分数指数幂三个阶段，对早期

教科书的拓展顺序和拓展方式进行总结，并对所延伸出来的相关问题进行讨论，从中分析早期

代数教科书对有理数指数幂相关内容的处理方式。 

3 有理数指数幂的拓展顺序 

3.1 从正整数指数幂到有理数指数幂 

不同教科书采用了不同的顺序来呈现幂的推广过程，主要分成两种： 

• 先整数后分数：正整数指数幂−负整数指数幂与零指数幂−正分数指数幂−负分数指数

幂； 

• 先正数后负数：正整数指数幂−正分数指数幂−负指数幂与零指数幂。 

图 2 给出了两种拓展顺序的时间分布情况。 

 

图 2 指数幂拓展顺序类型分布 
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由图 2 可见，“先整数后分数”和“先正数后负数”两种扩充方式在 19 世纪代数教科书

中的占比不相上下，基于两种不同的顺序都可以合理地将指数幂扩充到有理数指数幂。“先整

数后分数”的扩充顺序与目前我国中学数学教学的逻辑顺序一致，学生在初中阶段学习了负整

数指数幂和零指数幂的扩充，在高中阶段再将指数幂扩充为正分数指数幂和负分数指数幂，这

样的扩充方式符合学生的认知水平；采用“先正数后负数”这一顺序的教科书大多在前一章节

中设置了根式的相关内容，故先扩充到分数指数幂较为连贯。同时，“先正数后负数”的扩充

顺序与有理数系扩充的历史顺序一致。 

3.2 分数指数幂与根式的出现顺序 

历史上，根式的出现早于分数指数幂，现今的教学顺序与历史顺序保持一致，学生先学习

根式，再基于根式定义分数指数幂。但 19 世纪代数教科书中，分数指数幂与根式的出现先后

顺序并不统一，部分教科书先定义根式再定义分数指数幂；部分教科书先定义分子为 1 的分数

指数幂再定义根式；少数教科书同时定义分数指数幂和根式。对于这三种不同的先后顺序，我

们简称为“先根后幂”、“先幂后根”和“根幂同步”，对所考察的教科书进行先后顺序类型

的统计，结果如图 3 所示。 

 

图 3 早期代数教科书中根式与分数指数幂的出现顺序 

分数指数幂和根式在教科书中的出现顺序差异反映了教科书逻辑顺序的不同，导致了对分

数指数幂定义描述和合理性解释的不同。 

“先根后幂”的逻辑顺序与历史顺序、当前的教学顺序一致，是 19 世纪美英代数教科书中

最为常见的定义顺序。“先幂后根”顺序在 19 世纪 20 年代的代数教科书中也并不少见，采取
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这种顺序的教科书一般直接提出：a的 n 次方根可以用分数指数幂 na
1

表示，再在后文中指出根

式 n a 是a的 n 次方根的另一种表示[2]。“根幂同步”方式与“先幂后根”较为类似，采取此顺

序的教科书一般直接指出：a 的 n 次方根可用 n a 或 na
1

来表示[3]。这两种定义方式反映了这类

教科书的以下三个观点： 

• a 的 n 次方根是唯一的，不存在算术平方根与平方根的区别； 

• 分数指数幂与根式是完全等价的，两者是同一数学内涵的不同表示方式； 

• 负数是存在分数指数幂的，如 ( )
1

3 327 27− = − 。 

而在现今的高中数学教科书中，人教版、苏教版等高中数学教材必修第一册中均规定分数

指数幂的底数大于 0，特别地，北师大版教材明确指出 3 27− 不能表示为 ( )
1
327− ，而沪教版教

材则通过旁白指出当 n 为正奇数时，对于 0<a 的情形， na
1

能被定义。由此可见，19 世纪美

英代数教科书中关于分数指数幂和根式的定义有其局限性，人们对于分数指数幂和根式的认识

并非一蹴而就的，分数指数幂出现时，人们对于根的理解仍有待完善，同时，要厘清根式与分

数指数幂的区别与联系，底数为负数的情形是重要的讨论对象。 

出现顺序的不同体现了不同教科书对于根式和指数幂关系认识的差异，有的教科书提出，

根式完全可以被分数指数幂代替，对于这一问题将在后文相应小节展开讨论。 

4 负指数幂的定义 

4.1 定义方式 

早期教科书大多根据得到负指数幂的运算过程给出其描述性定义，见表 1。根据运算特

点，教科书对于负指数幂的定义可以分为“连除”定义和“取倒数”定义。 

表 1 19 世纪代数教科书对于负指数幂的描述性定义 

运算特点 定义 举例 教科书 
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连除 

负指数幂是指 1 连续除以一个或若干个

由底数分解得到的相同因数 ∗所得到的

商。 

2 14 1 4 4
16

− = ÷ ÷ =  

3
2 14 1 2 2 2

8
−
= ÷ ÷ ÷ =  

Oliver[4] 

取倒数 
负指数幂指的是，当将其指数取为相反

的正指数所得到的指数幂的倒数。 8
1

4
1

4

14
3

2
3

2
3

===
−

 Olney[5] 

“连除”定义与乘方的“连乘”相对应，从除法的角度赋予了负指数幂操作性的含义。但

大多数教科书在定义中并未指明如何将“底数分解得到的相同因数”和连除的次数。早期教科

书通过举例的方式让读者默会其中的规律。“取倒数”定义将负指数幂的意义建立在正指数幂

的基础上，也赋予了负指数幂操作化的定义。 

由上述两种描述性定义，均可以得到 ( )+− ∈= Rn
a

a n
n 1

。在早期代数教科书中，较少涉及

对于负指数幂中底数 a 的范围的讨论，但由于 0 不可以作为除数，而上述推广过程中存在着除

法运算或取倒数的实施，故上述推广中实际上排除了底数 a 为 0 的情形。 

4.2 定义的合理性 

早期代数教科书主要采用两种方式解释负指数幂引入或定义的合理性：一是对正整数指数

幂运算律的直接推广；二是基于对等比数列的观察进行的类比。 

4.2.1 对运算律的直接推广 

幂指数的范围从正整数扩充到有理数，实际上是幂的运算律的适用范围扩大的结果。美国

数学家柯朗（R. Courant, 1888-1972）和罗宾（H. Robbins, 1915-2001）在《什么是数学》中指出：

“对于引进新的符号，扩充一个范围，使得在原来范围内成立的规律，在这更大的范围内继续

成立，这是数学推广过程的一个特征。[6]”有理数指数幂的引入是数学中有关指数的数学理论发

展的需要，它的定义需要与已有的以下三条指数幂运算律相容，其中 +∈Zsr, ： 

（1） r s r sa a a += ； 

                                                        
∗ 19 世纪英美代数教科书中的因数泛指因式，且因式的概念与现今的概念有所不同，只要一个式子能表示

成其他式子的乘积，那么其他式子就均为原式的因式，后文出现的“因数”也皆为此意。 
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（2） ( )sr rsa a= ； 

（3） ( )r r rab a b= 。 

在 19 世纪美、英代数教科书中，部分教科书从推广运算律的角度讨论负指数幂的意义，绝大

多数基于运算律（1）引入负指数幂。例如，Venable 在其《初等代数》中直接提出如下问题

[7]： 

对于正整数指数幂，有运算性质 m n m na a a +× = ( )+∈Nnm, 成立，如果将适用范围推广到

负指数幂，允许出现 pa− 这样的记号，其中 p 为正数，那么此时 pa− 代表什么呢？ 

由 m n m na a a +× = ，当将指数的范围推广至负整数时，可得 mppmppm aaaa ==× −+−+ ，又由

m
p

pm
ppm a

a
aaa ==÷

+
+ ，因此，一个数乘上 pa− 相当于这个数除以 pa ，所以1 1p pa a−× = ÷ ，即

1p
pa

a
− = 。

 

在借由运算律（1）拓展得到负指数幂的内涵之后，部分教科书证明此定义也满足其余两

条运算律[7]，部分教科书则将证明作为课后练习[8]。 

4.2.2 对等比数列的观察和类比 

16 世纪，德国数学家斯蒂菲尔（M. Stifel, 1487-1567）在《整数算术》中，建立了如表 2

所示的指数和幂之间的对应关系，观察表 2 可以发现，当以 2 为底数时，指数减小 1 时，幂就

变为原来的
2
1
。类比正整数指数幂的情形，斯蒂菲尔将幂指数从非负整数推广到负整数，用

我们今天的记号来表达，就是
12
2

n
n

− = 。但是，斯蒂菲尔没有将幂指数推广到分数的情形[9]。 

表 2  正整数指数和幂的对应 

指数 … −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 … 

幂 … 
1

16
  

8
1

 
4
1

 
2
1

 1 2 4 8 16 … 

19 世纪的部分代数教科书引入负指数时，采取与斯蒂菲尔极为相似的引入方式。例如，

在 Robinson 的《初等代数专著》[10]和 Venable 的《初等代数入门》[11]等教科书中，作者都指

出，若将 4a 连续地除以a，可以得到以下的数列： 
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3a , 2a ，a，1， 1
a
，

2

1
a

，
3

1
a

，… 

基于观察，不难发现，a 的 n 次幂除以 a，得到的结果为 a 的 n−1 次幂，即“除以底数，

指数减 1”。则： 

  1 1 01a a a
a

−= = = ， 

0 1 11 a a
a

− −= = ， 

1 1 2
2

1
1 a a a
a a

− − −= = = ， 

2
2 1 3

3

1
1 a a a
a a

− − −= = = ， 

…………………………
 

以此类推，可以得到
n

n

a
a 1

=− 。 

早期代数教科书基于对以 a 为底的等比数列的观察引入零指数幂，在此基础上引入负整数

指数幂，进而推广得到负指数幂的定义，本质上是对运算律（1）的特殊情形 1+=× mm aaa 的

推广，以观察、类比的形式来加以呈现，对读者而言更为直观，抽象程度更低。可以看到，早

期代数教科书往往根据“负指数幂的定义能够遵循原有的指数幂运算律”来说明其定义的合理

性，但这一理由在零指数幂的特殊情形中却变得不够充分了。 

5 零指数幂的定义与合理性 

许多教科书将正整数指数幂定义为“1 连续乘以一个数若干次”，Shoup 在《代数基础》

一书中将此定义拓展到零指数幂的情形，将零次幂定义为“1 连续乘以底数零次”，则结果为

1 本身，从而得到任意非零数的零次幂都是 1 的结论[12]，该定义能够较好地解释零次幂的含

义，但该书将零的零次幂排除在外，且并未说明零的零次幂不作定义的原因。 

在早期教科书中，零指数幂和负指数幂往往是同时引入的，如上节所述，若对等比数列进

行观察，则首先引入零指数幂，再在此基础上引入负指数幂。更加直观地，部分教科书通过指

数幂的除法运算引入零次幂[13]： 



《上海 HPM 通讯》2021 年第 10 卷第 6 期 

8 

 

，45 aaa =÷
 

，34 aaa =÷
 

，23 aaa =÷
 

.aaa =÷2

 

若将此规律拓展，则 0aaa =÷ ，故 10 =a 。虽然大部分教科书没有对 a 的范围进行说

明，但由于除数不能为 0，上述的推广实际上隐含了 0≠a 的限制。部分教科书通过验证指

出，这样的定义是满足三条运算律的，因而是合理的[14]。 

部分教科书则直接从运算律出发进行推广[7]，通过推广运算律（1）的特殊情形，得到 

                             0 0m m ma a a a+× = = ，                           （*） 

当且仅当 10 =a ，无论取 a 为何值时，均有（*）式成立。如前文所叙，这两种不同的拓展方

式均是对运算律（1）适用范围的拓展，对于底数不为 0 的情况能够得到一致的结论。但是第

二种拓展方式下，似乎默认了 100 = 。 

大部分教科书并未对于零指数幂的底数范围进行讨论。但有部分教科书提出， 100 = ，原

因在于，无论 a 多小，均有 10 =a ，那么对于 0=a ，也应该有 10 =a [15]，这一观点用极限语

言来描述即为 0 0

0
0 lim 1

a
a

→
= = ，这与目前高中数学学习的结论显然是矛盾的。那么，既然存在

“具有说服力”的 00 的定义方式，为何如今我们认为 00 是无意义的呢？ 

如果延续负指数幂的拓展思路，利用运算律推广来寻找 0 的 0 次幂的含义。根据运算律

（1）， 110 000 =× ，无论 00 取任何数值，均满足此式；根据运算律（2），

( )0 0 00 0 0
m m×= = （m N +∈ ），则 0=00 或 1=00 ；根据运算律（3）， ( ) 000 1010 ×=× ，即

000 100 ×= ，无论 00 取任何数值，均满足此式。综上，定义 0=00 或 1=00 ，均满足与原有

运算律相容的原则，但由于所定义的值不唯一，因而与“0 除以 0”的情形类似，00是无意义

的，或者说是“未定值”。 

从 0 的 0 次幂这一情形可以发现，某个定义满足某一条或若干条已有法则并不足以说明一

个定义的合理性，定义还需具有唯一性。另一方面，定义的出现是出于数学内部或现实生活的

需要， 0=00 或 1=00 均满足三条运算律，之所以我们不作约定式的定义，是因为在多数的数

学研究情境下人们并不需要关注 00 ，没有必要进行约定，但在组合数学、数论等领域，人们

会根据研究的需要对 00 的取值作出约定。在实际教学中，教师不能“简单粗暴”地说明 00 无

意义，这样的处理方式可能会令学生产生疑问。教学中可以从不唯一确定的角度进行解释，并

说明在数学的其他领域会根据研究的需要进行定义，但在高中阶段不作考虑。 
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6 分数指数幂的定义 

6.1 定义方式 

根据得到分数指数幂的运算过程，早期教科书主要采用“因数的连乘或连除”“幂的根”

“根的幂”这三种方式对分数指数幂进行描述性定义，见表 3。 

表 3 早期教科书关于分数指数幂的描述性定义 

运算过程 定 义 举 例 教科书 

相同“因

数”的连

乘或连除 

分数指数幂是指 1 连续乘以

（或连续除以）一个或若干

个由底数分解得到的相同

“因数”的结果。 

2
364 1 4 4 16= × × =  

2
3 164 1 4 4

16
−
= ÷ ÷ =   Oliver[4] 

幂的根 
分数指数幂指的是一个方根

的整数指数幂。 

( )
2 2

23364 64 4 16= = =  

( )
2 2 233 164 64 4

16
−− −= = =  

van Velzer 等[15] 

根的幂 
分数指数幂指的是一个整数

指数幂的开方。 

2
3 2 3364 64 4096 16= = =

2
3 23 3

1 164 64
4096 16

− −= = =  
Dodd[16] 

19 世纪代数教科书中出现的对于分数指数幂的三种主要的描述性定义都不是精确、严谨

的定义。在第一种定义方式下，得到正分数指数幂需要 1 连续若干个乘以底数的相同“因

数”，得到负分数指数幂需要 1 连续除以若干个底数的相同因数。早期教科书并无在定义中陈

明“相同‘因数’”、“若干”的具体含义，而是在后文指出 1 要连乘或连除的相同“因数”

由分数指数幂的分母确定，对于正分数指数幂
n
ma （m n N +∈、 ），指数 m

n
的分母 m 代表将

底数 a 分解为 m 个相同的数的乘积，即 a 的 m 次方根，n 代表将分解得到的“因数”与 1 连

乘的次数。对于负分数指数幂
n
ma

−
（m n N +∈、 ），则连乘变为连除，其余内涵不变[11][17]。

由此可见，这种定义方式是以 mm aa =
1

为基础的，实质上是从运算角度对分数指数幂
n
ma 的意

义进行了补充性的解读。 
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对于分数指数幂
m
n

a ，由“幂的根”这一描述性的定义方式，有
m nm

n

aa = ；由“根的

幂”这一描述性的定义方式，有 ( )
n n

mma a= 。根据根指数的内涵可知，在这两种定义下，

*Nm∈ ， Zn∈ 。有教科书同时给出了这两种定义[18]，得到 ( )
n nm n mma a a= = ，指出分数指

数幂的分母代表根指数，分子代表乘方运算对应的次数。虽然大部分早期教科书没有对分数指

数幂的底数 a 的范围进行讨论，但由于 ( )nm n ma a= （ ,m Z n Z∈ ∈ ）只有在 0>a 时才成

立，故大部分教科书都默认在底数为正数的前提下讨论分数指数幂。 

大多数教科书借助根式来定义分数指数幂，如前文所述，不同教科书对于根式和指数幂关

系认识的存在差异。Olney 在其《代数入门》提出，根式的意义和分数指数幂的作用是相同

的，任意一个根式可以用分子为 1、分母为根指数的分数指数幂来表示[13]。“因此，根式的使

用是非必要的，它之所以仍被保留仅仅是因为它在数学中已经广泛使用了”[19]。这样的观点实

际上忽略了根式的被开方数为负数的情况。对于根式 ）（ ZnNmam n ∈∈ + , ，当 0<a 时，除

m 为偶数，n为奇数的情形外，
m na 均有意义。然而，当m 为奇数，n为奇数时，若用分数

指数幂 m
n

a 表示
m na ，则由

m
n

m
n

2
2

= ）（ ZnNm ∈∈ + , ，应有
m nm

n
m
n

m n aaaa 2 22
2

=== ，而

( ) ( ) m nm nm nm n aa-a-a ≠== 2 22 2 ，出现矛盾[20]。为了解决底数 0<a 时分数指数幂定义

“不唯一确定”的问题，我们可以通过约定幂指数
m
n

为既约分数来解决这样的矛盾。但是，

与此同时，形如
m na2 2

的根式便无法用分数指数幂表示了，例如 ( )8 62− ，将其表示为 ( )8
6

2−

或 ( )4
3

2− 均是无意义的。可见，无论分数指数幂是否拓展到底数为负数的情形，根式的存在均

是有必要的。 

6.2 定义的合理性 

将整数指数幂推广到分数指数幂时，部分教科书直接说明 na
1

为 n a 另一种表示方式，没
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有解释其合理性，再在此基础上推广得到 n
m

a 的含义[11]。大多数早期代数教科书对其合理性进

行了说明，且一般均先拓展得到分子为 1 的分数指数幂，再推广到更一般的分数指数幂。早期

代数教科书主要采用“与分数乘法的类比”，“运算性质的推广”和“开方时指数变化规律的

观察”三种方式来解释分数指数幂引入或定义的合理性。 

6.2.1 与分数乘法的类比 

Thomson 在《大学代数》中借助分数乘法与分数指数幂的类比来帮助读者接受分数指数幂

的定义[21]。27 的
3
2

，即
3
227× ，它的得到可以通过先将 27 平均分为 3 等分（27÷3=9），再

将其中的两个部分加起来（9×2=18 或 9+9=18）；类似的，27 的
3
2

次幂，即 3
2

27 可以通过将

27 分解为 3 个相等的因数（ 333 27272727 ××= ，即 27=3×3×3），再将其中的两个因数相

乘（ 或 3×3=9）得到。 

6.2.2 对运算律的直接推广 

将运算律（1）或（2）推广到分数情形，可以得到分数指数幂。 

对于正整数指数幂，有 r s r sa a a += ，当取 r、s 都为分数，而 r+s 的结果为正整数时，可以

探讨特定的分数指数幂的含义[错误!未定义书签。]。例如，取
2
1

== sr ，则有 aaaa ==× 12
1

2
1

，则 aa =2
1

。

更一般地，由
1 1 1
n n n

n

a a a a× × × =



个

，可得
1

nna a= ；由
m m m

mn n n

n

a a a a× × × =



个

，可得 n mn
m

aa = 。 

根据运算律（2），可得
1 n

na a
 

= 
 

，则
1

nna a= ，再由
1 mm

n na a
 

=  
 

，可得 ( )
m m

nna a= ；

或直接由

nm
mna a

 
= 

 
，即可得

m
n mna a= [18]。 

大多数教科书没有讨论底数 a 的范围，但实际上，上述推广过程隐含了 a ≥ 0 的要求。本

文所考察的早期代数教科书中，无一采用运算律（3）来推广或解释分数指数幂定义的合理

性，但部分教科书在定义了分数指数幂之后，对定义是否满足运算律（3）进行了验证[7]。 
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6.2.3 观察开方后指数的变化规律 

18 世纪，欧拉（L. Euler, 1707-1783）在《代数基础》中指出，对正整数指数幂的性质进

行观察可以发现， 2a 的平方根为a， 4a 的平方根为 2a ， 6a 的平方根为 3a ，等等，平方根为

同底数的幂，指数折半。将这一规律类比到分数指数幂中，则a的平方根应为 2
1

a ， 3a 的平方

根应为 2
3

a ， 5a 的平方根应为 2
5

a ，等等。这里，平方根均指算术平方根，a >0。类似地，可考

虑更高次方根[22]。欧拉通过类比的方式，厘清了方根与分数指数幂之间的关系。 

19 世纪部分代数教科书所采用的引入方式与欧拉并无二致[13]。通过观察可以发现，要得

到一个数的平方根，需要将其指数除以 2，则类似地有， 3a 的平方根为
3
2a ； 5a 的平方根为

2
5

a 。可见， 2
1

a 等同于 a 的平方根，即 aa =2
1

；类比到其他分数指数幂的情形，可以得到

3 23
2

aa = ，
4 34

3

aa = ，…。以此类推，可得
n mn

m

aa = 。 

7 指数推广的意义 

19 世纪的英美代数教科书主要从数学内部的统一性来说明指数幂拓展的价值与意义。Van 

Velzer 等在其《代数教程》中指出，用分数指数幂来表示开方根具有优越性，因为一方面使得表

示更为简洁，另一方面我们可以用相同的法则处理整数指数幂和分数指数幂的问题[15]。换言之，

指数幂运算律的使用范围更大了[18]，体现了数学对于“统一美”的追求。 

另一方面，分数指数幂的定义是实数指数幂定义的基础，而指数幂的拓展是指数函数的产

生的基础。而指数函数产生以后，被广泛应用于刻画细胞的分裂、人口的增长、放射性物质的

衰减等自然现象。1748 年，欧拉在《无穷分析引论》中讨论指数函数和对数函数时，引入了

人口指数增长的实例：大洪水的幸存者有 6 人，若以每年
16
1
的速度繁衍，那么 200 年后，6

个幸存者将有 610 个后代；400 年后，将有 1110 个后代，这将超过地球所能支撑的数量[23]。 

从数学内部与数学外部来看，指数幂的拓展都具有极大的价值与意义。 

8 教学启示 
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在所考察的 94 种早期代数教科书中，先后出现了“连乘”、“连除”、“取倒数”三种

负指数幂的描述性定义和“相同‘因数’连乘或连除”、“幂的根”、“根的幂”三种分数指

数幂的描述性定义。在中学阶段的有理数指数幂教学可以参考早期教科书的做法，在教学中增

加负指数幂、分数指数幂的描述性定义，或在通过运算律得到有理数指数幂的形式定义之后，

引导学生用描述性的语句描述相应的内涵，帮助学生在原有的“反复自乘”的指数幂认识[24]的

基础上构建负指数幂和分数指数幂的内涵。 

另一方面，早期教科书通过观察类比或对正整数指数幂运算律的直接推广来说明有理数指

数幂定义的合理性，体现了数学推广的原则在于追求与原有的法则相容，教学中教师也可以借

鉴早期教科书的做法，引导学生通过观察、类比得到负指数幂、分数指数幂的内涵，再进一步

揭示定义与原有运算律的一致性。同时，定义与原有运算律一致并不足以说明定义的合理性，

0 的 0 次幂定义的不唯一性导致如今我们对其不加以定义，但在早期教科书中却以满足三条运

算律为由将其值定义为 1，教师可以在教学中引导学生展开讨论，帮助学生认识定义的唯一性

对于定义的必要性。 

94 种早期代数教科书对于有理数指数幂的定义也存在不严谨和错误之处，部分早期教科

书对于根式与分数指数幂之间的关系存在误解，这说明数学定义是从不完善到严谨的动态逐步

发展的。在教学中，教师可以借由早期教科书中的定义发展，向学生呈现有理数指数幂定义的

发展历程，引导学生树立动态的数学观，达成德育之效。 
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英美早期几何教科书中的勾股定理 

韦润蓉 

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062） 

1 引 言 

勾股定理作为几何学中的重要定理，被 17 世纪德国数学家和天文学家开普勒（J. Kepler, 

1571-1630）誉为几何学两大法宝之一，拥有贯穿古今的悠久历史，也是全人类共同的文化精华。

早在公元前 1700 年，古巴比伦人就在泥版上记录了十五组勾股数和勾股定理的许多应用问题。

勾股定理的证明最早起源于毕达哥拉斯学派，据说毕达哥拉斯发现这个定理后，即宰杀百头牛

以示庆祝，故又称百牛定理。公元前 3 世纪，古希腊数学家欧几里得（Euclid）在《几何原本》

中用面积方法证明了该定理。而在中国，三国时代数学家赵爽（3 世纪）在注释《周髀算经》时，

利用弦图对勾股定理进行了证明；同时代的数学家刘徽则在注释《九章算术》时给出了另一种

证明。可见，勾股定理是数学多元文化的典型例子。  

现行的沪教版和人教版教科书采用赵爽的弦图来证明勾股定理，而其他证法，如欧几里得

证法、加菲尔德证法仅仅以阅读材料的形式出现在单元的末尾。鉴于勾股定理的悠久历史以及

它所蕴含的丰富的思想方法，人们在讨论特定理念指导下的数学教学时，往往首选勾股定理。

调查表明，勾股定理是教师运用数学文化开展教学的最典型的主题[1]。目前，虽有教师从 HPM

的视角开展勾股定理的教学实践[2][3]，但他们往往局限于赵爽的弦图证法，对于其他典型的证明

只是一语带过，忽视了勾股定理证明方法的历史演变规律，以及其中蕴含的各代数学家们对真

理不懈追求的精神。究其原因，教师的数学史知识还较为匮乏，未能建立数学知识和数学文化

之间的内在联系[1]。 

那么，在平面几何教学的历史上，人们倾向于哪些证明方法？这种倾向性有何演变规律？

导致演变的动因是什么？为了回答上述问题，本文聚焦勾股定理的证明，对英美早期几何教科

书进行考察，以期为今日的数学教学提供思想启迪。 
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2 早期教科书的选取 

本文从有关数据库中选取 1730-1969 年间出版的 126 种英美早期教科书作为研究对象，以

40 年为一个时间段进行划分，具体时间分布如图 1 所示。其中，对于同一作者再版的教科书，

若内容无明显变化，则选择最早的版本，若内容有显著变化，则将其视为不同种类的教科书。 

 

图 1 126 种英美早期几何教科书出版时间分布 

在 126 种几何教科书中，勾股定理出现的章节各有不同且经常在同一本书的不同章节都有

出现。早期教科书由于章节设置不清晰，此时的勾股定理，大多出现在“命题”部分；随着时

间的推移，勾股定理更多地出现在“相似三角形”、“比与比例”、“四边形与多边形”、“四

边形面积”等章节中，图 2 展示了不同章节的占比情况，其中对于勾股定理出现在同一本书的

不同章节时，也分别进行统计。 

 

图 2 勾股定理在各章节占比情况 

由图 2 可知，“四边形面积”章节占比最高，可见，英美早期的几何教科书大多利用四边

形面积的关系来证明勾股定理。 
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3 勾股定理的证明 

本文所考察的 126 种教科书均给出了勾股定理的证明，证明方法多达 11 种，并且同一种教

科书常常使用了多种不同的证明。在此基础上，我们对这 11 种方法进行归纳总结，根据它们的

异同点，可分为五类方法，即搭桥法、割补法、摆拼法[4]、相似三角形法以及利用圆的切割线定

理法。 

3.1 搭桥法 

3.1.1 欧几里得证法 

有 90 种教科书采用了古希腊数学家欧几里得的证法，如英国数学家 Rossignol（1787）将

两个较小的正方形面积通过三角形将其转化为面积相同的矩形，从而证明勾股定理。[5] 

如图 3 所示，△ABC 是直角三角形，分别以 AC，AB 和 BC 为边作正方形，过点 A 作 AJ⊥

DE，交BC 于点 K，分别连接 CI和 AD。易知△ABD ≌△CIB，又因为S▭AI=2S△CIB且S▭BJ=2S△ABD，

因此，正方形 BH 的面积与矩形 BJ 的面积相等，同理正方形 CF 的面积与矩形 CJ 面积相等，

故可得AB2+AC2=BC2。 

          
图 3 欧几里得证法                图 4 梅文鼎证法 

3.1.2 梅文鼎证法 

梅文鼎证法与欧几里得证法有异曲同工之妙，只不过将欧几里得证法中的中间变量三角形

面积替换成了平行四边形面积。如，Simpson（1760）将正方形 ABFG 的面积转化为等底等高的

平行四边形 ABIK 的面积（图 4），从而转化为矩形 BJ 的面积，再通过平行四边形 ACHK，将
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正方形 ACED 的面积转化为矩形 CJ 的面积，即得勾股定理。[6] 

有 17 种教科书采用了上述证法。 

3.2 摆拼法 

3.2.1 弦图证法 

最早的摆拼法是中国古代数学家赵爽（公元 3 世纪）的弦图证法，之后印度数学家婆什迦

罗（Bhaskara, 1114-1185）给出同样的方法，因此，早期英美几何教科书常称之为婆什迦罗法。

如图 5，由四个全等的直角三角形与一个小正方形通过摆拼，构成大正方形 ABCD，通过两种方

式计算正方形 ABCD 面积，得 

( )22 14
2ABCDS c b a ab= = − + ×



 

化简后得 2 2 2a b c+ = 。[7] 

            

     图 5 婆什伽罗证法               图 6 毕达哥拉斯证法 

有 15 种教科书采用了赵爽或婆什迦罗证法的代数形式。 

3.2.2 毕达哥拉斯证法 

25 种教科书采用了学术界所猜测的毕达哥拉斯证法，如 Lambert（1916）给出了该证法的

几何与代数两种形式[8]。如图 6，对于给定的 Rt△ABC，分别以斜边与两直角边的和为边长作正

方 形 ， 其 中 大 正 方 形 面 积 可 表 示 为 2CDEF KF KC DKS S S S= + +
   

， 还 可 表 示 为

4CDEF AG ABCS S S∆= +
 

，易知矩形 GB 的面积与是△ABC 面积的两倍，所以，易证得

AG KF KCS S S= +
  

，即勾股定理。利用代数法计算边长为 c 的正方形面积，可表示为 
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( )22 14
2

c a b ab= + − ×  

化简后即得 2 2 2a b c+ = 。 

3.2.3 加菲尔德证法 

该方法是美国第 20 任总统加菲尔德（J. A. Garfield, 1831-1881）提出的，故被称为“总统

法”。有 10 种教科书提到了该方法。如图 7 所示，加菲尔德将两个全等直角三角形和一个等腰

直角三角形拼成梯形[9]，因 2 ABC BCHACHDS S S∆ ∆= +
梯形

，故有 

( )( ) 21 1 12
2 2 2

a b a b c ab+ + = + ×  

由此立得 2 2 2a b c+ = 。 

                      

图 7 加菲尔德证法                        图 8 达芬奇证法 

3.2.4 达芬奇证法 

只有 2 种教科书采用了意大利艺术家和科学家达芬奇（L. da Vinci, 1452-1519）的证明[10]。

如图 8，以△ABC 各边为边长分别作正方形，过点 E 和 D 分别作 CB、CA 的平行线交于点 K，

连接 HG，IF 和 CK。由图易知，将四边形 CBDK 绕点 B 顺时针旋转 90°，C 点与 F 点重合，K

点与 I 点重合，D 点与 A 点重合，所以四边形 ABFI，FGHI，ACKE 和 CBDK 两两相等，故六边

形 IHGFBA 面积与六边形 CAEKDB 面积相等，各减去全等的两个直角三角形，即得勾股定理结

论。 

3.3 割补法 

b
a

c

b
c a

AC

H
D

B

H

I

F

G

C

A

K

E

B

D



《上海 HPM 通讯》2021 年第 10 卷第 6 期 

20 

 

3.3.1 伊本·库拉证法 

有 21 种教科书采用了中世纪阿拉伯数学家伊本·库拉（Thabit ibn Qurra, 826-901）的割补

证法[11]。如图 9，延长 Rt△ABC 的直角边 AB 至点 D，使得 AC=BD，在 AB 边作 AE=AC，分别

以 AC，ED 为边长构造正方形 AEFC 和正方形 EDGH，此时将△ABC 和△BGD 分别平移至子图

(b)处，构成以斜边 BC 为边长的正方形，因为(a)、(b)两图的面积大小不变，因此，可得两直角

边的平方和等于斜边的平方和。 

                       

                   (a)                                   (b) 

图 9 伊本·库拉证法 

3.3.2 佩里加尔证法 

佩里加尔证法又称“水车翼轮法”，最早由英国牧师佩里加尔（H. Perigal, 1801-1898）提

出，后被刻在佩里加尔的墓碑上。Wormell（1882）与 Failor（1906）各在勾股定理章节的练习

题中提到了该方法[12][13]。如图 10，相互垂直的线段将正方形 ABGF 分割成两两全等的四个四边

形，将这四个四边形和小正方形 ACIH 重新组合，恰可拼成大正方形 BCED。与上述几种证法相

同，佩里加尔法不需要进行代数运算，只需对图形进行简单的分割与拼接就可完成直观的证明。 

           

图 10 水车翼轮法                   图 11 十字分块法 
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3.3.3 十字分块法 

有 3 种教科书提到了十字分块方法，但并未提及其作者与来源，只是简单的进行证明或者

放在练习中供有能力的学生进行思考。如 Lardner (1840)采用了此法[14]。 

如图 11，过 D，G 两点分别作直线 DE 和 GH 平行于 AB，延长 NA 与 RB 分别与 DE，GH

交于点 F 和点 I，作 CM // AN 且 AN=CM，连接 NM，RM，易知△ABC≌△NMR，延长 DA 和 GB

分别交 MN 和 LM 于点 J 和 O，作 GK=BH 以及 KL//HG，作 RS=KL 以及 SQ //BG。此时正方形

DC 与正方形 GC 正好被分割为 7 个部分，通过这 7 个部分的重新组合拼接，可组成大正方形

AR，由此可证明勾股定理。 

3.4 相似三角形证法 

有 60 种教科书采用了相似三角形的证法。如图 12（a），在 Rt△ABC 中，AD 是斜边 BC 上

的高，由射影定理可得AB2=BD·BC，AC2=CD·BC，两式相加，即得勾股定理。[15] 

在欧几里得的证明中，正方形的面积被转化为矩形面积，实际上就是射影定理的两个结论：

AB2=BD·BE=BD·BC，AC2=CD·CF=CD·BC（图 12（b）），因此，面积证法与相似三角形证法

本质上是一致的。 

                   

(a)                                           (b) 

图 12 相似三角形证法 

3.5 利用切割线定理的证法 

共有 6 种教科书将勾股定理的证明放在有关圆的章节，并通过圆的切割线定理进行证明，

即从圆外一点引圆的切线和割线，切线长是这点到割线与圆交点的两条线段长的比例中项，在

图13中可表示为：BC2=BE·BD，而BE=AB-AC，BD=AB+AC，两式相乘即可得到BC2=BE·BD=AB2-

AC2，从而证明勾股定理[16]。 
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图 13 利用圆的切割线定理进行证明 

利用圆的切割线进行证明是一种较为新颖的方法，即采用后续的知识对前面出现过的知识

点进行二次证明，更有利于加深对勾股定理的理解以及构建更系统的知识框架。  

4 证明方法的演变 

126 种教科书在时间上横跨三个世纪，若以 40 年为单位，各方法在不同时间段的分布情况

如图 14 所示。 

从图 14 可见，关于勾股定理的证明，不同年代都会出现新方法，早期教科书不仅继承了古

代数学家的典型方法，而且将有特点的新方法也纳入其中。欧几里得证法出自《几何原本》，

是西方最早的关于勾股定理的证明方法，它将勾股定理的代数形式转变为几何面积进行证明，

在近 300 年来的几何教科书中占据主要地位，且大部分的教科书都将其作为首选方法。此外，

相似三角形证法在 19 世纪 50 年代以来也开始占据重要地位，由于图形简单， 

 

图 14 勾股定理证明方法的时间分布 
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不需要太多额外的补充知识使得相似三角形法在后期教科书中的地位与欧几里得法不相上

下。加菲尔德的证明方法也在 19 世纪出现后迅速的进入了几何教科书中，而梅文鼎的证明方法

与欧几里得证法的思路一致，在后来的大部分教科书中只保留欧几里得证法，梅文鼎证法则逐

渐减少。 

20 世纪初，英国数学家培利（J. Perry, 1850-1920）提出其教育改革的鲜明主张：要从欧几

里得《几何原本》的束缚中解脱出来，实验几何与实际测量不仅应先于论证几何，而且在演绎

推理过程中也应该伴随实验几何。与此同时，德国数学家 F·克莱因（F. Klein, 1849-1925）指出，

初等数学的各分支融合不够，应将算术与平面几何进行融合[17] [18]。20 世纪初，勾股定理在教科

书中的编写方式就体现了这一时期的课程理念。 

1912 年，美国几何大纲十五人委员会在其报告中提出，在几何学上要用更为简洁的几何语

言而不是欧几里得著作中某些冗长的解释，应在几何课程的实用价值与逻辑思维之间寻求平衡

[18]。这些观念深刻地影响了当时几何教科书的编写。 

19 世纪末 20 世纪初，关于勾股定理的不同证明开始大量涌现，以欧几里得证法为代表的

演绎方法占比逐渐减小，并且常伴随着实验几何和直观几何的方法一同出现，如伊本∙库拉法、

达芬奇证法等利用图形的旋转分割等位置变化来证明勾股定理。与此同时也在证明中融入了代

数的方法，如加菲尔德证法、婆什迦罗法代数形式等。此外，德国在第三次改革运动中支持用

射影几何概念对学生进行入门教育，也影响了相似三角形法在勾股定理证明中占据的比例[18]。

虽然有的方法仅仅占据了部分教科书或只出现在练习题中，但也体现了早期的几何教科书与时

俱进以求开拓思维、培养学生数形结合思想的特点。 

5 结论与启示 

从上述分析可见，在早期英美的几何教科书中，关于勾股定理的证法不仅仅停留在单一的

证明模式，而是不断地进行探索与更新，涉及拼摆法、分割法、相似三角形等多种类型的证明

方法。作为几何学的基础，教科书中勾股定理证明方法及其演变过程，为我们今日的教学提供

了许多启示。 

首先，教师应适当加强数学史的学习，丰富课堂的教学。纵观勾股定理的发展史可知，直

至今日，对于勾股定理的证明方法已达 400 多种，涵盖几何、代数等各种知识点[19]。作为教师，
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应该能够从数学的历史文化中汲取营养，通过古代数学家们发现勾股定理的过程来引导学生进

行学习，激发他们的兴趣。在教学过程中也不要拘泥于单一的证明方式，而应该利用古今中外

各种典型的证明方法，如加菲尔德证法，相似三角形法等来锻炼学生的思考能力，引领学生用

欣赏的目光学习数学家们的研究方法，让他们感受数学文化的魅力，提升课堂的活跃度。 

其次，要通过思考古今中外证明方式的异同，来锻炼总结与分析能力。在西方，从毕达哥

拉斯学派的地砖问题到欧几里得通过严谨的公理化方法证明了勾股定理[20]，体现了观察、归纳、

猜想、证明的合情推理数学思想，展现了对数学的理性逻辑的追求及其在实际生活中的应用；

而国内教科书常用的赵爽弦图法，通过图形的拼接向学生直观的展示了勾股定理的证明，体现

了数学中数形结合的思想。而两者的共同之处在于都将勾股定理的代数关系转化为图形的面积

进行解释，体现了数学中重要的转化思想。当我们在研究不同民族的教学成果时，要注意分析

它们的共性与特性，并且要注意分析其变化背后的历史因素，因为各个学科的发展都与当时的

现状密不可分，从而才能够更加深入地理解不同民族的思考特性与文化传统，更好地将不同的

方法、不同的文化融入我们的教学中。 

最后，我们要学会运用数学史对学生进行德育。勾股定理的证明方法处在不断发展的中，

从早期的单一证明到如今涌现的无数方法，无一不在说明数学家们在对待数学研究时绝不因为

某种方法的出现就停止前进的脚步，而是锲而不舍、不断探索，也只有在前人努力的基础上不

断推陈出新、继承发展，才是让如今的数学文化生生不息的关键。因此，通过数学史的德育功

能，可以更好地让学生在数学学习的过程中不畏艰难、奋勇向前。同时，通过勾股定理所在的

章节（如将其放在圆的切割线章节之后进行证明），体现了数学的学习是一个连贯的过程，而

是孤立存在的个体，各个部分之间都存在着不同程度的联系，在学习数学的过程中更要注意前

后知识点的衔接，从而更好地理解数学的逻辑。 
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美英早期几何教科书中的圆幂定理 

刘梦哲 

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062） 

1 引 言 

在平面几何的学习中，“圆”是极其重要的一部分内容。它所涉及的知识面广，而且易于

和其它平面几何的知识进行结合，并相伴出现在学生的面前，因而在学习的过程中难度较大。

圆幂定理作为初中平面几何 “直线和圆”一章中的重要定理之一, 有着及其广泛的应用。圆幂

定理是相交弦定理、割线定理和切割线定理的统称，其揭示了过同一点的弦、切线及割线之间

存在的比例关系。 

回溯历史，早在公元前 3世纪，欧几里得（Euclid）在《几何原本》第Ⅲ卷的命题 35 和命

题 36 中运用等面积法证明相交弦定理和割线定理[1]。在 1798 年，法国数学家勒让德（A. M. 

Legendre, 1752-1833）摈弃等面积法，改用相似三角形法证明圆幂定理[2]。在历史的长河中所呈

现的各种证明方法，不仅是为解题所用，其背后所蕴含的数学思想，更是我们的教学目标之一，

也为圆幂定理的教学增添了一抹亮色。 

在《义务教育数学课程标准》（2011年版）中，关于圆幂定理的教学内容和教学要求已经

被删去，因而在现行的初中人教版和北师大版教材中也难觅其踪迹。但是，在沪教版九年级数

学下册（拓展二）的教材中，依然保留了圆幂定理的内容。“圆”作为初中阶段平面几何的最

后一部分知识，学生已经学习了有关相似三角形的知识，因而在课本中，教科书编者运用相似

三角形来证明圆幂定理。圆幂定理作为学生解题的“好帮手”，部分教师在课堂中仍然会予以

补充，但是教师在进行教学设计的过程中，往往会遇到不知道怎么教、教得好的困境。因而，

我们对美英早期的若干几何书籍进行考察，希望从中获得关于圆幂定理的历史素材，并为今后

的教学提供有益的参考。 

2 早期教科书的选取 

本文选取 1829-1948 年间出版的 80 种美英早期数学教科书作为研究对象，以 20 年为一个
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时间段进行划分，其出版时间分布情况如图 1 所示。其中，对于同一作者再版的教科书，若内

容无显著变化，则选取最早的版本，若内容有显著变化，则将其视为不同的教科书。 

 

图 1 80 种美英早期数学教科书的出版时间分布 

在 80 种几何教科书中，圆幂定理所在的章节主要包括“相似多边形”“比例线段”“比例

线段与相似形”“圆”“数值性质”等，其中圆幂定理大多归于“相似多边形”一章之中。由

此可见，早期教科书编写者往往会运用相似多边形对应边成比例这一定义来证明圆幂定理。 

3 圆幂定理 

圆幂定理包括相交弦定理、割线定理和切割线定理。在 80 种教科书中，有 68 种教科书给

出了圆幂定理的完整证明过程，有 4 种教科书将证明过程留给了学生，而有 1 种教科书让学生

通过测量得到圆幂定理。 

3.1 相交弦定理 

在 74 种给出相交弦定理证明过程的教科书中，教科书编者全都运用相似三角形来进行证明

[3]。如图 2， O 中的弦 AB 与 CD 相交于点 P，连接 AC，BD。因为 ,CAB CDB∠ ∠ 都是BC  
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图 2 相交弦定理 

所对的圆周角， ,ABD ACD∠ ∠ 都是AD 所对的圆周角，由圆周角定理可知， CAB CDB∠ = ∠

以及 ABD ACD∠ = ∠ 。于是 APC DPB∆ ∆ ，因此
AP PC
PD PB

= ，或表示为 AP PB CP PD⋅ = ⋅ 。

我们把相交弦定理概括为：在圆的两条相交弦中，每条弦被交点分成的两条线段的乘积相等。 

3.2 割线定理 

所谓割线定理，即从圆外一点引圆的两条割线，这一点到每条割线与圆交点的两条线段的

积相等。在 70 种给出割线定理证明过程的教科书中，有 37 种教科书选择构造相似三角形进行

证明，而有 33 种教科书选择使用切割线定理进行证明。 

3.2.1 构造相似三角形 

类似于证明相交弦定理的做法，运用圆周角定理，我们依然可以证明两个三角形相似，进

而得到比例线段[3]。在图 3 中， O 的两条割线 ,AEB AFC 交于圆外一点 A ，得到弦 ,BE CF ，

以及有关线段 , , ,AE AF AB AC 。 

 

图 3 构造相似三角形证明割线定理 

因为 ,ABF ACE∠ ∠ 是 所对的圆周角，所以 ABF ACE∠ = ∠ 。又因为 BAC∠ 是公共角，

所以 ABF ACE∆ ∆ ，于是
AB AC
AF AE

= ，即 AE AB AF AC⋅ = ⋅ 。 
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3.2.2 使用切割线定理 

切割线定理揭示了从圆外一点引圆的切线和割线时，割线与圆交点的两条线段的乘积为定

值，这个定值即为切线长的平方。在图 4 中，过点 A 作 O 的一条切线 AD ，切点为 D 。 

 

图 4 使用切割线定理证明割线定理 

由切割线定理，因为 2 ,AD AF AC= ⋅ 2AD AE AB= ⋅ ，所以 AE AB AF AC⋅ = ⋅ [4]。 

3.3 切割线定理 

所谓切割线定理，即从圆外一点引圆的切线和割线，切线长是这点到割线与圆交点的两条

线段的比例中项。在 71 种给出切割线定理证明过程的教科书中，证明方法分为构造相似三角形

和使用割线定理两类。 

3.3.1 构造相似三角形 

有 64 种教科书运用相似三角形来证明切割线定理[3]。如图 5， A 为 O 外一点， AB 是

O 的一条切线，切点为 B ， AD 为 O 的一条割线， AD 交 O 于点 ,C D 。 
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图 5 构造相似三角形证明切割线定理 

连接 ,BD BC ，由弦切角定理可知， ABC ADB∠ = ∠ ，又因为 BAD∠ 是公共角，所以

ABC ADB∆ ∆ ，于是
AB AD
AC AB

= ，即 2AB AC AD= ⋅ 。 

3.3.2 使用割线定理 

美国著名的数学家、天文学家本杰明（P. Benjamin，1809-1880）在《平面与立体几何基础》

（1858）中，将切线看作由割线旋转而得，于是运用割线定理即可完成证明[5]。在图 4 中,将割

线 AEB 绕点 A 顺时针旋转直至 AB 与 O 切于一点 D ，此时 AE AB AD= = 。于是由割线

定理，即 AE AB AF AC⋅ = ⋅ ，可以得到 2AD AF AC= ⋅ 。 

4 圆幂定理的演变 

证明圆幂定理方法有三种，包括方法 1：运用相似三角形证明圆幂定理；方法 2：运用相似

三角形证明相交弦定理和切割线定理，再运用切割线定理证明割线定理；方法 3：运用相似三角

形证明相交弦定理和割线定理，再运用割线定理证明切割线定理。 

以 20 年为一个时间段，图 6 给出了证明圆幂定理的时间段分布： 

 

图 6 证明圆幂定理的时间段分布 

除去 1929-1948 年教科书样本数量较少的一个时间段，可以看出，方法 1 和方法 3 早已出

现在 19 世纪上半叶的教科书中，但随着时间的推移，出现的频次逐渐减少；而方法 2 在 19 世

纪中叶的教科书中首次出现，在接下来的 100 年中，出现的频次逐步提高，并在 20 世纪以后的
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美英教科书中占据主流。我们认为，这样一种趋势背后有其更深次的原因。 

从历史的角度来看，19 世纪以前美英大都把欧几里得的《几何原本》作为学校的几何教科

书，然而，在 1813 年，几位年轻的英国数学家在剑桥成立了名为“分析学会”的团体，旨在鼓

励英国人学习法国的高等数学，呼吁人们正视欧陆特别是德、法数学家在分析领域取得的巨大

成就，这场运动的影响也波及到了美国。于是，勒让德的几何教科书被美国教师所翻译并在学

校中广泛使用，这也是许多美英早期教科书采用勒让德的相似三角形法来证明圆幂定理的原因

之一。 

从教材序的角度来看，教科书编者通常是以圆周角定理、弦切角定理和圆幂定理的顺序来

安排教材内容，与此同时，圆幂定理大多出现在相似多边形一章中，因而运用圆周角定理和弦

切角定理来证明相似三角形进而得到圆幂定理也显得顺利成章，这也契合了现行沪教版教科书

中的证明方法。 

从学生心理序的角度来看，美英早期几何教科书中的圆幂定理通常又是以相交弦定理、切

割线定理和割线定理的顺序展开，因此学生则会考虑从已经学过的切割线定理出发去证明割线

定理。运用切割线定理的推论，即从圆外一点引圆的割线，这一点到割线与圆的交点的两条线

段长的积为定值，一方面学生免去构造相似三角形进而直接证明割线定理，使得证明过程更加

简洁流畅，符合学生的认知水平，另一方面这一推论也可以帮助学生很好的理解“幂”的含义。

因此，这一方法会在 20 世纪的几何教科书中占据主流。 

5 圆幂定理的应用 

圆幂定理的历史源远流长，而在漫长的数学发展史上，圆幂定理又有诸多应用。当我们翻

开美英早期几何教科书，首先就能看见圆幂定理在现实生活中的应用。例如，罗宾逊在《几何

基础》（1868）中问：“特内里费岛上有一座山，山的垂直高度约为 3 英里，当船距离山顶 154

或 155 英里时可以看见山顶，问地球的直径为多少？”[6]此时，将问题用数学语言可以描述为： 
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图 7 特内里费岛问题 

在 O 中， AB 为直径，延长 AB 至点C ，过点C 作 O 的切线，切点为 D （图 7），已知

3BC = 英里， 154.5CD = 英里，问直径 AB 长为多少。运用切割线定理可以写出

2CD BC AC= ⋅ ，于是代入数据计算可得 7953.75AB = 英里。 

当然，圆幂定理的应用不只局限于现实生活，在数学上的许多构造问题也会用到圆幂定理

的相关结论。美英早期教科书中最常见的两大与圆幂定理有关的构造问题，即问题一：求作两

条线段的比例中项；问题二：将给定线段分成两段，使得长线段是整条线段和短线段的比例中

项。 

对于问题一，《几何原本》第Ⅵ卷命题 13 早已提出过一个相同的问题，并用射影定理予以

解决[1]，但在这一问题上用圆幂定理同样可以解决。如图 8，对于给定线段 AE EB， ，将 

   

图 8 圆幂定理中的构造问题一 

这两条线段首尾相连且 A，E，B 三点共线，并以 AB 为直径作 O 。过点 E 作线段 AB 的

垂线，交 O 于点 C，D，由垂径定理知 CE=ED。又由相交弦定理可知CE ED BE AE⋅ = ⋅ ，

于是 2CE BE AE= ⋅ ，即CE BE AE= ⋅ ，则线段 CE 即为所求[7]。 

对于问题二，给定线段 AB，作 BC⊥AB 且
1
2

BC AB= 。以点 C 为圆心，CB 为半径作半
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圆，交射线 AC 于点 D，E。再以 D 为圆心，AD 为半径作弧，交线段 AB 于点 F，此时线段 AF，

FB 即为所求[8]（图 9）。 

 
图 9 圆幂定理中的构造问题二 

由切割线定理可知
AB AE
AD AB

= ，于是
AB AD AE AB

AD AB
− −

= 。又因为 AD=AF ，

AB AD AB AF FB− = − = 以 及 AE AB AE DE AD− = − = ， 所 以
FB AF
AF AB

= ， 即

AF FB AB= ⋅ 。 

早在古希腊时期，毕达哥拉斯派认为“万物皆数”，宇宙间一切的现象都能归结为整数或

整数之比。而当毕达哥拉斯派发现有些比，诸如正方形对角线与其一边之比不能用整数之比表

达时，他们就感到惊奇不安[9]。毕达哥拉斯派曾用归谬法证明 2 与1不可公度比，历史上也出

现过许多不同的证明方法，而在教科书中给出了一种运用切割线定理证明正方形对角线与其一

边不可公度比的方法。 

为了找到在正方形 ABCD 的对角线 AC 与边长 AB 的比值，于是以点 C 为圆心，BC 为半径

作半圆，并交射线 AC 于点 E，F（图 10）。不难发现，在线段 AC 中减去一倍长线段 AB，剩

余线段 AE，则问题转化为求 AE 与 AB 之比。由圆幂定理可以知道
AE AB
AB AF

= ，因 
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图 10 圆幂定理中的不可公度比问题 

为 2AF AB AE− = ，所以 

1 1 1 1
1 12 2 212 2

2

AE
AF AEAB

AEAB AB
AEAB
AB

= = = = =
+ + +

+ +
+



。 

如此以往进行计算，这一算法将永远不会停止，所以正方形对角线与其一边不可公度比[10]。 

6 教学启示 

综上所述，历史上出现的多种证明圆幂定理的方法，为今日圆幂定理的教学提供了诸多启

示。 

（1）拨开迷雾，探究“幂”的本质所在。在教学过程中，我们首先要让学生理解，为什么

要将相交线定理、切割线定理和割线定理合称为“圆幂定理”以及这其中的“幂”究竟体现在

哪里。其实，当我们翻开历史的画卷就可以找寻到答案。在部分美英早期教科书中给出过这样

一条定理，即从圆内或圆外一点 P 作 O 的一条割线，交半径为 r 的 O 于点 ,A B ，总有

22PA PB r OP⋅ = − 。由此我们也就发现了“幂”之所在。通过了解圆幂定理的由来，不仅

有助于学生理解和记忆定理的具体内容，还有利于培养学生的数学发现和数学创造的能力。 

（2）咬文嚼数，领略证明方法之精妙。历史上出现了圆幂定理的多种证明方法，为此教师

可以设计探究活动。学生们集思广益、各抒己见，在小组讨论中既可以提高学生的数学语言表

达能力，还能让学生真正成为课堂的主人。与此同时，圆幂定理将数与形紧密的结合在了一起，

体现了代数与几何的转化思想；两条弦的交点可以分为在圆内、在圆上以及在圆外三种情况，

体现了分析问题常用的分类讨论思想；在证明过程中没有条件创造条件构造相似三角形，体现

了解决问题常用的归纳推理思想。在课堂教学中，教师可以向学生渗透圆幂定理中所蕴含的数

学思想，这不仅有助于拓展学生的数学思维，培养学生的发散性思维，还有助于培养学生的数

学抽象、直观想象、逻辑推理等数学学科核心素养。 

（3）辩证统一，体会数学定理的和谐之美。从历史和现实中我们看到了多种证明方法，既
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有《几何原本》中的等面积法，又有美英早期教科书中用切割线定理和割线定理相互推导，还

有我们现在所熟知的相似三角形法。虽然这些证明方法各有不同，但是最后都得到了相同的定

理，一方面可以让学生感受到“殊途同归”的魅力，另一方面也可以提高学生学习数学的兴趣，

感受数学的简洁美、统一美。 

（4）豁然开朗，领略数学的魅力。学数学就是为了用数学，而简单地套公式计算并不能达

到用数学的要求。我们认为，想要学好数学，则要学会利用相关的数学知识与方法解决一些实

际问题。因此，教师可以在圆幂定理的教学中补充联系现实生活的实际问题，也可以补充一些

将数与形结合在一起的构造性问题，这样做既有助于培养学生的理性思维，让学生体会到数学

在实际生活中的用处，还有助于培养社会所需要的创新型人才。 
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美法早期几何教科书中的扇形面积公式 

杨舒捷 

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062） 

1 引言 

扇形与扇形面积是数学中的重要课题，不仅在平面几何中占据主要地位，还为学生后面学

习立体几何打下基础。《义务教育数学课程标准》（2011 年版）要求学生能够计算扇形的面积，

扇形的面积公式要由学生独立分析得出，以帮助学生更好地理解公式[1]。 

现行数学教科书中，扇形的面积是沪教版六年级上册“圆和扇形”章中“圆和扇形面积”

这一节的内容，教科书先介绍扇形的概念，再求出圆心角是 1°的特殊扇形的面积，进而得出圆

心角为n°的扇形面积公式，最后结合弧长公式给出扇形面积的另一公式；人教版和苏教版则是

在九年级上册“圆”这一章的“弧长与扇形面积”节中讲解扇形面积公式，在讲解弧长公式之

后，采用与沪教版同样的方法得到两个扇形面积公式；北师大版则在九年级下册“圆”这一章

的“弧长及扇形的面积”节中介绍扇形面积，但并未直接给出证明。不同的教科书处理方式互

有不同，但大都是从特殊的扇形入手，经计算得到扇形面积公式，并借助弧长公式进行变形得

到新公式。 

现行的教科书大多只介绍一种证明方法，但追溯历史，我们会发现数学家们提出了多种多

样的方法来推导扇形面积，在提倡将数学文化融入数学教学的今天，深入挖掘这些数学史素材，

无疑可以为我们今日的教育教学提供帮助。 

鉴于此，本文聚焦扇形面积公式的推导与证明，对 1805-1924 年间出版的 43 种西方早期几

何教科书进行考察，试图探究出的早期教科书中给出了哪些扇形面积公式和证明方法，以及他

们的演变过程，以期为今日的扇形面积教学和教科书的编写提供参考。 

2 教科书的选取 
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本研究从有关数据库中选取了 20 世纪 30 年代之前出版的 43 种西方早期几何教科书作为

研究对象，其中，41 种出版于美国，2 种出版于法国。以 20 年为一个时间段，这些教科书的时

间分布情况如图 1 所示。其中，对于同一作者再版的教科书，若内容无明显变化，则选择最早

的版本，若内容有显著变化，则将其视为不同的教科书。 

 
图 1 43 种教科书的时间分布 

扇形面积所在的章节主要有“正多边形与圆”“圆的测量”“圆的面积”“圆”“扇形的

面积”和“表面”六类，表 1 为扇形面积所在章节的分布情况。其中，“圆的测量”章的占比

最高，其次是“多边形与圆”章。 

表 1 扇形面积在 43 种教科书中的章节分布 

章名 多边形与圆 圆的测量 圆的面积 圆 扇形的面积 表面 

数量 12 14 6 5 2 4 

比例 27.91% 32.56% 13.95% 11.63% 4.65% 9.30% 

图 2 为含扇形面积的章节在各时间段的分布情况。由图 2 可知，在 19 世纪 40 年代以前出

版的教书中，扇形面积主要在“表面”这一章节中呈现，而在 19 世纪 40 年代之后出版的教科

书中，扇形面积开始出现在“圆”和“圆的测量”章节中，主要分布在“圆的测量”和“多边形

与圆”中，且呈现出分布的多样性。 

本文采用的统计方法如下：首先，按照年份查找并摘录出研究对象中有关扇形面积的推导

与证明部分；然后，参考相关知识确定初步分类框架，并结合早期教科书中的具体情况进行适

当调整，形成最终的分类框架；最后，依据此框架对研究对象进行分类与统计。 
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图 2 扇形面积所在章节的时间分布 

3 扇形面积的公式 

考察发现，在 43 种西方早期几何教科书给出的扇形面积公式中，根据公式的内容可以分为

“弧长与半径公式”“角度与半径公式”“角度与面积公式”和“三角形公式”四种，分别有

36，2，8，2 种教科书给出，其中，有 38 种教科书给出了一种公式，5 种教科书给出了两种公

式。表 2 给出了典型的例子。 

表 2 扇形面积公式 

公 式 具体内容 教科书 

弧长与半径公式 扇形的面积等于它的弧长与半径乘积的一半，即
1
2

S lr= 。[2] Peirce (1837) 

角度与半径公式 扇形的面积等于它的角度与半径平方乘积的一半，即 21
2

S rα= 。[3] Beman & 

Smith (1900) 

角度与面积公式 扇形的面积等于圆的面积乘扇形的角度再除以 360，即
2

360
rS απ

= 。[4] Peirce (1837) 

三角形公式 扇形的面积等于三角形的面积，它的底是扇形的弧，高是圆的半径，即

1
2

S ar= 。[5] 

Bertrand 

(1812) 

图 3 为以上四种扇形面积公式的时间分布情况。从图 3 可见，“弧长与半径公式”一直受

到各个时期编写者的青睐。19 世纪初，教科书主要采用“弧长与半径公式”和“三角形公式”，
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二者平分秋色，到了 19 世纪末 20 世纪初，逐渐出现了“角度与半径公式”和“角度与面积公

式”，但“弧长与半径公式”始终占据主流地位。 

 
图 3 四种扇形面积公式的时间分布情况 

4 扇形面积公式的证明 

经过统计和分析，在 43 种西方早期几何教科书中，关于扇形面积公式的推导与证明方法可

以分为“弧长法”“角度法”“扇形法”和“分割法”四种，其中，有 30 种教科书给出了一种

证明，2 种教科书给出了两种证明，11 种教科书未给出证明。 

4.1 弧长法 

有 22 种教科书采用弧长法，借助扇形和圆的面积与弧长进行推理证明。不同的教科书证明

扇形面积公式的方法不同，主要可以分为文字语言和符号语言两种表达方式。 

（1）van Velzer 和 Shutts（1894）指出，因为扇形的面积与圆的面积之比等于扇形的弧长与

整个圆周之比，所以扇形的面积等于其半径与弧长乘积的一半[6]。Tappan（1864）等人在编写教

科书时也都采用此方法对扇形面积公式
1
2

S lr= 进行了简略的证明[7]，根据统计，一共有 13 种

教科书采用了此方法。 

（2）Wells（1886）和 Bowser（1890）用 ， 和 S，C 分别表示扇形的面积、弧长以及圆
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的面积、周长，从
s c
S C
= 出发，得到

Ss c
C

= × ，而
1
2

S R C= × ，所以
1
2

s c R= × 。[8] [9]共有 9

种教科书以此方式进行证明。 

4.2 角度法 

有 5 种教科书采用角度法，借助扇形和圆的面积与角度进行推理证明。不同教科书的处理

方法不同。 

Olney（1886）采用角度制，因为扇形的面积与圆的面积之比等于扇形的角度与围绕圆心的

整个角之比，即扇形的角度与四个直角之比，也就是扇形的角度与360°之比，因此，如果用 a°

表示扇形的角度，则扇形的面积为
2

360
a rπ

。[4] 

Beman 和 Smith（1900）则采用弧度制，根据扇形的面积与圆的面积之比等于扇形的角度与

2π 之比，用α表示扇形的角度，得到 2: : 2s rπ α π= ，因此扇形的面积
2

2
rs α

= 。[3] 

4.3 扇形法 

有 3 种教科书采用扇形法，借助同一个圆中两个扇形的关系进行证明。例如，Sanders（1903） 

 

图 4  Sanders（1903）对扇形面积公式的证明 

从扇形的定义出发，在圆 O 中任做一扇形 AOB，以及角度为直角的扇形 COD（图 4），即四分

之一圆 COD，根据同一个圆中的两个扇形面积之比与它们所对应的弧长之比相同，可得[10] 
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AOB

COD

S AB
S CD

=扇形

扇形

， 

进而有 



4 4
AOB

COD

S AB
S CD

=
× ×

扇形

扇形

， 

记圆的周长为 C，面积为 S，则有 

AOB AB
S C

=
扇形

， 

又因为
1
2

S CR= ，故得 



1
2AOBS R AB= ×

扇形
。 

4.4 分割法 

有 4 种教科书采用分割法，借助极限的思想，利用三角形的面积来推导证明，不同教科书

的证明方法有所不同。 

Peirce（1837）将扇形 AOB 的弧 AB 分为 AM，MN，NP 等无限小的弧（图 5），分别绘制

半径 OM，ON，OP 等，这样扇形 AOB 就被分为 AOM，MON，NOP 等无限小的扇形，这些扇

形面积的总和就是扇形 AOB 的面积，而这些无限小的扇形可以看作是分别以半径 OA，OM，

ON 等为高，以 AM，MN，NP 等为底的三角形，因此扇形 AOB 的面积 

1
2

S OA AB= × 。[2] 

 

图 5 Peirce（1837）对扇形面积公式的证明 

Benjamin（1858）假设扇形 CAMB 的弧 AMB 由无限小的线段组成（图 6），从圆心 C 向这
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些线段的端点作半径，这样扇形 CAMB 就被划分成若干个分别以半径为高，以弧 AMB 上的无

限小线段为底的三角形，这些三角形面积的总和就是扇形 CAMB 的面积，即 

1
2

S CA AMB= × 。

[11] 

 

图 6 Benjamin（1858）对扇形面积公式的证明 

4.5 证明方式的演变 

图 7 为以上四种扇形面积公式证明方法的时间分布情况。从图 7 可见，19 世纪初，教科书

主要采用“扇形法”和“分割法”，二者平分秋色，19 世纪 20 年代，教科书逐渐开始采用“弧

长法”，且呈现增长趋势，到了 19 世纪中叶，“弧长法”已经成为教科书中的主要方法，在 19

世纪末出现了“角度法”，但“弧长法”始终占据主流地位，扇形面积证明方法的演变呈现出

从单一走向多元而最终又回归单一的趋势。 

 
图 7 四种证明方法的时间分布情况 

扇形作为与圆密切相关的数学概念，扇形面积推导方法的演变与圆面积推导方法的演变也
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是密切相关的。在 19 世纪到 20 世纪之间，将圆分割成无数以半径为高、弧长为底的等腰三角

形这一直观性较强的圆面积证明方法一直占用一席之地，该方法也影响着扇形面积的证明，使

得有着类似证明思路的“分割法”在 19 世纪上半叶较为盛行。而到了 19 世纪下半叶和 20 世纪

初，随着微积分的严密化和极限概念的完善，更加简洁地利用“当圆内接或外切正多边形边数

趋向无穷时，其周长和面积的极限分别是圆的周长和面积”成为了主流的圆面积公式证明方法，

由此，在扇形面积公式的证明中，编写者也更倾向于采用类比的思想，直接利用“扇形的面积

与圆的面积之比等于扇形的弧长与整个圆周之比，也等于扇形的角度与围绕圆心的整个角之比，

所以扇形的面积等于其半径与弧长乘积的一半”这一关系进行证明，更加简洁易懂，因而出现

了“角度法”与“弧长法”，而“弧长法”也始终占据着主流地位。 

5 结论与启示 

西方早期几何教科书主要在“圆的度量”和“多边形与圆”章节中介绍扇形面积，所介绍

的扇形面积公式主要有四种，其中
1
2

S lr= 最受编写者的青睐，所采用的推导与证明方法也多种

多样，根据证明思路可以归纳为四类，其中，借助“扇形的面积与圆的面积之比等于扇形的弧

长与整个圆周之比”的“弧长法”始终占据主流地位，19 世纪 60 年代前的教科书主要采用“扇

形法”“分割法”和“弧长法”，呈现多样性，而 60 年代后的教科书则侧重于采用“弧长法”

和“角度法”。 

早期教科书中扇形面积公式和推导方法的多样性及演变过程为今天的扇形面积教学提供了

诸多启示。 

现行数学教科书中，沪教版先介绍扇形的概念，再根据半径为 r的圆中360°的圆心角所对

扇形的面积就是圆的面积 2S Rπ= ，得出圆心角为 1°的扇形面积是 21
360

rπ ，进而得出圆心角为

n°的扇形面积是 2

360
nS rπ=

扇形
，最后结合弧长公式

180
nl rπ= 给出扇形面积的另一公式

1
2

S lr=
扇形

；人教版和苏教版则是在推导出弧长公式之后，再采用与沪教版同样的方法得到扇

形面积的两个公式
2

360
n RS π

=
扇形

和
1
2

S lR=
扇形

；北师大版则并未直接给出证明，而是先引导学生
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自主探究出弧长公式，再探究出半径为 R ，圆心角为n°的扇形的面积公式，并尝试用弧长来表

示扇形面积公式。由此可见，现行的教科书所介绍的证明方法较为单一，而历史上数学家所提

出的诸多证明方法在今日仍有重大的教育意义，例如蕴含极限思想的“分割法”，以及与借助

圆心角进行证明相类似的借助弧长进行证明的“弧长法”。 

因此，教师在进行教学设计时，应将所收集的有关扇形及扇形面积的数学史资料进行分析

整理，通过合适的方式融入到课堂教学的各个环节中，使课堂充满浓郁的历史文化气息，让学

生体会到扇形面积悠久的探索历史，从而吸引学生的学习兴趣，帮助学生突破重难点，进而高

效地完成教学目标。 

在引入环节，教师可以采用复制式，通过呈现历史上数学家研究过的图形或相关问题来激

发学生的学习兴趣。在新知环节，教师应以学生为中心，充分发挥学生的自主探究能力。教师

可以引导学生类比弧长公式的推导过程来探究出扇形面积公式；也可以采用重构式，让学生经

历扇形面积的发现和推导过程，通过让学生自己动手折纸，或利用 GeoGebra 将动态分割过程可

视化，化静为动，使学生充分体会其中的极限思想。 

同时，因为扇形面积公式证明方法的多样性，教师可以引导学生自行探究出多种证明方法，

然后向学生介绍此方法也曾由某位数学家提出过，或者直接采用附加式，利用 PPT 或视频来展

示古代数学家推导扇形面积公式所采用的方法与证明过程，让学生体会各种方法之间的区别与

联系，在帮助学生锻炼思维、开阔视野的同时也能够使学生感受到古代数学家们的巨大贡献以

及数学知识背后所蕴含的文化气息。 
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美英早期几何教科书中的平行线判定和性质 

刘凯月 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引 言 

平行线是学习平面几何的重要基础，《几何原本》第一卷便给出与之相关的基本定义、公

理和公设，将平行直线定义为“在同一平面内的直线，向两个方向无限延长，在不论哪个方向它

们都不相交”[1]。命题 1-26 给出了三角形的相关命题，如全等三角形的判定方法、三角形外角性

质等，命题 27-29 给出了基于三角形知识的证明平行线的判定和性质的方法，但与现行教科书

中的方法有所不同[2]。 

    《义务教育数学课程标准》要求中学阶段理解平行线概念以及相关角的概念，掌握平行线

的性质定理，探索并证明平行线的判定定理，并能解决简单的实际问题[3]。现行七年级数学教科

书中，基本都以两条直线的位置关系为切入，引出垂直和平行的概念。人教版、北师大版等大

部分教材都以实际生活中平行线的例子，以及三角尺的实际平移操作为切入点，先引入平行公

理，即“过直线外一点有且只有一条直线与已知直线平行”，和平行的传递性，即“平行于同一条

直线的两条直线平行”，进而结合实际例子，通过三角尺的平移引出平行线关于同位角、内错角、

同旁内角的判定和有关性质。 

但以上判定和性质定理的得出都基于学生实际平移操作和观察，运用对顶角、补角的概念，

且包含推理的成分较多，未能究其本质，学生易死记硬背。而且实际中三角尺的操作难免有误

差，不易使人信服。苏科版和华师大版教材中有利用反证法证明平行线性质的例子，有利于通

过严谨的论证帮助学生更好地理解这些定理。部分教材也提到了古代测量地球周长的史料，有

利于帮助学生更好地体会平行线在生活中的应用。 

数学史是全面理解数学、攀登数学大厦的基石[4]，研究平行线发展的历史有利于丰富教学

过程，提高知识的接受度。为了探究其他严谨的证明和证明方式，本文聚焦平行线的判定和性

质，对西方早期几何教科书进行考察，希望为当下数学教学提供思想启迪。 

2 早期教科书的选取 

本文从有关数据库中选取 1800-1949 年间的 88 种美英早期几何教科书为研究对象，其出版
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时间分布情况如图 1 所示。其中，对于同一作者再版的教科书，若内容无显著变化，则选择最

早的版本，若内容有显著变化，则将其视为不同的教科书。以 30 年为一个时间段，各教科书的

分布情况如图 1 所示。 

88 种几何教科书中，平行线主要位于“平行”、“平行线”、“空间中的线和面”、

“平行线和平面”等章节。其中大多归于“平行线”一章之中，可见早期教科书大都将平行线

相关知识作为一个单独章节来研究。 

 

图 1  88 种几何教科书的时间分布 

3 平行线的判定 

88 种几何教科书中，有 52 种沿用了《几何原本》中的平行线定义，即同一平面内无限延长

不相交的两条直线互相平行。也有少数教科书以“两条直线距离处处相等则平行”、“直线方

向相同则平行”给出定义，更有 2 种教科书直接以“内错角相等，两直线平行”作为定义，进

而以此为基本事实推出其他定理。从定义中可以看出，除了最后一种定义用到了第三条直线，

其他几种都是只考虑两条直线的位置关系，如果从定义出发进行判定，不难发现，“无限延长”、

“处处等距”、“方向相同”是具有抽象性的描述，无法实际操作，且通过度量证明定理违背

公理化思想，故早期教科书大多引入第三条直线构造“三线八角”，利用角的数量关系来判定

直线的位置关系。 

本文所考察的 88 种教科书给出的平行线判定定理与现行教科书基本一致，包括以下四条定

理： 

（1）若两条直线同时垂直于第三条直线，则这两条直线平行。 

8 9

15

47

9

0
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50

1800-1829 1830-1859 1860-1889 1890-1919 1920-1949



《上海 HPM 通讯》2021 年第 10 卷第 6 期 

48 

 

（2）若两条直线被第三条直线所截所形成的内错角相等，则这两条直线平行。 

（3）若两条直线被第三条直线所截所形成的同位角相等，则这两条直线平行。 

（4）若两条直线被第三条直线切割所形成的同旁内角互补，则这两条直线平行。 

以上所述直线都设定为处于同一平面内，下文不再说明。在所考察的教科书中，除少数教

科书直接给出平行线判定的结论之外，大部分教科书都采用了反证法，只有 4 种教科书利用全

等三角形，给出直接证明。因后三种判定方式可以通过邻补角知识互相推出，故下文只讨论前

两种（以下分别简称为“垂直判定定理”和“内错角判定定理”）的证明。 

3.1 垂直判定定理的证明 

42 种教科书将垂直判定定理置于“平行线”这一章的开端，可见其重要性。该定理的典型

证明如下[5]：设直线 AB 和 CD 均垂直于直线 XY。假设 AB 和 CD 不平行，则它们相交于一点，

因为过直线外一点有且只有一条直线与已知直线垂直，所以 AB 与 CD 不可能相交，故两者平

行。 

         

图 2 垂直判定定理                图 3 欧氏反证法 

3.2 内错角判定的证明 

  关于内错角判定定理，早期教科书中共出现了四种证明，分别是欧氏证法、基于平行公理

的证法、图形旋转证法和基于全等三角形的证法，前四种为反证法，最后一种为直接证法。 

3.2.1 欧氏反证法 

欧几里得在《几何原本》中证明了平行线判定定理，方法如下[1]：设直线 EF 和两条直线 AB、

CD 相交所成的内错角 AEF 与 EFD 彼此相等。若 AB 和 CD 不平行，则延长 AB 和 CD，它们或

者在 B，D 方向或者在 A，C 方向相交，不妨设它们在 B，D 方向相交于点 G。则在∆GEF 中， 
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外角 AEF 等于不相邻的内角 EFG，这是不可能的。故知 AB 和 CD 经延长后不会相交，因而平

行。 

有 9 种教科书沿用了欧几里得的反证法。 

3.2.2 基于平行公理的证明 

苏格兰数学家普莱费尔（J. Playfair, 1748-1819）提出新的平行公理来代替欧几里得的第五

公设：“过已知直线外一点，能且只能作一条直线与已知直线平行”[4]。有 12 种教科书用这一

新的平行公理来证明内错角判定定理。如，Wentworth（1880）的证明如下[6]：如图 4，设直线

EF 和两条直线 AB、CD 分别交于点 H 和 K，令∠AHK=∠HKD。过点 H 作直线 MN//CD，则 

 

图 4 基于平行公理的证明 

∠MHK = ∠HKD。而∠AHK = ∠HKD，故可得出∠AHK = ∠MHK，由平行公理知“两条相交直线

不能同时平行于同一直线”，所以直线 AB 与 MN 重合，MN//CD，故 AB//CD。20 世纪，仍有

教科书采用这类证法。 

3.2.3 图形旋转证法 

欧几里得在证明 SAS 定理时，用到了“顶点与边重合的角大小相等”的结论。同样地，该

结论也可以用来证明平行线判定定理。例如，Newcomb（1884）给出如下证明[7]：如图 5（a），

设直线 XY 和两条直线 AB、CD 分别交于点 M 和 N，∠AMN = ∠MND。取 MN 的中点 P，将图

5（a）绕点 P 旋转 180°，得到图 5（b），将点一一对应可得 N′与 M 重合，则 N′M′=MN，∠A′M′N′ 

=∠MND，∠M′N′D′ =∠AMN，故得 M′A′与 ND 重合，N′D′与 MA 重合，因此 A′B′与 CD 重合，

C′D′与 AB 重合，故 AB//CD。 

假设 AB，CD 在方向 B，D 一侧相遇。当图形旋转 180°时，A′B′，C′D′将在 B′，D′一侧相

遇。由于两个图形应用时相一致，B′A′，D′C′也会在 A′，C′一侧相遇，但两条直线不能在两点相
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遇，故 AB，CD 不会相遇，即两直线平行。 

 

（a）                            （b） 

图 5 图形旋转证法 

3.2.4 基于全等三角形的证法 

有 4 种教科书利用全等三角形来证明平行线判定定理。如，Newell 和 Harper（1918）给出

如下证明[5]：如图 6，设直线 XY 和两条直线 AB、CD 分别交于点 P 和 R，∠APR = ∠PRD。取 

 

图 6 基于全等三角形的证明 

PR 的中点 O，过点 O 作 OV ⊥ CD，交 AB 于点 T，易证∆PTO ≅ ∆RVO，故∠PTO = ∠RVO = 90°，

即 TV⊥AB。AB 和 CD 都与 TV 垂直，根据垂直判定定理，AB//CD。 

利用全等三角形知识来证明，过程虽略微复杂，且涉及的定理较多，但有利于学生将所学

全等知识与平行线建立联系，加深理解，将知识融会贯通。 

3.3 证法的演变 

19 世纪初至 20 世纪中期，美英早期教科书中展示了多种证明方法。以 30 年为一个时间

段，图 7 给出了平行线的判定五种证明方法在每个时间段的分布。 
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图 7 证明方法的演变 

由图 7 可见，在这一段时间内，垂直判定定理都在教科书中占有重要的位置，在证明其他

判定定理时，教科书采用方法也呈现多元化的特点，但以反证为主的公理化思想占据主流，基

本是欧几里得相交反证法的应用和延伸。随着平行公理的提出和应用，基于平行公理的证方法

逐渐得到关注。全等三角形的应用也仅出现在一小段时间内，并未占据主流。Phillips（1898）

在教科书中提出了用三角尺和直尺证明平行线判定定理的方法[8]，与现行教科书相近，但在当

时的背景下并未成为一种常用方法。 

20 世纪初的“培利—克莱因运动”引发了数学教育改革浪潮，该运动主张摆脱《几何原本》

的束缚、强调实验几何、增加立体几何和几何直观等内容、提倡结合实际问题学习几何等等[9]。

受该运动的影响，20 世纪开始，公理化的证明思想遭到削弱，教科书中有关平行线的内容逐渐

减少，以线面平行为代表的立体几何内容逐渐占据主要部分。 

4 平行线的性质 

88 种教科书给出的平行线性质与现行教科书基本一致，包括以下四条定理： 

（1）若一条直线垂直于两条平行线之一，则它与另一条平行线也垂直； 

（2）若两条平行线被第三条直线所截，则形成的内错角相等； 

（3）若两条平行线被第三条直线所截，则形成的同位角相等； 
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（4）若两条平行线被第三条直线所截，则形成的同旁内角互补。 

除少数教科书直接给出平行线的性质之外，大部分教科书采用反证法或利用全等三角形。

由于后两条性质可通过邻补角知识由第二条性质得出，且第一条性质中的垂直也可以令内错角

为 90°得出，故下文研究中只列出早期教科书中第二条性质的三种证明方法，分别是基于平行公

理的证法、图形旋转证法、基于全等三角形的证法。 

4.1 基于平行公理的证法 

4.1.1 基于第五公设的证法 

欧几里得第五公设指出，“同一平面内一条直线和另外两条直线相交，若在某一侧的两个内

角之和小于二直角，则这二直线经无限延长后在这一侧相交”。利用这一公设，欧几里得给出了

平行线性质定理的证明，如下所示[1]。 

如图 8，设 AB//CD，直线 EF 与 AB、CD 分别交于点 G 和 H。若∠AGH ≠∠GHD，不妨设 

       

图 8 基于第五公设的证明            图 9 基于平行公理的证明 

∠AGH 是较大的角，两个角同加上∠BGH ，则∠BGH + ∠GHD <∠AGH +∠BGH =二直角，由第

五公设可知，将 AB 和 CD 无限延长后，在∠BGH、∠GHD 这一侧相交。但已知 AB//CD，故∠AGH 

=∠GHD。 

4.1.2 基于新平行公理的证法 

88 种教科书都给出了平行公理及其证明，受普莱费尔（J. Playfair, 1748-1819）新平行公理

的影响，有 22 种教科书采用并发展了上述证法，如 Sanders（1903）给出了如下证明[10]： 

如图 9，AB//CD，直线 EF 和 AB、CD 分别交于点 O 和 S。假设∠AOS ≠ ∠OSD，过 O 作直

线 GH，令∠GOS = ∠OSD，则由判定定理可得 GH//CD，而已知 AB//CD，过一点不能有两条相
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交直线平行于同一条直线，所以∠AOS =∠OSD。 

新平行公理避开了第五公设中第三条线的引入以及抽象的“无限延长”说法，根据“两直

线不相交则平行”对第五公设进行了简化。教科书中的证法也相应避开抽象的描述，更加直观。

同时，用到了平行线判定定理，对所学者的知识基础和逻辑顺序有一定要求，但也体现了反证

法的严谨性，令人信服。 

4.2 图形旋转证法 

“顶点与边重合的角大小相等”的结论，同样也被用来证明平行线的性质定理。例如，Wells

（1886）给出了如下证明[11]：如图 10，AB//CD，直线 EF 与 AB、CD 分别交于点 G 和 H。取

GH 的中点 O，过 O 作 LM ⊥ AB，由命题“垂直于两条平行线之一的直线与另一条垂直”可知

LM ⊥ CD。以 O 为旋转中心，旋转点 O 下方的图形，使 OM 与 OL 重合。因∠HOM = ∠GOL，

HO = GO，故 HO 与 GO 重合，从而知点 H 与 G 重合。因此，HM 与 GL 重合，从而得∠OHM 

= ∠OGL，即∠AGH = ∠GHD。 

      

图 10 图形旋转证明             图 11  基于全等三角形的证明 

4.3 基于全等三角形的证法 

有 9 种教科书利用全等三角形给出了直接的证法。如，Robbins（1907）的证明如下[12]。如

图 11，设 AB//CD，直线 EF 与 AB、CD 分别交于点 H 和 K。取 HK 的中点 M，过 M 作 RS⊥AB，

则 RS⊥ CD。易证 Rt∆ RMH ≅ Rt∆ SMK，故有∠RHM = ∠MKS，即∠AHK = ∠HKD。 

与图形旋转证法相比，利用全等三角形更具有说服力，结论也更易被接受。 

4.4 证明的演变 

19 世纪初至 20 世纪中期，美英早期教科书中展示了平行线性质的多种证明。以 30 年为
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一个时间段，图 12 给出了三种证明在每个时间段的分布。 

 
图 12 证明的演变 

由图 12 可见，19 世纪至 20 世纪初的教科书大都借助于平行公理，以反证法来证明平行线

性质。图像旋转证法在 19 世纪末逐渐淡出教科书，并未成为主流。19 世纪中后期，教科书开始

利用全等三角形进行直接的证明，证明过程中用到“对顶角相等”、“垂直于两条平行线之一

的直线与另一条垂直”等定理。 

受“培利—克莱因运动”影响，20 世纪上半叶开始，随着教科书中立体几何内容增多，线

线平行的内容主要作为线面平行的基础出现，故该时期不作为主要研究阶段。 

5 教学启示 

平行线的判定和性质是学习几何知识最重要的铺路石，本文所考察的 88 种美英早期几何教

科书中展现了许多独特且优秀的证明方法，这些方法以反证法为主，并结合三角形有关知识，

是对欧氏方法的继承和发展。研究东西方教科书的内在联系对当下教材编写以及教学具有重要

价值。 

由图 13 可见，美英早期教科书和我国现代教科书在逻辑体系上的顺序有所不同，西方多沿

用欧几里得的逻辑体系，即先给出三角形部分知识，以此证明平行线有关定理，如在本文中，

有部分教科书给出基于全等三角形的证法，而我国现行教科书将全等三角形知识置于平行线之

后。 
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图 13 美英早期教科书和我国现代教科书逻辑体系对照 

除上述差异外，二者也具有以下逻辑关联：在平行线这一章节，东西方都预先介绍了平角、

对顶角、以及垂线知识，方法基本按照角的数量关系确定线的位置关系，之后又利用平行线进

一步得出三角形角的关系，如“内角和为 180°”、“外角等于内对角之和”等，将线和角的知识建

立联系、融会贯通。由于三角形知识放在平行线之后，现代教科书逻辑体系淡化了公理化思想。

美英早期几何教科书为今日平行线教学提供了一定的启示。 

（1）公理化思想的渗透。公理化思想是欧几里得《几何原本》的精髓，即根据基本事实推

出其他定理。美英教科书多通过反证得出其中一条定理，以其为依据得出其他定理；而现行初

中教科书对反证法不作要求，通过三角尺作图实践得出一条定理，后推导得出其他定理，反证

思想不如美英教科书明显且具体。教师在引导学生通过三角尺作图研究平行线的同时，也应引

导学生思考证明过程中用到的思想，平面几何并非靠直觉得出，而是基于客观事实论证而得。 

（2）“第三条线”的由来。证明平行线判定和性质定理时离不开“三线八角”，实际教学

过程中，教师应向学生讲述清楚“为什么要加入第三条直线”。如果从平行线的定义出发，即

两条直线无限延长不相交则平行，以此判定不具有操作性，进而需要构造桥梁将两条平行线建

立起关系。教师引导学生用三角尺画平行线时，移动的三角尺方向也是沿第三条线方向。同时，

平行线性质也需要用角的数量关系来刻画，所以添加第三条线的必要性是教师应帮助学生理解

的。 

（3）知识体系的内在衔接。20 世纪出现了利用全等三角形知识的证明方法，逻辑推理更直

观，更易被接受。但该方法要求学生已经掌握判定三角形全等的方法，在美英教科书中，全等

三角形知识出现在平行线之前，而我国现行教科书与之相反，逻辑体系差异会使得证法选取不

同。教师在讲授平行线时，可以适当引导学生思考垂线截平行线所形成的三角形的关系，为之

后的全等三角形教学做铺垫。  

（4）数学史的融入与思考。美英早期教科书中多涉及普莱费尔的平行公理，即欧几里得第
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五公设的“替代”，但直到 18 世纪末，数学家对第五公设仍存有疑问。历史上，除普莱费尔外，

古希腊天文学家托勒密、意大利数学家萨凯里（G. Saccheri, 1667-1733）等众多数学家曾尝试证

明第五公设，并试图寻求一个更易接受、更自然的等价公设来代替它，但都不尽如人意[4]。现行

教科书中的平行公理多为直接给出或简要说明，教师在讲授该公理时可以引入古代数学家对平

行公理的探索和遇到的难题，激发学生的兴趣和提问，如“为什么要寻找替代公设”，引发思

考，帮助学生加深理解。 
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美英早期平面几何教科书中的等腰三角形应用 

钱 秦 

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062） 

1 引言 

为了适应时代发展对人才培养的需要，《义务教育数学课程标准（2011 年版）》特别指出

在整个数学教育的过程中都应注重发展学生的应用意识。应用意识有两个方面的含义，一方面

指有意识利用数学的知识解决现实世界中的问题；另一方面，认识到现实生活中蕴涵着大量与

数量和图形有关的问题，这些问题可以抽象、简化后用数学的方法予以解决。[1] 

等腰三角形作为一种特殊的三角形，具有一般三角形不具备的独特性质。等腰三角形的性

质的学习过程本身就是对全等三角形、轴对称图形以及平行线与相交线等知识的综合应用。并

且本节内容的学习是对特殊几何图形进行研究的开端，对于学生后续探索直角三角形、特殊的

平行四边形等意义重大，具有承上启下的作用。[2-3]等腰三角形的性质在数学内部与外部均有广

泛的应用，其在数学内部的应用主要体现在几何证明上，现实生活中则广泛应用于建筑、测量、

设计等领域。在已有的等腰三角形的性质教学课例中，第一方面应用意识得到了较高的重视，

但另一方面从现实问题出发的应用意识则往往被忽略。 

历史上的教科书作为历史素材的一种，其中蕴含了丰富的教学素材。由此，本文围绕等腰

三角形性质，对 1800-1939 年间出版的 93 种美英早期平面几何教科书进行考察，试图回答以下

问题：关于等腰三角形的性质，美英早期几何教科书中有哪些数学与生活上的应用？练习与应

用呈现怎样的趋势？对当今课堂教学与教材编写有何启示？ 

2 早期教科书 

本文从有关数据库中选取 1800-1939 年间出版的 93 种美英早期平面几何教科书作为研究对

象，其中 75 种出版于美国，18 种出版于英国。以 20 年为一个时间段，各教科书的出版时间见

图 1。对于同一作者再版的书籍，若相关内容无明显差异，视为同一种，并选择最早出版的版

本。 
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早期教科书中的等腰三角形知识不胜枚举，本文拟从等腰三角形性质的应用角度进行深入

考察，对早期教科书中的典型应用进行介绍。 

 

图 1 93 种美英早期平面几何教科书出版的时间分布 

3 等腰三角形性质的应用 

3.1 数学上的应用 

“等边对等角”与“三线合一”能够将三角形的边、角关系进行转换，其广泛应用于线段

相等、角相等的几何证明过程中。因此，等腰三角形的性质在早期教科书中的数学应用主要为

几何证明。 

3.1.1 证明 SSS 定理 

我国现行初中数学教材对于 SSS 并未进行说理，直接以一个公理的形式呈现，要求学生会

用 SSS 定理证明三角形全等。事实上，SSS 定理的证明需要用到“等边对等角”的性质，而我国

数学教科书均将等腰三角形性质的有关内容安排在全等三角形判定定理之后的章节中。正因如

此，不少学者质疑采用 SSS 定理证明“等边对等角”的方法有循环论证之嫌。下面对美英早期

几何教科书中对 SSS 的说理过程进行介绍。 

例 1 在∆ABC 和∆DEF 中，AB=DE，AC=DF，BC=EF，求证∆ABC≌∆DEF。[4] 

证明：如图 2，将∆DEF 放在∆AHC 上,使 DF 与 AC 重合，且顶点 E 落在上 H，并连结 
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图 2  用“等边对等角”证明 SSS 的一种方法 

AH。已知∆ABH 和∆BCH 都是等腰三角形，所以∠x=∠r，∠y=∠z（等边对等角），于是∠x+∠

y=∠r +∠z，即∠ABC=∠AHC，所以有∆ABC≌∆AHC(SAS)，则∆ABC≌∆DEF。 

3.1.2 角角关系 

例 2 如图 3，已知 AC=BC，D 为 AB 的中点，且 AE=BF。求证：∠DEF=∠DFE。[4] 

AC=BC，由等腰三角形两底角相等知，∠A=∠B。D 为 AB 的中点得 AD=BD，又 AE=BF，

所以∆AED≌∆BFD (SAS)。故有 AE=BE，由“等边对等角”得∠DEF=∠DFE。 

例 3 如图 4，AC=BC，∠EAB=∠DBA，且 D 与 AC，E 与 BC 在同一直线上，试证明：∠

D=∠E。[5] 

由“等边对等角”知，∠CAB=∠CBA。又有∠EAB=∠DBA，所以∠CAE=∠CBD。AC=BC，

∠C 为公共角，故∆CAE≌∆CBD (ASA)，得∠D=∠E。 

例 4 等腰三角形底角角平分线所构成的角与底角的外角相等。[6] 

如图 5，等腰∆ABC 中两底角相等，即∠CAB=∠CBA，又 AD 平分∠CAB，BD 平分∠CBA，

则∠DAB=∠ABD=1
2
∠CBA。故∠ADB=180°-(∠DAB+∠DAB)=180°-∠CBA=∠CBE｡ 

         

                图 3                  图 4                 图 5 
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3.1.3 线线关系 

例 5 如图 6，AC=BC，且 AD=BE，求证：∆CDE 是一个等腰三角形。[4] 

已知 AC=BC，由“等边对等角”得，∠A=∠B。又有 AD=BE，则∆ACD≌∆BCE (SAS) ，故

得 CD=CE，∆CDE 为等腰三角形。 

例 6 证明：等腰三角形顶角的外角角平分线平行于底边。[6] 

如图 7，由三角形外角的相关知识得，∠DCB=∠CAB+∠CBA。CE 平分∠DCB，得∠ECB=

1
2 ∠DCB。又有等腰三角形两底角相等，即∠CAB=∠CBA。所以，∠ECB=∠CBA，CE∥AB（内

错角相等，两直线平行）。 

例 7 图 8 展示了一种常见的桁架结构，等腰∆ABC 顶点 C 与底边 AB 中点 D 的连线 CD 为

中柱，DE，DF 分别平分两腰 CA, CB｡试证明：DE=DF，CD⊥AB.[7] 

        

图 6                   图 7                  图 8 

根据题意知 CD 为底边 AB 的中线，由等腰三角形“三线合一”的性质得 CD⊥AB，且 CD

平分∠ACB，即∠ECD=∠FCD｡E，F 分别为 CA，CB 的中点，则 CE=1
2
AC=1

2
AB=CF｡又有 CD=CD，

所以∆CED≌∆CFD(SAS),那么 DE=DF｡ 

3.1.4 线角关系 

例 8 如图 9，∆CAB 和∆DAB 为底边相同的两个等腰三角形，试证明 CD 平分∠ACB。[4] 

已知 CA=CB， DA=DB，且由等腰三角形两底角相等得∠CAB=∠CBA，∠DAB=∠DBA,根

据“等量减等量，差相等”知∠CAD=∠CBD。所以∆CAD≌∆CBD (SAS)，则∠DCA=∠DCB，即

CD 为∠ACB 的角平分线。 
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例 9 如图 10，∆CAB 和∆DAB 为底边相同的两个等腰三角形，且分布在底边的两侧。试证

明 CD 平分∠ACB 和∠ADB。[4] 

为同一种类型的题目，均考察同底的等腰三角形中的边角关系，只是例 8 中两等腰三角形

处于同侧，而例 9 中处于异侧。同样地，由“等边对等角”知∠CAB=∠CBA，∠DAB=∠DBA,

那么∠CAD=∠CBD。所以∆CAD≌∆CBD (SAS)，则∠DCA=∠DCB，∠ADC=B∠DC，即 CD 为

∠ACB 和∠ADB 的角平分线。[8] 

             

图 9                        图 10 

3.2 生活中的应用 

等腰三角形是轴对称图形，具有对称美，同时也具备三角形的稳定性，是设计、工程、建

筑等领域的常用结构。如屋顶、桥梁、衣架、马扎、三脚架等，只要留心观察，在我们的生活

中随处可见等腰三角形的影子。 

3.2.1 铅锤水准仪 

等腰三角形“三线合一”的性质在生活中有一个典型应用，即铅锤水准仪。铅锤水准仪拥

有悠久的历史，早在古埃及、古巴比伦时期，古人就巧妙的使用“三线合一”的性质制作了铅

锤水准仪来判定水平。[9] 

例 10 如图 11，铅锤水准仪由等腰三角形框架和一根悬挂在顶点的铅垂线构成，其中 AC 与

BC 是相等的边。标记出底边 AB 的中点 M，将垂线悬挂在顶点 A 处。使用这个仪器时，调整底

边的位置。若铅垂线刚好经过中点 M，说明底边是水平的。[6] 
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图 11 铅锤水准仪          图 12 半斜屋顶               图 13 

3.2.2 关于屋顶的应用 

例 11 图 12 中展示的屋顶被称为“半斜屋顶”，其矢高等于跨度的一半。问：屋顶椽子与

水平线成多少度?[4] 

易知 AD=DC=BD，∠ADC=∠BDC=90°，则“半斜屋顶”可以看作由两个等腰直角三角形

组成，屋顶椽子与水平线成 45°。 

例 12 如图 13，AB 与 BC 是屋顶上两根相等的椽子，立柱 FD 和 GE 分别垂直横梁 AC 于

点 D 和 E，且 AD=CE，求证：FD=GE。[10] 

已知 AB=BC，则根据“等边对等角”得∠BAC=∠BCA。由 FD⊥AC，GE⊥AC 得∠FDA=

∠GEC=90°。又 AD=CE，则∆ FDA≌∆ GEC (ASA)，得 FD=GE。 

3.2.3 关于测量的应用 

例 13 一个人沿着 BC 方向，经过了一个物体 A。他注意到他的航线与该物体的方向成 45°

角，BC 与 AC 成直角，且他在两个观测点之间走过的距离 BC 已知，求距离 AC。[11] 

如图 14，易知∠ABC=∠ACB=45°，∆ ABC 为等腰直角三角形，所以 BC=AC。 

例 14 通过构造等边三角形，可以很容易地测量距离。如图 15，为了测量 P1C，站在 P1C

方向上的一个较为方便的点 A。构造方向 AB 使 AB 与 AC 成 60°，再沿着方向 AB 走到点 B1 使

B1C 与 B1A 成 60°。易知∆ AB1C 为等边三角形，则 AB1=AC。因为 AP1 可以测量得到，所以得到

P1C 的距离。[11] 

跨         度

矢高
椽

A B

C

D



《上海 HPM 通讯》2021 年第 10 卷第 6 期 

63 

 

          

图 14                           图 15 

3.2.4 其他应用 

例 15 如图 16，现有一楼梯每层楼高 18 英尺，问：铺满一层楼梯需要多少码的地毯？ [4] 

这个楼梯可以抽象、简化为一个等腰直角三角形，所以一层楼梯的水平距离等于楼梯的高。

每一节小台阶宽度的总和即为楼梯的宽度，小台阶的高度总和即为楼梯的高度。所以，铺满这

个楼梯共需 18*2 英尺＝12 码的地毯。 

例 16 简化的风筝模型如图 17 所示，AB =AC，CD=BD，求证：∠C=∠B。[6] 

连接 BC，易证∠ACB=∠ABC，∠DCB=∠DBC，则∠ACD=∠ABD。 

       

         图 16 楼梯的简化模型             图 17 风筝的简化模型  

4 等腰三角形应用的时间分布 

经过统计和分析，本文将 93 种早期教科书中“等腰三角形性质”应用的情况大致分为“未

设计有关应用”、“仅含数学上的应用”及“含数学与生活上的应用”3 类。以 20 年为一个时

间段，其分布情况见图 18。 
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图 18 教科书中等腰三角形性质的应用情况 

从图 18 可见，早期的几何教科书深受《几何原本》的影响，19 世纪的几何教科书几乎未涉

及任何“等腰三角形性质”的应用，教科书大多仅对等腰三角形的性质进行严格的演绎证明。

从 19 世纪 80 年代开始，数学知识的应用意识普遍得到提升，越来越多的教科书设计在定理后

设计了相关的应用来巩固知识，并且应用与生活相结合的程度逐渐升高。到了 20 世纪 20 年代，

全部的教科书都设计了练习与应用，并且已有一半的教科书介绍了等腰三角形在现实中的应用。 

以上几何教科书中应用情况的转变与数学教育史上的两大事件有关。 

一是 20 世纪初爆发的“培利—克莱因”运动。1901 年，因不满当时英国的数学教育现状，

数学家培利（J. Perry, 1850-1920）在英国数学促进会上率先呼吁人们进行数学教育改革，要求

数学教育从《几何原本》的束缚中解放出来，更多地利用几何直观，重视实验几何，强调数学

的实际应用。培利的主张不仅得到了英国社会的广泛支持，而且对世界各国的数学教育改革都

起到了积极作用。如，美国数学家摩尔（E. H. Moore, 1862-1932）就是培利观点的忠实拥护者，

他强调在教学中要关注数学与科学的联系，重视数学的应用，提倡实验教学。1904 年，数学家

F·克莱因（F. Klein, 1849-1925）起草了《数学教学要目》，并于次年在意大利的米兰会议上正

式公布。他指出，不得过分强调形式训练，也应重视数学知识的实用方面，以展示学生对自然

界和社会中的问题进行数学观察的能力。[12]1908 年，克莱因在其出版的《高观点下的初等数学》

书中再次强调数学的实际应用。 

二是美国几何课程改革。自“培利—克莱因运动”后，如何权衡数学的“逻辑思维训练”

和“实用价值”之间的关系，就成了摆在数学教育家们面前的难题。1908-1909 年，美国数学与

科学教师联盟设立了“十五人委员会”，致力于几何课程大纲的修订，以期达到“形式主义”
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与“实用主义”之间的平衡，为几何教科书的编写指明方向。在十五人的最终报告中，分章节

对几何的历史、逻辑体系、教科书中的练习、课程标准等进行了探讨。关于练习的分布、难度，

委员会建议在学习每个定理后都能得到及时的练习和应用，要求题目难度适中但数量与相比之

前要有所增加。此外，委员会还就问题的来源进行了介绍，指出在建筑、装饰和设计等领域，

物理、机械等科学中都有丰富的实际应用可以借鉴。[13] 

19 世纪的教科书注重几何逻辑体系的建立，书中的命题基本都进行了严格的证明，却很少

涉及命题的应用，直到 19 世纪末各教科书中才零星出现“等腰三角形性质”的应用。正是在“培

利—克莱因”运动和美国几何课程改革的共同作用下，20 世纪的数学教育开始走向实用，教科

书中的练习题也逐渐丰富了起来。20 世纪后出版的美英几何教科书大部分都包含了“等腰三角

形性质”的相关练习及应用，并且用与社会生活的联系愈趋紧密。 

5 若干启示 

本节内容在数学上的应用比较灵活，涉及线、角关系的证明等；生活上的应用主要体现在

铅锤水准仪、屋顶的常见等腰三角形结构中。但本文发现在给出“等腰三角形性质”相应应用

的早期教科书中，无一不是将应用放在性质之后作为知识的巩固。荷兰著名数学教育家弗赖登

塔尔（H. Freudenthal, 1905-1990）就曾说过：“如果传统的数学教育也涉及到数学的应用，那它

根据的模式却经常与教学法颠倒。不是从具体问题出发，再用数学方法研究，而是先学数学，

再将具体问题作为它的应用。”[14] 

那么，今日的教学如何培养学生的应用意识呢？早期教科书给我们提供了如下启示： 

其一，在引入“等腰三角形性质”时，可以向学生介绍铅锤水准仪及其在历史上的应用。这

样既能使学生产生“为什么铅锤水准仪能判定水平”的疑问，让学生带着问题进入学习提高学

习积极性，学会从实际问题出发用数学方法解决问题。同时，又能使感受到等腰三角形的悠久

历史，增加数学课堂的人文情怀。时间允许的前提下，教师还可以安排学生分小组制作简易水

准仪，让学生亲自动手操作、探究。 

其二，“等腰三角形性质”的应用部分是对全等三角形、平行线、轴对称变换等知识的综

合练习。因此，在该部分的教学过程中，教师应该有意识地对相关知识进行复习，帮助学生构

建和谐的平面几何知识体系。 
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其三，在教材编写时，适当提高练习中实际应用的比例。等腰三角形在生活中的应用素材

相对丰富，它在建筑、工程、设计等领域发挥着不可替代的作用。因此，“等腰三角形性质”

一节是培养应用意识的良好载体。例如半斜屋顶这种现实中实实在在的模型，能让学生感受到

数学与生活的普遍联系，从而获得良好的数学体验。当然，也可以布置开放性的作业，让学生

自己留意身边的应用并尝试用数学的知识进行解释，进一步发展学生的应用意识。 
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教学实践 

HPM 视角下的“长方体直观图画法”教学 

李德虎 

（上海市新杨中学，上海，200331） 

1 引言 

“长方体直观图的画法”是沪教版初中六年级数学教科书第八章“长方体的再认识”第 2

节的内容，学生在小学阶段已经认识了长方体，会根据公式计算长方体、正方体的表面积和体

积，对长方体的直观图也有初步的认识。《上海市中小学数学课程标准（试行稿）》指出：熟

悉长方体直观图的某一种常用图形，会画长方体的直观图（采用“斜二测”画法）[1]。本节课的

学习，是立体几何的启蒙课，为学生后续学习长方体中棱与棱、棱与面和面与面的关系乃至高

中立体几何打下基础。 

现行的初中数学各版教材中，只有沪教版中有“长方体直观图的画法”，其他教材都没有

这个内容。与之对应的是北师大版教材与人教版教材三视图的部分，均放在九年级相似三角形

之后的章节，并且这一章节的内容均为投影与视图，三视图之前介绍了中心投影与平行投影的

概念，并利用已经学习的相似图形知识对平行投影中的简单问题进行了计算；三视图这一节则

讲述了三视图的概念、识别三视图与三视图的画法。 

研究发现，本节课教师通常直接告知学生长方体直观图中水平的面画成一个夹角为 45°的

平行四边形；教师注重带领学生一起按步骤用“斜二测”画法法画长方体；而对于水平的面为

什么画成一个夹角为 45°的平行四边形，以及宽为什么取实际长度一半，均不作说明[2]。这样

教学，学生难免会对“斜二测”画法的规定产生疑问。鉴于此，我们希望从 HPM 的视角，重新

设计“长方体直观图的画法”教学内容，并付诸实施，拟定的教学目标如下： 

（1）通过观察，感悟平面的形象，掌握平面的画法及表示法； 

（2）会用“斜二测”画法画长方体，掌握长方体表示法； 

（3）借助数学史创造情景，培养学生交流合作的能力；让学生认识到“斜二测”画法的合
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理性，培养初步的空间观念和空间想象能力． 

2 数学史料及其运用 

根据华东师范大学汪晓勤教授整理的《西方几何书籍中立体直观图的演进》一文，在 16 世

纪的几何书籍中，已经普遍使用平行四边形来表示长方体的六个面，在 1509 年出版的《欧几里

得集》中[3]，长方体直观图的画法如图 1 所示。 

       
图 1 《欧几里得集》中长方体直观图 图 2 《欧几里得集》（1509）中正方体直观图 

可见当时人们已经采用斜投影画法画长方体直观图，其中平行四边形的一个夹角近似取 45°，

但是宽没有取实际长度的一半。特别在正方体直观图中，把长和宽取相等形成四个面为菱形，

如图 2 所示。书中还出现了一些错误的长方体直观图，如图 3 所示。 

            

图 3 《欧几里得集》（1509）中的错误直观图 

1532 年，法国数学家费奈乌斯（O.Finaeus，1494—1555）出版的《数学之源》中[4]，长方

体的画法与《欧几里得集》类似，将正方体的上、下、左、右四个面画出菱形，如图 4 所示。 

1564 年，意大利数学家巴托利（C.Bartoli，1503-1572）出版的《测量之术》中[5]，正方体

的直观图保持长、宽和高一样的长度，看起来像一般的长方体，如图 5 所示。 
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图 4 《数学之源》（1532）中正方体直观图 图 5 《测量之术》（1564）中正方体的直观图 

直到 17 世纪，长方体的画法有了明显的改进，如 1624 年，意大利数学家博莫多罗（Pomodoro）

在《实用几何》中画的正方体直观图就不在保持长和宽相同[6]，但是图中的宽并没有取一半，而

是实际长度的 ，上面的面还是保持菱形，如图 6 所示。 

到 19 世纪末，长方体直观图的画法有了明显的改进，例如 1899 年，米尔恩（W.J.Milne）

在《平面与立体几何》中[7]，把正方体看不见的三个棱用虚线来表示，宽取一半，夹角接近 45°，

如图 7 所示。 

         

图 6《实用几何》（1624）中正方体直观图 图 7《平面与立体几何》（1899）中正方体直观图 

通过史料我们发现，在接近 400 年的时间里，数学的教科书中基本采用斜投影的轴测图来

画长方体，但是表示面的平行四边形的一个夹角不固定，基本在 30°到 60°的范围内。宽取实

际长度的 到和实际长度相等的范围，看不见的棱开始用虚线表示。 

直到 1916 年，美国数学家贝茨（W. Betz）和韦布（H. E. Webb）在出版的《立体几何》中

[8]，给出了斜二轴测投影（简称“斜二测”画法）的作图法，作者称这种投影是一种“令人满意

的投影方式”，如图 8 所示。 
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图 8《立体几何》（1916）中正方体直观图 

历史告诉我们，长方形直观图的“斜二测”画法经历了很长探索过程，其实是一种规则的

制定，是数学家在讨论中“约定俗成”的。教师可以采用探究式教学方法，让学生在讨论中形

成画法规则，重现“斜二测”画法规则制定过程，揭示学生画法的历史相似性。 

3 教学设计与实施 

根据史料，本节课教学设计运用项目化学习的理念，分为选美大赛、古书修订、厚积薄发、

建章立制、牛刀小试和画龙点睛六个部分。以四本古书修订为驱动性问题，引导学生小组探究，

讨论制定长方体直观图的画法规则，形成核心知识“斜二测”画法。 

课前，教师要求每位同学画边长是 3cm 的正方体。教师对每位学生的画法进行分析，发现

大部分同学都是采用斜投影画法，并得到相应的数据（参加图 15-16）。 

课上，教师首先播放 HPM 微视频，介绍人类对长方体画法的探索，包含中国古画（宋徽宗

文会图）中桌子的画法、达芬奇绘画作品中透视画法，以及本节课介绍的画法为长方体直观图

画法的一种，如图 9 所示，从而引入本节课课题。 

 
图 9 长方体不同投影画法示意图 
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3.1 选美大赛 

师：课前每位同学都画了一个边长是 3cm 的正方体，请每个小组先组内选出认为最美的，

再通过希沃投屏展示在教室的五个屏幕上。 

生：小组讨论出最美的一幅，并分别投屏在教室四周的五个屏幕上，如图 10 所示。 

 
图 10  课堂五个小组选出的五副”最美”正方体 

师：下面大家一起选一选哪一副最美？ 

生：产生不同的看法。 

师：为什么大家形成不了统一的意见 

生：没有评价的标准。 

师：很好，这节课我们一起来制定这个“选美”标准？ 

设计意图：通过选美大赛，让学生明白制定长方体直观图画法的必要性，为后面探究长方

体“斜二测”画法的三个规定做铺垫。此外，部分学生和历史上教科书的画法也相似（例如图

10 第三幅图），揭示出长方体直观图的画法历史相似性。 

3.2 古书修订 

接着，教师 PPT 展示四本古书，如图 11 所示，让学生对照自己画的正方体，有没有和古代

数学家画的相似的，同学们纷纷表达自己和其中一幅图画的一样。 
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                          图 11  古书修订情境 

教师设置情景：四本古书画的都是边长为 3cm 的正方体，但各不相同，请各位小数学家们

帮忙修订这 4 本古书，便于后人的阅读。 

设计意图：教师事先对史料进行整理，发现很多书籍中都涉及正方体的画法且又不尽相同；

所以截图保存并缩放图像，保持每个正方体的长均为 3cm，高也为 3cm 制成学习单（学生课前

画的正方体的直观图长和高均为 3cm）。借助历史相似性原则和项目化学习的理念，让学生化

身为修订古书的数学家，在修订古书的情境中展开探究式学习。 

3.3 厚积薄发 

本部分主要学习平面的概念和表示法，以及长方体直观图的概念，为后续的探究做好准备。 

师：长方体有六个面，我们要研究长方体的直观图，首先来看看怎么画平面。生活中有那

些实例给我们以平面的形象？ 

生：地面、黑板、桌面、平静的湖面和黑板。 

师：结合图 12 介绍古代数学家对平面的“定义”。 

 
图 12 古代数学家对平面的“定义” 

师：数学中，平面是平的，无边无沿，我们可以用一个平行四边形来表示它。 

特别地，把水平放置的平面画成一边是水平位置，另一边与水平线所成的角为 45°的平行
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四边形。如图 13 所示，表示为平面 ABCD 或平面 α。 

 
图 13 平面的表示法 

师：我们把空间图形画在平面内，使得既富有立体感，又能表达出图形主要部分的位置关

系和度量关系的图形叫直观图。 

师：结合图 14，同学们想一想画长方体直观图的关键是什么？ 

               
图 14 长方体直观图的观测角度 

生 1：斜着画。 

生 2：调整长度。 

设计意图：借助历史上几位数学家对“平面”的定义，引出平面画法及表示法；补充直观

图的概念，让学生思考长方体直观图的两个关键因素，为后面画法规则制定提供依据。 

3.4 建章立制 

师：出示图 11，要求学生借助直三角尺和量角器对四副图进行测量后思考：（立体感、位

置关系和度量关系） 

1、正方体的边长（长、宽、高）画为多少？ 

2、平行四边形中的锐角取多少度？ 

3、看不见的棱如何画？ 

生：测量导学案上四本古书中正方体直观图的长、宽、高和平行四边形一个夹角。小组讨
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论教师提出的三个问题，每组形成一份结果。借助希沃投屏到教室四周的五个屏幕上。 

师：归纳学生们的讨论结果，对于看不见的棱大家意见比较统一，用虚线表示。关于平行

四边形中的锐角取多少度，同学们也赞同取 45°比较方便。关于长和高大家也都是觉得要取

3cm，课前的直观图大家也都是保持原来的长度。关于宽取多少，主要有两种意见，一部分同

学取实际宽的一半为 1.5cm，另一部分同学取 2cm。 

师：那么大家想一想，如果老师给的正方体边长是 2.6cm，同学们觉得宽取多少合适？ 

生：取一半，1.3cm 比较好画。 

师：请同学再看一下课前你们画的边长 3cm 正方体的统计图（如图 15-16 所示）。 

 

 
     图 15 直观图中宽的取值情况       图 16 直观图中平行四边形的一个夹角 

师生一起归纳画长方体直观图的规则： 

1、长方体直观图中，长和高不变，宽取实际长度的一半； 

2、平行四边形中的锐角取 45 度； 

3、看不见的棱用虚线表示。 

师：这种画长方体直观图的画法我们成为“斜二测”画法。（PPT 展示宋徽宗的《文会图》

和《立体几何》（1916）中的正方体），在中国古代，画家们通过实践发现上述规则兼顾立体

感和位置关系，是一种无意识的几何实践；数学家贝茨和韦布综合前人的画法称“斜二测”画

法为“令人满意的投影方式”。 

师：请同学们课后根据我们制定的“斜二测”画法，把每组选出的五副正方体直观图中选

出最美的一幅，并在导学单上完成对四本古书的修订。 

3.5 牛刀小试 

通过练习巩固新知，学生掌握本节课的重点长方体直观图的画法。 

师生共同完成：画长 4cm、宽 3cm、高 2cm 的长方体 ABCD—EFGH 直观图（教师演示，
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学生跟画）。 

课堂练习：指出《欧几里得集》中的长方体的问题（参见图 3）。 

3.6 画龙点睛 

师：通过本节课的学习，大家有什么收获？ 

生 1：我掌握了平面的画法和表示法。 

生 2：画长方体直观图的时候，宽取实际长度的一半，平行四边形中的锐角取 45 度； 

生 3：画长方体直观图看不见的棱用虚线表示。。 

生 4：“斜二测”画法的规定是讨论制定的，既体现了图形的立体感，又保持了位置关系和

度量关系。 

师：同学们说的很好，老师这里给出一个关键字“序”，同学们有什么感悟？ 

生 5：平面的表示字母要按照顺时针或者逆时针顺序； 

生 6：用“斜二测”画法画长方体要注意画图的顺序； 

师：对，现实的世界本来是混沌无序的，数学的学习就是帮助我们在无序的世界发现规律，

建立规则或标准，这样我们的世界就更加和谐。 

通过小结，点明了本节课的核心内容“序”的建立。这个“序”，既包括平面和长方体表

示法中字母之序、“斜二测”画法之序；也包括长方体直观图画法的形成之序。让学生体会借

助数学知识，建立现实之“序”的意义。 

4 学生反馈 

基于本节课，笔者对班级学生进行了前、后测。在前测中，笔者通过问卷调查了解到：96.4%

的学生采用斜投影的轴测图来画边长是 3cm 的正方体，3.6%的同学采用透视画法；全部同学长

和高都取 3cm，宽的取值和平行四边形的夹角参见图 15-16。42.9%的同学没有画遮挡的三条棱，

17.9%同学用实线来画遮挡的三条棱，35.7%的同学用虚线来画遮挡的三条棱。可见，学生初步

了解长方体的轴测图画法，但对于宽的取值、平行四边形的夹角和如何处理遮挡的三条棱没有

形成统一的意见。 

在后测中，笔者对全班 28 名学生进行问卷调查，旨在了解学生对本节课教学的感想与建议。

在问卷调查中，100%的学生正确的采用“斜二测”画法画出边长是 3cm 的正方体直观图，完成

“古书修订”任务； 

关于这节课与平时课堂教学感受最大不同的问题，学生问答统计如图 17 所示。 
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图 17 后测问卷学生对本节课与平时教学的不同感受 

通过调查发现，数学史融入数学教学开展探究式教学，课堂谈论更加充分（课堂中关于长

方体直观图画法规则的制定讨论时间为 7 分钟）；信息技术的使用为数学史融入数学教学提供

了便利，学生学习的兴趣得以提升，课堂学习也更加专注。 

关于数学史（古书修订）有没有帮助你理解“斜二测”画法合理性的问题，96.4%的学生给

出肯定回答，学生认为：“这些图也体现了我们自己作图的问题”、“我们只有不断和古时对

比，才能研究出斜二测画法”、“通过古人不同的画法拟定一个方便的值”、“通过与古书对

比，我发现斜二测画法更容易画和美观”和“古书中的画法为斜二测画法奠定了基础，斜二测

画法汲取了古书中画法的优点”等。 

如果有其它班同学问你，长方体“斜二测”画法中，为什么宽要取一半、平行四边形一个

夹角为什么画 45 度？学生的回答如图 18 所示。 

 
图 18 后测问卷学生对“斜二测”画法中规定的认识 

通过问卷发现，学生体会到“斜二测”画法符合长方体直观图的定义，是一种既美观又简

便的画法，35.7%的同学认识到这是一种人为的规定，从而揭示出“斜二测”画法的本质：一种

人为规定的既美观又简便的长方体直观图的画法。 
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5 讨论 

从教师教的角度，本节课构建了三个层次：“就题论题”、“就题论法”和“就题论道”。

在“就题论题”的层面，本节课的核心是学会用“斜二测”画法画长方体的直观图，教学中，

教师通过板演，按照四个步骤带领学生一起画，通过课后的反馈，100%的学生掌握了这种画法。

在“就题论法”的层面，本节课借助项目化学习和数学史料构建情境，借助历史相似性原则，

让学生一起讨论制定长方体直观图画法的规则，真实还原“斜二测”画法诞生的过程。在“就

题论道”的层面，教师课前设计“选美大赛”和“古书修订”两个环节，引发学生对“选美标

准”和“修订规则”的制定，进而形成三条规则，诞生“斜二测”画法，在最后的小结中，用一

个“序”字结尾，让学生体会到数学学习让“无序”的世界变得“有序”。 

从学生学的角度，本节课践行了数学教育家弗赖登塔尔数学教学原则。课前学生的“数学

现实”为会用斜投影法画长方体直观图，但没有形成“斜二测”画法；教师从学生的“数学现

实”出发，引导学生“数学化”活动体验[9]，设置“选美大赛”和“修订古书”两个情境；通过

合作探究引导学生进行“再创造”，制定长方体直观图的画法三条规则，形成“斜二测”画法；

整节课贯穿数学“思想实验”原则，教师大部分问题都是开放性问题，没有固定的答案，启发

学生思考，实现数学知识的自我构建。 

从数学文化进课堂的角度，基于数学史的数学文化内涵有五个维度框架——知识源流、学

科联系、社会角色、审美娱乐和多元文化[10]。本节课借助六个环节，让学生从内容和形式上体

验了“斜二测”画法演进过程，体现了长方体画法的“知识源流”；教师借助“透视画法”不足

之处引入，展示无意识几何中《文会图》中接近“斜二测”画法的桌子，都体现了数学与美术

的“学科联系”；让学生扮演小数学家进行“古书修订”，推动“斜二测”画法的发现，体现了

“社会角色”；通过“选美大赛”的设计、贝茨和韦布“令人满意的投影方式”下正方体直观

图的展示，均体现了“审美娱乐”；在探究的过程中，对于宽取实际长度的 还是 ，学生有

两种不同的观点，从严格意义上说，其实这两种取法都是可以的，符合长方体直观图的定义，

教学中教师并没有否定学生的观点，而是借助课前取得的数据，让学生自己体会哪一种取法更

简便，体现了“多元文化”。 

数学史是数学文化的重要组成部分；本节课运用数学史重构式开展教学，学生经历“斜二
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测”画法的产生过程，揭示了知识之谐；通过“斜二测”画法下正方体直观图与课前同学自己

所画之图对比，呈现了方法之美；借助“古书修订”问题驱动学生开展讨论，营造了探究之乐；

以“序”为关键字的课堂小结，实现德育之效。 

现行教学中学科联系和审美娱乐、多元文化体现的还不是很明显[10]。本节课尝试运用项目

化学习理念，通过驱动性问题引发学生的探究，学生以团队形式自主地设计、展示、讨论和评

价。在教学中，教师基于历史相似性原则，提供丰富的数学文化供学生学习，运用项目化学习

组织教学，“斜二测”画法规则讨论制定的结果呈现，体现了数学文化的学科联系、审美娱乐

和多元文化。项目化学习与 HPM 的融合是一个全新的领域，利于体现数学文化的五大维度，实

现数学史的六大价值。 

此外，本节课融合 HPM 微视频、希沃投屏等教育信息技术，带动数学史内容的可视化呈现

和情景的创设，引发学生的探究，为项目化学习与 HPM 的融合助力。 
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活动讯息 

当历史照进现实：二面角的历史探究与课堂实践专题研讨 

杨孝曼 1，雷沛瑶 2 

（1. 华东师范大学教师教育学院，上海 200062；2. 华东师范大学数学科学学院，上海 200241） 

数学史与数学教育（HPM）高中网络研修班于 2021 年 6 月 5 日和 6 月 13 日开展了两次线

上专题讲座，主题分别为“二面角的历史发展”与“HPM 视角下二面角教学分享研讨会”。本

次活动由 2020HPM 高中教师网络研修班主持人雷沛瑶主持，华东师范大学教师教育学院汪晓

勤教授、HPM 高中网络研修班的专家组指导老师、学员以及华东师范大学 HPM 方向研究生参

与了本次活动。 

图 1 

“二面角的历史发展”专题讲座首先由华东师大硕士韩嘉业进行专题报告。报告分为四个部

分，分别是二面角历史发展过程、早期教科书中二面角概念的引入与应用、二面角度量的合理

性、二面角的性质。汇报结束后，汪晓勤老师对二面角的历史研究做了简要点评。随后，高中

网络研修班的老师们就二面角的历史与教学中的问题进行了交流和讨论。 

 

图 2 



《上海 HPM 通讯》2021 年第 10 卷第 6 期 

80 

 

“HPM 视角下二面角教学分享研讨会”则邀请了 HPM 工作室中于本学期开展过“HPM 视

角下二面角”教学实践的三位成员进行分享，三位老师分别是来自上海市行知中学的高振严老

师、上海市风华中学的苏燕老师以及上海市建平中学的李传峰老师。首先，高振严老师基于上

课流程图介绍了自己的教学设计与思路，重点关注了二面角定义的必要性、合理性和唯一性的

问题，分享利用折纸活动和蛋糕带领学生探究定义合理性和唯一性的经验，至于本节课的“未

尽之处”，高老师认为通过类比的方法引入二面角可能更符合知识的逻辑序。苏燕老师则首先

介绍了自己的教学理念，接着从教材解读、学情分析、教学目标、教学过程和教学反思五个部

分进行了分享，其中，教具的使用是本节课的一大亮点。李传峰老师从对 HPM 模式的认识谈

起，随后介绍了“二面角及其平面角”的教学设计与反思。三位老师分享结束后，上海市松江

四中的朱亮雅老师分享了听课感受，华师大研究生韩嘉业就如何设计“二面角”教学中的细节

问题表达了自己的一些思考，长风区教研员栗小妮博士与大家交流了自己现场听课的体会，专

家组指导老师、江苏省宜兴中学的张海强老师对三节课进行了点评。最后，汪晓勤老师从关注

HPM 视角下的教学理念，历史研究和史料选择三个角度对 HPM 视角下的教学提出更高期望。 

图 3 

通过 HPM 高中教师网络研修班的专题讲座，来自全国各地的教师们积极分享、交流。相信

在这个专业共同体里，老师们可以一起学习，共同进步，不断打磨出更多更好的 HPM 课例。 
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