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刊首语 

1661 年，牛顿如愿以偿，成为剑桥大学三一学院的学生。牛顿如饥似渴，古希腊哲学家

柏拉图、亚里士多德以及同时代哲学家和科学家笛卡儿、伽桑狄、霍布斯、波义耳、伽利略、

开普勒等的著作如甘泉般滋润着他的心灵，为他提供丰富的思想养料，并促进他的独立思考。

1664 年，他在自己撰写的题为《哲学的若干问题》的小册子中写道：“柏拉图是我的朋友，

亚里士多德亦是我的朋友，但我最好的朋友是真理！” 

刚进剑桥的时候，牛顿的数学知识少得可怜。大二时，他在剑桥大学附近的集市里买到

一本有关占星术的书，但书中的数学内容使他如坠五里云雾。为此，他想从一本三角学著作

开始学习数学，但由于缺少几何知识，他还是裹足不前。或许是在他的恩师、刚刚担任三一

学院卢卡斯数学教授的巴罗先生的建议下，他开始阅读《几何原本》。从此，他逐渐走进数

学世界。前辈数学家的著作为他学习和研究数学创造了良好的条件。1631 年，他的校友、国

王学院毕业生奥特雷德出版《数学之钥》； 1646 年，荷兰数学家舒腾编辑出版《韦达数学全

集》；1649 年，舒腾又出版笛卡儿《几何学》的拉丁文版（1659 年再版）；1655 年，牛津大

学萨维利几何学教授沃利斯出版《无穷算术》。 

 

剑河上的牛顿桥 

牛顿不断从这些数学著作中获取灵感，有理数指数情形的二项式定理就是其中的典型一

例。沃利斯在《无穷算术》中获得了一系列曲线 
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( )021y x= − ， ( )121y x= − ， ( )221y x= − ， ( )321y x= − ，… 

下的面积（在[ ]0, x 上），它们分别为 

      x ， 

3

3
xx − ， 

3 52 1
3 5

x x x− + ， 

3 5 73 3 1
3 5 7

x x x x− + − ， 

3 5 7 94 6 4 1+
3 5 7 9

x x x x x− + − ， 

……………………………… 

我们今天有了二项式定理和定积分知识，很容易得到上述结果。但是，牛顿上大学以前，

对正整数情形的二项式定理一无所知，虽然帕斯卡早在 1654 年就写好了《论算术三角形》，

但该书的出版却是在帕斯卡去世之后的 1665 年。但观察沃利斯的结果，牛顿马上就发现了

面积表达式中的规律（按照升幂的顺序）： 

• 各项系数的符号交错出现；  

• 各项系数的分母为奇数 1，3，5，7，…； 

• 第二项系数的分子为等差数列 1，2，3，4，…； 

• 各项系数的分子依次对应于为 11 的乘方的各位数，即对应于以下数表中每一行： 

1 

1   1 

1   2   1 

1   3   3   1 

1   4   6   4   1 

………………………… 

• 若第二项系数的分子为 n，则以后各项系数的分子分别为 

0 1
1 2

n n− −
× ，

0 1 2
1 2 3

n n n− − −
× × ，

0 1 2 3
1 2 3 4

n n n n− − − −
× × × ，… 

牛顿马上将上述规律类比到以下曲线下的面积： 

( )
1

2 21y x= − ， ( )
3

2 21y x= − ， ( )
5

2 21y x= − ， ( )
7

2 21y x= − ，… 
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《自然哲学之数学原理》（1687） 

分别得到 

3 5 7
1 1 1 1 10 1 0 1 21 2 2 2 2 2 +

2 3 1 2 5 1 2 3 7
x x xx

− − − − −
− ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ， 

3 5 7
3 3 3 3 30 1 0 1 23 2 2 2 2 2 +

2 3 1 2 5 1 2 3 7
x x xx

− − − − −
− ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ， 

3 5 7
5 5 5 5 50 1 0 1 25 2 2 2 2 2 +

2 3 1 2 5 1 2 3 7
x x xx

− − − − −
− ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ， 

…………………………………………………………………… 

牛顿又把上述规律类比到更多的曲线，如 

( )
0

2 21y x= + ， ( )
1

2 21y x= + ， ( )
2

2 21y x= + ， ( )
3

2 21y x= + ，… 

   在得到上述规律之后，牛顿马上得出原函数的无穷级数表达式： 

( )
1

2 2 4 62

1 1 1 1 10 1 0 1 21 2 2 2 2 21 1 +
2 1 2 1 2 3

x x x x
− − − − −

− = − + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅   
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( )
3

2 2 4 62

3 3 3 3 30 1 0 1 23 2 2 2 2 21 1 +
2 1 2 1 2 3

x x x x
− − − − −

− = − + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ， 

( )
5

2 2 4 62

5 5 5 5 50 1 0 1 25 2 2 2 2 21 1 +
2 1 2 1 2 3

x x x x
− − − − −

− = − + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ， 

………………………………………………………………………… 

一般地，牛顿得到 

( ) ( ) ( )( )2 2 4 61 1 2
1 1

1 1 2 1 2 3
n n n n n nnx x x x

− − −
− = − + − +

× × ×
  

这样，牛顿在数学史上首次将二项式定理推广到一般有理数指数的情形。如果说帕斯卡

为正整数指数幂情形下的二项式定理划上了句号，那么，牛顿则完全超越了他的前辈，书写

了二项式定理的崭新篇章。牛顿二项式定理在数学上是如此重要、如此著名，以致在牛顿去

世之后，有好事者猜测该定理会被刻在他的墓碑上（事实上并没有）。 

1665 年 4 月，牛顿获得了学士学位。正当牛顿踌躇满志、继续向剑桥大学三一学院研

究员的目标迈进之际，一百公里以外的伦敦爆发瘟疫的坏消息不断传来。瘟疫从伦敦城的外

围迅速蔓延到了市中心，每周的死亡人数不断攀升。丹尼尔⋅笛福说得好：“瘟疫像一场大火，

如果起火的地方只有几座房屋受牵连，那就只会烧毁几座房屋；如果是在单幢房，或者按我

们的叫法是在孤房里烧起来，那就只会烧毁那座起火的孤房：但如果是在一座建筑密集的市 

 

丽塔⋅格雷尔油画“大瘟疫 1665”（2009） 
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镇或城市里烧起来，到了紧急关头，火势越来越猛，那它就会在这整个地方蔓延开来，然后

将所到之处吞噬殆尽！”到夏天，疫情肆虐达到了顶峰，不仅使整座伦敦城笼罩在死亡的阴

影中，而且对伦敦周围地区构成了巨大的威胁。关闭学校、返乡隔离的通知下达到了剑桥大

学的每一个学院。 

牛顿收拾行囊，回到了故乡——林肯郡的乌尔索普村（今属格兰瑟姆市）。牛顿家的房

子是他祖父于 1632 年购得，给生于斯长于斯的牛顿留下了许许多多童年和少年时代的回忆。

母亲在第二次婚姻中给他增添了同母异父的一个弟弟和两个妹妹。十四岁时，继父（一位牧

师）亡故，母亲带着三个孩子回到乌尔索普。彼时，牛顿在离家八英里的格兰瑟姆文法学校

读书，但母亲却希望牛顿能够好好务农，承担持家重任，并不可思议地让他中途辍学！对农

事了无兴趣的他，身上哪有一星半点的农夫基因？每到周末，母亲就让他有一位老仆人陪伴

去格兰瑟姆的市场上出售一些农作物，并购买一些生活必需品。但他压根儿就不适合做买卖。

有时牛顿偷偷溜回学校宿舍，有时会蹲在篱笆边，忘我地看书。他还在一场暴风雨中，做了

一次测量风力的实验。在叔父（曾经的剑桥高材生）的关心之下，他才回到格兰瑟姆的课堂，

并以就读剑桥大学为目标。 

 

乌尔索普村牛顿家的房子（采自 E⋅ F⋅金《牛顿传略》） 

我们可以想象，避疫期间的牛顿，活动范围不会很大，和家人的交流也不会很多，基本
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上就在自己家里读书、静思、写作。大疫关闭了大学校园，却关闭不了牛顿的精神世界！ 

在避疫的两年时间里，牛顿在数学、光学和力学领域取得了重要突破。在微积分方面，

牛顿于 1665 年构想了“流数术”。我们今天所说的函数，被牛顿称为“流量”（注意，不是

我们今天所说的手机“流量”哦）；函数的导数，被牛顿称为“流数”。“流数”的概念似乎

源于物理学中的速度概念——“流量”流动的速度就是“流数”。牛顿通过在表示“流量”

的字母上方加一点来表示该流量的“流数”。假设“流量”是 ny x= ，则其“流数”为 

( )
( )1 2 1

1

1
2!

n nn n
n

n n
n x o xx x

y nx
o o

οο
− −

−

−
+ ++ −

= = =




 

显然，牛顿所求的“流数”就是我们今天所说的“导数”。牛顿将上述比成为“初生量

的初始比”或“消失量的终极比”。由于牛顿没有严格的极限概念，所以上述求留数的方法

并不严谨，以致日后受到贝克莱大主教的激烈批判。另外，由于返校后没有及时发表他的“流

数术”，导致日后他与莱布尼茨之间无休止的微积分发明权之争。 

构想了“流数术”之后，牛顿将它应用于求曲线的切线和曲率。我们相信，在乌尔索普

老家，牛顿关于微积分的思考远远不止“流数术”，因为他同时也在思考：如何根据“流数”

来求“流量”。在“流数术”的应用过程中，牛顿很可能还悟出，前辈数学家眼中风马牛不

相及、需要采用不同技巧才能加以解决的求切线问题、求最大值和最小值问题，都可以统一

采用同一种分析方法；求切线问题和求面积问题所需要的不过是互逆的两种运算而已。近两

个世纪之后，在遥远的东方，中国数学家李善兰在学习微积分之后，不禁发出如下赞叹： 

由是，一切曲线、曲线所函面、曲面、曲面所函体，昔之所谓无法者，今皆有法；

一切八线求弧背、弧背求八线、真数求对数、对数求真数，昔之视为至难者，今皆至易。

呜呼！算术至此观止矣，蔑以加矣！ 

微积分是数学史上最重要的发明，它使数学这门古老的学科插上了腾飞的翅膀，使其以

前所未有的速度向前发展；同时，它为人类认识世界、解决不同知识领域中的难题提供了一

把万能钥匙。微积分能够帮助我们更深刻地理解什么是“积微成著”，什么是“水滴石穿”，

什么是“失之毫厘，谬以千里”，什么是“一寸光阴一寸金，寸金难买寸光阴”，什么是“一

沙一世界，一花一天堂，双手握无限，刹那是永恒”。 

如果把人的成就比作“流量”，那么他经过每一瞬间“ο”之后这“流量”的增量与这个

“ο”的比值，正刻画了人生的“流数”，即一个人进步的速度。 
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牛顿在乌尔索普的第二项重要发现是太阳光的分解。从亚里士多德时代开始人们就一直

相信，太阳光是纯粹的单色光。1666 年，牛顿从附近集市上买来三棱镜，并进行光学实验—

—后来成了科学史上最著名的实验之一。通过暗室中的三棱镜实验，他惊奇地发现，太阳光

被分解成了红、橙、黄、绿、蓝、靛、紫七种不同颜色！我们完全可以想象，牛顿的书房不

知不觉成了他实施科学探究的实验室。 

 

德国邮票上的牛顿与三棱镜实验 

牛顿的第三项发现因苹果落地的故事而广为人知：在乌尔索普的一棵苹果树下，一只苹

果从树上掉下来，激发了牛顿关于万有引力的灵感。当然，也有人怀疑故事的真实性，包括

19 世纪著名数学家德摩根；但更多的人都相信故事是真实发生过的：在那宁静的乡间，习

惯于在苹果树下思考问题的牛顿，突然听到一只苹果落在地上发出声响，因而思索苹果落地

的原因，最终彻悟宇宙的普遍规律。如果换一个人，换一个时间，一个生活在 5G 时代、对

自然界的秘密毫无好奇心的庸人在苹果树下用苹果手机刷着微信，突然听到苹果的落地声，

于是浮想联翩、灵光闪现……那不用说是无聊的杜撰。但是，苹果树下坐着的是 1666 年避

疫在家的牛顿，你很难让人相信这仅仅是人们的臆想。实际上，牛顿的侄女凯瑟琳⋅巴顿曾经

向参加过牛顿葬礼的法国思想家伏尔泰讲起过这则故事，1741-1752 年间担任英国皇家学会

会长的马丁⋅福克斯也和他人说起过这则故事。 

后来，牛顿用数学的方法证明了万有引力定律以及力学三大定律，并将其写进《自然哲

学的数学原理》（1687）中。欧洲的知识阶层普遍认为：上帝创造了世界，而牛顿发现了上

帝创造世界的方法！万有引力定律以及其他力学定律的发现，深刻地改变了人类的世界观，

人类不再像英国哲学家休谟所说的那样，“被悬挂在永恒的疑惧之中”，“既没有足够的智慧

预见未来，也没有能力防止那些使我们不断受伤害的不幸事件发生”，而是坚信：自然界是

有规律的，而规律是可以认识的，并且是用数学来刻画的！ 
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昆丁⋅布雷克插画作品：苹果树下的牛顿（2009） 

1727 年，英国诗人蒲柏为牛顿撰写了墓志铭： 

自然和自然的规律在黑夜里隐藏， 

上帝说，‘让牛顿来吧’， 

于是一切都变得光亮。 

回顾牛顿避疫期间的科学发现，我们不禁要问：在整个人类历史上，还有谁能拥有如此

不平凡的两年时光？ 

         

牛顿塑像（采自 E⋅ F⋅金《牛顿传略》）             牛顿墓（威斯敏斯特教堂） 

javascript:window.close();
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1666 年，伦敦大疫伴随着一场全所未有的大火而画上了句号。剑桥大学于 1667 复课，

牛顿和其他学生一样，从家乡返回。四年的积累，两年的沉淀，如今的牛顿业已成为世界一

流的数学家和物理学家。就在剑桥大学复课当年的 10 月份，他被选为低级研究员（minor 

fellow），翌年 7 月，他又被选为高级研究员。巴罗教授敏锐地发现了牛顿的才能，于 1669

年将这位学生的论文寄给伦敦的柯林斯（柯林斯和世界各地的数学家有着广泛的通信联系），

希望他通过通信，让世界上更多的数学家了解牛顿。同年，巴罗毅然辞去卢卡斯教授职位，

并力荐牛顿作为他的继任者。27 岁的牛顿顺利成为卢卡斯数学教授。 

从此，一颗璀璨的科学新星，不仅点亮了工业革命的前程，更是照亮了人类文明的天空。 

1665 年的那场大疫，让无数人生活在恐惧、谵妄和迷信之中。作为一名剑桥学子，牛顿

可能并没有为抗疫做出过什么直接的贡献，但他通过自己的科学著作，给予人类前所未有的

理性，正是这种理性，让人类在遇到灾难的时候，能够沉着冷静、充满信心地去寻找科学的

治疫良方；另一方面，他很好地利用了避疫的两年时光，心无旁骛地做自己喜欢的研究工作，

一举超越了他在剑桥的所有同学，为未来的发展打下坚实的基础。 

三个半世纪之后的今天，人间又逢瘟疫。绝大多数居家避疫的人或悼念逝者，或为病者

祈福，或给予疫区微薄捐助，或充当键盘侠发正义之声，或不停转发各类信息（其中谣言甚

多），除此之外，对于疫情本身大抵是无所作为的。无聊乎？厌倦乎？茫茫然无所适从乎？

饱食终日无所事事乎？想想乌尔索普村那棵苹果树下的牛顿。 

一个人在自己专业领域的耕耘、坚守与创获，正是大疫期间让自己有功于国家、有益于

世界的正途。 
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理论探讨 

基于数学史料的高中数学问题编制策略 ∗ 

汪晓勤 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引 言 

近年来，随着 HPM 视角下课例研究的深入开展以及一系列相关课例的发表，越来越多的数

学教师开始关注 HPM 的教学理念、教育价值和教学策略。一般说来，数学教学中运用数学史料

的方式有附加式、复制式、顺应式和重构式[1]。除了附加式（介绍数学家的生平轶事、提供数学

史阅读材料等）外，其他三种方式都与问题提出息息相关：复制式指的原始材料的直接采用（有

时需要进行必要的语言转换），其中最主要的材料之一就是历史上的数学问题；顺应式指的是对

数学史料的改编，包括对问题的改编；重构式是指借助一系列由易至难、环环相扣的问题串，

再现知识的发生和发展过程。因此，在 HPM 视角下的数学教学中，数学问题乃是数学史的最重

要的载体。 

另一方面，近年来，高考数学卷中相继出现了一些涉及数学文化的问题，这些问题引起人

们的浓厚兴趣，已有大量文献对这些问题做过分析（如[5-11]）。数学史是数学文化的重要组成

部分，讨论高考数学文化题，都绕不开基于数学史的问题。尽管已有部分文献对数学文化或数

学史问题进行了分类（如[6]和[8]），但分类方法还有待于进一步论证、细化和修正。本文的研究

问题是：如何从数学史料出发，编制数学问题？高考数学卷中涉及数学史的问题反映了问题提

出的哪些策略？ 

我们希望在已有相关研究的基础上，建立“基于数学史的问题提出策略”的分类框架，并

用于部分高考试题以及高中数学典型问题的分析，为未来 HPM 视角下的课堂教学和试题命制

提供参考。 

                                                        
∗“上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目“数学课程与教学中如何落实

立德树人根本任务的研究”（A8）系列论文之一。 
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2 基于数学史料的问题提出策略 

美国学者希尔佛（Silver）等人的研究表明，根据已知情境或已知问题提出新问题的具体策

略有四种[2][3]： 

• 条件式策略，即改变给定情境的条件而保持其目标不变，提出新问题； 

• 目标式策略，即改变给定情境的目标而保持其条件不变，提出新问题； 

• 对称式策略，即将给定情境中的条件和目标互换，提出新问题； 

• 链接式策略，即以给定情境的目标作为已知条件，提出新问题。 

其中前两种策略即为所谓的“否定属性”（what-if-not）策略。如果给定情境是含有条件和

目标（或结论）的数学史材料（主要是数学命题和数学问题），那么相应地，“基于数学史料的

问题提出策略”也包含上述四类，从数学史运用方式上说，这四种策略都属于顺应式。但是，

希尔佛在其研究中所发现的问题提出策略，并不考虑课堂教学的需求，而本文所说的“基于数

学史的问题提出策略”是服务于课堂教学的，因而有其特殊性。对于含有条件和目标（或结论）

的数学史料来说，具体体现在以下几个方面： 

• 当数学史料完全满足课堂教学需求，即满足科学性、有效性、可学性、趣味性和人文性

时，无需对其进行改编，因此，基于数学史料的问题提出策略应该包含“复制式策略”，即除语

言翻译外，对情境、条件、目标（或结论）不加改编而直接采用； 

• 当数学史料部分满足课堂教学需求，但未能体现可学性、趣味性或人文性时，需要补充

情境或对原有情境进行改编，但不改变史料中的条件和目标（或结论），这种策略称为“情境式

策略”； 

• 针对一则数学史料，采用以上各类策略所提出的问题，都无法满足课堂教学需求，此时，

教师需要同时改变史料中的情境、条件和目标（或结论），此时的策略称为“自由式策略”。 

对于不含条件或目标（或结论）的数学史料（主要是指概念定义、作图工具等），为了编制

满足课堂教学需求的问题，需要设定条件或目标，此时的策略也属于“自由式策略”。 

因此，“基于数学史料的问题提出策略”至少有七类，见表 1。 

例如，《九章算术》勾股章中设有如下问题（通常称为“勾股容方问题”）：“今有勾五步，

股十二步，问：勾中容方几何？”如果我们以该问题作为出发点，运用各种策略，分别可以提
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出以下新问题。 

问题 1：已知直角三角形的两条直角边的长分别为 5 和 12，求与该直角三角形具有公共直

角的内接正方形的边长。（复制式） 

表 1 基于数学史料的问题提出策略 

类 别 数学史料 问题提出的策略 

含 有 条 件

和目标 

公式、定理或法则 复制式、条件式、目标式、对称式、自

由式 

数学问题 复制式、情境式、条件式、目标式、对

称式、链接式、自由式 

不 含 条 件

和目标 

概念定义 自由式 

作图工具 自由式 

其他史实 自由式 

问题 2：有一块直角三角形空地，直角边长分别为 5 米和 12 米。现要在该空地上建一个面

积最大的正方形花坛，求该花坛的边长。（情境式） 

问题 3：已知直角三角形的两条直角边长分别为 7 米和 25 米，求与直角三角形具有公共直

角的内接正方形的边长。（条件式） 

问题 4：已知直角三角形的直角边为 a 和 b，求其内接正方形的边长。（条件式） 

问题 5：若直角三角形两条直角边分别为 a 和 b，则内接正方形边长为
ab

a b+
。你觉得古人

是如何得到这个结果的？（条件式） 

问题 6：已知直角三角形的直角边为 5 和 12，求其内接正方形的面积。（目标式） 

问题 7：已知直角三角形内接正方形（与直角三角形有公共直角）的边长为
60
17

，斜边为 13，

求直角边。（对称式） 

问题 8：已知直角三角形的直角边为 a 和 b，试写出与直角三角形有公共直角的内接正方形

的边长与 a 和 b 之间的关系，据此证明均值不等式
2

2
ab a b

a b
+

≤
+

。（链接式） 
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问题 9：如图 1，若 Rt∆ ABC 的两条直角边分别为 a 和 b，正方形 CEDF 和 MNPQ 为它的

两个不同的内接正方形，试比较 ECFD 和 MNPQ 边长的大小。（自由式） 

       
图 1 勾股容方新问题 

问题 10：如图 1，正方形 CEDF 和 MNPQ 内接于同一个直角三角形 ABC，其面积分别 S1

和 S2，∠A = α。已知 S1 = 441，S2 = 440，求 sin2α。（自由式） 

3 基于数学史料的高考题 

3.1 复制式问题 

高考数学卷中的“复制式”问题较多取自中国古代数学名著《九章算术》和《数书九章》，

如《九章算术》中的“九节均容”问题（2011 年湖北文理卷）、“委米依垣”问题（2015 年全国

课标 I 卷）、《数书九章》中的“天池测雨”问题（2013 年湖北文科卷）、“米谷粒分”问题（2015

年湖北文理卷）等。2017 全国 II 卷采用了明代数学家程大位（1533-1606）《算法统宗》中的问

题：“远望巍巍塔七层，红光点点倍加增。共灯三百八十一，请问尖头几盏灯？”这是一道已由等

比数列项数、公比与和求首项的问题。命题者除了对原文进行翻译外，原题的情境、已知条件

和目标都不变，故属于“复制式”问题。 

有些问题看似与数学史无关，但如果从数学史的角度去看，却是古代数学家解决过的问题。

如 2017 年江苏卷中的一题：“如图（图 2），在圆柱 O1O2 内有一个球 O，该球与圆柱的上下底

面及母线均相切。记圆柱 O1O2 的体积为 V1，球 O 的体积为 V2，则 V1/V2的值是________。”该

问题正是古希腊数学家阿基米德（Archimedes, 前 287-前 212）曾经孜孜以求的问题，问题的解

决是阿基米德生前最引以为豪的工作，而在他去世之后，求与外切圆柱还被刻在他的墓碑上。

因此，我们也可以将本题视为“复制式”问题。 

S1

F
D

E
C B

A

Q

P

N

M

C

A

B

S2
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图 2 圆柱及其内切球 

3.2 条件式问题 

2018 年浙江数学卷根据《张丘建算经》中的百鸡问题编制了一道方程问题： 

我国古代数学著作《张丘建算经》中记载百鸡问题：“今有鸡翁一，直钱五；鸡母一，

直钱三；鸡雏三，直钱一。凡百钱，买鸡百只，问：鸡翁、母、雏各几何。”（考卷上“丘”

误作“邱”，《张丘建算经》原文中的“直”写成“值”）设鸡翁、鸡母、鸡雏个数分别为 x，

y，z，则
100

15 3 100
3

x y z

x y z

+ + =



+ + =

。当 z = 81 时，x = _______,  y = _______。” 

这里，命题者对“百鸡问题”中的条件进行操作，将原题中的不定方程组改编为一个适定

的二元一次方程组，故属于“条件式”问题。 

3.3 目标式问题 

2017 年浙江数学卷先介绍三国时代数学家刘徽的割圆术以及祖冲之的贡献，然后提出数学

问题：“ 

我国古代数学家刘徽创立的“割圆术”可以估算圆周率 π，理论上能把 π 的值计算到

任意精度，祖冲之继承并发展了“割圆术”，将 π 的值精确到小数点后七位，其结果领先

世界一千多年，“割圆术”的第一步是计算单位圆内接正六边形的面积 S6，S6 = _______。 

如图 3 所示，AB 为圆内接正 n 边形的一边，长为 na ，AC = BC 是圆内接正 2n 边形的一边，

长为 2na ，则圆内接 2n 边形的面积为 
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2
1 1
2 2n n nOABCS nS n a R na R = = = 

 筝形

 

 

图 3 割圆术 

上述公式是割圆术的关键公式，刘徽利用该公式证明了圆面积公式（图 4）。为了求圆周率

的近似值，从 6 1a R= = 尺出发，刘徽先计算出 

( )2
12 6

1 6 300
2

S a R= × × × = 寸 ， 

再根据“倍边公式” 

2
2 2

2
2 2 2

n n
n

a aa R R
     = + − −        

， 

依次计算 12a ， 24a ， 48a 和 96a ，相应计算出 

( )2
24 12

1 175712 310
2 2500

S a R= × × × = 寸 ， 

( )2
48 24

1 1314324 313
2 50000

S a R= × × × = 寸 ， 

( )2
96 48

1 58448 313
2 625

S a R= × × × = 寸 ， 

C
BA

O
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( )2
192 96

1 6496 314
2 625

S a R= × × × = 寸 。 

显然，割圆术的第一步不是计算 6S ，而是计算 12s 。因此，本题改变了割圆术中的目标，因

而属于“目标式”问题。如果将所求项改为 12s ，那么问题就符合割圆术的原意，成为“复制 

 

图 4  《九章算术》书影（中国科学技术典籍通汇影印四库全书版） 

式”问题了。本题中，命题者的初衷并非目标操作，但由于曲解史料的原意，无意中改变了问

题提出的策略。 

2018 年全国 I 卷以希波克拉底定理为基础，编制了一道概率问题： 

下图（图 5）来自古希腊数学家希波克拉底所研究的几何图形。此图由三个半圆构成，三个

半圆的直径分别为直角三角形 ABC 的斜边 BC 和直角边 AB，AC。ABC 的三边所围成的区域

记为 I，黑色部分记为 II，其余部分记为 III。在整个图形中随机取一点，此点取自 I，II，III 的

概率分别为 p1，p2，p3。则 
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图 5 希波克拉底的几何图形 

A. p1 = p2；     B. p1 = p3；     C. p2 = p3；     D. p1 = p2 + p3。 

本题所依据的数学史料是希波克拉底定理，该定理的结论是 Rt∆ABC 的面积等于两个弓月

形面积之和，即区域 I 的面积等于区域 II 的面积。命题者对定理的结论进行操作，将 I 和 II 的

面积关系替换为“在整个图形中随机取一点，此点取自 I 和 II 的概率 p1 和 p2 的大小关系”，形

成一个新问题，故本题也属于目标式问题。 

3.4 自由式问题 

“自由式”问题在历年高考题中也时有出现，如 2012 年湖北理科卷根据历史上圆周率的不

同分数近似值，编制了一道比较包括《九章算术》“开立圆术”在内的不同球体积近似公式的问

题；2015 年湖北文理卷根据 16 世纪荷兰数学家舒腾（F. van Schooten, 1615-1660）的椭圆规编

制的解析几何问题。2018 年北京卷根据明代学者朱载堉（1532-1611）的“十二平均律”编制了

一道等比数列问题： 

“十二平均律”是通用的音律体系，明代朱载堉最早用数学方法计算出半音比例，为

这个理论的发展作出重要的贡献。十二平均律将一个纯八度音程分成十二份，依次得到十

三个单音，从第二个单音起，每一个单音的频率与它前一个单音的频率之比都等于 12 2 。

若第一个单音的频率为 f，则第八个单音的频率为 

A. 3 2 f ;     B. 3 22 f ;     C. 12 52 f ;     D. 12 72 f  

由于“十二平均律”属于音乐理论，属于表 1 中“不含条件和目标”的史料，由此提出的

问题归为“自由式”。 

当然，有些高考题虽然贴上了数学史的“标签”，但并不属于“基于数学史料的数学问题”。

如 2019 年浙江数学卷先介绍了祖暅原理——“缘幂势既同，则积不容异”，然后编制了一道已

CB

A
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知柱体的三视图，求柱体体积的问题。该问题本质上与祖暅原理并无多大关联。 

4 基于数学史的数学问题举例 

为了进一步说明“基于数学史的问题提出策略”的分类框架的可行性，我们再举两个例子。 

4.1 奇数与立方数的关系 

公元 1 世纪，古希腊数学家尼可麦丘（Nicomachus）在《算术引论》（图 6）中给出奇数与

立方数之间存在如下关系[12]： 

31 1= ， 

33 5 2+ = ， 

37 9 11 3+ + = ， 

313 15 17 19 4+ + + =  

……………………… 

  

图 6 尼可麦丘《算术引论》英译版书影 

在尼可麦丘所生活的时代，人们并不会用字母表示数，因此，我们无法苛求他给出奇数与

立方数的一般关系式。上述规律为三次幂和公式的发现开辟了道路，我们有理由相信，尼可麦
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丘已知道三次幂和的规律，因为同时代的罗马土地测量员据说都知道这个规律。事实上，根据

尼可麦丘的上述规律，我们有 

3 21 1 1= = （1 个奇数）， 

( )23 31 2 1 3 5 1 2+ = + + = + （1+2 个奇数之和）， 

( )23 3 31 2 3 1 3 11 1 2 3+ + = + + + = + + （1+2+3 个奇数之和）， 

( )23 3 3 31 2 3 4 1 3 19 1 2 3 4+ + + = + + + = + + + （1+2+3+4 个奇数之和）， 

……………………………………………………………………………………… 

尼可麦丘写不出一般的等式，而有了字母表示任意数的思想，我们可以写出一般关系式，

并找出更多的规律。据此，我们可以编制一系列问题。把正奇数数列{ }2 1n − 中的数按上小下

大、左小右大的原则排成如下三角形数表： 

1  

3   5 

7   9   11 

13   15   17   19 

21  23   25    27    29 

………………………………… 

设 nma （
*,n m N∈ ）是位于该三角形数表中从上往下数第 n 行、从左往右数第 m 个数。 

（1）用 n 和 m 表示 nma ； 

（2）已知 2021nma = ，求 n 和 m 的值； 

（3）设 1 2n n nn na a a b+ + + = ，求数列{ }nb 的前 n 项和 nS ； 

（4）设 1n n nc b b+= − ，利用数列{ }nc 的前 n 项之和，求二次幂和 2 2 21 2 n+ + + ； 

（5）求
11 22

1

lim nn

n
n

a a a
b→∞

+

+ + +

和
11 12 1

1

lim n

n
n

a a a
b→∞

+

+ + +

； 
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（6）已知函数 ( )f x 的反函数为 ( ) ( )1 38 0,nf x x x n N− ∗= > ∈ ，求数列 ( ){ }nf b 的前 n 项

和 nT ，并求 lim nn
T

→∞
； 

（7）证明：当 1n > 时，
( ) ( ) ( )1 2

11 22

1
1 1 1 4

n

nn

f b f b f b
a a a

+ + + >
+ + +

 。 

以上问题都是以尼可麦丘所发现的奇数与立方数之间关系为出发点，并问题的条件和目标

都是新设的，因而均属于“自由式”问题。 

问题（4）和（6）的背后还蕴含了更多的数学史元素。（4）中的累加法，正是 17 世纪法

国数学家帕斯卡（B. Pascal, 1623-1662）推导幂和公式的方法，由等式 

( ) 1 1 2 1
1 1 11 1p p p p p

p p pr r C r C r C r+ −
+ + ++ − = + + + +  

分别取 r = 1，2，…，n，将 n 个等式两边分别累加，即可有 1p − 次以及更低次的幂和公式

推导出 p 次幂和公式[13]。 

（6）中的 ( )=
2n n

nf b ，所求的 lim nn
T

→∞
正是 14 世纪法国数学家奥雷姆（N. Oresme, 1323-

1382）用几何方法（图 7）解决过的无穷级数问题，奥雷姆的结果是 

2 3

1 2 3 2
2 2 2 2n

n
+ + + + + =   

 

图 7 奥雷姆的面积变换方法 
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 从上例可见，从古代数学史料出发可以提出有若干问题组成的问题串，而其中的某些问题

本身也可能是历史上别的数学家曾经解决过的问题，因次，如果以别的史料为参照，这些问题

可能又会成为“复制式”或“条件式”问题了。 

4.2 抛物弓形的面积 

古希腊数学家阿基米德在其《抛物弓形求积》中解决了抛物弓形的面积问题。如图 8 所示，

设 AB 是抛物线的一条弦，阿基米德证明[14]： 

 

图 8 抛物弓形的性质 

命题 1：过抛物线上任意一点 P 作抛物线对称轴的平行线，交 AB 与 C，若 AB 平行于抛物

线在点 P 处的切线 MN，则 AC = BC；反之，若 AC = BC，则 AB 平行于抛物线在点 P 处的切线

MN。 

命题 2：P 为抛物线上任意一点，直线 AB 与抛物线在 P 处的切线 MN 平行，交抛物线于点

A 和 B，过 P 作抛物线对称轴的平行线，交 AB 于点 C，交抛物线在点 A 处的切线于点 T，则 PT 

= PC。 

命题 3：过 AB 的中点 C 作抛物线对称轴的平行线，交抛物线于点 P，则 P 为抛物弓形的顶

点。 

命题 4：设 P 是抛物弓形 ABP 的顶点，Q 和 R 分别是 AP 和 BP 所截的小抛物弓形的顶点，

则
1
8APQ BPR ABPS S S∆ ∆ ∆= = 。 

T

R

Q

E

D

N

M

P
C

B

A
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命题 5：设 P 是抛物弓形的顶点，则抛物弓形 ABP 的面积等于
4
3 ABPS∆ 。 

由于只有纯几何的方法，加上没有极限概念，命题 5 的证明并非易事，需要用到穷竭法。

而我们今天有了解析几何这一重要工具，再加上极限工具，可以根据阿基米德上述命题编制一

组新的解析几何问题。 

如图 9，直线 l： y kx b= + 与抛物线 2 2x py= （ 0p > ）相交于不同的两点 ( )1 1,A x y   ，

( )2 2,B x y 。 ( )0 0,M x y 是抛物线上任意一点，过 M 作 y 轴的平行线，交 AB 于 C。 

 

图 9 基于数学史的抛物线问题 

（1）求抛物线平行弦的中点轨迹； 

（2）求抛物线在点 M 处的切线方程； 

（3）证明：C 是 AB 中点的充要条件是抛物线在点 M 处的切线平行于 AB； 

（4）证明：若 C 是 AB 的中点，且抛物线在点 A 处的切线与 CM 的延长线交于点 T，则 CM 

= MT； 

（5）证明：若 C 是 AB 的中点，则 CM 是抛物弓形中所有与 y 轴平行的截线段中最长的线

M

F

E

C

O

y

x

B

A
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段，即点 M 是抛物弓形的顶点。 

（6）设 C 为 AB 的中点， 2 1x x d− = ，试用 d 来表示∆ABM 的面积。 

（7）设 C 为 AB 的中点，联结 AM、BM，分别作与 AM、BM 平行的切线，切点分别为 E、

F，证明：
1
8AME BMF ABMS S S∆ ∆ ∆= = 。 

（8）求抛物线弓形 ABM 的面积。 

以上8个问题中，问题（3）、（4）、（5）、（7）和（8）分别对应于阿基米德的命题1-5，问

题的目标没有变，但采用代数方程来表征抛物线和直线，问题的条件发生了改变，因此，这些

问题都属于“条件式”问题。而问题（1）、（2）和（6）则属于“自由式”问题。 

5 结 语 

以上我们看到，根据“基于数学史料的问题提出策略”的分类，有关高考题大多采用了复

制式、条件式、目标式和自由式四种，但很少采用情境式、对称式和链接式。根据“奇数与立

方数之间的关系”和“抛物弓形的面积”两则史料所编制的一系列高中数学问题表明，由于古

今数学表征、数学方法、数学工具的巨大差异，要编制适合于今日课堂教学或考试的数学问题，

条件式和自由式往往是理想的选择。 

基于数学史料的数学问题提出策略对于HPM视角下数学教学设计和数学文化试题的编制

都有重要指导意义。但是，就像一个具有高超的烹饪技术但缺少好食材的厨师很难烧出一道好

菜一样，一个掌握了问题提出策略却缺乏好素材的教师或命题者也无法编出一道好题。首先，

一线教师和命题者需要针对高中数学课程中涉及的知识点开展更深入、系统的历史研究，丰富

课程、教材和教学的数学问题资源；其次，教师专业发展指导者可将“基于数学史的问题提出”

这一主题纳入在职教师的培训课程中，让一线教师更多地了解问题提出策略，学习如何对数学

史料做出必要的裁剪和加工，形成合适的数学问题；再次，一线教师和命题者需要正确认识基

于数学史料的问题的教育价值，不能仅仅满足于数学文化标签，而是要展示数学文化的精髓，

充分发挥数学史的多元教育价值。 
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历史研究 

美英早期解析几何教科书中的双曲线方程 ∗ 

秦语真 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引 言 

近年来，随着 HPM 课例研究的不断开展和一系列课例的陆续发表，越来越多的数学教师开

始关注 HPM 视角下的数学教学，但数学史材料的缺乏始终是新课例开发的障碍。圆锥曲线的历

史与教学早在十年前就已受到关注[1]，椭圆定义的教学案例相继诞生[2][3]，相应地，对椭圆方程

的历史也有研究[4]。之后，也有人对双曲线的历史与教学做过研究[5]，但很少涉及西方早期教科

书。此外，HPM 视角下的双曲线教学案例也有待于进一步开发。 

国内现行高中数学教科书大多采用双曲线的第一定义。人教 A 版和沪教版都采用“拉链法”

引入第一定义，人教 B 版用两组同心圆来模拟双曲线的第一定义。人教 A 版和沪教版都采用

“二次平方法”推导双曲线方程；人教 B 版则采用“分母有理化”的推导方法。各版教科书几

乎都未涉及数学史。已有教学设计中，除了个别教师采用了“和差术”[6][7]外，很少见到数学史

的元素。然而，历史是一座宝藏，翻开历史的画卷，双曲线方程的推导方法精彩纷呈，挖掘、

总结和提炼这些方法，可以为今日教学提供有用的素材和思想养料。 

为此，我们针对双曲线的定义与方程，对美英早期解析几何教科书进行考察，试图回答以

下问题：关于双曲线，美英早期解析几何教科书给出了哪些定义？采用了哪些推导方程的方法？

双曲线方程的历史对今日教学有何启示？ 

2 早期教科书的选取 

我们选取 1830-1969 年间出版的 93 种美英早期解析几何教科书或含有解析几何内容的数学

                                                        
∗ “上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目“数学课程与教学中落实立

德树人根本任务的研究”（A8）系列论文。 
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教科书，对其中的双曲线引入方式、定义、方程推导方法进行考察。在 93 种教科书中，83 种出

版于美国，10 种出版于英国，各种教科书的时间分布情况如图 1 所示。其中，对于同一作者再

版的教科书，若内容无显著变化，则选择最早的版本，若内容有显著变化，则将其看作不同的

教科书。 

 

图 1 93 种解析几何教科书的时间分布 

在所考察的教科书中，双曲线定义与方程所在章节大致可以分为“圆锥曲线”、“双曲线”、

“解析几何”、“轨迹方程”、“椭圆与双曲线”和“二次方程”6 类，具体分布见表 1。 

表 1 双曲线定义与方程在 93 种教科书中的章节分布 

所在章节 圆锥曲线 双曲线 解析几何 轨迹方程 二次方程 椭圆与双曲线 

教科书数量 34 35 6 4 6 8 

3 双曲线的定义 

93 种教科书中，有 11 种教科书采用了类比椭圆的方法引入双曲线，3 种通过追溯历史来引

入双曲线：从梅内克缪斯发现圆锥曲线，到阿波罗尼奥斯系统研究圆锥曲线并撰写专著，古希

腊数学家在圆锥曲线的研究上相继做出了重要贡献。其他教科书都采用直接引入的方式。 

93 种解析几何教科书中，共出现双曲线的四种定义： 

第一种是原始定义，即“平面截一圆锥面，当截面与圆锥面的母线不平行也不通过圆锥面

顶点，且与圆锥面的两个圆锥都相交时，交线称为双曲线”； 

第二种是第一定义，即“平面内，到两个定点的距离之差的绝对值为常数（小于这两个定

点间的距离）的点的轨迹称为双曲线”； 
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第三种是第二定义，即“平面内，到给定一点及一定直线的距离之比为常数 e（e>1），的点

的轨迹称为双曲线”； 

第四种是基于方程的定义（作为补充说明出现），即“在平面直角坐标系中，二元二次方程

2 2, ) 0F x y ax bxy cy dx ey f= + + + + + =（ 中，满足 2= 4 0b ac∆ − > 时[11]，其图像为双曲线；

或
2 2, ) 0F x y Ax By C= + + =（ ， 0A B⋅ < 。”[12] 

4 种定义共出现 194 次，其中有 27 种教科书只给出 1 种定义，38 种教科书给出 2 种定义，

21 种教科书给出了 3 种定义，7 种教科书给出了 4 种定义。图 2 给出了不同时期教科书中各种

定义的分布情况。由图 2 可见，4 种定义出现在各个时期的教科书中，第一定义和今天一样最

受青睐；而原始定义也受到部分教科书的关注，这与今天迥然不同。 

 

图 2 不同时间段教科书中各种定义的分布 

4 双曲线方程的推导 

4.1 基于第一定义的推导 

4.1.1 两次平方法 

在采用第一定义的种教科书中，有 37 种采用了二次平方法[13]：如图 3，实轴 2AB a= ，焦

距 1 2 2F F c= ，P , )x y（ 是双曲线上任意一点。由 1 2 2PF PF a− = 以及两点之间的距离公式得 

2 2 2 2) ) 2x c y x c y a+ + − − + = ±（ （  

通过移项、两次平方即得双曲线方程。 
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图 3 基于第一定义的双曲线方程推导 

4.1.2 洛必达法  

Whitlock（1848）采用了 17 世纪法国数学家洛必达（G. de L’ Hospital, 1661-1704）的方法

[14]，即“和差术”（图 4）。由第一定义可得 1 2 2PF PF a− = ，故设 

1 2,PF a u PF a u= + = −                            （1） 

其中 u 为待定参数。根据两点间距离公式可得： 

( ) ( )2 2 2 2
1PF a u x c y= + = + +                       （2） 

( ) ( )2 2 2 2
2PF a u x c y= − = − +                       （3） 

（2）−（3）得au cx= ，故得： 

cxu
a

=                                        （4）   

（2）+（3）得： 

2 2 2 2 2a u y c x+ = + +                             （5） 

将（4）代入（5）中，并令 2 2 2c a b− = 可得： 

2 2 2 2 2 2a y b x a b− = −                              （6） 
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图 4  洛必达《圆锥曲线解析》（1707）第 3 卷书影 

4.1.3 平方差法 

洛必达法引入参数 u，具有较强的技巧性，不易被初学者所理解。Young（1830）采用了

更简洁的平方差法[15]。由 

1 2 2PF PF a− =                                 （7） 

( )2 2 2
1PF x c y= + +                              （8） 

( )2 2 2
2PF x c y= − +                             （9） 

（8）−（9）得： 

( )( )2 2
1 2 1 2 1 2 4PF PF PF PF PF PF cx− = + − =               （10） 

再由（7）得： 

1 2
2cxPF PF
a

+ =                                 （11） 

联立（7）和（11）可得： 

                     1 2, =cx cxPF a PF a
a a

= + −                           （12） 

（12）即双曲线的焦半径公式。将（12）代入（8）中，即得 

 
2 2

2 2 1x y
a b

− =                                  （13） 
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共有 14 种教科书采用了平方差法，相较于两次平方法，其计算的复杂性大大降低；相较于

洛必达法，其运算技巧性没有那么强，较有利于初学者理解及计算。 

4.1.4 利用余弦定理 

有 2 种教科书利用余弦定理来推导双曲线方程，体现了知识的综合性。在图 3 中，设

1 2PF F ϕ∠ = ， 1| |PF r= ，则由余弦定理可得[16]： 

2 2 2
2 4 4 cosPF r c cr ϕ= + −                          （16） 

再由第一定义得： 

2 2
1 2 4 4 cos 2PF PF r r c cr aϕ− = − + − =               （17） 

故得 

2 24 4 cos 2r c cr r aϕ+ − = −                      （18） 

又因 

cosr c xϕ = +                              （19） 

联立（18）和（19），利用两点之间距离公式，可得（13）。 

4.1.5 小结 

图 5 呈现了上述四种方法在不同时期的分布情况。从图中可见，在 19 世纪的教科书中出现

了四种推导方法，而 20 世纪教科书普遍采用“两次平方法”，方法的多元性不复存在。 

 

图 5 基于第一定义的双曲线方程推导方法在不同时期的分布 
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4.2 基于第二定义的推导 

4.2.1 以准线为纵轴 

在采用第二定义的教科书中，有 15 种以准线为轴来推导双曲线方程。如图 6，CN 为准 

     
图 6 以准线为纵轴的方程推导                 图 7 以中心为原点的方程推导 

线，以 CN 为纵轴，点 ( ),P x y 是双曲线上任意一点，令 2 2CF p= ，由第二定义可得 

2 2 2 2( 2 )y x p e x+ − =                             （20） 

又因 

( ) 2

1 2
2 1

peOC CA CB a
e

= − = = −
−

                      （21） 

( ) 2

1 2
2 1

p aOA CA CB
e e

= + = = −
−

                      （22） 

令 , ay y x x
e

′ ′= = − ，可得 

( )
2 2

2 2 21a a ay x e e x
e e e

   ′ ′ ′+ − + − = −     
                  （23） 

化简，并令 ( )2 2 21a e b− = ，即得双曲线标准方程[17]。 

4.2.2 以中心为原点 

有 13 种教科书以中心为原点建立直角坐标系，来推导双曲线方程。与前两种做法相比，此

法技巧性略强，但过程简单，计算量也大大减少[19]。如图 7，由第二定义可得： 2 2 2A F e A C= ，

1 2 1A F e AC= ，故得 2OF ae= ，
aOC
e

= 。设 ( ),P x y 是双曲线上任意一点，由 2PF e PN=
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得： 

( )2 2 ax ae y e x
e

− + = −  

两边平方，并令 ( )2 2 21a e b− = ，即得（13）。 

4.2.3 坐标轴的平移 

Smith（1904）根据第二定义推出双曲线的极坐标方程，再从极坐标方程入手，通过坐标轴

的平移来推导双曲线的标准方程[18]。将极坐标方程
1 cos

ep
e

ρ
θ

=
−

 化成直角坐标方程得 

( )2 2 2 2 2 21 2 0e x y e px e p− + − − =                        （24） 

令 ,x x h y y k′ ′= + = + ，得：  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2 2 1 2 0e x y x e h e p ky k e h e ph e p ′ ′ ′ ′− + − − − + + + − − − =   （25） 

令一次项系数等于 0。可得 

( )2 20, 2 1 2 =0k e h e p= − −                          （26） 

将

2

20,
1
e pk h

e
= =

−
，代入式（25）可得： 

( )
2 2

2 2 2
21 0

1
e pe

e
x y− + −

−
′ =′                          （27） 

令

( )
2 2 2 2

2 2
2 22

,
11

e p e pa b
ee

= = −
−−

，代入（27），即得标准方程。 

4.2.4 小结 

图 8 呈现了上述四种方法在不同时期的分布情况。从图中可见，19 世纪教科书倾向于以准

线为纵轴建立坐标系，到了 20 世纪，教科书更倾向于以原点为中心建立坐标系。 
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图 8 基于第二定义的双曲线方程推导方法在不同时期的分布 

4.3 基于原始定义的推导 

4.3.1 旦德林双球模型 

有 2 种教科书采用了旦德林双球模型。Fehr（1951）认为，将立体几何和圆锥曲线结合起

来，有助于巩固立体几何知识[20]。如图 9，一对对顶圆锥中各有一球与圆锥内表面相切，现用

一不平行于母线且不经过顶点的平面去截圆锥，且平面与两球分别相切于点 F 和 F′，则截线为

双曲线。直线 PT 分别与两球面相切于点 R 和 T，则有 PF= PR，PF′= PT，PF′−PF= PT − PR = 

RT，RT 为 R、T 所在圆面之间的母线长，是个定值。因此，双曲线上任意一点到两个定点距离

之差为常值[21]。根据这一性质，用解析方法可推导出双曲线的方程。 

 

图 9 旦德林双球模型 
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4.3.2 阿波罗尼奥斯的方法 

有 2 种教科书采用了阿波罗尼奥斯的方法[21]。为便于理解，我们将阿波罗尼奥斯的斜圆锥

改为正圆锥。如图 10，圆锥 VAB 被不经过顶点 V 的平面所截，截线为一条双曲线。D 和 E 为

双曲线的顶点，O 为双曲线的中心，平面与圆锥的对称轴交于点 C。设 P 为双曲线上任意一点，

过 P 作底面的平行平面，截圆锥得圆，分别交母线 VA 和 VB 于 M 和 N。过 P 作双曲线对称轴

DF 的垂线，垂足为 Q，易知 PQ ⊥ MN，故知
2PQ MQ QN= × ，又因 EMQ EAC∆ ∆ ，

DQN DCB∆ ∆ ，故 MQ EQ
AC EC

= ， QN DQ
CB DC

= 。于是 

2
2 AC CB ACPQ EQ DQ EQ DQ

EC DC EC DC
 ×

= × × = × × × × 
          （28） 

令 DE = 2a，OQ = x，PQ = y，
2AC k

EC DC
=

×
，则得双曲线方程为 ( )2 2 2y k x a= − 。 

    

图 10 阿波罗尼奥斯的方法 

由（28）可知，
2PQ

EQ DQ×
为常值，即双曲线上任意一点向双曲线对称轴引垂线，则垂线段
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的平方与垂足到双曲线两顶点距离乘积之比为常数。Coffin（1859）直接利用双曲线的上述几何

性质来推导方程[22]。设双曲线的实半轴和虚半轴分别为 a 和 b，则可证明：当垂足恰为双曲线

焦点时，所说的比值为

2

2

b
a

。故得

2 2

2 2 2

y b
x a a

=
−

，整理得（13）。 

4.3.3 三角法 

有 4 种教科书利用空间解析几何知识，借助三角函数来推导双曲线的方程[23]，为便于理解，

我们对其进行改进。仍如图 10，设圆锥的母线与底面所成角为β，平面与底面构成的二面角大

小为α（α > β），VC = h，则 cotAC h β= 。在∆EAC 和∆DCB 中，分别利用正弦定理得

( )
cos

sin
hEC β
α β

=
−

，
( )
cos

sin
hDC β
α β

=
+

，于是 

( ) ( )
2 cos cos sin

sin sin
hDE α β β
α β α β

=
+ −

 

将
1
2

EQ x DE= + ，
1
2

DQ x DE= − 代入（28），整理得  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2sin sin sin sin sin cos sin cosx y hα β α β β α β α β α β β+ − − + − =  

令
( ) ( )

2 2 2 2
2

2 2

cos cos sin
sin sin
ha α β β

α β α β
=

+ −
，

( ) ( )
2 2 2

2 cos cos
sin sin

cb α β
α β α β

=
+ −

，即得（13）。 

5 结 语 

以上我们看到，美英早期解析几何给出了双曲线的四种定义，从第一定义、第二定义和原

始定义出发，又采用了丰富多彩的推导方程的方法，涉及代数、几何、三角等多领域的知识。

在近一个半世纪里，随着时间的推移，推导方程的方法趋于单一，洛必达法、平方差法、余弦

定理法等逐渐被人们所淡忘。 

在学生具备立体几何知识基础的情况下，教师为了揭示圆锥曲线之源，可以在教学中采用

旦德林双球模型（为降低难度，可制作该模型的教具），推导出双曲线的焦半径性质，再将双曲

线定义为满足该性质的动点轨迹。这样，就将原始定义和第一定义统一起来，从而构建知识之

谐。旦德林双球模型的使用，有助于培养学生的直观想象素养和逻辑推理素养，从而实现能力
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之助。为了推导双曲线的标准方程，教师可以采用“洛必达法”、“平方差法”或“余弦定理法”，

以彰显方法之美。当然，在以后的复习课中，还可以采用更多的方法。教师在课堂上呈现双曲

线的定义和方程的历史、不同时空数学家在双曲线定义和方程上的贡献，在展示数学文化之魅

的同时，也可以让学生体会数学中所蕴含的理性精神，并树立动态的数学观，从而达成德育之

效。 
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垂径定理的历史 ∗ 

王娟 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引 言 

近年来，HPM 专业学习共同体相继开发了一系列初中数学课例，如三角形内角和定理、邻

补角与对顶角、等腰三角形的性质、三角形中位线、演绎证明等，这些课例由于其蕴含的多元

教育价值而受到初中一线教师的喜爱，越来越多的教师对 HPM 产生了浓厚的兴趣。他们希望学

习和借鉴更多的 HPM 课例，以改善自己的课堂教学，并促进自己的专业发展。但是，由于缺乏

教育取向的数学史研究，初中数学课程中很多知识点背后的历史对教师来说都是盲点。缺乏历

史知识和历史素材，“将数学史融入数学教学”就成了一句空话。 

垂径定理是中学平面几何的重要定理，该定理及其推论是证明线段相等、角相等、垂直关

系的重要依据，同时也为圆的有关计算和作图提供了方法和依据。国内五种现行教科书（人教

版、苏科版、沪教版、北师大版、浙教版）先通过翻折圆形纸片或寻找几何图形等量关系来引

入垂径定理，再给出定理的内容，然后对定理进行证明，最后给出与定理有关的练习题。已有

的教学设计大多关注垂径定理的证明和应用。除了个别版本将中国古代数学问题编入习题外，

教科书和已有的教学设计都很少涉及该定理的历史。 

那么，垂径定理经历了怎样的历史发展过程？有关数学文献是如何呈现该定理的？有哪些

理想的教学素材？对今日教学有何思想启迪？为了开展数学史融入垂径定理教学的课例研究，

我们需要对上述问题作出回答。 

2 垂径定理的历史 

                                                        
∗ “上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目“数学课程与教学中落实立

德树人的研究”（A8）系列论文之一。 
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2.1 古巴比伦 

两河流域的先民们很早就知道垂径定理的结论了。在当时的美索不达米亚地区，人们已经

认识到一些重要的几何关系，如等腰三角形的高平分它的底。因此，在一个已知半径的圆中，

给出弦长，就能求出边心距[1]。他们虽未明确提出垂径定理的具体内容，但在古巴比伦时期（公

元前 1800 年-公元前 1600 年）数学泥版所呈现的数学问题中，我们可以窥见垂径定理的相关应

用。 

大英博物馆所藏数学泥版 BM85194 上载有这样的问题：“已知圆周长为 60，弓形高为 2，

问弦长为多少？”[2]如图 1 所示，圆直径为 c，弓形高为 d，弦长为 a，古巴比伦人认为圆周是

直径的 3 倍，故 c=20，泥版给出计算公式为弦长
2 2a c b  =12，其中 2b c d  =16。显

然，古巴比伦人已掌握圆的轴对称性质，并且知道“过平行弦中点的直线过圆心且垂直于该组

平行弦”这一结论，故根据勾股定理可以求出弦长 a。泥版 BM85194 中另载有类似的问题：“已

知圆周长为 60，弦长为 12，问弓形高为多少？”[2] 

          

                 图 1 泥版 BM 85194 上的问题               图 2 泥版 TMS 1 上的问题     

此外，古巴比伦时期数学泥版 TMS 1 载有如下问题：“已知三角形三边分别为 50、50 和

60，求外接圆直径。”[3]如图 2 所示，设三角形顶点为 A、B、C，过点 A 做高线 AD，外心 O 在

AD 上。泥版上的解法相当于：由垂径定理可知，CD =
1
2

 CB = 30，由勾股定理知

2 2 2AD AC CD  ，故求得 AD=40，然后，在 Rt△OCD 中，再次利用勾股定理解得△ABC 的

外接圆半径 OC 为
125

4
。  

2.2 古希腊 

公元前 3 世纪，古希腊数学家欧几里得在《几何原本》第三卷给出如下命题：“如果在一
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个圆中，一条经过圆心的直线二等分一条不经过圆心的弦，则它们成直角；而且如果它们成直

角，则这直线二等分这一条弦。”[4]命题的后半部分就是我们今天所说的垂径定理的一部分，前

半部分在今天的教材中是作为垂径定理推论呈现的，它是垂径定理的逆命题。该命题与今天教

材中的表述略有不同，由“垂直”得到“平分”时，未提及垂直于弦的直径平分弦所对的两条

弧。 

欧几里得先证由“平分”到“垂直”：如图 3，已知直径 CD 等分不过圆心的弦 AB，在△

AEF 和△BEF 中，EA=EB，EF 为公共边，弦 AB 被点 F 平分，即 FA = FB，由《几何原本》卷

一命题 8（SSS 定理）可知，∠AFE=∠BFE，进一步，根据卷一定义 10（当两条直线相交所形

成的邻角彼此相等时，两直线垂直）可知 CD⊥AB[4]。 

 

图 3 《几何原本》中的垂径定理 

再证由“垂直”到“平分”：已知 CD⊥AB，在△AEF 和△BEF 中，EA=EB，根据卷一命

题 5（等腰三角形两底角相等）可得∠EAF=∠EBF，又因为∠AFE 和∠BFE 均为直角，EF 为

公共边，根据卷一命题 26（AAS 定理）可知 AF=BF[4]。 

欧几里得的证明严谨且简单，他分别运用 SSS 定理和 AAS 定理证明两个三角形全等得到

相应的垂直、平分关系，这种证明方法现在也被国内大部分的中学教材所采用。 

2.3 中国 

2.3.1 《九章算术》 

中国汉代数学典籍《九章算术》勾股章所载的“圆材埋壁”问题涉及垂径定理的相关知识，

原文为“今有圆材埋在壁中，不知大小。以锯锯之，深一寸，锯道长一尺。问径几何？答曰：

材径二尺六寸。术曰：半锯道自乘，如深寸而一，以深寸增之，即材径。”[5] 
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图 4 “圆材埋壁”问题                 图 5 刘徽的“割圆术” 

如图 4 所示，弦 AB 为锯道长，弓形 ACB 的高 CD 为锯深，欲求直径 CE 的长。《九章算术》

给出的解法是

21
2

AB
CE CD

CD

 
  
   ，还原其步骤可知

21
2

AB
DE

CD

 
  
  。因 AB⊥CE，由射影定理得

2AD DE
CD

 , 故有
1
2

AB AD 。可见，汉代数学家已熟悉垂径定理的结论了。 

2.3.2 刘徽的割圆术 

三国时期的数学家刘徽在为《九章算术》方田章“圆田术”注中，提出了“割圆术”作为

计算圆周长、面积、圆周率的基础。割圆术的要旨是用圆内接正多边形去逐步逼近圆，而在“割

圆”的过程中隐含着垂径定理的内容。 

如图 5，设圆 O 的半径为 R，圆内接正 n 边形的边长、面积分别为 an、Sn，圆内接正 2n 边

形的边长、面积分别为 a2n、S2n。已知 an，刘徽用以下公式求出 a2n和 S2n： 

2
2 2

2
2

1 1
2 2n n na a R R a

                    
， 

2
1
2n nS na R 。 

这样，从 n=6 开始，刘徽依次计算边数倍增的圆内接正多边形的边长和面积[6]。上述两个

公式都建立在垂径定理的基础之上，可见，刘徽对于该定理的结论是了然于心的。 

2.4 古印度 

公元 6 世纪，古印度数学家阿耶波多（Aryabhata, 476-550）在其《天文历算书》中给出圆

的弦、矢与直径三个量之间的关系[7]。如图 6，圆 O 内有直径 CD = d、弦 AB = a，矢 CE = s，

阿耶波多的结果是 
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图 6 弦、矢、直径之间的关系 

2

( )
2
a s d s

 
    
 

                                （1） 

12 世纪，婆什迦罗（Bhaskara, 1114-1193）在《莉拉沃蒂》中在阿耶波多的基础上进一步给

出了“矢弦法则”：“取弦直径和与差之积的平方根，从直径中减之，折半，则为矢也。直径

减去矢，乘以矢，取平方根，二倍之，则为弦也。半弦之平方除以矢，加矢则为直径之大小也。

往昔之师关于圆之法如是说。”[8] 

婆什迦罗所说的“往昔之师”就是阿耶波多。如图 6，根据垂径定理，当 CD ⊥ AB 时，EA 

= EB。联结 AD、OA、AC，在 Rt△ACD 中，由射影定理易得阿耶波多的关系式（1），即 

 2a s d s  ， 

又由（1）可得 

2 1
2
ad s

s
 
    
 

， 

在 Rt△OAE 中，由勾股定理易得， 

2 2 2

2 2 2
d a d s

     
            
     

 

故得： 

 1 ( )( )
2

s d d a d a    。 

2.5 近代欧洲 

17 世纪，法国数学家巴蒂（I. G. Pardies, 1636-1673）在其《几何基础》（图 7）中将垂径定

理表述成“弦 bc 被经过圆心 a 的垂线 ad 所平分”。在证明定理之后，巴蒂补充了结论“弧 bc
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也被平分”[9]。巴蒂的《几何基础》由法国来华天主教传教士译成满文和汉文，汉文后被收入康

熙皇帝主编的《数理精蕴》（图 8）中。因此，作为一个几何定理，垂径定理在清初传入中国。 

           
图 7 巴蒂《几何基础》（1673 年）书影 

1741 年，法国数学家克莱罗（A. C. Clairaut, 1713-1765）在《几何基础》（图 9）第三卷命

题 24 中给出垂径定理：“如果两条线段彼此垂直，并且其中一条线段是圆的直径，那么另一 

 
图 8 《数理精蕴》上编卷二书影 
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条线段将被平分。”[10]克莱罗仅仅叙述了垂径定理由“垂直”到“平分”的部分，而且只有“弦”

被平分，没有“弧”被平分，仅陈述定理内容，没有给出具体的证明，不涉及定理应用。 

         

图 9 克莱罗《几何基础》（1741 年）书影 

1794 年，法国数学家勒让德（A. M. Legendre, 1752-1833）出版《几何基础》。此书出版后，

取代了欧几里得的《几何原本》作为几何教科书的地位，产生了深远的影响。书中给出并证明

了垂径定理：“垂直于弦的半径平分弦，并且平分弦所对的两条弧。”[11]与欧几里得和克莱罗

不同的是，勒让德在命题中增加了“半径平分弧”的结论，首次使垂径定理具有我们在今日教

科书中所看到的完整形式。 

     

图 10 勒让德《几何基础》中的垂径定理 

勒让德先证明命题“任何不在线段中垂线上的点到线段两端点的距离不相等”，将该命题

记为命题①。如图 10 所示，已知直线 l 为线段 EF 的中垂线，取 l 外任意一点 M，联结 ME、

MF，ME 与直线 l 交于点 P，联结 PF，在△MPF 中，MF < MP + PF，又因为 MP + PF = MP + 

PE = ME，所以 MF < ME。同理，当点 M 在直线 l 另一侧时，可得 MF > ME，即线段 EF 的中
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垂线外任意一点到 E、F 两点的距离不相等[11]。 

接着，勒让德利用命题①来证明垂径定理[11]：如图 10，在圆 C 中，半径 CG⊥AB，联结 CA、

CB，因为 CA = CB，所以点 C 在 AB 的垂直平分线上，即 AD = DB。可以合理推测这一步骤的

证明，勒让德的依据是命题①的逆否命题“到线段两端距离相等的点在线段的中垂线上”。再

联结 GA、GB，显然点 G 在 AB 的中垂线上，所以 GA=GB，根据“等弦对等弧”可知 GA GB= 。 

2.6 20 世纪的美国 

20 世纪，美国众多几何教科书都呈现了垂径定理。美国著名数学史家史密斯（D. E. Smith, 

1860-1944）十分强调几何定理的应用价值，他认为，只把应用题作为教材附加的内容提供给学

生，不会吸引学生的学习兴趣，如果教师能结合实际，考虑学生的学习背景、生活环境，设置

一系列习题，使这些题目难度逐渐递增，能够考察学生不同方面的程度的几何知识，那么这样

的习题将会对学生的几何学习产生较大的帮助。 

史密斯在其教师培训教材《几何教学》中不仅论述了垂径定理的完整内容，还讨论了定理

在生活实践中的重要作用：在工程、建筑、测量等领域，垂径定理可以帮助工程师确定任何一

段圆弧的圆心位置。假如一位土木工程师想要确定一条曲线（如跑道、铁路或公园里的小路）

的圆心，他可以任取弧上的两条不平行的弦，然后作它们的中垂线，那么两条中垂线的交点就

是圆心所在位置。史密斯设计了以下由易至难的 3 个问题[12]。 

问题 1 如图 11，城镇中有两条马路 AP 和 BQ，为两条马路的连接部分设计一个弧形弯角。 

       
   图 11 弯道设计问题之一          图 12 弯道设计问题之二         图 13 弯道设计问题之三 

问题 2 如图 12，为两条不同宽度的马路设计连接的弧形弯角。 

问题 3 如图 13，需要在 G 处的大门和 P 处的车库之间修一条弧形车道，要求车道避开 R

处的大石块。 
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从圆外一点引出两条切线，则圆心在两条切线所成夹角的角平分线上，问题 1-2 的解决需

要用到这个性质，其中隐含了垂径定理。在问题 1 中，延长 AP、BQ 形成∠PCQ，作∠PCQ 的

角平分线 l1，然后过点 P 作 AP 的垂线 l2，根据切线的性质可知，圆心在垂线上 l2，则 l1与 l2 的

交点即为圆心 O 所在位置。问题 2 在问题 1 的基础上增加了难度，此时两段圆弧的圆心是不同

的。史密斯认为与此类似的题目有很多，教师应当注意不要设置太多同类型的题目，而应注意

变换题目难度，以保证题目能考查学生对不同知识点的掌握情况[12]。问题 3 涉及“三点共圆”这

一知识点，可以让学生了解到，平面上任何不共线的三个点都可以确定一个圆，解决这类真实

情境下问题有助于学生对该知识点的理解，同时也能加深他们的记忆。 

3 结论与启示 

通过不同时期不同地区数学文献的考察，我们可以勾勒出垂径定理的历史发展脉络。古代

两河流域的数学泥版经历岁月长河的洗涤，向我们展现了古巴比伦人的智慧水平，他们已经知

道了垂直于弦的直径与弦的几何关系；中国数学典籍《九章算术》中的“圆材埋壁”问题以及

刘徽的“割圆术”等都隐含了垂径定理的结论；中世纪印度数学名著《莉拉沃蒂》中的“矢弦

法则”与垂径定理息息相关。因此，在欧几里得之前，尽管古代东方数学家从未用文字明确表

述过垂径定理，但定理的结论却已为他们所熟知。欧几里得在《几何原本》中最早明确提出垂

径定理及其逆命题，让垂径定理登上了初等几何学的历史舞台。17-18 世纪，法国数学家巴蒂、

克莱罗、勒让德分别在各自的几何教科书给出了垂径定理，勒让德《几何基础》丰富了垂径定

理的内容，使之有了我们今天十分熟悉的完整形式。到了 20 世纪，人们开始关注垂径定理在现

实生活中的应用。美国数学家史密斯在《几何教学》中呈现了丰富有趣的与定理相关的应用题。 

数学史是一个宝藏，纵观垂径定理的历史，我们可以从中获得以下启示。 

一是知识之谐。垂径定理绝对不是数学家拍脑袋的产物，在它被作为定理提出之前，已经

在历史长河中经历了漫长的积淀，人们首先在生产生活中使用它，再对其进行提炼、组织使之

形成一个定理。教师在教学中可以从古巴比伦泥版上的数学问题出发，自然而然引出垂径定理，

让学生明白定理不是从天而降的。 

二是探究之乐。弗赖登塔尔认为学习数学唯一正确的方法就是“再创造”，也就是由学生

本人把要学的东西自己去发现和创造出来[13]。教师在教学过程中应该强调学生在“做中学”，
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从解决实际问题出发，引导学生进行自主探究，发现直径与弦的几何关系，从中感受数学学习

的探究之乐。 

三是能力之助。垂径定理的发展与形成和其他平面几何知识紧密联系，对学生直观想象、

逻辑推理等素养的培养至关重要。古巴比伦人根据等腰三角形的性质，探究圆的直径与弦的关

系，教师讲述这段历史有利于学生感受平面几何知识的内在逻辑，促进学生学习迁移的发生。 

四是文化之魅。生活在古巴比伦、古希腊、古印度、古中国、近代西方国家的人们，虽然

身处不同国度，拥有不同文明，语言系统大相径庭，但都在垂径定理这同一课题上做出了成就

和贡献，从垂径定理的悠久历史中，学生可以感悟到数学文化的多元性。 

五是德育之效。史密斯在《几何教学》中呈现的具有现实社会情境的问题体现了数学的社

会角色，可以作为教师教学的素材，有助于增强学生的社会意识。垂径定理从萌芽到成熟，经

历了漫长的过程，数学家们锲而不舍的精神，以及数学曲折的发展过程，有利于培养学生实事

求是、坚持真理的求是态度。学生了解了历史的来龙去脉，也会对数学增添一份喜爱，潜移默

化之中德育之效已然落实。 
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美英早期三角学教科书中的数学文化 ∗ 

彭思维 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引 言 

三角学是高中数学非常重要的一部分，具有广泛的应用与丰富的价值。高中必修教材人教

A 版（2019）中三角学的内容主要集中在必修一和必修二，介绍了三角函数、三角恒等变换和

解三角形。现有的研究大多集中在对解三角形和三角函数的教学以及解题研究上。《普通高中数

学课程标准》（2017 年版）（以下简称《课标》）在教学建议中要求：“在整个数学教学中，教师

应当有意识地结合相应的教学内容，引导学生了解数学的发展，认识数学在科学技术、社会发

展中的作用，体会数学的科学价值、应用价值和文化价值，提升学生的科学精神、应用意识和

文化素养。”[1] 《课标》在课程结构中明确要求“把数学文化融入课程内容中”。 

另一方面，随着 HPM 视角下的一系列课例研究的开展和一系列课例文章的发表，越来越多

的教师开始关注 HPM 的教学理念，并希望在教学实践中将数学史融入课堂教学。在三角学方

面，已有的课例涉及正、余弦定理[2]、两角和与差的正、余弦公式[3]，但这些课例主要关注历史

上丰富多彩的定理证明或公式推导方法，而在呈现三角学的科学价值、应用价值和文化价值方

面还有很大的改善空间。究其原因，HPM 专业学习共同体关于三角学的数学文化还缺乏深入的

历史研究。 

鉴于此，我们就数学文化这一主题，对美英早期三角学教科书进行研究，主要聚焦以下问

题：早期三角学教科书呈现了哪些三角学的数学文化内容？这些内容对于今日三角学教学有何

启示？ 

2 研究方法 

                                                        
∗ “上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目“数学课程与教学中落实立

德树人根本任务的研究”（A8）系列论文之一。 
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2.1 研究对象 

笔者详细阅读有关数据库中出版于 1800-1955 年间的美国和英国三角学教科书的序言和正

文引言部分，从中筛选出涉及较多三角学文化内涵的教科书作为研究对象，再根据每本书的目

录阅读数学文化在教科书中的具体体现。对于同一作者且内容相同的教科书，视为同一种，最

终确定 104 种，若以 40 年一个时间段，则 104 种三角学教科书的分布情况如图 1 所示。 

 

图 1 教科书出版年份及出版国家分布情况 

2.2 分类框架 

《课标》指出：数学文化是指数学的思想、精神、语言、方法、观点，以及它们的形成和

发展，还包括数学在人类生活、科学技术、社会发展中的贡献和意义，以及与数学相关的人文

活动。[1]结合《课标》提出的课程目标以及数学文化的内涵，文献[4]建立了“基于数学史的数学

文化内涵”分类框架，包含知识源流、学科联系、社会角色、审美娱乐、多元文化五个维度。

其中“知识源流”是指某个知识点的历史发展过程以及相关的人物、事件、思想等；“学科联系”

指的是数学与其他学科之间的关联；“社会角色”指的是数学对人类文明进步、社会发展所起的

重要作用；“审美娱乐”指的是数学美与趣味数学；“多元文化”指的是不同文明、不同地域在

同一数学课题上的成就和贡献。本文基于上述框架，对早期三角教科书的数学文化及相关实例

进行分类，以期为未来 HPM 视角下的三角学教学提供素材和启示。 

2.3 统计方法 

确定分类框架后，笔者运用文本分析法对 104 种教科书的序言、引言部分以及正文相关部

分进行研究，提炼出关于三角学数学文化的内容，根据分类框架对其进行分类。教科书所涉及

的数学文化内涵可分成知识源流、学科联系、社会角色和多元文化四类。104 本书均有学科联系
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和社会角色的体现，但只有少数涉及知识源流和多元文化，几乎没有教科书含有审美娱乐类的

素材。 

3 数学文化内容分析 

3.1 知识源流 

Perlin（1955）等追溯了三角学的历史和“三角学”一词的辞源。三角学的历史可以追溯到

古巴比伦时，以度、分、秒为单位的现代度量就从古巴比伦而来。三角学的英文名 Trigonometry

由德国数学家毕蒂克斯（B. Pitiscus, 1561-1613）于 1595 年首创，由希腊文“trigono”（三角）

和“metrein”（测量）组合而成，原意为三角形的测量。 [5] 

Rider 和 Davis（1923）将三角学的历史分成萌芽期、独立期和成熟期。在萌芽期，三角学

只是天文学的一种计算工具，并没有自己独立的理论体系。公元前 2 世纪，古希腊数学家和天

文学家希帕克斯被认为是三角学的创始人，他制作的弦表不仅用于天文计算，也用于平面三角

形的求解；公元 1-2 世纪，梅涅劳斯（Menelaus）、托勒密（C. Ptolemy）等为三角学早期的发展

做出了贡献。在独立期，德国数学家雷吉奥蒙塔努斯（Regiomontanus, 1436-1476）著《论各种

三角形》，标志着三角学作为一门独立学科的开端。[7]在该时期，人们引入了几种新的三角函数，

建立平面与球面三角的若干公式，制作了许多三角函数表。在成熟期，欧拉（L. Euler, 1707-1783）

明确了三角函数值是数值，三角函数作为一种初等超越函数登上了数学历史舞台。法国数学家

棣莫弗（A. De Movive, 1667-1754）将三角学用于复数研究；瑞士数学家兰伯特（A. Lambert, 

1728-1777）研究了双曲函数；法国数学家傅里叶（J. Fourier, 1768-1830）引入了傅里叶级数；

挪威数学家阿贝尔（N. H. Abel, 1802-1829）和 19 世纪的其他数学家研究了椭圆函数。Rider 和

Davis 断言：“这门学科会继续发展壮大，没有人能预测它会有什么样的结果。”[6] 

早期教科书在推导或证明和差角公式、正弦定理和余弦定理时，运用了历史上数学家的方

法，部分教科书还说明了这些方法的来源，见表 1。 

3.1.1 和差角公式 

绝大多数教科书都采用帕普斯模型来推导两角和差公式，但并未提到它的起源。一些教科

书利用了托勒密定理、正弦定理、两点之间的距离公式和构造辅助直径等方法，但只有少数教
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科书交代了方法的来源。 

表 1 早期教科书中基本公式定理的证明方法的来源 

定理或公式 证明方法 方法的作者 教科书 

两角和差公式 

单位圆模型 

托勒密定理 

克雷斯韦尔 

托勒密 
Woodhouse（1819） 

两点间的距离公式 萨吕斯 Young（1833） 

两点间的距离公式 麦克沙恩 Perlin（1955） 

帕普斯模型 罗马努斯、毕蒂克斯 Murray（1908） 

正弦定理 外接圆 韦达 Rider & Davies（1923） 

余弦定理 欧几里得的几何命题 欧几里得 

Woodhouse（1819）

Todhunter（1866） 

Nixon（1892） 

Woodhouse（1819）引用数学史家的观点称，利用托勒密定理可以自然且简单地得到两角和

差公式，只需将弦长化为正弦即可[8]。书中还引用 19 世纪英国数学家克雷斯韦尔（D.Cresswell, 

1776-1844）的方法：如图 2，在单位圆 O 中，由 AC = AF + FC 即得和角公式。[8] 

     
图 2 克雷斯韦尔的推导方法                图 3 萨吕的方法 

Young（1833）认为，关于和角公式的推导，最简单的方法是 19 世纪法国数学家萨吕（P. F. 

Sarrus, 1789-1866）的两点间距离公式法[9]。如图 3，在单位圆中构造 AOB α∠ = 、 AOC β∠ = ，

则 

( ) ( ) ( )2 22 2 cos cos sin sinBC Chord α β α β α β= − = − + −  

A

O

B

F
C

2β

β

2α

2α

y

x

C(cosβ,sinβ)B(cosα,sinα)

O A(1,0)
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即 

             ( ) ( )2 2 2 cos cos sin sinChord α β α β α β− = − +            （1） 

令 0β = ，得 

                          2 2 2cosChord α α= − ，                        （2） 

将公式（2）中α β− 代替α ，可得 

( ) ( )2 2 2cosChord α β α β− = − −                     （3） 

再由公式（1）和（3）得： ( )cos cos cos sin sinα β α β α β− = + 。 

Perlin（1955）给出了美国数学家麦克沙恩（E. J. McShan, 1904-1989）于 1941 年发表在《美

国数学月刊》上的方法[6]。如图 4，在单位圆 O 中构造 AOB α∠ = 、 AOC β∠ = ，将∆BOC 沿

顺时针旋转，使得 OA 与 OC 重合，OB 与 OD 重合，由 AD = CB，利用两点间的距离公式可以

推导出两角差的余弦公式。 

        

                图 4 麦克沙恩的方法                        图 5 韦达的外接圆法 

关于三角学的两角和差公式，Murray（1908）认为，荷兰数学家罗马努斯（A. Romanus, 1561-

1625）是第一个证明两角和的正弦公式的数学家，德国数学家毕蒂克斯在《三角学》中推导了

另三个公式[9]。实际上，在早期教科书中，还有很多的精彩推导方法，但除了距离公式法外，其

他方法大多局限于锐角或钝角的情形，需要借助诱导公式进一步讨论。因此，20 世纪 50 年代

之后，距离公式法逐渐受到人们的青睐，其他方法则逐渐淡出人们的视野。 

y

x

D(cos(α-β),sin(α-β))

C(cosβ,sinβ)
B(cosα,sinα)

O A(1,0)

D

O
EF
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B C
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3.1.2 正弦定理和余弦定理 

绝大多数教科书都采用直角三角形法证明正弦定理，采用欧几里得的几何命题证明余弦定

理。少数教科书将韦达的外接圆法作为正弦定理的第二种证明方法，或直接采用解析几何法证

明。还有个别教科书采用托勒密定理、射影定理等证明余弦定理。从表 1 可见，只有极少数教

科书介绍证明方法的来源。Rider 和 Davies（1923）指出：“第一个明确陈述和证明正弦定理的

人是波斯数学家纳绥尔丁（Nasir-Eddin, 1201-1274），他也是第一个把三角学从天文学中分离出

来的人。”[6] 

韦达的外接圆法[13]如图 5 所示。从∆ABC 的外心 O 向三边作垂线，垂足分别为 D、E 和 F，

则∠ACB=∠AOE，∠ABC =∠AOE，∠ACB = ∠AOF。再用上述角度将 a、b 和 c 表示出来可以得

到 

: sin : sin : sina BAC b ABC c ACB∠ = ∠ = ∠ 。 

关于余弦定理的证明，绝大多数教科书都采用了欧几里得的方法，但只有少数几本书提及

证明方法的来源。除此之外，Wilczynski（1914）指出，已知三角形三边求角的问题早已为托勒

密所解决，但今人所看到的三角形式的余弦定理最早由韦达明确给出[12]。 

3.2 学科关联 

很多教科书都在引言或正文开篇部分强调三角学在天文学、物理学、地理学等其他学科领

域的广泛应用。Day（1848）指出：“很少有数学分支比三角学更重要，应用更广泛了。通过它，

军舰在海上按自己的路径游弋；地理学家测定各地的经纬度、各国的幅员和地理位置、山高、

河道等等；天文学家计算天体的远近与大小，预测日、月食，度量恒星的光的运行（距离）。”[13]

由此可见，三角学与天文学、物理学、地理学等科学的发展密切相关。 

3.2.1 三角学与天文学 

三角学源于天文学。Emerson（1749）断言：“没有三角学，Urania（掌管天文的缪斯女神）

的儿子们将丢弃它们的工具、书和表，人们将对这个美丽的世界一无所知。” [14] 利用三角学，

我们可以解决某个时刻行星到地球的距离、从而预测日、月食等问题。 

如图 6 所示，在同一经线上的两个天文台 N 和 N′，P 为行星，测出∠ZNP 和∠Z′N′P。CN 和

CN′为地球半径，NN ′已知，则可求得∠NCN′，进而可求出∠CNN′和∠CN′N。在∆CNN′中，已知
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CN 、∠CNN′和∠CN′N，可求得 NN′。在∆PNN′中，由∠PNN′、∠PN′N 和 NN′ 可得 PN 和 PN′；

最后在∆PNC 中，可以解出 PC，即为行星到地球的距离。 

           

               图 6 行星到地球的距离               图 7 不同地方经度相差1的距离差 

3.2.2 三角学与物理学 

Airy（1855）（图 8）指出：“说起数学在物理上的应用，没有哪个分支比三角学更重要了。

它是我们最大程度地将算术计算之精确性与几何作图之准确性相结合的纽带。没有它，前者不

可能用于物理学；而后者的误差也只能依靠几何学家的技巧。用数值计算代替作图，我们可以

获得任意想要的精确结果。迄今为止，三角学的每一次进步都伴随着物理学各分支的进步。”[15] 

       
图 8 艾里《三角学专论》（1855）书影 
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三角学是各种周期现象的基础，而物体的振动就是一种周期现象。众所周知，最基本、最

简单的振动是简谐振动，其中质点的位移与时间之间的关系满足函数 sin( )y A xω ϕ= + 的规律，

函数 sin( )y A xω ϕ= + 的图像称为简谐曲线。利用三角学相关知识，可以分析物体振动时在不

同时刻所处的位置、物体离开平衡位置后能运动的最大距离、物体的振动快慢等问题。[12] 

许多不同的简谐曲线可以合成单一的一般简谐曲线，正如声音的数学模型一样。我们平常

听到的声音大多是由纯音合成的复合音，纯音的数学模型是函数 siny A tω= 。反过来，如果给

定的一条曲线具有周期性，那么它能否由若干条简谐曲线组合而形成？Wilczynski（1914）认为：

“如果可以，那么问题就转变为寻求一般简谐曲线的分量，解决这一问题的过程被称为调和分

析，这不仅在纯数学和应用数学的分支中具有重要的意义，还在物理学中占有重要地位。”[12] 

Wylie（1955）也指出：“在处理诸如力和速度之类的东西时，经常需要使用三角函数来根

据其他给部分找到某个未知部分。但比这更重要的是在波运动和一般周期性现象的研究中使用

三角学。分析交流电路、音乐音调和商业周期，在每种情况下都需要广泛使用三角函数。”[16] 

3.2.3 三角学与地理学 

Jaki（1966）指出：“三角学这门学科，在某种意义下就像是望远镜的前身。它把遥远的物

体拉近到可测量的范围，并且首次使得人类能够用一种定量的方式去了解遥不可及的天空。”[17]

三角学与地理学的关联主要体现在测量上，测定各地的经纬度、各国的幅员和地理位置、山高、

河道等。早期三角学教科书涉及地球上不同地点的经度和纬度、海岸和大地的测量。 

（1）地球不同地方经度相差1的距离差 

如图 7 所示，NESQ 为地球的经线，EQ 是地球的直径，EL 是美国安阿伯（Ann Arbor）城

市的纬度 42°16′48.3″，在 L 处 1°的经度是以 LD 为半径的整个圆周的
1

360
。已知地半径 CL 为

3957 英里。那么在 Rt∆ LCD 中，我们有∠CLD = ∠ELC = 42°16′48.3″，CL=3957 英里。 

因此， cos 42 16 '48.3'' 2927.6LD CL= × = 英里，纬度为 42°16′48.3″的经线中，每隔 1°相

当于隔了 51.1 英里，这会造成 4 分钟左右的时差。[18] 

（2）大地和海岸的测量 

Durell（1910）[19]介绍了古人测量大地和海岸的方法。主要步骤如下： 

1）首先选取一条方便测量的基线，基线长度至少为 4 英里或 5 英里长（图 9），测量基线
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长度时要确保其足够精确，尽量减小误差。 

2）选择一个方便的 P 点，并测量∠PAB 和∠PBA，并在∆PAB 中计算 PA、PB。 

3）选择另一点 Q，测量∠QBP 和∠QPB，计算 PQ 和 QB。 

4）按同样的方式从一点到另一点，直到便于测量的点 R，测出 RC、RD，计算 CD 的长度。 

5）对 CD 进行仔细的测量，并将计算出的 CD 与测量结果进行比较。最后测量 CD，是为

了测试所有中间步骤的准确性。通过把这些方法，可以进行足够远距离的测量，可以测量出地

球大圆周长，并由此计算出地球的半径或直径。 

 

图 9 测量大地和海岸 

3.3 社会角色 

三角学在现实生活、航海、军事等领域都有广泛应用。Hart（1942）作了如下总结：“三角

学是工程与物理学领域的重要工具。特别地，航海与测量研究需要三角学。在战争中，三角学

在舰船的航行和飞机的飞行上，在陆地与海上炮火的定向上，在飞机轰炸理论上，在培训陆军

和海军某些部门军官和专家的理论指导上，都是头等重要的。在工业上，不仅仅是工程师，还

有各类技术工人，都会发现三角学有用。该学科的理论方面在纯数学以及许多应用领域中都是

不可或缺的。”[20] 

三角学可以测量可到达或不可到达物体的高度、在战争中确定敌方的位置和距离、帮助水

手画航线等。由于测量可到达或不可到达物体的高度在现有的教科书中比较常见，所以接下来

只对军事中确定敌方的位置、水手在海上航行举例说明。 

3.3.1 确定敌方位置 

Todhunter（1866）（图 10）指出：“有时需要知道某个站点与某些可到达物体之间的距离；

通过一张好的地图，可以确定三个主要物体之间的距离，然后通过观察角度并通过计算，可以

确定一个站点到这些物体的距离。该问题对于军事和其他的目的具有实际意义。”[21]此问题即为：

在同一平面上给出三点的位置，确定相对于给定点的其他点的位置。在平面中，已知 A、B、C  

P

Q

B D

CA
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图 10  托德亨特《三角学入门》书影 

三点的位置，以及∠ASC、∠CSB、∠ASB，请确定 S 点的位置，并计算 SA、SB 和 SC。 

A、B、C 三点若在同一条直线上，以及 S 与其中两点在同一条直线上比较容易确定 S 的位

置，接下来主要以 S 与 A、B、C 三点所构成图形的外部为例来说明如何确定 S 点的位置。 

方法一：如图 11，作 EBA ASC∠ = ∠ ， EAB BSE∠ = ∠ ，通过 A、B、E 三点作圆。连接 EC

并延长，与圆交于另一点，这个点即为 S。在∆ABC 中，已知三边，可求出∠BAC；在∆AEB 中，

已知∠EBA，∠EAB，AB，可求出 AE、BE；在∆AEC 中，已知 AC、AE 和∠EAC = ∠BAE− ∠BAC， 

          

图 11 确定位置的方法一                       图 12 确定位置的方法二 
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可求出∠AEC；在∆AES 中，已知∠AES，∠ASE 和 AE，可得出 AS。同理在∆AES 中可得 BS；在

∆ACS 中可得 CS。 

方法二：如图 12，已知∠ASC = α，则∆ASC 的外接圆 D ，AC 所对的圆心角∠ADC = 2α，

则可求出 180 2
2

CAD ACD α−
∠ = ∠ =



，由此可作出∠CAD 和∠ACD，且相交于点 D。以 D 为圆

心，AD 为半径画圆；同理，可以找到以 BC 为弦的圆心 E，以 E 为圆心，EB 为半径画圆，交

点（除去点 C）即为要找的点 S。 

3.3.2 在航海上的应用 

三角学在航海有很重要的作用，水手们可以利用航海指南针帮助确定航向，利用每次航行

的航向确定自己的航线，所在的经纬度等。航海问题主要分为平面航行（plane navagation）、曲

线航行(traverse navagation)、同纬度航行（parrallel sailing）、中纬度航行（middle latitude sailing ）、

墨卡托航行（Mercator’s sailing）等[22]。 

如图 13，当航海家从 A 航行到 B 时，AB 称为为航行的距离。作 AC ⊥ BC，AC 为航行的纬

度差（latitude），BC 为航行的东西距离(departure)。当航行的距离足够小时，可以忽略地球的曲

率，看成如图 12 所示的直角三角形来计算航行的纬度差和东西距离 : cosAC AB A= 、

sinBC BC A= ；当距离很大时，如图 14，我们可以将 AB 分成很多小段，每一小段都可以用图

12 的情况来计算，也会有 cosAC AB A= 、 sinBC BC A= 。 

           

图 13 平面航行                            图 13 曲线航行 

曲线航行是指将一艘船的几条连续航线减少到一条；也就是说，通过在多个连续的轨道上

航行，找到通向该船实际到达的地点的最短轨道。根据每次航行的航向与距离，利用平面航行

的原理，可以找到起点和终点的最短航道。同纬度航行是指船在同一纬度航行，只向东或向西

航行，这与计算地球不同纬度圈上经度 1°相差的距离差类似。此外，还有中纬度航行、墨卡托

航行等航行的测量方式，是对不同纬度航行精度的改进。 
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3.4 多元文化 

数学史上，不同文明，不同地域，不同时空的数学家们都对三角学有贡献，如问题的提出、

公式的推导、定理的证明等，这些都是人类数学史上宝贵的财富。 

3.4.1 弦表的制作 

古希腊的三角学创始人希帕克斯、梅涅劳斯制作了弦表，但是没有流传下来。托勒密在固

定半径的圆内，做了一个和现今三角函数表相仿的“弦表”。古印度数学家阿耶波多（Āryabhaṭa, 

476-550）利用弧的正弦制作了弦表，默认了曲线与直线可以用同一度量单位，孕育着弧度制的

思想。中亚细亚地区的阿尔—巴坦尼（Al-Battani, 850-929）制作了余切表。后来，雷吉奥蒙塔

努斯用 710R = ，雷提克斯（Rhetinus, 1514-1574）用 1510R = 制作弦表，弦表越来越精确。[23][24] 

3.4.2 公式的推导 

两角和与差的三角公式推导的背后，有许多数学家孜孜以求，不断创用新的推导方法。阿

拉伯数学家阿布-韦发（Abu'l-Wafa, 940-998）借助单位圆，法国数学家萨吕用两点间的距离公

式、英国数学家伍德豪斯借助余弦定理、瑞士-美国数学家哈勒斯构造相似三角形和意大利数学

家卡尼奥采用正弦定理等推导两角和差公式。[25] 

3.43 定理的证明 

正弦定理、余弦定理的证明也是精彩纷呈。早在 13 世纪，阿拉伯数学家纳绥尔丁用同径法

证明了正弦定理。15 世纪，德国数学家雷吉奥蒙塔努斯简化纳绥尔丁的证明方法。后来，中国

数学家梅文鼎、英国数学家辛普森对雷吉奥蒙塔努斯的方法进一步简化。而英国数学家哈里斯

采用直角三角形、法国数学家韦达采用单位圆等证明正弦定理[26]。余弦定理也是如此，法国数

学家韦达、荷兰数学家斯内尔、英国数学家扬等人也都给出了不同的证明方法。虽然早期教科

书中呈现给了我们各种各样的方法，但对这些证明方法背后的数学文化却很少体现。 

4 结 语 

融入数学史的数学文化内涵的四个维度——知识源流、学科联系、社会角色、多元文化在

教科书中都有体现。所有教科书都将重点放在了知识源流、学科联系和社会角色上，尤其是在

学科联系上体现的很好，但对多元文化和审美娱乐涉及的比较少，尤其是审美娱乐，教科书几

乎没有这方面的内容。那么如何用数学文化引导学生认识三角学的价值、发展学生的素养，我
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们还有如下的地方需要努力： 

（1）适当增加三角学的“学科联系”与“社会角色”教学，提升学生的科学精神和应用意

识。从已有研究来看，对三角学的教学重点放在理论分析上，对于三角学的科学价值和应用价

值认识比较少。早期三角学教科书中很多应用的素材进行适当改编后，可以用在课堂中，让学

生感受到三角学作为一门工具，应用在其他学科中的科学价值。 

（2）深入开发三角学“审美娱乐”与“多元文化”的数学文化素材，提升学生的文化素养。

从已有的素材来看，三角学在这两方面的内容还不够丰富，对提升学生的文化素养也远远不够。

因此，需要我们进一步再数学史文献中挖掘数学文化的素材，呈现数学史的“文化之魅”，达

到“德育之效”。 

（3）充分利用“知识源流”，引导学生了解数学的发展，培养创新精神。三角学历史中有

很多数学家从不同的角度、用不同的方法对公式和定理进行推导，随着时间的发展，慢慢的才

形成单一的证明方法。根据学情，利用这些不同的方法，可以让学生了解数学的发展，从多角

度思考问题，培养学生的创新精神。 
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教学实践 

HPM 视角下的“轨迹”课例研究 ∗ 

张佳淳，汪晓勤 

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062） 

1 引 言 

数学史与数学教育之间的关系（HPM）是数学教育的一个研究领域，而实践研究是该领域

的重要方向之一。近年来，国内 HPM 实践研究的主要方式是基于专业学习共同体的课例研究。

随着一系列 HPM 课例的相继发表，越来越多的中学一线教师开始关注 HPM。他们希望了解

HPM 课例的形成过程，从中学习课例研究的方法，并用以指导自己的教学实践。 

HPM 课例研究包含“聚焦与准备”、“研讨与设计”、“实施与反馈”、“整理与写作”四个环

节，其意义在于： 

• 完善 HPM 专业学习共同体成员的面向教学的数学知识（MKT）； 

• 促进 HPM 专业学习共同体成员对数学史教育价值的理解； 

• 提高 HPM 专业学习共同体成员利用数学史进行教学设计的能力； 

• 为高校研究者提供教育实证研究的机会； 

• 夯实 HPM 有关理论，包括数学史选材原则、运用方式、教育价值等。 

轨迹是初中几何的重要概念之一，也是教学难点之一。学生感到概念抽象难懂，教师不理

解概念的教学意义。轨迹概念教学实践中有诸多需要解决的问题，例如：为什么要学习轨迹？

初中数学中涉及的轨迹与平面几何的一些定理有何关联？初中数学中涉及的轨迹和高中数学中

的典型轨迹（如圆锥曲线）有何关联？还有哪些轨迹问题适合于初中课堂教学？要解决这些问

题，就需要追溯轨迹的历史，从历史中获得教学的启示。 

另一方面，尽管 HPM 专业学习共同体相继开发了一系列初中平面几何课例，如“三角形的

                                                        
∗ “上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目“数学课程与教学中落实立

德树人根本任务的研究”（A8）系列论文之一。 
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内角和”、“三角形的中位线”、“等腰三角形的性质”、“演绎证明”等等[1]，但初中数学教师十分

关注的“轨迹”课例至今仍然付之阙如。 

有鉴于此，依托上海数学教育教学研究基地的 HPM 工作室，针对初中“轨迹”概念开展了

较为深入的课例研究。本文追踪并整理初中“轨迹”课例的形成过程，以呈现其中的研究方法、

实施流程、研究结果、教学理念、教研规律等，具体探讨三个问题：HPM 视角下的轨迹课例是

如何形成的？课例研究对执教者的专业发展有何影响？课例形成的过程为轨迹的教与学以及

HPM 视角下的数学课例研究带来哪些启示？ 

2 聚焦与准备 

2.1 问题聚焦 

课例研究课题的确定采用“双向选择”的方式，先由高校研究者在每学期期末时段，根据

下学期的教学内容给出多个主题，再由执教者基于自身经验进行选择，以保证课例的研究能贴

近其自身实践基础。确定课题后，执教者提出对数学史料的需求，由 HPM 高校研究人员搜集史

料，执教者精心设计教学过程，HPM 专业学习共同体成员一同研讨，执教者再反复调整教学设

计并实施教学。 

本文“轨迹”课例的执教者表示，这一课题在上学期已有过授课经验，但教学效果不佳，

所以在高校研究者给出主题后，毫不犹豫报名了此课题。课题的准备还要从“教学合一”的角

度出发，不仅考察教学中的实践难题，而且考察学生的认知障碍，以求贴近学生最近发展区。

执教者表示，轨迹的思想、运动的观点和从有限个点中想象无数个点的思维是这节课的学习障

碍和教学难点。所以，执教者希望通过将数学史融入课堂教学，能帮助突破以上难点。 

据此，针对轨迹概念的教学，最终确定此次课例研究聚焦于解决以下问题： 

（1）轨迹概念诞生的历史动因是什么？今天为什么要学习轨迹概念？ 

（2）除圆、垂直平分线、角平分线三个基本轨迹之外，教学中还可以解决哪些轨迹？  

（3）如何在轨迹的教学中体现数学史的多元教育价值？ 

2.2 史料搜集 

古希腊辩士学派的希皮亚斯（Hippias）利用点的运动发明了一种新的曲线——割圆曲线，

这正是轨迹的思想。如图 1，令正方形 ABCD 的边 BC 匀速下移，同时边 AB 顺时针匀速旋转，
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两边在任意时刻都交于点 P，无数交点所成的割圆曲线可以解决古希腊三大几何难题中的三等

分角问题[2]。相反，毕达哥拉斯学派的阿契塔（Archytas）则从静中悟动，他首次提出曲线是点

的轨迹，曲面是曲线移动的产物[3]。 

欧几里得（Euclid）《几何原本》命题 I.35 称“在同底上且在相同两平行线之间的平行四

边形彼此相等”。古希腊人已经知道命题背后的轨迹：平行线是使得同一基底上各个平行四边

形的面积相等的轨迹。同理应把圆周看作同底上顶角相等的三角形顶点的轨迹，特殊地，应把

半圆看作同底上顶角为 90 度的三角形顶点的轨迹[4]。阿波罗尼奥斯（Apollonius）曾著《平面

轨迹》一书，虽然全书未能流传至今，但其中部分内容为后世希腊数学家所记录，使我们得以

管中窥豹。阿波罗尼奥斯研究了两类平面轨迹问题，一类与定直线有关，如： 

 

图 1 割圆曲线 

• 一条线段平行于一条已知直线，线段的其中一个端点位于另一条已知直线上，移动线段，

则另一端点形成的轨迹是一条直线； 

• 到两条已知直线（平行或相交）的距离之比等于已知数的动点轨迹为直线。 

另一类与定点有关，如： 

• 到两定点距离之比等于常数的动点轨迹为直线或圆； 

• 到 n 个定点的距离的平方和等于已知数的动点轨迹为圆。 

这些命题正是今日初中教科书中 3 种基本轨迹之滥觞[5]。 

中世纪法国数学家奥雷姆（N. Oresme, 1323-1382）用几何图形来表征点的运动：横线上的

点表示时刻，一端在横线上的竖线的长度表示每一时刻的速度，竖线沿着横线运动，若速度（长

度）不变则形成直线，否则为曲线。[6] 

到了 17 世纪，法国数学家费马（P. de Fermat, 1601-1665）提出类似的思想（图 2）：取一固

定直线，当一条变线段的一个端点沿直线移动时，另一个端点的运动即确定了轨迹[6]。同时代另
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一位法国数学家笛卡儿（R. Descartes, 1596-1650）通过建立单轴坐标系、用代数方程来研究古

希腊的轨迹问题，费马和笛卡儿成了解析几何的创始人。 

      

图 2  费马《平面与立体轨迹概要》（采自 1861 年《费马全集》） 

三类圆锥曲线最初是古希腊人用平面截圆锥而发现，所以圆锥曲线属于立体轨迹。直到笛

卡儿创立解析几何，人们才开始用代数方法来研究包括圆锥曲线在内的动点轨迹。[7][8] 

2.3 初步设计 

HPM 专业学习共同体实现了教学资源的共享。执教者在研读有关轨迹的史料后，提出疑惑：

《几何原本》中的命题固然很好，但并不适合学生现有的认知基础，如何有效地将其融入课堂

教学？高校研究者提出，可以结合教科书例题，对史料进行适当地改编。《几何原本》命题 I.35

是图形（线段）运动形成的轨迹，而本课题针对的是点的轨迹，可以改用命题 I.37：“在同底上

且在相同两平行线之间的三角形彼此相等。”该命题实际上也体现了轨迹思想，可以改编为轨迹

问题：“底边固定且面积保持不变的三角形顶点的轨迹是什么？” 

在数学家刘薰宇（1896-1967）所编的初中平面几何课本中，关于轨迹问题的讲授分 3 次出

现，其中第二次正是在讲过平行四边形性质（平行线间的高处处相等）之后提出第四个基本轨
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迹：与一已知直线距离等于定长的点的轨迹，是位于此直线两侧，且与已知直线平行、其距离

等于定长的两条直线[9]，这与古希腊人的观点一脉相承。因此，已有史料需要经过裁剪和加工，

由学术形态转变为教育形态，再用于教学设计。 

在疑惑得到解决之后，执教者结合其所在学校采用的“翻转课堂”的教学方式，拟定教学

目标如下： 

（1）理解点的轨迹的意义，并能说出三种基本轨迹； 

（2）能够画出符合条件的点的轨迹； 

（3）通过寻找数学史中一些轨迹问题，感知集合的思想，体会古人对轨迹的研究。 

执教者初步完成的教学设计Ⅰ见表 1。 

表 1 教学设计Ⅰ 

教学环节 教学过程 数学史素材 

课前准备 学生观看 HPM 微视频，阅读教科书第 108-110 页。 费马的轨迹思想 

检查自学 学生以小组为单位，组内说说什么是点的轨迹以及三大

轨迹。再通过两道思考题了解学生自主学习情况。 

 

解决问题 通过 3 个常规习题，学生独立运用三大轨迹解决问题。  

探究轨迹 先通过上一环节的习题，归纳寻找轨迹的方法。再探究

阿波罗尼奥斯的轨迹问题和基于《几何原本》改编的问

题串。 

阿波罗尼奥斯《平

面轨迹》中的轨迹

命题 

课堂小结 学生总结感受与概念认识，执教者引发思考：在生活中

只有点有轨迹吗？ 

 

布置作业 问题串中部分习题与配套练习册的对应练习。  

课前 HPM 微视频的内容如下： 

（1）通过生活实例（流星、单摆、导航）让学生体会生活中的“轨迹”是符合某些条件的

点的集合； 

（2）“轨迹”的字面意义，即什么叫“轨”，什么叫“迹”； 

（3）结合三大基本轨迹，理解“轨迹”概念的纯粹性和完备性； 

（4）费马的轨迹思想。 
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3 研讨与设计 

研讨环节由三个部分组成。首先，对接本课例的高校研究者对历史材料进行解读，并对已

有的教学设计进行总结；其次，执教者汇报自己的初步设计以及困惑；最后，全体参与人员就

教学设计展开研讨。 

3.1 历史分析 

在数学史文献研究的基础上，高校研究者对轨迹的历史材料及其教学启示作了总结和分析，

具体内容见表 2。 

表 2 有关“轨迹”的史料及教学启示 

时间 史料 教学启示 

公 元 前

4 世纪 

希皮亚斯为三等分

角发明割圆曲线 

揭示“轨迹”概念产生的历史动因，体现从有限个点中

想象无数个点的思维以及运动对轨迹生成的重要性。 

阿契塔提出曲线是

点的轨迹，曲面是

曲线移动产物 

学生在小学学习过多种图形，七年级接触图形的运动，

这样的顺序符合学生的认知规律，体现古今从静态数学

到动态数学的认知心理序具有历史相似性。 

公 元 前

3 世纪 

欧几里得《几何原

本》命题 I.37 

说明欧氏几何命题看似研究静态的图形性质，实则隐

含动态的轨迹思想。学习轨迹可展示曲线的形成过

程，揭示曲线的特征属性，帮助学生理解概念学习的

必要性。 

阿波罗尼奥斯平面

轨迹系列问题 

可揭示基本轨迹的来源，通过改编史料可提出更多的轨

迹问题以供学生探究。 

14 世纪 奥雷姆用几何图形

来表征点的运动 

古人的轨迹思想为轨迹的形成提供了又一视角，可直观

说明运动使得有限的点（一个端点）能衍生出无数个点，

同样说明了运动对轨迹生成的重要性。 17 世纪 费马的轨迹思想 

笛卡儿对圆锥曲线

的研究 

圆锥曲线是高中数学中的典型轨迹，其中椭圆、双曲线

与初中数学所涉及的部分轨迹一样，都与定点有关，可

作为拓展探究内容。 
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3.2 交流研讨 

基于以上教学启示，HPM 学习共同体针对执教者的初步设计开展研讨。首先通过分析教学

设计Ⅰ发现，执教者在“探究轨迹”环节预设通过改编史料提出问题，有助于提高学生问题解决

能力与创造力，值得肯定。其次，执教者对数学史的选取虽符合科学性，但有以下不足： 

• 选用的史料较少，无法真正发挥数学史在轨迹教学中的价值； 

• 数学史融入数学教学时所采用的方式较为单一，仅在视频中使用了复制式和在“探究轨

迹”环节使用了顺应式编制数学问题。 

高校研究者建议执教者可利用数学史解释“轨迹”概念的来源，揭示概念学习的必要性，

激发学生的学习动机，还可运用附加式向学生介绍相关数学家的生平趣事，提高学生的学习兴

趣。 

高校研究者还建议，微视频的背景音乐可采用王洁实、谢丽斯所唱的校园歌曲《脚印》，伴

随着歌词“朋友啊想想看，洁白如雪的大地上，该怎样留下脚印一串串”引发学生思考人生的

轨迹该怎么走。 

研讨过程中，执教者想到上学期的教学经验让其意识到“运动”是关键，希望从费马的直

线轨迹出发结合奥雷姆的思想强调“运动”的重要性，但试图融入自己的理解：变线段可以垂

直于固定直线，对应奥雷姆的思想，也可以与固定直线成一夹角。执教者不知这样做是否符合

科学性，在与 HPM 学习共同体成员交流后确定了这一想法的可行性，并决定将这一内容用几何

画板做成动画加入到微视频中。 

3.3 设计改进 

执教者根据历史启示与研讨结果，将教学目标前两点修正为：（1）依据实际生活中的轨迹

形象，理解点的轨迹的意义；（2）分别从完备性和纯粹性的角度理解三条基本轨迹的意义，能

够运用基本轨迹和描点法画出符合条件的点的轨迹。同时，执教者对初步教学设计进行了改进，

形成教学设计Ⅱ，见表 3。 

4 实施与反馈 

4.1 第一轮教学 

第一轮教学为试讲，开课班级的学生成绩属于中等水平（同正式课班级），执教者根据教学 
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表 3 教学设计Ⅱ 

教学环节 教学过程 数学史素材 

课前准备 同教学设计Ⅰ 同教学设计Ⅰ 

自学检查 以小组为单位，说说什么是点的轨迹以及三大轨迹。 

思考题 1：如何理解轨迹的定义； 

思考题 2： 

（1）以已知线段 AB 为底边的等腰∆ABC 的顶点 C 的轨

迹。 

（2）以已知线段 AB 为腰的等腰∆ABC 的顶点 C 的轨

迹。这两个问题与基本轨迹有关吗？可运用哪个基本轨

迹解决问题？为什么？ 

 

 

 

阿波罗尼奥斯

《平面轨迹》中

的轨迹命题 

 

问题解决 练习 1： 

（1）在∠POQ 的内部到角的两边距离相等的点的轨迹； 

（2）到点 A 和点 B 的距离相等的点的轨迹； 

（3）经过定点 M 且半径为 2cm 的圆的圆心的轨迹。 

 

阿波罗尼奥斯平

面轨迹》中的轨

迹命题 

轨迹探究 1. 核对练习 1，归纳寻找轨迹的方法； 

2. 练习 2：探究根据阿波罗尼奥斯《平面轨迹》一书中

的问题改编而成的问题： 

（1）到两条定直线的距离之比等于 1 的点的轨迹； 

（2）到两条定直线的距离之比等于 2 的点的轨迹； 

3. 练习 3：回顾费马轨迹思想后探究以下问题。 

已知：以线段 AB 为一边的∆ABC，且 AB = 3cm， 

（1）画出与∆ABC 的面积相等的顶点 C 的轨迹； 

（2）画出∆ABC 是等边三角形的顶点 C 的轨迹； 

（3）画出使得 AC⊥BC 的顶点 C 的轨迹； 

（4）画出使得 AC+BC＝3/4 的顶点 C 的轨迹； 

（5）画出使得 AC−BC＝2 的顶点 C 的轨迹。 

 

阿波罗尼奥斯

《平面轨迹》中

的轨迹命题 

 

费马的轨迹思想 

 

《几何原本》命

题Ⅰ.37 

课堂小结 学生总结感受与概念认识，执教者引发思考：在生活中

只有点有轨迹吗？ 

 

作业布置 练习 3 中习题 4、5 与配套练习册中对应练习。  



《上海 HPM 通讯》2020 年第 9 卷第 3 期 

61 

 

设计Ⅱ实施教学。课后，执教者反思其教学过程，认为主要存在以下问题： 

（1）学生对轨迹纯粹性与完备性的辨析仍存在障碍，决定用几何画板辅助其慢慢理解； 

（2）例题过多，时间有限只够完成 5 个教学环节，重要的“轨迹探究”环节无法完成，需

要调节教学内容； 

（3）数学史插入略显生硬，导致学生对数学史的学习兴趣不高，决定加入数学家的简介。 

据此，执教者再次修正教学目标，对数学史作用的界定更加具体且多元，从“体会古人对

轨迹的研究”调整为“了解古代数学家的轨迹思想，感受古人在研究轨迹中的智慧，体会数学

的理性精神和人文情怀”。通过调整教学设计Ⅱ，形成教学设计 III，见表 4。 

表 4 教学设计Ⅲ 

教学环节 教学过程 数学史素材 

课前准备 同教学设计Ⅰ 同教学设计Ⅰ 

检查自学 思考题 1：如何理解轨迹的定义； 

思考题 2：在费马的轨迹思想中理解轨迹的意义，初识

费马。 

费马的生平 

回顾理解 1. 运用几何画板演示理解三大基本轨迹，感受轨迹的

纯粹性和完备性； 

2. 组内互相说一说三大基本轨迹； 

3. 介绍三大基本轨迹源于《平面轨迹》一书，并简介

其作者：古希腊数学家阿波罗尼奥斯。 

阿波罗尼奥斯的生

平与著作 

解决问题 练习 1：问题（1）、（2）同教学设计Ⅱ中的思考题 2； 

（3）与已知两条相交直线 l1、l2 距离相等的点的轨迹。 

同教学设计Ⅱ 

探究轨迹 练习 2：源自古希腊欧几里得《几何原本》的轨迹问题：

已知以线段 AB 为一边的∆ABC。 

（1）画出与∆ABC 的面积相等的顶点 C 的轨迹； 

（2）画出使得 AC⊥BC 的顶点 C 的轨迹。 

欧几里得《几何原

本》 

课堂小结 同教学设计Ⅱ  

布置作业 1. 探究根据阿波罗尼奥斯《平面轨迹》一书中的问题

改编而成的问题： 

（1）到两条定直线的距离之比等于 1 的点的轨迹； 

（2）到两条定直线的距离之比等于 2 的点的轨迹； 

2. 已知：以线段 AB 为一边的∆ABC，且 AB = 4cm，

画出使得 AC + BC = 6 的顶点 C 的轨迹。 

阿波罗尼奥斯《平

面轨迹》中的轨迹

命题 

 

立体轨迹之椭圆 
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4.2 第二轮教学 

4.2.1 教学实施 

本轮教学为正式授课，部分高校研究者和 HPM 工作室部分教师均前往观课。在教学设计

中，一方面，添加了更多的数学史料，尤其是相关数学家的介绍，成功吸引了学生的注意力，

而学生对数学家关注度的提高有助于增加其对所学知识的兴趣。另一方面，增加了对三大基本

轨迹来源的追溯，揭示了欧几里得从静态中窥探出动态的轨迹思想，运用信息技术生动地再现

了当初数学家费马头脑中的轨迹思想，这些对学生而言都是一种再创造的过程，是一种鲜活的

教学形态的数学史。数学史的融入也使得执教者从最初设计 12 道习题精简为 8 道习题，打破精

讲多练的常规教学模式，做到以文“化”人。 

4.2.2 学生反馈 

首先，分析全班 40 名学生的作业完成情况，第 1 题需要利用分类讨论的思想，作答学生较

少。第 2 题作答率高但正确率仅为 22.5%，错因包括：（1）没有耐心，描点法只画了几个点便

猜测轨迹形状，出现诸多错误的结果如圆、一段曲线等；（2）仅画出图形没有用文字语言描述

轨迹；（3）所描点没有符合条件；（4）没有对猜想进行纯粹性和完备性的思辨。 

但值得欣喜的是，从解题方法的多样性也看到了学生的创新精神和探究精神。对于第 1 题

第（2）问的解答，一位学生不仅完整地讨论了两条直线平行或相交的情况，而且关于相交直线

给出了特殊情况和一般情况的思考：当两条定直线互相垂直时，实际上满足条件的点的轨迹为

4 条相交直线，并且联想到正十二边形的对角线满足条件，由此得到启发，将一般情况下“距离

之比等于 2”转换为“角度之比为 2”，但又想到尺规作图不能将一个角三等分，于是利用尺规

作图尝试探究并构造出一个正四十八边形，虽然结果不正确，但其探究精神可嘉。 

对于第 2 题的解答，一名学生采用了操作法：他把卫衣上的绳子拉下来，打了两个结，形

成一段 6 厘米的部分，然后把两个圆规的尖端分别插在纸上距离为 4 厘米的 A、B 两点上，再

把笔放上去绕着绳子运动。该学生的做法和荷兰数学家舒腾一致，具有显著的历史相似性。另

一名学生从特殊点出发，他先在线段 AB 的垂直平分线上找出满足条件的点 P，并发现当点 P 向

左移动时，PA 缩短，PB 增大相应数值，往右移时同理，由此得到轨迹是椭圆。该学生对平面几

何的经验、观察、归纳、猜想产生了数学直觉。苏联著名物理学家福克指出，伟大的，以及不
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仅是伟大的发现，都不是按逻辑的法则发现的，而是由猜测得来的；换句话说，大都是凭创造

性的直觉得来的[10]。 

其次，我们在授课后就认知和情感方面对学生进行调查。结果显示，学生对轨迹的概念意

象主要可以归为以下六类：第一类意象来自于运动观点；第二类意象来自于集合观点（符合条

件的点集）；第三类意象是数学实例，例如抛物线；第四类意象是生活实例，例如钟摆、天体运

行轨道、足球踢出时的弧线；第五类意象是三大基本轨迹；第六类意象是对轨迹图形形状的归

纳，例如可曲可直。而对 HPM 微视频的情感调查显示，40%的学生最喜欢视频中介绍的费马轨

迹思想，因为能更详细地了解“轨迹”的来源及其作者。有学生认为，这样的内容是数学与历

史的结合，使得教学内容的知识面更广泛，不再拘泥于教材。有一位学生表示非常喜欢视频的

背景音乐《脚印》；另一位同学联想到周杰伦也有一首歌叫《轨迹》；更有一位同学提出，我们

学习也要有层层递进的“轨道”。 

4.2.3 课后评议 

第二轮教学后，来自执教者所在区其他学校的观课教师与 HPM 工作室教师、高校研究者都

进行了评课。与已有的轨迹教学设计相比，HPM 视角下的轨迹课例有许多创新之处。一是翻转

课堂的形式与数学史的融洽结合，课前 HPM 微视频是“前滚翻”，学生自学新知、了解费马的

轨迹思想，课后完成“平面轨迹”中的问题是“后滚翻”，学生巩固新知、体会分类讨论的思想；

二是数学史的自然融入，执教者问学生“想知道是谁提出三大基本轨迹吗？”，将数学史自然地

与教学重点有机结合，而且教师讲授时将阿波罗尼奥斯与学生熟识的欧几里得、阿基米德一同

比较，将数学史的融入建立在学生已有认知基础之上；三是教学语言的艺术性，执教者将学术

性语言通俗化，关于纯粹性、完备性的辨析，执教者采用“正过来”、“反过去”的说法更加通

俗易懂；四是小细节和大格局的转化，执教者多次耐心引导学生使用描点法时要多描些点，体

现一步一个脚印的小细节，而 HPM 微视频的背景音乐则提示学生对人生轨迹加以思考，将教学

内容上升到人生大格局。 

最后，高校研究者总结，本节课首次将数学史融入“轨迹”概念的教学，为古希腊轨迹问

题赋予了生命力，可以说创造了历史；数学史在营造探究之乐、实现能力之助、展示文化之魅

和达成德育之效等方面，都发挥着积极的作用。但本节课的设计还有改进的空间。轨迹概念的

产生一方面源于数学外部，例如流星等现实生活中的现象；另一方面也源于数学内部，在解决
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三大几何难题的过程中，古希腊数学家希皮亚斯利用点的运动构造新曲线，从而产生了轨迹思

想。之后，以欧几里得为代表的古希腊数学家在静态的几何命题中感悟到动点轨迹。如果能够

借鉴历史，从数学内部和外部两条路径来设计教学，就能更好地构建“知识之谐”，激发学生的

学习动机，加深学生对轨迹的理解。 

5 整理与反思 

5.1 执教者反思 

第二轮教学后，执教者对本节课进行了深刻反思，发现还有以下几点可改进： 

其一，同行评议使执教者意识到数学史料还可以通过多种渠道渗透，例如有同行建议可以

印发完整的轨迹史料供学生自行阅读，不同层次的学生学习后的收获不一，也可以让学生课后

针对史料的学习心得进行交流讨论； 

其二，作业题 1 较难且两个小题都需要花费较多时间，导致很少有学生完成，进而影响作

业题 2 的完成情况，学生反馈让执教者意识到利用数学史改编题目还需考虑梯度的层层递进。

而且执教者原本觉得作业题较难企图删去，但最后还是决定保留，分析学生反馈后执教者发现

个别学生探究兴趣浓厚，意识到不能因为教师觉得难而剥夺了学生的探究机会。 

5.2 执教者 MKT 的发展 

本次课例研究前后历经 3 个月，执教者全程认真参与，其教学知识是否发生了变化？研究

者基于 Ball 的 MKT 理论框架[11]，通过访谈与执教者的反思，了解执教者在课例研究过程中的

教学知识变化情况及其与数学史的关系。分析发现，执教者的 MKT 主要有以下几方面的发展。 

（1）在水平内容知识上，执教者领会到轨迹在数学外部（运动形成轨迹）和数学内部（静

态曲线不够用，所以通过轨迹构造曲线解决问题）的重要作用； 

（2）在专门内容知识上，执教者不仅知道了轨迹的历史演变过程，还知道了古人为什么会

发明轨迹概念，以及三个基本轨迹源于古希腊阿波罗尼奥斯的著作。 

（3）在内容与学生知识上，执教者在顺应数学史料改编习题时，原本预判作业题 2 学生采

用描点法可以得到答案，结果欣喜地发现学生对轨迹的探求具有历史相似性； 

（4）在内容与教学知识上，执教者认为，欧几里得《几何原本》中，把命题中的图形视为

轨迹也是对图形的一种定义，但轨迹并不是指某一种图形，而是对相当广泛的一类有规律的图
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形的概括。这与以前所教的对一种确定的图形（如三角形、平行四边形）的定义大不相同。根

据定义，轨迹是点集，也是图形，但反之则不然。这让执教者意识到教学时应强调：并不是任

何图形（点集）都是轨迹，只有满足一定条件的图形才是轨迹。例如随意画一个图形，未阐明

其上所有点的共同规律时，就不能说它是轨迹。所以执教者在视频中设置问题启发学生思考：

笔在纸上写下的痕迹是轨迹吗？ 

（5）在内容与课程知识上，执教者通过研讨判断“运动”是学生学习轨迹的关键障碍，在

研讨中认识到要充分利用 HPM 微视频、几何画板等教育信息技术突破难点，既将数学课程知

识转化为学生易于接受、乐于学习的形式，又顺应了“互联网+HPM”的教育发展趋势。 

6 结语 

在“轨迹”课例的形成过程中，所聚焦的问题部分得到了解决：轨迹概念的诞生有数学内

部的原因，也有数学外部的原因，其中内部原因是几何难题的求解；但教学设计在揭示这两种

动因方面还有待于完善。除三类基本轨迹之外，教学中还解决了根据数学史料改编的新轨迹问

题或问题串。本课例体现了数学史的多元教育价值：根据数学史料改编的轨迹问题，营造了探

究之乐；探究过程培养了学生数学抽象、逻辑推理、直观想象等素养，实现了能力之助；再现

历史上数学家的轨迹思想，揭示知识源流，展示了文化之魅；培养学生的理性思维，揭示数学

背后的人文精神，启发学生思考人生轨迹，彰显了德育之效。 

本次课例研究最终形成了“轨迹”课例，为未来初中“轨迹”概念教学提供了借鉴；同时，

课例研究也促进了执教者的专业发展，凸显了专业学习共同体交流合作的重要性。但也存在若

干不足之处。 

（1）缺乏两项前测数据。一是没有对学生进行前测。本次课例研究只跟进学生对教学内容

的反馈，没有调查学生在上课前经过自学后的学习效果。应收集前测与后测数据，通过比较分

析数学史融入数学课堂对学生的影响。二是没有针对执教者的 MKT 进行前测。本次课例研究

从访谈与执教者反思窥探执教者 MKT 的发展，通过前后测对比，能更全面客观地反映执教者

MKT 的变化。 

（2）没有考察课例研究对专业学习共同体其他成员的影响。HPM 专业学习共同体实现了

教学资源的共享，随着课例开发的进展，应考察专业学习共同体其他成员是否有收获，如：他
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们对 HPM 的教学理念是否更为认同？他们在教学中应用数学史的意识是否增强？他们对数学

史教育价值是否有新的理解？等等。 

学无止境，教无止境，HPM 课例研究也永无止境！ 
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HPM 视角下的类比推理教学 ∗ 

纪妍琳 

（华东师范大学教师教育学院, 上海 200062） 

1 引 言 

《普通高中数学课程标准》（2017 版，下简称《课标》）提出，逻辑推理素养主要表现为：

掌握推理基本形式和规则，发现问题和提出命题，探索和表达论证过程，理解命题体系，有逻

辑地表达与交流[1]。逻辑推理包括两类：从特殊到一般的归纳、类比和从一般到特殊的演绎推

理。得到数学命题主要依赖归纳和类比，证明数学命题主要依赖演绎[2]。《课标》第一次明确归

纳推理、类比推理与演绎推理一样，都是有逻辑的思维形式[3]。因此，类比推理是培养学生逻辑

推理素养过程中不可忽视的重要内容。然而，类比推理教学的成功案例并不多见，恰当的类比

推理教学模式也有待于建立[4]。 

另一方面，尽管 HPM 专业学习共同体已陆续开发了一系列课例，但这些课例大多属于新授

课，复习课并不多见，而高三复习课更是寥若晨星。如何在高三复习课中运用数学史，是值得

研究的重要课题。众所周知，高三复习课注重知识综合，注重思想方法，注重培养学生分析和

解决问题的能力。针对高三复习课的特点，要开发较为理想的高三数学课例，将历史上数学家

的思想方法融入教学，可能是一条可行的途径。 

为此，我们对有关类比推理的数学史料进行梳理，从中提炼比推理的特点，选取合适的素

材，在高三复习课中实施类比推理的教学。 

2 数学史料及其运用 

2.1 基于类比推理的数学发现 

历史上，类比推理是数学家们获得数学发现的重要途径。古希腊数学家阿基米德

                                                        
∗ “上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目——数学课程与教学中如何

落实立德树人任务的研究（A8）系列论文。 
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（Archimedes，前 287-前 212）在《论方法》中写道：“……由圆面积等于以它的周长为底，以

它的半径为高的三角形面积这一事实进行推断，我认识到同样应有，球体积等于以球的表面积

为底、半径为高的圆锥的体积”[5]。阿基米德通过类比推理，由圆面积与其周长的关系，类比得

到球体积与其表面积的关系：因 

31 4
3 3

V SR Rπ= =  

故得球的表面积公式 

24S Rπ=  

17 世纪，英国数学家牛顿（I. Newton, 1643-1727）通过类比，得出有理数指数的二项式定

理。18 世纪，瑞士数学家欧拉（L. Euler, 1707-1783）通过将有限次代数方程根与系数的关系类

比到无限次方程，解决了“自然数平方倒数和”这一难题[6]。19 世纪，法国数学家普鲁埃（E. 

Prouhet）类比三角形的九点圆，发现了四面体的十二点球[7]。 

美籍匈牙利数学家波利亚（G. Pólya, 1887-1985）说过：“类比是一个伟大的引路人”[8]，波

利亚在《数学与猜想》、《数学的发现》和《怎样解题》中对类比推理均有论述。 

在《数学与猜想》和《数学的发现》相关章节的习题中，波利亚设置了许多有关类比推理

的练习。例如，在《数学的发现》、《数学与猜想》中，波利亚给出了许多例子[8][9]： 

• 证明：若空间二直线为三个平行平面所截，则相应的截线段成比例（提示：类比较简单

的定理）； 

• 证明：平行六面体的四条对角线交于一点，且各互相平分（提示：类比较简单的定理）； 

• 证明：三面角中，每两个二面角之和总大于第三个（提示：类比较简单的定理）； 

• 平面几何中有如下定理：“三角形的三条角平分线交于一点，该点是其内切圆的圆心” ，

类比上述定理，叙述一个立体几何定理； 

• 平面几何中有如下定理：“等腰三角形的底边上的高经过底边中点”，类比上述定理，叙

述一个立体几何定理。 

2.2 类比方向的多样性 

波利亚指出：“比较平面几何与立体几何，我们首先发现平面上的三角形与空间的四面体可

作类比，其次三角形与棱锥可作类比，这两种类比都是合理的，它们各有其价值，在平面几何

与利益几何之间有若干类比关系，而不只一个特殊的类比。”[9]这表明，类比的方向和结论具有
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多样性。例如，波利亚在《数学的发现》与《数学与猜想》中分别设置了类比勾股定理和海伦

公式的问题 [9][10]： 

• 一个长方体的长、宽、高分别为 a，b 和 c，求对角线长 d（ 2 2 2d a b c= + + ，类比勾股

定理）； 

• 一个长方体有公共顶点的相邻三个面的对角线长分别为 p、q 和 r，求其对角线长 d

（
2 2 2

2
p q rd + +

= ，类比勾股定理）； 

• 过四面体某个顶点的三条棱两两互相垂直，该顶点的三条对边长分别为 a、b 和 c，求该

四面体的体积 V（ ( )( )( )2 2 2 2 2 21
6

V s a s b s c= − − − ，其中
2 2 2

2
a b cs + +

= ，类比三角学面积的

海伦公式 ( )( )( )A s s a s b s c= − − − ，其中
2

a b cs + +
= ）； 

• 已知四面体一个面的三条棱的长度分别为 a、b 和 c，且四面体的每一条棱与其对棱等长，

求该四面体的体积 V（ ( )( )( )2 2 2 2 2 21
3

V s a s b s c= − − − ，其中
2 2 2 2s p r q= + + ，满足条件的

四面体可通过在长、宽、高分别为 p、q 和 r 的长方体中连结各个面对角线得到，如图 1 所示）。 

 

图 1 

实际上，早在 16 世纪，意大利艺术大师弗朗西斯卡（P. della Francesca, 1412-1492）已经通

过类比海伦公式，得到用棱长表示的任意四面体的体积公式[11]。18 世纪，欧拉再次获得了类似

的公式。 

2.3 由类比推理得到的错误命题 

历史上，由类比推理所得出错误结论的例子很多。古代印度数学家阿耶波多（Āryabhaṭa, 476-

550）在《阿耶波多历数书》“数学篇”中，类比三角形面积公式得出错误的三棱锥体积公式：

三棱锥体积等于底面积与高的乘积的一半；由半径为 R 的圆面积等于边长为
2Rπ 的正方形面
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积，类比推理得到半径为 R 的球体积等于边长为
2Rπ 的立方形体积，进而得到半径为 R 的球

体积公式： 

2 2V R Rπ π=  

7 世纪印度婆罗摩笈多（Brahmagupta, 598-670）类比海伦公式，得出错误的一般四边形面

积公式[12] 

( )( )( )( )A s a s b s c s d= − − − − （
2

a b c ds + + +
= ）。 

13 世纪意大利数学家斐波那契（L. Fibonacci,1175-1250）由圆与其外切正方形的周长之比

等于它们的面积之比（ : : : 4C C S S π= =圆 圆方 方 ），类比得到错误的命题：椭圆与其外切长方

形周长之比等于它们的面积之比（ : :C C S S=矩形 矩形椭圆 椭圆 ），进而得到了错误的椭圆周长公式 

( )C a bπ= +
椭圆  

其中 a 和 b 分别为椭圆的长短半轴。[12] 

2.3 数学史料的运用 

类比推理的相关史料揭示了类比推理的特点：创造性、或然性和结论的多样性。阿基米德、

牛顿、欧拉等通过类比作出重要发现，体现了类比推理的创造性；阿耶波多、婆罗摩笈多、斐

波那契等运用类比推理得出错误结果，体现了类比所得到的结论的或然性；波利亚类比勾股定

理和海伦公式，分别得出多个不同命题，说明类比推理的方向具有多样性，类比推理的结果不

是唯一的。 

另一方面，历史上数学家们进行类比推理时常常涉及圆与球、椭圆与圆、三角形与四面体、

有限与无限等数学对象，说明这些对象具有较多的相似性，具备进行类比推理的条件。 

以史为鉴，教师可以针对类比推理的三种特点、选择合适的数学对象进行类比推理的教学。 

3 教学设计与实施 

根据从数学史中提炼出的类比推理的特点，上海市某高三数学教师 A 尝试以“立体几何中

的类比推理”为主题设计 HPM 视角下的高三立体几何复习课。教师将阿基米德类比推理得到球

面积公式、阿耶波多类运用类比推理得到错误的四面体体积公式等数学史料融入球体积公式的
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复习、四面体体积公式的复习中，在具体知识的复习中揭示类比推理的创造性与或然性，并引

导学生尝试将勾股定理类比到立体几何中，在探究中揭示类比推理方向的多样性。本节将对

HPM 视角下的“立体几何中的类比推理”高三复习课的若干教学片段进行再现与分析。 

3.1 从圆面积到球体积 

圆与球是一对具有相似性的数学对象，适合于作为类比推理教学的研究内容。教师 A 考虑

到沪教版教科书中球面积公式先于球体积公式出现，与历史顺序不同，且教科书不加证明地直

接给出球的表面积和体积公式，导致学生“知其然”而“不知其所以然”。有于是将阿基米德类

比得到球面积公式这一史料，重构式地融入球体积公式的复习中，让学生在探究球体积公式的

过程中初步认识类比推理。 

师：我们之前已经学习了球体积公式。但是，教科书直接给出了公式，并没有告诉我们它

是怎么得到的，许多同学对此感到很困惑。所以，我们今天要来尝试推导球的体积公式，加深

对这个公式的理解。 

圆和球是非常相似的几何图形，同学们不妨回顾一下圆的面积公式的推导方法，看看能否

找到推导球体积公式的思路。初中的时候，我们是怎么推导球体积公式的呢? 

生：过圆心进行均匀分割，当切割的份数足够多时，我们可以将切割得到的小扇形近似看

成三角形，将小三角形拼合成四边形，就可以得到圆的面积 2

2
1

2
1 RRCS π=⋅= 圆圆

。 

师：对的（PPT 展示图 2），初中的时候是通过“切割法”推导圆面积公式的。在推导过

程中，我们得到 RCS ⋅= 圆圆 2
1

，也就是说，圆的面积等于以其周长为底边、以其半径为高的三

角 

 
图 2 推导圆面积公式的“切割法” 

形的面积。那么，能否类比圆面积公式的推导方法来推导球体积公式呢？ 

生：球可以由圆绕着直径旋转得到，我们可以对圆的面积与球的体积、圆的周长和球的表

面积、三角形面积和圆锥体积进行类比。可通过类比得到：球的体积等于底面面积为球的表面



《上海 HPM 通讯》2020 年第 9 卷第 3 期 

72 

 

积、高为球半径的圆锥的体积，即 RSV ⋅= 球球 3
1

。那么由球的表面积公式 2RS π4=球
，我们就可

以推导出球的体积公式啦。 

师：非常好，同学们用类比推理得到的结论和古希腊数学家阿基米德所得出的结论完全一

样呢！另外，德国数学家开普勒也是由球的表面积公式推出球的体积公式的，他所用的方法也

是切割法。同学们思考一下，可以如何切割球体来推导球的体积公式呢？ 

生：推导圆面积公式时，过圆心将圆切割成了无数个小扇形；那么切割球的时候，过球心

进行切割，也可以切割成无数多个小的部分。 

师：非常好，过球心切割球体，如 PPT 所示（PPT 展示图 4），我们可以给切割得到的这

些小的部分起名为“球面小锥体”，那么我们需要通过“球面小锥体”的体积来求球的体积。

球面“球面小锥体”的体积怎么表示呢？ 

 
图 3 过球心对球进行分割 

生：
1
3

V Sh= ？但“球面小锥体”的底面是曲面，不是平面。 

师：类似的问题，我们在切割圆得到小扇形的时候，是怎么处理的呢？ 

生：将圆切割成无数多个小扇形，那么扇形的弧就近似于直线段。那么，将球切割成无数

多个小的“球面小锥体”，曲面就近似于平面上的四边形，“球面小锥体”的体积就近似于四棱

锥的体积！ 

师：非常好，我们将球体积看成是无穷多个小棱锥的体积之和，这些棱锥的顶点在球心，

底在球面上，这正是开普勒所用的方法。那么，要求小锥体体积，它的高是多少呢？ 

生：高是球心球面的距离，是球的半径 R。 

师：那底面面积要怎么求？ 

生：我们要求的是所有“球面小锥体”的体积之和，它们高相等，底面积之和为球的表面
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积，所以体积之和为 RS ⋅球3
1

。 

师：非常好，同学们的思路就是当年开普勒的思路。但是，由于我们没有学习过微积分，

有些表述还不够严谨，日后同学们可以再进行完善。开普勒正是用这样的方法，由球的表面积

公式推导出球体积公式。但是，历史上，球的体积公式的发现是早于球的表面积公式的，有许

多数学家用不同的方法推导球体积公式，我们一起通过微视频回顾一下历史上都有哪些精彩的

方法吧。（播放微视频） 

在球体积公式的复习中，教师 A 基于学生初中所学的有关圆面积公式推导的知识，重构式

地融入史料，基本上实现了知识的历史序、逻辑序和学生心理序的统一。微视频则拓宽了学生

的视野。在这个过程中，学生通过类比推理得到关于球体积公式的猜想，既加深了对球体积公

式的理解，又获得了对类比推理创造性的认识。 

3.2 从勾股定理到“立体几何中的勾股定理” 

由波利亚对勾股定理和海伦公式的多种类比可见，当从不同的角度认识类比对象时，从同

一事物出发往往可以作出不同的类比。教师 A 将《数学的发现》中的内容作为类比推理教学的

素材，选择其中的“类比勾股定理，给出空间中相似的一个定理”作为“立体几何中的类比推

理”一课中的探究性问题，让学生通过具体的例子尝试进行类比推理，同时揭示类比推理方向

的多样性。 

师：在 Rt∆ABC 中，两直角边分别为 a 和 b，斜边为 c，则有
222 cba =+ ，这就是同学们

耳熟能详的勾股定理。同学们能否将其类比到空间中，得到“立体几何中的勾股定理”？ 

生：……（陷入思考） 

师：要将命题类比推理到空间中有些难度，那么我们不妨先将直角三角形的概念类比到空

间中。 

生：三角形可以类比为四面体。 

师：那直角三角形呢？我们把由一个顶点出发的两条边互相垂直的三角形称为直角三角

形。能不能有类似的“直四面体”的定义？ 

生：过同一顶点的三个面两两互相垂直的四面体称为直四面体。 

师：非常好。那么，可否将勾股定理类比到直四面体中呢？同学们思考一下。 
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（交流讨论，学生尝试进行类比推理） 

生：（教师 PPT 展示图 4）直四面体 O-ABC 中 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
ABC AOB AOC BOCS S S S∆ ∆ ∆ ∆= + +

。 

 
图 4 四面体 O-ABC

 

师：你是怎么想到的？ 

生：将直角三角形的边长类比为四面体各个面的面积。 

师：很好，那为什么将边长的平方类比为面积的平方而不是面积的立方呢？ 

生：这个没有仔细想，就只考虑了元素的类比。 

师：嗯，非常好，那到底是平方对，还是立方对呢？ 

生：可以用特殊情况带入检验一下。 

师：嗯这是一个非常聪明的做法，同学们尝试用特殊情况检验一下，哪个更为可靠些？ 

生：平方更可靠。 

师：好的，我们通过检验得到了一个更为可靠的猜想，但这并不意味着这个命题就是证明

的，要说明其正确性，还需要通过严谨的证明。 

（师生共同探究命题的证明） 

师：同学们将勾股定理类比到直四面体，得到了“四面体”中的勾股定理，我们也一起严

格证明了这个命题。那么，由勾股定理，同学们还能类比出其他不同的命题吗？ 

生：……（陷入思考） 

师：数学家波利亚在其著作《数学的发现》中对勾股定理进行类比，和同学们一样类比得

到“四面体中的勾股定理”之外，他还将勾股定理类比到长方体中，得到另外两个不同的命

题。 

生：类比到长方体中？ 

师：对的，当我们将勾股定理视为长方形对角线的性质时，我们可将其类比到长方体中。

波利亚说过，在平面几何与立体几何之间有若干类比关系，而不只一个特殊的类比。 
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生：类比推理的方向可以是不唯一的。 

师：对的，同学们总结得非常好，类比推理的方向有多样性。不仅仅是勾股定理，波利亚

对海伦公式也作出了多个不同的类比。同学们课后可以再深入探究。 

在类比推理教学中，强调类比推理结论的唯一性是类比推理教学中十分常见的现象。然而，

从同一事物出发能得到许多不同的数学命题，这恰恰是类比推理作为数学发现的重要方式之一

的巧妙之处。因此，在类比推理教学中应该揭示其方向的多样性。 

当学生将勾股定理类比到直四面体 O-ABC 中时，教师 A 除对学生的类比结果表示肯定外，

还可提出波利亚在《数学的发现》中将勾股定理类比到长方体中的做法，启示学生可以从更多

的方向进行类比推理。更进一步地，教师向学生说明波利亚对海伦公式的多角度类比，强调类

比推理的结论是多样化的，培养创新的意识与能力。 

3.3 从三角形面积到四面体体积 

类比推理所得的结论具有或然性，历史上数学家通过类比得出错误结论的例子比比皆是。

《普通高中数学课程标准》（2017 版）中也明确指出，学生应该“知道通过类比推理得到的结论

是或然成立的”[1]。教师 A 利用古代印度数学家阿耶波多类比错误得到的三棱锥体积公式对照

学生所犯的类似错误，在进行复习四面体的体积公式时的同时说明了类比推理的或然性，帮助

学生正确、全面地认识类比推理。 

师：同学们，屏幕上的三棱锥体积公式正确吗？ 

（PPT 展示阿耶波多错误类比三角形面积公式得到错误的三棱锥体积公式： hSV
2
1

= ） 

生：不对，应该是
1
3

V Sh= ，三角形的面积公式系数才是
1
2
。 

师：同学们都记得很清楚，可是我在很多同学的期中考试答卷上发现了很多“ hSV
2
1

= 的

错误答案。这些同学犯了和印度数学家阿耶波多一样的错误，把三角形的面积公式类比到四面

体中，得到错误的体积公式。 

生：数学家也会犯错误啊！ 

师：对的，数学家也会发生类比错误，因为类比所得的结论具有或然性，需要通过验证和

证明才能说明结论的正确与否。 

生：既然类比的结论不一定是正确的，为什么还要进行类比呢？ 
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师：美籍匈牙利数学家波利亚说过，“如果没有类比推理，那么无论是初等数学还是在高

等数学中，甚至在其他任何领域中，本来可以发现的东西，也可能无从发现。”，虽然类比推理

的结论不一定正确，但它确是我们通往“发现”的重要道路，错误不可怕，重要的是我们要学

会发现，只有不断尝试，不断失败才会更接近整理。 

教师 A 结合学生常出现的错误介绍阿耶波多的错误，树立学生数学学习的信心的同时加深

学生对于错误的认识。学生们认识到，即使是数学家，在运用类比推理发现新命题时也难免会

发生错误，说明数学的发展不是直线式的、静态的，而是伴随着尝试与错误的。类比错误有关

数学史的了解可以帮助学生树立数学学习的信心，形成动态的数学观，体现了数学史融入教学

的“德育之效”。 

在数学教学中，教师将数学家们通过类比推理得到错误命题的历史融入课堂，同时辨析以

往学习中进行类比推理得到的错误命题，学生可以认识到类比推理的结果具有或然性，辩证地

看待类比推理在数学学习中的作用。另一方面，通过类比推理所得到结论的正确性，不应该成

为评价学生类比推理能力的唯一量尺。例如，学生在类比推理过程中，基于不同的考虑会得到

不同的命题。比如，将勾股定理类比到空间中时，若学生考虑到二维平面与三维空间的差异性，

类比得到的结论是： 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3
ABC AOB AOC BOCS S S S∆ ∆ ∆ ∆= + + ， 

虽然这个命题是错误的，但就类比推理的逻辑形式而言，学生得到结论的过程也是合理的。 

4 结语 

德国数学家开普勒（J. Kepler, 1571-1630）曾说：“我珍视类比胜于任何别的东西，它是我

最可信赖的老师，它能揭示自然界的秘密，在几何学中它应该是不容忽视的。”[14]历史上数学家

们高度肯定类比推理的价值，利用类比推理获得了无数的新发现。与类比推理相关的数学史为

今日类比推理教学带来了重要启示：应该以具有相似性的数学对象为载体渗透类比推理的教学；

类比推理教学应该揭示类比推理的创造性、或然性和方向的多样性。 

有关类比推理的历史素材为教师设计探究活动提供了参照，从而营造“探究之乐”。基于类

比推理的创造性探究活动，助力学生逻辑推理素养的培养，从而实现“能力之助”。借鉴历史，
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自然地揭示类比推理的或然性和方向的多样性，可以促进学生对数学活动本质的认识，让他们

“穿越时空与古代数学家对话”，像数学家那样做出数学发现，增加学习数学的自信心，因此，

教学中融入数学史，是达成“德育之效”的一条理想途径。 
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学术资讯 

第一届 HPM 工作室成员课例论文目录 

（2018 年-2019 年） 

HPM 工作室于 2018 年 3 月创建，首批学员有来自上海各区不同学校、不同学段的数学教

师三十余人。两年间，工作室成员与高校 HPM 研究团队形成一个专业学习共同体，实现学术和

实践共享，有计划地开展一系列课例研究活动，发表一系列课例论文，有效促进了工作室成员

的专业发展，也为华东师范大学数学教育方向研究生的培养提供了优越的实践条件。 

以下是课例论文的汇总 ∗。 

1. 高振严, 何伟淋. “线面垂直判定定理”: 从历史看证明、找模型[J]. 教育研究与评论(中学教

育教学), 2018(07): 35-40. 

2. 胡佳婧, 张亚琦. HPM 视角下的线面垂直判定定理教学设计与实施[J]. 中小学课堂教学研究, 

2019(01): 15-20. 

3. 张益明, 丁倩文. “两角和与差的余弦公式”: 从历史中找价值、看证明[J]. 教育研究与评论

(中学教育教学), 2018(06): 33-38. 

4. 蔡东山, 陈晏蓉, 沈中宇. HPM视角下的两角和与差的余弦公式教学[J]. 数学教学, 2019(03): 

7-12+34. 

5. 顾海萍, 孙丹丹. HPM 视角下的“邻补角、对顶角”教学[J]. 中学数学月刊, 2018(09): 45-48. 

6. 向荣, 陈莎莎, 沈中宇. HPM 视角下的周期函数概念教学[J]. 中小学数学(高中版), 2018(11): 

45-50. 

7. 杜金金 , 陈莎莎 , 沈中宇 . 周期函数的概念 : 从历史到课堂[J]. 中小学课堂教学研究 , 

2019(07): 9-14+19. 

8. 袁芳, 马艳荣. HPM 视角下的“和差术应用”专题复习课[J]. 教育研究与评论(中学教育教学), 

2018(08): 52-57. 

9. 黄蓓. HPM 视角下的“全等三角形角边角判定定理"教学[J]. 上海中学数学, 2020（待发表）. 

                                                        
∗ 论文信息按照课例研究活动开展顺序排列。 
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10. 汤雪川, 栗小妮, 孙丹丹. “等腰三角形的性质”:从历史中找应用,看证明[J]. 教育研究与评论

(中学教育教学), 2018(11): 52-61. 

11. 杜金金. HPM 视角下的棱柱概念教学[J]. 中小学课堂教学研究, 2019(10): 16-21. 

12. 贾彬, 孙丹丹. HPM 视角下“素数与合数”的教学[J]. 中小学课堂教学研究, 2019(09): 12-17. 
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教师教育学院数学教育研究所工作研讨会会议纪要 

韩嘉业，沈中宇 

（1.华东师大教师教育学院, 上海, 200062; 2.华东师大数学科学学院, 上海, 200241） 

2020 年 1 月 13 日，为了进一步推进上海市第四期双名工程和华东师范大学教师教育学院

数学教育研究所的各项工作，教师教育学院数学教育研究所工作研讨会在华东师范大学中北校

区教师教育学院小红楼举行。数学教育研究所特聘专家、双名工程高峰计划主持人王华、胡军

以及团队成员，攻关计划主持人虞涛、张亚东、王海平、李英和华东师范大学教师教育学院汪

晓勤教授、邹佳晨老师以及研究生团队参加了本次研讨会。 

本次研讨会的主题为讨论数学教育研究所 2020 年工作方案。围绕这一主题，各位老师纷纷

建言献策，提出了一些具体的建议。如王华老师提到，研究所可以举办 1 次年会和 4 次季度交

流会议，出版《新时代名师授课录》，在制订 1 年工作方案的同时制定 3 年长远规划，平时做好

简报编辑和活动纪要的记录。虞涛老师提到各名师基地的学员和数学教育研究所之间可以有更

多的交流互动，另可举办优秀论文和优秀教学案例的评奖活动。汪晓勤教授提出需要设立一本

研究所的期刊，包括课题进展、活动讯息、教学案例、思想交流、数学人文、教材研究等栏目。

此外，其他老师也针对工作方案提出了各自的建议并进行交流研讨。 

 
交流研讨 

最后，汪晓勤教授对本次研讨会作了总结，提出：1 个团队、1 本刊物、1 个论坛、1 项比

赛、1 门课程、1 个栏目（访谈录）、1 部实录、1 批名师。 

本次研讨会在临近春节时期举办，常言道“一年之计在于春”，春天正是冰雪消融、万物复

苏的季节，相信本次研讨会已经在各位老师和同学的心中埋下了希望的种子，且让我们共同展

望数学教育的美好明天。 
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