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【课堂研究·特设专栏: HPM 课例研究 ( 之十) 】

HPM 视角下的棱柱概念教学

杜金金

( 上海市建平中学，上海 200135)

【摘 要】棱柱的概念是沪教版高中数学高三上册第 15 章第 1 节 “多面体的概念”第一课时的内

容，重在培养学生的数学抽象、几何直观等核心素养，并为后续其他几何体的学习做铺垫。教师可以

从 HPM 视角设计本节课教学，直接或间接利用历史素材，设计一系列操作和问题，让学生在实际操作

和解决问题的过程中经历棱柱定义的发生和发展过程，加深对棱柱概念的理解，发展学生相关数学核

心素养以及实施数学学科德育。
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落实立德树人根本任务的研究

一、引言

棱柱是基本的立体图形。 《普通高中数学课

程标准 ( 2017 版) 》提出，利用实物、计算机软

件等观察空间图形，认识柱、锥、台、球及简单

组合体的结构特征，能运用这些特征描述现实生

活中简单物体的结构; 在教学中，需要帮助学生

逐步形成空间观念，认识空间几何体的结构特

征［1］。棱柱的概念是沪教版高中数学高三上册第

15 章第 1 节 “多面体的概念”第一课时的内容，

沪教版教材先在第 14 章中引入立体几何的公理体

系，系统介绍空间中的直线与平面，再在第 15 章

中研究简单几何体。棱柱是最典型也是最常见的

柱类几何体，其概念的学习重在培养学生的数学

抽象、几何直观等核心素养，并为后续其他几何

体的学习做铺垫。在空间几何体的学习中，学生

往往存在概念理解不透、空间想象能力欠缺、考

虑不全面等问题［2－3］。

在实际教学中，有些教师通过分类辨析，引

导学生学习多面体与旋转体的相关概念，鼓励学

生自主探究棱柱等几何体的结构特征与概念［4］。

也有些教师从生活中抽象出柱体，类比线动成面，

得到棱柱概念的动态定义［5－7］。实际上，棱柱的

概念有着漫长的发展过程，其定义的历史演变反

映了 人 们 对 棱 柱 概 念 由 直 观 到 严 谨 的 认 识 过

程［8］。教学实践表明，如今学生对棱柱定义的理

解具有历史相似性［9］。基于棱柱概念形成的历史

以及学生认知的历史相似性，有些教师设计了棱

柱概念的学习单和课堂教学，重点通过探究引导

学生辨析定义的严谨性，在与数学对话的过程中

提升学生数学学习的自信心［10－11］。因此，将数学

史融入棱柱概念有助于加深学生对棱柱概念的理

解，发展相关数学核心素养以及实施数学学科

德育［12］。

鉴于此，笔者从 HPM 的视角设计本节课的

教学，并拟定如下教学目标。
( 1) 建构棱柱的概念，了解平行六面体、直

棱柱、正棱柱的特性，能够熟练地运用定义判断

各种棱柱;



2019 年第 10 期 总第 39 期

17

( 2) 学会用三维空间中的基本量 “点、线、

面”的数量关系和位置关系研究多面体，总结其

中的共性与差异，培养学生的数学抽象、几何直

观等核心素养;

( 3) 从数学史中了解棱柱定义发展的来龙去

脉，体会数学的严谨性和发展性，鼓励敢于质疑

和勇于探索真理的精神。

二、历史材料及应用

1. 欧氏定义

公元前 3 世纪，数学家欧几里得 ( Euclid )

在《几何原本》中首次给出棱柱的定义: “一个

棱柱是一个立体图形，它是由一些平面构成的，

其中有两个面是相对的、相等的、相似的且平行

的，其他各面都是平行四边形。”［13］这个错误的定

义由于欧几里得的权威性和 《几何原本》的专业

性而流 传 了 20 多 个 世 纪，一 直 被 人 们 信 奉 和

使用。
2. 改进的欧氏定义

在欧氏定义的基础上，数学家通过增加侧面

的属性，从而使棱柱的定义更加严谨。所增加的

属性有两类。

一类为增加侧面是平行四边形且有一组对边

为两个底面的对应边，如在 1876 年，美国数学家

舒伊勒 ( A. Schuyler) 较早给出这类定义: “棱柱

是一个多面体，它有两个面为全等、平行的多边

形且对应边平行，其余各面均为以全等多边形对

应边 为 底 的 平 行 四 边 形。”［14］ 美 国 数 学 家 斯 顿

( J. C. Stone) 等人在其 《立体几何》中首次给出

了欧氏定义的反例［15］。

另一类为增加侧面的交线平行这一属性，美

国数学家郝克斯 ( H. E. Hawkes) 等人在其 《立

体几何》中给出了和现行高中数学教材中几乎一

致的定义: “棱柱是一个多面体，有两个面位于

两个平行平面上，其余各边均为平行四边形，且

其交线平行。”［16］

3. 动态定义

18 世纪，法国数学家瓦里格农 ( P． Varignon)

在其《数学基础》中摒弃了欧几里得的定义而采用

新的动态定义: “若平面直线形 ( 如 ABF) 按照平行

于自身的方向从点 A 移动到点 C，则该直线形画出

一个介于两个相似且全等的图形 ECD 和 ABF 以及所

有以图形 ABF 的边为一边的平行四边形之间的立体

CB。则该立体称为棱柱。”如图 1 所示［8］。

图 1 瓦里格农的棱柱动态定义

三、教学设计与实施

1. 小试牛刀，引出新知

课前，教师先让学生利用磁力片搭建一个封

闭体。

师: 同学们搭建的封闭体都很有创意，有摩天

轮、变形金刚……请同学们互相观察搭建的封闭体，

它们有哪些共同的特征?

生 ( 齐答) : 每个面都是多边形。

师: 对，这样的几何体在生活中其实很常见。

在数学中，我们把由上述平面多边形 ( 或三角形)

围成的封闭体叫做多面体，构成多面体的各平面多

边形 ( 或三角形) 叫做多面体的面，其相邻多边形

( 或三角形) 的公共边叫做多面体的棱，棱与棱的交

点叫做多面体的顶点。

2. 几何直观，数学抽象

师: 生活中有一类特殊的多面体也很常见，比

如巧克力、斜堆的扑克牌、沙发等，因为这类多面

体的构造美观且独特，才使这些商品夺人眼球，销

量大增。今天我们就来研究这样一类多面体。请同

学们用手中的磁力片搭建出这三个实物的模型，然

后绘制出其图像 ( 如图 2)。
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图 2 三个实物的立体几何模型

师: 我们已经学习了立体几何，那可以从哪些

角度研究多面体呢?

生 1: 从基本量“点、线、面”出发进行研究。

师: 可以研究哪些关系呢?

生 2: 数量关系和位置关系。

师: 请同学们对照这几个多面体试着完成表 1。
表 1 多面体中的数量关系和位置关系

基本量 数量关系 位置关系

点 顶点数量不定 无

线 棱数量不定
①两个全等多边形的面上对
应的棱平行
②其余面上的棱相互平行

面
①面数量不定
②有两个全等的
多边形的面

①两个全等多边形的面平行
②其余的面都是平行四边形

师: 同学们的表格填写得十分正确，请同学们

试着依据表 1 的共性对这几个从实物中抽象出的多

面体下一个定义。
生 3: 有两个全等的多边形的面相互平行，其

余各面都是平行四边形的多面体。
生 4: 有两个多边形的面全等且相互平行，侧

面上的棱相互平行的多面体。
师: 对于这样一类特殊的几何体，能否给它起

一个名字。这样的几何体是什么形状?

生 ( 齐答) : 柱状。
师: 柱是建筑物中的主结构件，承托在其上方

物件的重量。而这样的多面体确实能作为承重结构，

用柱表示非常合适。同学们在初中学过的正方体就

是柱体，如果将这些多面体归类，你们认为正方体

和这三个柱体是否为一类呢?

生 5: 斜堆的扑克牌是一种抽象的柱，它和正

方体属于一类，因为两个全等且平行的多边形都是

四边形，看起来结构相同。
师: 我们可以通过两个全等多边形的边数进行

分类，称 n 边形所对应的柱状多面体为“n 棱柱”，
统称为“棱柱”。

3. 动手实践，探索真理

师: 第一个给出棱柱明确定义的是数学家欧几

里得，他在《几何原本》中写道: “一个棱柱是一个

立体图形，它是由一些平面构成的，其中有两个面

是相对的、相等的、相似的且平行的，其他各面都

是平行四边形。”
生 6: 生 3 的定义和欧几里得的定义几乎一样。
师: 对，非常棒! 按照我们之前总结的棱柱的

性质，欧几里得采用的是和“面”有关的两个性质

以及和“线”有关的一个性质定义棱柱，那么能否

保证剩下的一个和“线”有关的性质，即“其余的

面上的棱相互平行”也正确呢? 在 1916 年，数学家

斯顿不顾众人议论，坚持说欧几里得的定义错了。
同学们，你们能否用手中的磁力片为欧几里得正名，

又或者为斯顿翻身呢?

生 7: 斯顿说的是对的，只需要将两个四棱

柱拼接即可 ( 如图 3) 。

图 3 欧几里得定义的反例

师: 这的确是一个反例，也是历史上真实被

举出的反例。你能不能告诉大家，如何想到构造

这个反例的呢?

生 7: 我注意到了数量关系，欧几里得的定

义中只限定了除两个全等多边形的面以外的面的

位置关系，却没有限定数量关系。事实上 n ( n≥
3，n∈N* ) 棱 柱 应 该 有 2n 个 顶 点、3n 条 棱 和

( n+2) 个面。显然，四棱柱应该只有 6 个面，而这
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个多面体有 11 个面，因此是一个反例 ( 见表 2) 。
表 2 棱柱中的数量关系和位置关系

基本量 数量关系 位置关系

点 2n 个顶点 无

线 3n 条棱
①两个全等多边形的面上
对应的棱平行
②其余的面上的棱相互平行

面
①( n+2) 个面
②有两个面的 n
边形全等

①两个全等多边形的面平行
②其余的面都是平行四边形

师: 但是老师作为欧几里得的支持者，认为

这个反例无法说服欧几里得，也无法服众。这个

反例的几何体并不常见，且局部是凹进去的，俗

称凹多面体。能否再举出一个平时我们常见的多

面体———凸多面体的反例，令众人不得不信服呢?

生 8: 可以构造一个常见的十二面体 ( 如图 4)。

图 4 十二面体的反例

师: 这个反例便是斯顿当时举出的反例，它

是一个凸多面体，比之前的凹多面体更常见，也

与之前的反例有着异曲同工之妙。由于欧式定义

无法限制面的数量，因此可以通过扩充面的数量

来制造很多反例。
师: 早在 1876 年，数学家舒伊勒就改进了欧

几里得的定义: “棱柱是一个多面体，它有两个

面为全等、平行的多边形且对应边平行，其余各

面均为以全等多边形对应边为底的平行四边形。”
你们认为舒伊勒的定义正确吗?

生 ( 齐答) : 正确。
师: 紧接其后，数学家斯顿在 1916 年给出了

十二面体的反例，给出了和舒伊勒一致的定义。
1922 年，数学家郝克斯和贝克等人也修改了定

义: “棱柱是一个多面体，有两个面位于两个平

行平面上，其余各面均为平行四边形，且其交线

平行。”这也是生 4 的定义，请同学们判断一下

这个定义是否正确，和舒伊勒、斯顿的定义相比，

你们更喜欢哪一个呢?

生 ( 齐答) : 这个定义是正确的。我们觉得

数学家郝克斯和贝克的定义更好一些，它不仅简

洁明了，而且能体现出柱状的结构。
师: 一般地，如果一个多面体有两个全等的

多边形的面相互平行，且不在这两个面上的棱都

相互平行，那么这个多面体叫做棱柱。棱柱的两

个相互平行的面叫做棱柱的底面，其他的面叫做

棱柱的侧面，棱柱的侧面都是平行四边形。不在

底面上的棱叫做棱柱的侧棱，两个底面间的距离

叫做棱柱的高。
4. 百花齐放，百家争鸣

师: 判断图中 ( 如图 5) 的四种几何体是否

为棱柱?

图 5 四种几何体

生 ( 一部分齐答) : 不是。
生 ( 一部分齐答) : 是。
师: 生活中有一些特殊的棱柱为我们所常见，

请同学们依次说出它们 ( 如图 6) 的典型特征或

定义。

图 6 特殊的棱柱

生 1: 平行六面体是底面为平行四边形的棱柱。
生 2: 直棱柱是侧棱与底面垂直的棱柱。
生 3: 长方体是底面为矩形的直棱柱。
生 4: 正方体是所有棱长都相等的长方体。
生 5: 正棱柱是底面为正多边形的直棱柱。
师: 棱柱的发展到这里并没有停止，越来越

多棱柱的应用被开发出来，百花齐放下的 “蜂
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巢”就是典例之一。越来越多的数学家也对棱柱

下了新的定义，呈现百家争鸣之势。下面请同学们

观赏一个微视频，试试看能否对棱柱下一个新的

定义。
生 6: 可以从动态的角度定义棱柱。由一个

平面多边形沿某一方向平移形成的空间几何体叫

做棱柱。
师: 非常棒! 棱柱的概念经历了从实物到定

义，从崇拜到质疑，从错误到正确，从个性到共

性，从复杂到简单，从单一到多样，从独树一帜

到百家争鸣的过程。数学的发展也许曲折，道路

荆棘，但探索真理的脚步在一代又一代人的努力

下从未停止过，就像那直棱柱一般坚忍不拔!

四、学生反馈

课后，笔者收集了 28 名学生对本节课的反馈

信息。有一半以上的学生认为，自己在课堂中给

棱柱下的定义与欧几里得的一致或基本一致。
有关这节课印象最深的部分。学生提到的有:

·动手拼磁力片的过程，让我对棱柱有了清

晰的概念。
·我们自己举出的那一个十二面体反例，让

人震惊，也为我们自己感到骄傲。
·老师不断地让我们提出棱柱的定义，并讨

论、改进，这样的试错体现了数学的魅力。
·拼搭棱柱的过程，让我意识到有时仿佛符

合认知的事物其定义也不是那么显然，需要通过

仔细、严谨的思考来找到结果。
学生对课堂中的反例印象深刻，课后他们甚

至自主研究出十六面体的反例 ( 如图 7) 。

图 7 十六面体的反例

有关课堂中提到的 “历史上的数学家也会犯

错误”的事实，学生的感想有:

·后人的结论是站在前人的肩膀上得出的，

所以我们通过学习，或许将来也可以再次对现在

的理论进行补充或反驳。
·人无完人，谁都会犯错，即使是数学家，

也会有犯错的时候，只能说理论在发展的时候总

会经历错误。
·我们不能盲目相信别人，要有自己的思考，

与别人不一致的时候不能盲目从众，要坚持自我，

有时候少数人坚持的往往是最终的真相。

五、结语

本节课数学史的应用方式有重构式、附加式

和顺应式。基于棱柱定义在数学史上的演变与发

展，本节课重构了这一过程。首先，通过磁力片

搭建让学生对多面体产生感性的认知。其次，通

过几何体的抽象让学生关注到几何体中的点、线、
面之间的关系，从而为后面棱柱定义的学习做铺

垫。然后，让学生自己给棱柱下一个定义，并通

过凹多面体和凸多面体各举一个反例对定义进行

辨析，增强学生对棱柱的理解。最后，补充棱柱

的动态定义，拓展学生的思维。其中，将学生的

定义与历史上数学家的定义相比较，属于附加式;

让学生辨析历史上数学家给出的棱柱定义，属于

顺应式。
本节课中，从棱柱的几何特征中不断总结共

性，最终得到正确的定义则是对概念的外延抽象

化、严谨化和精简化的过程。学生在课堂的进程

中不知不觉地经历了棱柱概念的产生过程，构建

了知识之谐。课堂中磁力片的使用，很大程度上

增加了学生的体验感; 让学生自己给棱柱下定义，

增强了学生的参与感，营造了探究之乐。在教学

中，给予学生具体的实物进行全方位的观察，从

中抽象出棱柱的几何模型，同时关注数量关系和

位置关系，培养了学生的数学抽象和直观想象素

养，实现了能力之助。
本节课中，德育之效的体现尤为明显。数学

家欧几里得的错误拉近了学生与数学、与数学家

之间的距离，让学生在学习知识的过程中富有情

感，热情高涨。数学家的错误对于学生而言是一

种警示，即不要盲目迷信权威，要敢于质疑，勇



2019 年第 10 期 总第 39 期

21

于探索真理，追求理性精神。通过对棱柱定义的

不断修正，学生体会到数学是发展的，培养动态

的数学观。学生并没有因为数学家欧几里得的错

误而否认他在几何学中做出的巨大贡献，反而怀

有包容的态度面对错误。通过修正欧几里得的错

误，动手构造反例并总结出正确定义的过程，学

生收获了别样的自信心和成就感。
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旅行的审美性，充分发挥美学理论与思想方法的

价值导向、行为转向、精神提升等多个维度的功

能与价值，使成长驿站成为儿童成长的资源库、
充电站、分享屋、交友会和播种场，使儿童成长

成为美的历程、臻美的旅行。
美是真理的光辉、自由的万能形式。蔡元培

曾经指出，凡是学校所有的课程，都没有与美育

无关的。教育的最高境界是美。美的教育必然是

最合规律，最为和谐，也是最有利于人的发展和

成长的教育。随着儿童美育课程的开展，我们一

起踏上寻美、示美、创美之路，用美学的知识底

蕴擦亮“慧眼”，穿透知识表象，全面挖掘教育

中隐藏的、潜在的美; 点燃 “慧能”，应用专业

技能，进一步认识知识和美的水乳交融，深刻地

把握了“真”，也就自然领悟了其中的 “美”; 开

启“慧心”，坚守教育理想，执着于对美育课程

的研究，对教育本质、教育内容、教育过程、教

育形式、教育评价、教育主体的思考———以 “融

合”为手段，以 “美”为统整，超越学科中心，

以“跨界”思维推进美育元素的融合与跨学科学

习，让每个人成为最美的自己，拥有最美的未来。
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