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刊首语 

本期的封面人物是德国著名数学家、天文学家、物理学家开普勒。 

开普勒生于魏尔（Weil），卒于雷根斯堡（Regensburg）。开普勒自幼体弱多病，但聪明

好学，智力超群。1584 年入教会学校读书，1587 年就学于蒂宾根大学，次年获得文学学士

学位，1591 年又获得硕士学位，并开始深造神学。1594 年因格拉茨（Graz）一所教会学校

的一名数学教师去世，开普勒被推荐就任这一教职，从此走上了科学研究之路。1600 年到

布拉格与天文学家第谷（Tycho B.）合作研究天文学。第二年第谷去世后开普勒继承了他的

未竟事业，被任命为皇家数学家。此后虽又历经坎坷，但他潜心学术，新作叠出，成为了著

名的科学家。 

开普勒是在数学理论应用方面卓有成就的学者。最突出的贡献是发现了行星运动三大定

律： 

1. 行星的轨道是椭圆，太阳居其焦点之一。 

2. 在相等的时间内，行星与太阳的连线所扫过的面积相等。 

3. 行星公转周期的平方同轨道半长轴的立方成正比。 

开普勒定律消除了以往人们对太阳的偏见，支持了哥白尼（Kopernik, M.）的学说，为

牛顿万有引力定律的发现铺平了道路。他的有关名著《新天文学》（1609），《宇宙的和谐》

（1619）等在一定程度上左右了人们对整个世界的认识。 

他还是微积分学的先驱者之一，在《测量酒桶的新立体几何》（1615）中，用通俗语言

引入了无穷大和无穷小的概念，指出“圆是由无数个顶点在圆心的三角形形成，圆周是由这

些三角形的无穷小底边构成”。他用同样的思路阐明了构成圆锥和棱锥的学说，扩展了阿基

米德（Archimedes）求曲边形面积的穷竭法。他还研究了各种旋转体的性质。把无限小的弧

看成直线，把无限窄的面看成直线，把无限薄的体看成面，讨论了多种各类体积问题。他的

朴素的积分思想是卡瓦列里（Cavalieri, B.）不可分原理的先导。此外，该书还研究了等周

问题，即用尽可能少的材料建造容积尽可能大的容器。他还提出判别一个变量极值的方法，

即在一个极值近邻，该变量的值实际上保持不变。 

他的《光学天文》（1604）是几何光学的基础，其中研究了二次曲线的相互转化问题，

提出了平行线的无穷远点概念。他还提出了与蜂房结构有关的数学问题，引入了“轨迹”术语，

讨论过黄金分割，他的宇宙结构说、日心说、星辰编制、眼镜助视原理等均是各领域的经典

之作。 

开普勒一生命运多舛，却始终百折不挠，矢志不渝，他为我们留下了宝贵的的精神财富！ 



 

文献研究 

斐波纳契与无理方程 

汪晓勤 

（华东师范大学数学系, 上海, 200062） 

考察中学数学的每一个知识点，我们会发现：一些知识点的历史知识在课本上已有所介

绍，如无理数、一元一次方程、二元一次方程组、勾股定理等；另一些知识点的历史，尽管

课本上可能并没有介绍，但数学教师却对其有一定了解，如一元二次方程、全等三角形等。

然而，还有许多知识点，其背后的历史知识却是课堂教学中的盲点。 

无理方程就是这样的盲点之一。考察数学的历史，我们发现：尽管直到 19 世纪 60 年代，

西方作者才开始普遍关注这类方程 [1]，但 13 世纪初意大利数学家斐波纳契（L. Fibonacci, 

1170?～1250?）的《计算之书》[2]却是迄今我们所见到的含有这类方程的最早的数学文献。

那么，斐波纳契是如何表达无理方程的？他怎样求解无理方程？他是否知道通过验根来识别

增根？他如何对待零根和负根？本文拟通过对《计算之书》中无理方程的考察来回答上述问

题，为初中 HPM 教学积累素材，并获得若干教学启示。 

1 《计算之书》中的无理方程及其解法 

《计算之书》的最后一章（即第 15 章）专门讨论各种一元二次方程的解法。实际上，与

9 世纪阿拉伯数学家花拉子米一样，斐波纳契讨论了以下六类方程： 

（1）ax b= ；  

（2） 2ax b= ； 

（3） 2ax bx= ； 

（4） 2ax bx c+ = ； 

（5） 2ax bx c= + ； 

（6） 2ax c bx+ = ， 

其中， 0a > ， 0b > ， 0c > 。斐波纳契给出的部分问题属于无理方程问题，可化为上述各

类方程来解。 

（1）一个数乘以其根的 4 倍，等于该数的 7 倍。设所求数为 x，则由题设得方程 
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4 7x x x⋅ =                                                       (1) 

斐波纳契将原方程化为 4 7x = ，于是得
31
4

x = ，
13

16
x = 。 

（2）一个数减去它的四分之一，所得差乘以它的根的 4 倍，等于它的 6 倍。设所求数

为 x，由题设得方程 

xxxx 64
4
1

=⋅





 −                                                 (2) 

斐波纳契将原方程化成 xxx 64
4
3

=⋅ ，两边取三分之一，得 xxx 24
4
1

=⋅ ，将两个方程

相加，得 xxx 84 =⋅ ，从而得 84 =x ， 2x = ， 4x = 。 

方程两边同取若干分之一，再与原方程相加，从而去掉分数，这是斐波纳契经常使用的

方法。他在另一部数学著作《花朵》中也用这一方法来解有关方程。 

以上两个无理方程可化为第一类方程（ ax b= ）来求解。 

（3）一个数减去 4 根，所余数的四分之一等于 4 根。设所求数为 x，由题设得方程 

( )1 4 4
4

x x x− =                                                    (3) 

斐波纳契的解法是： 

4 16x x x− = ⇒ 20x x= ⇒ 20x = ⇒ 400x = 。 

（4）一个数减去 3 根，所余之数等于该数 4 倍的根。设所求数为 x，由题设得方程 

3 4x x x− =                                                   (4) 

解法同上题。 

以上两个方程可化为第三类方程（ 2ax bx= ）来求解。 

（5）有一平方，从中减去其根的三倍，将所得差的根的 4 倍与该平方的根的 3 倍相加，

得 20。设所求根为 x，则得方程 

24 3 3 20x x x− + =                                                 (5) 

斐波纳契的解法是： 

2 33 5
4

x x x− = − ⇒ 2 21 93 25 7
2 16

x x x x− = − + ⇒ 27 14 25
16 2

x x+ = ⇒  

2 2 110 57
7 7

x x+ = ⇒ 4x = 。 

本题化为第四类方程（ 2ax bx c+ = ）来求解。 

（6）一个数加上 10 第纳尔，和乘以根 5，所得乘积的根等于该数。设所求数为 x，由
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题设得方程 

( )5 10x x+ =                                                  (6) 

两边平方得 ( )2 5 10x x= + ，解得 1 1500 1 1
4 4

x = + + 。 

本题化为第五类方程（ 2ax bx c= + ）来求解。 

（7）有一数，减去它的 1 1
4 3 和 4 第纳尔，等于它的根。设所求数为 x，由题设得方程 

7 4
12

x x x − + = 
 

                                               (7) 

斐波纳契的解法是： 

25 4
12

x x − = ⇒ 
 

225 116 4
144 3

x x+ = ⇒ 2 4 2492 24
25 25

x x+ = ⇒
12 36912 63
25 625

x = + 。 

（8）有一平方，其根的 3 倍加上平方与 3 根之差的根的 4 倍，等于平方加 4 第纳尔。

设所求平方的根为 x，由题设得方程 

2 24 3 3 4x x x x− + = +                                             (8) 

引人注目的是，斐波纳契采用换元法来解上述无理方程：设 2 3x x y− = ，则得关于 y

的一元二次方程 2 4 4y y+ = ，利用求根公式得 2y = 。于是得方程 2 3 4x x− = ，解得 4x = 。 

（9）假设有一平方，从中减去 8 根，将所得差的根的 10 倍加上 8 根，结果等于平方

加 21 第纳尔。设所求平方的根为 x，由题设得方程 

2 210 8 8 21x x x x− + = +                                             (9) 

与上题类似，斐波纳契亦采用了换元法：设 2 8x x y− = ，则得 2 21 10y y+ = ，于是得 3y = 或

7。从而得 2 8 9x x− = 或 2 8 49x x− = ，解得 9x = 或 4 65x = + 。 

以上三个方程均化为第六类方程（ 2ax c bx+ = ）来求解。 

2 若干特点 

2.1 修辞代数 

我们知道，代数学的发展经历了三个阶段：修辞代数、缩略代数和符号代数 [3]。以上我们

看到，斐波纳契《计算之书》中包括无理方程在内的所有方程及其解法都完全是用文字来表

达的，未知数称为“根”（这个名称源于阿拉伯），未知数的平方称为“平方”；如果将“平
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方”本身看做未知数，那么未知数的平方根称为“根”。我们今天的“设某某为 x”，斐波纳

契说成“设某某为物”，自始至终没有用字母符号来表示未知数或已知数。因此，与阿拉伯

人的代数一样，斐波纳契的代数属于修辞代数。 

顺便指出，无理方程（1）—（9）都没有任何现实背景。 

2.2 负根和零根 

斐波纳契对负数已有很好的认识，他在《计算之书》中明确提出“负负得正，正正得正，

正负得负”的运算法则 [2]。但是，在解方程的时候，他却始终不考虑负根。下表给出了以上

各无理方程的解的情况。 

方程 斐波纳契给出的根 斐波纳契舍去的根 舍根的原因 

（1） 
13

16
x =  0x =  不考虑零根 

（2） 4x =  0x =  不考虑零根 

（3） 400x =  0x =  不考虑零根 

（4） 25x =  0x =  不考虑零根 

（5） 4x =  214
7

x = −  不考虑负根 

（6） 1 1500 1 1
4 4

x = + +  1 1500 1 1
4 4

x = − + +  不考虑负根，增根 

（7） 12 36912 63
25 625

x = +  12 36912 63
25 625

x = −  增根 

（8） 4x =  1x = −   不考虑负根 

（9） 9x = 或 4 65x = +  1x = − ， 4 65x = −  不考虑负根 

另外，在化简方程时，斐波纳契总是心安理得地在方程两边同时除以 x，始终不考虑零

根。我们可以将这种做法称作“忽略零根”现象，这种现象在早期数学史上是相当普遍的，

也出现在分式方程上。 

2.3 关于增根 

斐波纳契很清楚，第六类方程有两个正根。他在《计算之书》中写道：“若问题归结为

平方加一数等于若干根，则当该数等于或小于根数之半的平方时问题可解。若它等于根数之

半，则根数之一半即为平方的根。若它小于根数之半，则从根数之半的平方中减去该数，【取

所得结果的平方根，】从根数之半中减去这个根；若所得差数并非所求平方的根，则将根数

之半与这个根相加，即得所求平方的根。”[2]在方程（7）的两个正根中，斐波纳契选择

12 36912 63
25 625

+ 而舍弃 12 36912 63
25 625

− ，这显然是验根的结果。 
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此外，在方程（6）的两个根中，负根恰好是增根，由于不考虑负根，斐波纳契不知不觉中

舍去了增根。 

2.4 几何语言 

斐波纳契是用几何语言来描述换元法的。以方程（8）为例。如图 1，斐波纳契把平方

（
2x ）看做正方形 ABCD 的面积，把平方的根（x）看做正方形的边长。在 BC 上取点 E，

使得 3CE = ，则矩形 ABEF 的面积为 2 3x x− ，将其当做另一个平方（ 2y ），就得到一个新的

方程。解这个新方程，得矩形 ABEF 的面积为 4。 

G

F

E

D

CB

A

    

4- 73

4+ 7 3

4- 7

4+ 7

4- 74+ 7
 

图 1                                   图 2  

斐波纳契本可以将方程 2 3 4x x− = 转化为 2 3 4x x= + ，再利用求根公式即可求得 x，但他

却没有这么做。仍如图 1，因 4BE EF BE BC⋅ = ⋅ = ，取 EC 的中点 G，得 

2 1 14 2 6
4 4

BE BC EG⋅ + = + = ， 

利用《几何原本》卷 2 中命题 6（相当于说 ( )
2 2

2 2
b ba a b a   + + = +   

   
 ）即得 2 16

4
BG = ，

即
12
2

BG = ，故得 4x = 。 

这种做法在《计算之书》其他各章中也是屡见不鲜的。例如，在第十四章中，斐波纳契

利 用 《 几 何 原 本 》 卷 2 命 题 4 （ 相 当 于 说 ( )2 2 22a b a ab b+ = + + ） 求 得

4 7 4 7 14+ + − = ，如图 2 所示。 

斐波纳契所受《几何原本》之深刻影响，由此可见一斑。 

3 结论与教学启示 

    通过对《计算之书》中的无理方程的考察，我们至少可以得出以下结论：无理方程的历
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史至迟可上溯至 13 世纪初；《计算之书》反映出早期代数史上的“忽略零根”现象；修辞代

数并未影响斐波纳契对无理方程的理解，几何语言的使用弥补了修辞代数的不足；斐波纳契

已经熟练掌握了换元法，知道验根、识别增根；尽管斐波纳契已较好地认识并接受了负数概

念，但在解方程时未能超越古巴比伦人、希腊人和阿拉伯人，依然将方程的负根排除在外。 

据此，我们得出如下启示。 

（1）“说有易，言无难。”我们在追溯任何一个知识点发生、发展的历史时，很难作出

“之前未曾有过”这样的断言，正所谓“莫道君行早，更有早行人。”斐波纳契《计算之书》

完全颠覆了我们原先的“无理方程出现于 16 世纪”这样的印象。 

（2）《计算之书》中所有的“无理方程”都只不过是六类整式方程的特例而已，“换元

法”一开始就与无理方程相依相伴。 

（3）今天数学课堂上学生之“忽略零根”现象只不过是早期历史上数学家错误的再现

而已，这种历史相似性告诉我们，历史是一面镜子，历史有助于我们更好地理解学生的错误；

同时，历史也提醒我们，教师在课堂上应强调，在零根问题上，不要重蹈古人覆辙。 

（4）在今天的代数教学中，应让学生学会文字语言、图形语言和符号语言之间的转换，

这将有助于学生的数学理解。 

（5）尽管没有符号，但斐波纳契在叙述方程和方程的求解过程时，语言清晰、流畅、

准确，即使在八百多年之后、符号代数已成为家常便饭的今天，阅读起来依然并无多大困难。

这提示我们：尽管修辞代数是代数发展过程中的初级阶段，在今日中学代数课本中已难觅踪

迹，但让学生将符号语言转换成文字语言，可以提高学生的表达和交流能力。 

（6）数学史上的每一次进步都是缓慢而艰辛的，负数概念的发展也不例外。所以，我

们今天在进行概念教学时，不应忘记“欲速则不达”的古训。 
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圆锥曲线之起源与发展简史 

邹佳晨 

（华东师范大学数学系，上海，200241） 

摘要：本文从圆锥曲线的起源谈起，梳理了其在各个历史时期的发展脉络，兼谈圆锥曲

线在中国的转播。为初学者了解圆锥曲线的历史提供了一个视角。 

关键词：圆锥曲线；数学史；解析几何 

1 梅内克缪斯和圆锥曲线的起源 

关于圆锥曲线的起源，或许连希腊人也很模糊，但可以肯定的是一定与倍立方问题有关。

（卡茨，2004）早在公元前 5 世纪，古希腊数学家希波克拉底（Hippocrates, 约公元前 470～

公元前 410）已经将倍立方问题归结为求二次比的问题：对一个棱长为 a 的立方体，在 a 和

2a 之间确定 x 和 y，使得 : : : 2a x x y y a= = ，用现在的术语来讲，就是要同时解下面三个

方程中的两个：
2x ay= 、

2 2y ax= 和
22xy a= ，前两个是抛物线方程，第三个是双曲线

方程。 

古希腊时期研究过倍立方问题的学者有：阿尔希塔斯（Archytas, 约公元前 428～公元

前 350）、柏拉图（Plato, 公元前 427～公元前 347）、欧多克斯（Eudoxus, 公元前 408～公

元前 355）和梅内克缪斯（Menaechmus, 约公元前 380～公元前 320）。（白尚恕，1964）梅

内克缪斯是柏拉图和欧多克斯的学生，他第一个研究了满足 : : : 2a x x y y a= = 的曲线。他

指出，通过这些曲线的交点可以确定 x 和 y，从而解决倍立方问题，他的解法可能是许多希

腊学者的汇总。（Coolidge, 1968） 

古希腊数学家怎样认识到用来解决倍立方问题的曲线可以通过圆锥的截线来解决的

呢？或者说是如何发现圆锥曲线的呢？目前没有具体的史料来说明。通常认为是观察火山喷

射、或是削尖的圆木桩，才发现了圆锥曲线。美国科学史家纽格伯尔（O. E. Neugebauer, 

1899～1990）还推测，日晷 1更有可能是梅内克缪斯等发现圆锥曲线的本源。随着太阳的移

1 日晷，已知的最早用来测量时间的装置。其原理是利用太阳投射的影子来测定并划分时刻，如图 1。公元

前 2000 年，在古巴比伦就有人使用了日晷。日晷由晷盘（测量面）和晷针（时针）组成。这种利用太阳光

的投影来计时的方法是人类在天文计时领域的重大发明。（中文版《世界百科全书》编译委员会，2006） 
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动，晷盘上晷针影子尖端形成的曲线就是圆锥曲线（调整晷盘倾斜度就可以得到各种圆锥曲

线）。（Dolan, 1972） 

 
图 1  日晷 

至此，圆锥曲线在公元前 4 世纪闪亮登场了。梅内克缪斯时期，希腊人利用垂直于母线

的平面去截顶角分别为直角、钝角和锐角的正圆锥，得直角圆锥曲线（即抛物线）、钝角圆

锥曲线（即双曲线）和锐角圆锥曲线（即椭圆）。 

2 阿波罗尼斯和圆锥曲线的发展 

梅内克缪斯之后，亚里士塔欧（Aristaeus, 约公元前 370～公元前 300）著有《立体轨迹》，

对“立体轨迹”（solid loci, 即圆锥曲线），作了深入研究；欧几里得（Euclid, 约公元前 325～

公元前 265）著有《圆锥曲线》，对圆锥曲线的研究成果作了系统的总结。可惜，这两本书

都失传了。事实上，圆锥曲线的许多性质都可以叙述成轨迹定理，亚里士塔欧和欧几里得已

经知道：平面上到定点的距离与到定直线距离之比等于常数的点的轨迹是圆锥曲线。但是，

在没有代数工具的古希腊时期，研究这样的轨迹问题并非易事，亚里士塔欧和欧几里得都没

有给出完善的证明。（汪晓勤，2007） 

在亚里士塔欧和欧几里得之后，阿波罗尼斯所著《圆锥曲线》是古希腊最重要的数学著

作之一。书中将同一圆锥被不同位置的平面所截得的曲线定义为圆锥曲线。并且，阿波罗尼

斯所用的圆锥并不局限于正圆锥。他推广的圆锥概念如下： 

 

与圆不在同一平面上的一点作与圆周相交的直线，如果该点固定，把所作直线沿圆周旋

转一周，则生成的曲面就是圆锥面，固定点是顶点，顶点到圆心的直线是轴，圆称为圆锥的

底。（卡茨，2004） 
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阿波罗尼斯所作的圆锥面即现在的对顶斜圆锥，一般情况下，对顶斜圆锥的轴与底圆并

不垂直，为简化起见，我们一般只考虑正圆锥的情形，即圆锥的轴与底圆垂直。阿波罗尼斯

处理圆锥曲线的方法与前人不同，只用一个圆锥，改变截面的位置就能产生三种曲线（这点

欧几里得可能也知道），还注意到截面垂直于轴时是圆。他对圆锥曲线的叙述很接近现代的

方式，如以一顶点为原点，长轴为横轴的椭圆表述为：任一点纵坐标组成的正方形小于与之

对应的横坐标及通径组成的矩形，表示为现代形式即
2y px< ，其中 p 为通径。根据同样的

方法，双曲线和抛物线表示为
2y px> 和

2y px= 。（白尚恕，1964） 

这时候的希腊人从一个圆锥得到三种圆锥曲线，梅内克缪斯时期圆锥曲线的名称“直角

圆锥曲线、钝角圆锥曲线和锐角圆锥曲线”显然已经不适用了。由于阿波罗尼斯把圆锥曲线

表述为矩形面积的关系，恰好与毕达哥拉斯学派的面积应用问题相一致，故阿波罗尼斯将毕

达哥拉斯学派的面积应用术语 έλλειψη（不足）、υπερβολή（超出）和 παραβολή（相齐）分别

来命名三种圆锥曲线：椭圆、双曲线和抛物线。当希腊数学传入欧洲时，这些名称便译为

ellipse、hyperbola 和 parabola，17、18 世纪传入我国时，最初形象地称为“椭圆形”、“陶丘

形”和“圭窦形”，后来才改为现在的名称。（朱鼎勋，1962；汪晓勤、韩祥临，2002） 

从阿波罗尼斯的方法来看，圆锥曲线的定义已经摆脱了圆锥，表示为一种平面轨迹，但

是他没有用焦点和准线给出定义，也没有第一定义（即“到两个定点距离之和为定值的点的

轨迹是椭圆”），因为当时的希腊数学家们不知道圆锥曲线有准线，也不知道抛物线有焦点，

虽然阿波罗尼斯提到椭圆和双曲线的焦点，却是很偶然的，没有着重研究。（范其鲁，1953） 

阿波罗尼斯的《圆锥曲线》共有八卷，只有七卷传了下来，这本著作在某种意义上代表

了古希腊数学发展的顶峰。很难想象，在没有代数符号的情况下，阿波罗尼斯是如何发现并

证明数百条优美深奥的定理。卡茨（2004）认为其后的希腊数学著作没有一部在难度方面超

越《圆锥曲线》。 

3 希腊后期圆锥曲线的发展 

阿波罗尼斯以后，希腊数学对圆锥曲线贡献不多，直到公元 4 世纪，古希腊时代的最后

一位几何学家帕普斯（Pappus，约 290～350）在《数学汇编》（Mathematical Collections）中

用几何方法证明了欧几里得《面轨迹》（The Surface-Loci，后失传）中的一个引理：平面上

到定点和定直线的距离之比等于常数的动点轨迹为圆锥曲线，常数大于、等于和小于 1 时，

轨迹分别为双曲线、抛物线和椭圆。在解析几何发现以前，这是非常重要的贡献。（Coolidge, 
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1968） 

帕普斯在《数学汇编》还研究了“三线轨迹”和“四线轨迹”问题。“三线轨迹”是指：给定

三条直线，若动点到其中两条直线的距离乘积与到第三条直线距离的平方之比等于常数，则

该点的轨迹为圆锥曲线。“四点轨迹”是指：给定四条直线，若动点到其中两条直线的距离乘

积与到另两条直线的距离乘积之比等于常数，则该点的轨迹也是圆锥曲线。这是亚里士塔欧

和欧几里得没有完全解决的轨迹问题。（汪晓勤，2007）对于推广到 n 条直线的情形，帕普

斯没有完成，直到 17 世纪法国数学家费马（P. de Fermat, 1601～1665）和笛卡尔（R. Descartes, 

1596～1650）等人的研究，促使了解析几何的创立。 

4 解析几何与圆锥曲线的发展 

帕普斯之后的一千多年，圆锥曲线的研究不像古希腊时期那么辉煌，现有文献也很少发

现有关圆锥曲线的新的研究，主要是应用于物理学和天文学中，或是用来解三次方程等问题。

德国天文学家开普勒（J. Kepler, 1571～1630）于 1609 年发现天体运行轨道是椭圆，也发现

了圆锥曲线的焦点和离心率。（白尚恕，1964）法国数学家帕斯卡（B. Pascal, 1623～1662）

年轻时就对圆锥曲线有过研究，主要涉及线段共点的轨迹问题，并出版了《二次曲线论》

（Essay pour les Coniques），后来得到德国数学家莱布尼茨和法国数学家笛沙格（G. 

Desargues, 1591～1661）的高度赞扬。（Clarke & Smith, 1928） 

17 世纪初期，在研究古希腊“三线轨迹”和“四线轨迹”的基础上，费马和笛卡尔创立了解

析几何，圆锥曲线的研究从此进入了一个崭新的时期。这时候的数学家们从代数的视角，运

用解析的方法，研究圆锥曲线的定义、方程和各种性质，出现了大量圆锥曲线的著作，有些

成为当时的经典教材，为我们提供了丰富的宝库。（汪晓勤，2013）这些著作中呈现了各种

各样的椭圆定义方式，椭圆方程的推导也可谓精彩纷呈。（邹佳晨，2012） 

19 世纪以来，解析几何受到分析学和各种科学的影响，内容发展得非常丰富，以圆锥

曲线来说，不仅在理论上达到了极高峰，实际中也得到了充分的运用。（白尚恕，1964） 

5 圆锥曲线在中国的传播 

在我国古代很少有人研究过圆锥曲线。后来出现的圆锥曲线都是明末清初随历法传入

的，就以椭圆为例，概念也不详尽，名称也不统一，如表 4-1。（李俨，1955）其实在中国

古代“椭”这个字就是“长圆形”的意思，如《史记·平准书》中记载：“三曰复小，椭之。”（辞

海编辑委员会，1979） 
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表 1  椭圆相关名称演变表 

时 间 出  处 椭圆 长轴 短轴 

1631 《测量全义》 椭圆形   

1631 《恒星历指》 椭圆、斜圆   

1632 《交食历指》 长圆形 大径 小径 

1633 《测天约说》 长圆形、椭圆、瘦圆界   

1723 《数理精蕴》 椭圆形、鸭蛋形 大径 小径 

1742 《历象考成后编》 椭圆 大半径 小半径 

第一个带来椭圆知识的人是意大利传教士利玛窦（M. Ricci, 1552～1610），1583 年来中

国的时候，带来了一幅在科隆印制的用椭圆投影绘制的椭圆形标准地图，这是当时中国最早

的椭圆形地图。（杨泽忠，2004）清康熙 12 年（1673 年），比利时传教士南怀仁（F. Verbiest, 

1623～1688）写成《灵台仪象志》（十六卷），其中有应用“到两定点距离之和为常数”这一性

质的椭圆拉线作图法。（白尚恕，1964）这正是我们今天教学中画椭圆的常用方法。之后圆

锥曲线在中国的传播主要是由于天文历法的需要，并没有系统完整的论述。期间主要涉及椭

圆作图法、计算椭圆的周长和面积等。 

1856 年，晚清数学家李善兰（1811～1882）与英国传教士艾约瑟（J. Edkins, 1823～1905）

翻译了整套关于圆锥曲线的著作《圆锥曲线》（三卷），完整详细地介绍了西方对圆锥曲线的

研究，自此，圆锥曲线在我国广泛传播开来。（汪晓勤、韩祥临，2002） 

6 结语 

追溯历史，圆锥曲线的原始定义与当今教材中普遍采用的第一定义（例如，到两定点的

距离之和为定长的点的轨迹为椭圆）大相径庭。事实上，现今教材中的第一定义是阿波罗尼

斯《圆锥曲线》中的一个命题。（Apollonius, 1982）了解圆锥曲线的发展历程，学生可以更

好地理解和掌握圆锥曲线的相关内容，并且对于高中教师开展圆锥曲线的教学，也是有所裨

益的。 
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调查研究 

数学归纳法的历史相似性探究 

王 科  

（华东师范大学数学系，上海，200241） 

 

摘要：历史相似性研究是HPM领域的主要研究内容之一。本文以数学归纳法为载体，通过

梳理其概念的历史演化过程，理清发展脉络，并依此来设计适合高中生的问卷；重点分析学

生在解题过程中的历史相似性。研究发现，高中生在解决与正整数有关命题的过程中，其解

题思想存在高度的历史相似性，且思维方式之间存在明显的差异。期望能够从历史相似性的

分析中获得HPM视角下MI的教学启示，帮助解决当前教学中存在的困境。 

关键词：数学归纳法；数学归纳法历史；历史相似性 

1  问题的提出 

数学归纳法（以下简称MI）内容一直都是高中数学教学中的难点，也是很多教师又爱

又恨的知识点，爱在证明方法之精妙，恨在证明原理之难教。 

荷兰著名数学教育学家弗赖登塔尔提到MI教学中一些严重问题：“常将二项式定理作为

MI原理的推论，在数学创造过程中这是一个恶性循环。...如果从皮亚诺公理系这一自然数的

形式理论推出MI，那也是教学中一个类似的恶性循环。...可是通常的演绎过程却以皮亚诺公

理为基础，推出MI原理作为一个定理，以后再用于各种例子，这是违反教学法的一个显著

的颠倒的例子。” [1] Harel（2002）在对标准教材的研究中提到：标准课本中MI的问题很少

要求学生理解MI原理，只需他们机械地采用MI的二个步骤去解决。同时Harel也指出了标准

教材编写的缺点，首先是标准教材中引入MI原理太突然；其次教材中问题的类型和顺序不

当 [2]。同时，中外文献研究表明[3-7]：学生在学习MI的过程中会碰到大量的问题，如不理解

MI的概念、不理解证明过程中的归纳假设、机械性的运用MI等等。 

历史发生原理告诉我们，学生对数学概念的理解过程与数学概念的历史发展过程具有一

定的相似性，历史上数学家所遭遇的困难正是学生所经历的障碍[8]。而国内外对历史相似性

的实证研究的案例非常少，如[9-13]，迄今尚未有人对MI作实证研究，本研究就是针对这个
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问题进行的，即今天高中生对有关正整数命题的证明过程中是否呈现出历史相似性？他们之

间解题思维是否存在差异？研究目的是为MI的教学实践研究提供新的视角，同时也为

HPM(History and Pedagogy of Mathematics)领域中的历史相似性研究提供新的案例[14]。 

2  数学归纳法的历史 

MI的发展过程是相当缓慢的，其思想曾在许多数学家的著作中隐约地体现过。笔者通

过对其历史的研究发现，它的发展是在代数的发展推动下逐步演化的，现将发展阶段划分如

下。 

 2.1 文字表达之数学归纳法萌芽阶段 

早在毕达哥拉斯(Pythagoras，572 BC- 497 BC)时代，先知们就知道连续的奇数相加得到

正方形数，他们对这个结果并没有严格的证明，只是不完全归纳的结果。当时没有代数的概

念，用的最多的就是图形，并给出了“形数”的简约证明。毕达哥拉斯学派可能用点或小卵石

表示数。用小卵石可以很容易地证明一些简单的定理 [15]。如图 1 和 2： 
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        图 1  三角形数      图 2  正方形数              图 3  皮革匠的刀 

在希腊数学中，是用文字的形式来表达数学思想和数学运算，其中最突出的著作是欧几

里得(Euclid of Alexandria，约 300BC)的《几何原本》，用几何的形式来证明一些命题，包括

具有递推思想的第九卷命题 20：预先任意给定多个素数，则有比它们更多的素数。Health   

评述到：我们可得到一个重要的命题，即素数有无穷多个，并指出这个证明过程可以无限下

去 [16]，Paul Ernest (1982)对《几何原本》中这个证明的评述是，这种方法具有一般化，可以

用它来证明 n 个素数的存在蕴涵着 n+1 个素数的存在。由于缺乏必要的代数语言来表达更

一般化的数学归纳步骤，所以用了特殊例子来代替 [17]。 
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2.2 缩写代数之数学归纳法发展阶段 

在希腊后期，丢番图(Diophantus of Alexandria，约 246-330)的《算术》中已开始运用一

套缩写的符号，其中使用了特殊的记号来表示未知数。这期间，数学家们也能做到用递推的

形式来表达以此类推的想法。在帕普斯著作《数学汇编》第四册中第二部分探讨“皮革匠的

刀内的内切圆”问题时（如上图 3），他就反复使用递推关系式，从而得出 n np nd= 的结论。

用今天的符号即：定理 若鞋匠刀形的内切圆 nO 的直径为  nd ，圆心到直线ACB的距离为

np ，则 n np nd= 。帕普斯的证明过程就是证明 1 2 3n = , , 皆成立，并在证明过程中， 应用

了递推思想， 即 n=2 时用到 n=1 时的结论， n=3 时用到 n=2 时的结论，这样的过程可以无

止境的下去 [18]。 

在 8-13 世纪间，伊斯兰数学产生使用了一种字母系统，用阿拉伯字母来代表数字，并

能够熟练运用递推来证明有限项（特别是项数为 10）结论，发展了很多有关数论的结论，

并引进了一个重要的思想，即处理某些算术序列时使用递推原理，但由于没有完全地使用形

式化的字母，致使递推思想只是停留应用其来表示 10 以内情况的推导，如凯拉吉 (Abu Bakr 

Al-Karaji， 953-1029)并未对任意 n 给出一般性的结果，只给出了 n=10 的定理：

3 3 3 3 21 +2 +3 + +10 = 1+2+3+ +10) （ 。像凯拉吉一样，塞毛艾勒(Al-Samaw’al，1125-1174)

的推理包含了 MI 的两个基本要素。由已知结果出发，这里是 n=2，然后对给定的整数的结

果去推出对下一个数的结果 [15]。但是塞毛艾勒没有任何方法来表达并证明一般的二项式定

理，推其原因与代数的发展不无关系。事实上从塞毛艾勒的推理到二项式定理的 MI 证明只

不过是小小的一步罢了。 

历史上，首次提出递推原理作为证明基础的是数学家莱维·本·吉尔森( Levi Bee 

Gerson, 1288-1344)，他于 1321 年在所著的《计算技术》中提出 MI 的早期形式，书中讨论

了排列组合等问题，对部分命题给出了归纳法的证明，其中使用的归纳法被称为“rising 

step-by-step”以至无限。他首先证明递推步骤，从关于 k 的命题推出关于 k+1 的命题，然后

指出这个过程从 k 的某一较小的值开始，本质上他使用了 MI[19] 。吉尔森在证明过程中, 仅

写出五个数的和，并非用现代的字母 n，五个数是用希伯来文的前五个字母来表示的。像许

多前辈一样，他无法写出任意多个整数的和，因而采用一般化地举例的方法。吉尔森在论证

中使用准一般化的方式，递推原理(“rising step-by-step”)，定义公式，并证明了命题。他认识

到递推原理的特殊应用，形成了证明的结构，由于缺乏代数表示方法以及适当名称的局限，
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阻碍了别人使用这个很自然的方法，因此《计算技术》的影响并不大。 

2.3 符号代数之数学归纳法成熟阶段 

从 16 到 17 世纪，韦达(Francois Viete，1540-1603)和笛卡尔(Rene Descartes，1596-1650)

使字母表示数的地位在代数学上确立起来之后，代数符号的发展为数学家们更好的表达数学

思想提供了强有力的工具。以递推原理为证明基础的 MI 也得到了发展，从意大利数学家毛

罗利科斯(Francisci Maurolycus1494-1575)所著的《算数》书中可以略见一斑，他使用了推理

思想证明了正整数的一些性质，如奇数的下个数是前一个数加上 2、每个整数加上前面的整

数等于同行的奇数等等  [20]。但是，他的方法与今天的 MI 还有一些差距，因为他没有完全

形式化地表达出 MI 的二个步骤，这个过程只是一种描述，笔者称其为“准归纳”的证明方法。

他确实影响了 MI 概念的发展——帕斯卡就是受到他影响的数学家之一。 

帕斯卡(Blaise Pascal，1623－1662)的著作《论算术三角》中提到的推论 12：“在任意算

术三角中，同底上的两个毗邻的格子，上面的格子与下面的格子的比等于从上面格子到此底

的顶格的格子数 与从下面的格子到底端的格子数的格子数之比。那两个格子都包含其中。” 

帕斯卡在其证明中写道：“虽然这一命题有无限多种情况，我将给出一个很短的证明，首先

假定两个引理。” 引理 1：在第二底上的此命题显然不证自明，因为φ比σ等于 1 比 1。引理

2：如从某一底上有此比例，则在下一底上一定也有此比例。从以上引理可见，此比例在所

有的底上都成立：由引理 1 得知在第二底上成立。因此由引理 2，在第三底上也成立，在第

四底上也成立，以至无穷  [21]。 

帕斯卡证明的两个引理相当于现在 MI 中的基础步骤和递推步骤，与其形式化表示已无

差别。因此，帕斯卡应用两个引理的证明标志着 MI 形式化的完成。 

2.4 自然数公理体系之数学归纳法逻辑形式化阶段 

意大利著名数学家皮亚诺(Peano Giuseppe，1858-1932)在 1889 年发表的《算术原理》中，

给出了自然数的公理体系，其中第 5 条公理“若一自然数集 S 包含 1，且若自然数 x S∈ 则

1x S+ ∈ ，那么 S 包含所有的自然数”通常被称为归纳原理，MI 原理可以看成是归纳公理

的一个推论。因此，逻辑符号所提供的公理化体系为数学分支中这个悬而未决的问题：MI

的逻辑基础，提供了解决之道。 

正是经历了二千多年缓慢、曲折、艰辛地发展，并在代数发展的推动下，MI 才真正成

为被数学界普遍接受的一种演绎推理的证明方法，并在数学发展中贡献自己一份力量。 
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3 研究方法 

本研究对高中333名学生进行了问卷调查和访谈，其中包括149名高一年级四个班的学生

和高二年级四个班的184名学生，并对W中学的5个班级进行了抽样访谈。根据学生作答的情

况，把结果分成3类，从中各抽出2名进行访谈。访谈主要是为了保证问卷作答情况真实度，

信度。 

首先，对测试题的编制，在测试题的编制过程中，笔者一开始准备了8-10个题目，通过

数学史专家，教学专家，以及数学教育研究者们共同探讨，并确定下来使用4个试题。其次，

在一所普通G高中进行预测试来分析试题信度，测试过程中选择3个班级，分别来自各个年

级的提高班。通过三次测试与分析，依据测试结果再对试题进行修正。同时，试题也做测试

时间进行了论证，确保85%以上的学生能够在40分钟内做完所有试题，限于篇幅，本文只不

对预测结果进行分析，只对实证的部分调查结果作统计分析，期望利用这些问题从不同的侧

面去透视学生的解题思维。 

4  问卷与访谈分析 

问题一设计意图是考察学生是否认同，验证几个特例就能够说明等式是成立的。即“对

于1 3 5 7 ?+ + + + = 有同学这么思考：1+3=4，1+3+5=9，1+3+5+7=16，1+3+5+7+9=25，

因此，他认为对于从1开始，所有的奇数之和等于奇数个数的平方。请问：你认同他的想法

吗？谈谈你的理由。” 

 4.1  问题一分析 

首先对问卷结果进行编码和分析，笔者把问卷情况分为15中类型，如表1所示，对其中

大多数类以及访谈记录，详见表1、2，摘录如下。访谈学生用三位数来编码，首位数为1表

示高一学生，首位数为2表示高二学生。 

表1 解法编码 

一、数列 高一学生 高二学生 共计人数 数学家 

人数（百分比） 

A.认同，验证 78(52.3) 46(25.0) 124(37.0) 毕达哥拉斯 

B.认同，用等差求和公式 13(8.7) 78(42.4) 91(27.3)  
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C.认同，无 18(12.0) 32(16.9) 50(15.0)  

D.认同，用平均值说明 7(4.7) 5(2.7) 12(3.6) 高斯 

E.认同，用字母或等差公式表示，但是错

误 

8(5.4) 4(2.2) 12(3.6)  

F.认同，无反例 4(2.7) 1(0.5) 5(1.5) 毕达哥拉斯 

G.认同，用
2 2( 1) 2 1n n n− − = − 来证明 3(2.0) 1(0.5) 4(1.2) 帕普斯 

H.认同，用毕达哥拉斯图 1(0.7) 0(0) 1(0.3) 毕达哥拉斯 

I.认同，物理学中 1(0.7) 1(0.5) 2(0.6)  

J.认同，按 MI 证明由一般到特殊推出结

论 

1(0.7) 0(0) 1(0.3) 帕斯卡 

小计 134(89.9) 168(91.3) 302(90.7)  

K. 不认同，举例片面 4 (2.7) 12(6.5) 16(4.8)  

L. 不认同，奇数不连续就不正确 6(4.0) 3(1.6) 9(2.7)  

M. 不认同，无 3(2.0) 0(0) 3(0.9)  

N.不认同，因为算错 2 (1.3) 1(0.5) 3(0.9)  

小计 15(10.1) 16(8.7) 31(9.3)  

总计 149 184 333  

 

表2  访谈摘录 

教师提问 你认同这位同学的想法吗？ 

101 认同，因为第二题是这么证明过来的，平均数方法，就可得出，这些仿佛都是对

的。 

102 不认同，不够严谨，有可能不一定成立。 

103 认同，这种模式不赞同，认同结果。 

201 认同，自己验证了一下，也是对的。 

201 认同，因为等差数列求出。 

203 画图是小学奥数学习过，初中也有过。用等差求和没有图表达的清晰。 

204 没有普遍性，应该用字母来表示。 
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由表1可见， A、E、F类解题思维都是出于毕达哥拉斯时代的思想。即毕达哥拉斯学派

把点数图的结果推广后得出；几乎所有的有关形数的命题，都是由有限个特殊情况而作出一

般结论的这里有明显的推理过程，但这种推理只是简单的枚举而没有碰到矛盾事实的归纳结

果。因此是不完全的归纳推理，这里面并不能提供一个确实的根据。严格地说，毕达哥拉斯

的这种归纳推理只是一种寻求结论的手段，它只能作为一种猜想或假说，而不是可靠的。 G

类解题的思维方式比较类似于帕普斯的思想即反复应用递推关系式去推导内切圆圆心到直

线的举例与其半径的关系。B类学生即用等差求和公式来解决问题的，高一有13名学生，高

二有78名。虽然不能判断出其具体的相似性，但是从他们的解题过程中可以发现，仍然中有

同学的思维仍然处于验证阶段，只是这种思维掩盖在机械的套用等差数列求和公式的外衣下

面，如E、N类的学生只是用错了等差求和公式而已。 

整体上来说，学生中302名认同题目中的想法，其中124名学生（占37%）完全认同通过

验证若干个例子就可以说明结论，103名学生（占30.9%）认为需要用字母来表示，然后利

用推理或公式来得出。9.3%的学生共计31名不认同，其中有16名学生认为方法片面，9名学

生认识到题目有瑕疵，3名是没有原因，3名学生因计算错误致使答案与猜想不符，认为不正

确。    

访谈中的重要发现：在认同的学生中，有人是认同猜想的结果，而不是其推理的过程，

有些认同的同学也不认同推理的过程，但是在问卷中并没有体现出来（见表3），其中原因可

能与学生的做题目的思维定势有关。 

表 3  访谈摘录 

教师提问 205 206 207 208 

你认同这种方法

吗？ 

认同，类比 认同，我自己也

是试过几个例子 

认同的 认同的 

你是认同结果还是

认同这样的推理过

程？ 

认同结果，过

程也认同 

都认同，包括结

果和过程。 

过程也是对的，

但不够严谨。 

结果认同，过程

推理是片面的。 

4.2  问题二分析 

   问题二的设计意图是探究高一学生在学习与没学习过数列和函数的情况下，是如何说明

对于任意多的情况也是成立，是否想过用递推，或是用字母表示任意数。为此，测试了高一
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年级3个班共计103名学生（其中一个班没有采用这个试卷），他们的测试卷中没有给出代数

表达式，即“你如何说明对于无穷多个奇数之和等于奇数个数的平方？除了多举几个例子，

还有什么方法可以说明？”这题中有些问题会造成学生的理解错误，即“奇数一定要是从1开

始连续的奇数之和等于奇数的个数的平方，‘无穷多个’应改为‘任意多个’”。高二4个班共计

184名学生，他们的测试卷中的试题则是“你如何说明
21 3 5 (2 1)n n+ + + + − = , 除了多举

几个例子，还有什么方法可以说明？” 

表4 解法编码 

二、数列 高一学生 高二学生 共计 数学家 

人数（百分比） 

A.找规律，验证 12(11.7) 2(1.1) 14(4.9) 毕达哥拉斯 

B.等差求和（高斯法） 9(8.7) 160(87.0) 169(58.9)  

C.无 25(24.3) 15(8.2) 40(13.9)  

D.用平均值来说明 3（2.9） 0（0） 3（1.0）  

E.知道等差求和公式，但是求错的 17(16.5) 1(0.5) 18(6.3)  

F.无反例 1(1.0) 0(0) 1（0.3） 毕达哥拉斯 

G.用 2 2( 1) 2 1n n n− − = − 来证明 1(1.0) 2(1.1) 3（1.0） 帕普斯 

H.毕达哥拉斯图 3(2.9) 4(2.2) 7（2.4） 毕达哥拉斯 

J.用 MI 证明 1(1.0) 0(0) 1（0.3） 帕斯卡 

O.能够写出表达式 5(4.9) 0(0) 5（1.7）  

P.无法用字母表示出关系式或表示错误 26(25.2) 0(0) 26（9.1）  

总计 103 184 287  

      注：表2中的分类标准与表1相同。 

高一学生中，D、E、Q类共计46名学生，占44.7%，如果加上空白的C类25名学生，共

计有71名学生占68.9%，根据问卷结果，推测学生不能很好理解字母代替数的意义。能够用

等差求和公式，高斯求和方法来说明的学生共计9名，占8.7%，非常的少，根据其授课教师

反馈，他们基本上有学习奥数的经历；对于用MI证明的唯一的一个同学，他已学完所有高

中教材的内容。因此，从统计的数据来看，对于没有学习过数列及函数知识的高一学生来说，

他们的解题思维有二类，一类是A、F、H类，即通过验证找规律，猜想等路径来解答，思维
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方式类似于毕达哥拉斯时代的数学家；二类是E、Q类他们知道代数的思想即可以表达任意

数，但是由于对代数的掌握不是很熟练，对字母表示的概念理解不深入，故不能正确地表达

出自己的想法。而G类学生解题思维中用到了后一项减去前面一项的这种递推思想，故类似

于帕普斯的反复利用递推公式。对于J类的学生，显示了这类学生学习能力很强，能够应用

MI去证明，对MI的原理理解的较深入。 

对于高二学生来说，B类共计160名学生，占87%，他们应用了等差求和公式来解决问题，

表明当学生学习过数列知识之后，可以很好地应用数列求和公式来解决一类简单问题，但是

结合表1中的数据，可以发现B类的高二学生分别为78名和160名，有如此大的差别，说明对

于高二学生的测试题即明确给出代数表达式，学生会很自然用到用等差求和公式来解决，而

对于第一题中的题目即没有给出代数表达式，他们的等差求和的解题方式就少了82名。因此，

可以推测等差求和的代数方式并不是很多学生的第一想法或原始想法，只是当题目的形式出

现了等差数列的形式之后，题型学生提取习题练习记忆，即用公式解答，而其真实的解题思

维不是数据所表现的那样，故值得进一步的深入研究。 

5  结论与启示 

研究发现：学生对于第一题的解题思维中，有90.7%的学生认同，题目中的解题思路，

尽管其中有些同学理解错题目的意思，实际上是认同题目的结论，而不是认同其解题的思维。

而由9.3%的学生不认同，并说明正确的理由的只占4.8%。故可推断，对于没有学习过MI证

明的学生，他们对于正整数n命题证明的理解水平基本上是处于验证，猜想阶段，与历史上

毕达哥拉斯时代的数学家们很相似。 

其次，高一和高二学生在处理有关任意多个数相加问题时，他们解题思维是有差异的，

高一只有8.7%的学生用了等差求和，而高二则高达87%，究其原因，主要是由于高二学生已

经学习过函数知识，以及数列知识之后，对代数的知识的掌握比较熟练，对字母表示数的应

用能力比高一学生要强，在解决问题过程中，更倾向于用一些代数的技巧去解决，而高一学

生在应用代数表示的时候，碰到较多的问题，甚至不知如何表达自己的想法，类似于MI萌

芽阶段，很多数学家们没有代数工具，只能使用文字表达，阻碍了数学的发展。 

研究的教学启示：一方面，研究发现，学生对说明或证明与正整数n有关的问题时，理

解水平很低，基本上是验证猜测阶段；教师可根据认知层次来安排设计教案，从学生的这个

认知层次出发，再通过设置认知冲突，达到激发学生学习动力，进入学习状态。另一方面，

21 
 



 

研究发现，学生对证明与正整数n有关问题的错误认识，如验证几个就可得出猜测正确、脱

离问题，根据数学特征得出答案等；教师可据此来设计相应反例教学，来刺激学生的定向思

维，加深学生理解；可以使用历史素材来帮助教学，即使用HPM视角的教学设计等等都是

值得探究的问题。 

综上所述，历史相似性的研究为HPM的理论和实践起到举足轻重的作用。HPM研究理

论之一历史相似性理论，需要大量的实证研究来支持，本文的研究目的之一就是实证历史相

似性理论。同时，在该理论的指导下，期望能够为HPM视角下的MI教学设计提供思路和方

向，设计出更加符合实际教学要求的HPM特色教案。 
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附录1：学生问卷摘录表 

A 
认同，因为

2 2 21 3 4 2 ,1 3 5 9 3 ,1 3 5 7 16 4 ,...+ = = + + = = + + + = = 所以，从1开始，

所有奇数之和等于奇数个数的平方。 

B 设有n个奇数，
[ ] 2

21 (2 1) 2
2 2

n n n n
+ − ×

= = 。 

C 

认同，因为一串数，若为奇数个，那么最中间的那个数不动，以它为分界线（左1）+

（右1），（左2）+（右2），最后总能得到与奇数个数相同的中间数相加，而偶数个则是

中间两个数的平均数为中间数也可以得到偶数个中间数。 

E 认同， 21 1 1
1 3 5 7 1 (1 2) (2 3) (4 5) ( ) ( )

2 2 2
n n n

n
− + +

+ + + + + = + + + + + + + + + =   
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F 认同，无法举出反例。 

 

 

G 

认同，

2 2 2 2 2 2

2 2

2 1 (2 1)(2 1) 3,3 2 (3 2)(3 2) 5,4 3 (4 3)(4 3) 7.

( 1) ( 1)( 1) 2 1n n n n n n n

− = + − = − = + − = − = + − =

− − = − + + + = =
        

奇数个数=
(2 1) 1

2
n n− +

= ，成立。 

注 ： 第 二 题 中 的 设 有 n 个 奇 数 ，
2 2( 1) ( 1)( 1) 2 1,n n n n n n n− − = + − − + = −  

*1, , 2 1n n N n≥ ∈ ∴ − 为奇数，且当 n=1时，表示第一个奇数，n=2时，第二个奇数，

以此类推，所以，无穷多个奇数之和等于奇数个数的平方。 

 

 

H 

（1）  

（2）生活中铺地的地板的边数是奇数，则铺满地的地砖的边数总和就可以用此方法计

算。作图的方法也可以来说明，通过不同奇数的变形的几何图形不断叠加，得出结论。 

I 
我认同他的想法，因为物理中，第1秒，第2秒，第3秒，位移之比：1:3:5: ... :2n-1, 1秒

内，2秒内，...n秒内位移之比：1:4:9: ... : 2n , 4=1+3, 9=1+3+5,  所以认同。 

K 不认同，只是举例4个例子，该结论存在片面性，若要得出该结论，还需进行证明。 

L 不认同，从1开始，所有的奇数之和等于奇数个数的平方。 

N 不认同，个数为奇数，如果成立，
2

2 2( 1) ( 1)(1 ) ( 1) , ( 1)
2 2

n nn n n+ +
+ × = + = + 不成立。   

O 1 3 5 (2 1) (2 3)n n+ + + + + + + +   

P 
（1）可以用数学符号表达，可以用一般的式子来证明它的一般性。 

（2）补充中间数与个数相同即 nn 。 
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基于 HPM 的教师统计教学知识调查研究 

吴 骏 1  赵 锐 2 

（1.云南曲靖师范学院数学与信息科学学院  655011；2.山西晋中学院数学学院  030600） 

 

近年来，HPM 与教师的专业发展问题引起了人们的广泛关注。已有研究表明，HPM 能

够有效提升教师教学需要的数学知识（Mathematics Knowledge for Teaching，简称 MKT) [1-3]。

根据 Ball 及其团队的研究，MKT 由两类知识构成，一类是学科知识（Subject Matter 

Knowledge，简称 SMK），包括一般内容知识(Common Content Knowledge，简称 CCK)、专

门内容知识 (Specialized Content Knowledge, 简称 SCK)和横向内容知识（Horizon Content 

Knowledge，简称 HCK）；另一类是学科教学知识（Pedagogical Content Knowledge,简称 PCK），

包括内容与学生的知识 (Knowledge of Content and Student, 简称 KCS)、内容与教学的知识

（Knowledge of Content and Teaching, 简称 KCT），以及内容与课程的知识（Knowledge of 

Content and Curriculum，简称 KCC）。在这个知识分类框架中，CCK、SCK、KCS 和 KCT

已从理论上得到确认并经过实践检验，而 HCK 和 KCC 尚缺乏清晰的界定和深入的研究。[4-5] 

一些学者在 MKT 模型的基础上，针对统计教学的特点，进一步发展了教师的统计教学

知识（Statistical Knowledge for Teaching，简称 SKT）[6-8]。目前，数学史开始融入统计教学，[9]

但很少有人对 HPM 与 SKT 的关系进行研究。本文选取 MKT 中的 CCK、SCK、KCS 和 KCT

作为 SKT 的主要成分，结合数学史融入统计概念教学的案例，考察在课堂教学中教师 SKT

的使用情况。 

1 研究方法 

1.1 研究对象 

某中等城市一所初中学校的两位数学教师参与了本项研究，其中 Y 老师长期从事高中

数学教学，两年前到初中部任教；Q 老师则一直从事初中数学教学。两位教师资历较长，

但对数学史知识知之不多。他们在大学期间没有修过数学史课程，职后也没有经历过 HPM

培训。 

1.2 研究材料 

教学内容是八年级下学期“数据的代表”，两位老师的教学课时为 6-7节。研究者深入挖

掘了平均数、中位数和众数概念的历史，与两位教师合作，共同开发了相关概念的教学案
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例。[10]这些案例的设计采用以下方法：（1）直接采用历史上的数学问题和解法，如《九章

算术》中的平分术问题、货币检查箱试验、城墙砖块层数等；（2）根据历史材料，编制数

学问题，如估计数学测验的总分、质点中位数、鞋子的颜色等；（3）在现代情境下，选用

体现历史发生思想的数学问题，如帽子平均数问题、身高和体重问题、公共汽车载客量问

题、献爱心捐款活动、员工工资问题等。 

由于学生缺乏统计概念的历史背景知识，而且他们也拥有前人未知的一些知识，因

此，本研究设计的教学案例更多地采用后两种方法，注重把历史现象转化为有意义的教学

现象。 

1.3 研究过程 

教师 SKT 的识别是通过课前讨论、课堂观察和课后访谈的方式得到。考虑到研究者单

个对教师的教学行为作出解释是片面的，因此，在每节课后，研究者会挑选出基于数学史

设计的教学案例的录像片段，与任课教师一起回顾和讨论，以减少研究者独立作出解释的

局限性。 

2 结果与分析   

2.1 两位教师 SKT 的使用情况 

在课堂教学中，教师 SKT 的发生有四种情形。第一，从课堂教学片段或访谈中可以直

接识别的教师知识，用灰色表示；第二，教师在教学中间接使用的知识，用深色网格表

示；第三，教师在教学中没有要求使用的知识，用空白单元格表示；第四，教师和学生在

互动过程中，会发生一些偶发事件，或由于某种原因导致教师知识出现缺失，这种现象称

为“错失机会”（Missed Opportunity），用字母 M 表示。[7] 我们利用上述设计的教学案例，

分析了两位教师 SKT 的使用情况，[10]见表 1 和表 2 所示。 
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表 1  Y 老师的统计教学知识 

基于数学史的教学案例 

统计教学知识（SKT） 
学科知识（SMK） 学科教学知识（PCK） 

一般内容知

识（CCK） 
专门内容知

识（SCK） 
内容与学生的

知识（KCS） 
内容与教学的

知识（KCT） 
估计数学测验的总分          

《九章算术》中的平分术      M  
帽子平均数问题       M 
身高和体重问题        M  
公共汽车载客量      M  
货币检查箱试验         
献爱心捐款活动    M   
质点中位数    M   

城墙砖块层数         
鞋子的颜色         

员工工资问题     M   

 

表 2  Q 老师的统计教学知识 

基于数学史的教学案例 

统计教学知识（SKT） 
学科知识（SMK） 学科教学知识（PCK） 

一般内容知

识（CCK） 
专门内容知

识（SCK） 
内容与学生的

知识（KCS） 
内容与教学的

知识（KCT） 
估计数学测验的总分          

《九章算术》中的平分术         
帽子平均数问题       M 
身高和体重问题           
公共汽车载客量         
货币检查箱试验         
献爱心捐款活动          
质点中位数   M    

城墙砖块层数         
鞋子的颜色     M   

员工工资问题         
 

表示直接使用的知识                         表示间接使用的知识  

表示没有使用的知识           M      表示错失机会 

 

从表 1 和表 2 可以看出，数学史介入教学后，Y 老师和 Q 老师都直接使用了 SKT 的四

个主要成分，SCK 是唯一一类需要从其他知识推断出来的知识，Y 老师和 Q 老师间接使用
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SCK 的教学案例分别为 3 个和 5 个。在估计数学测验的总分、身高和体重问题、员工工资

问题这三个案例的教学中，两位教师采用隐性的方式把数学历史发生的思想融入到教学之

中，SCK 可以从教学活动中间接推断出来。在公共汽车载客量和献爱心捐款活动这两个案

例的教学中，两位教师存在明显差异：Y 老师直接讲述案例设计的历史背景知识，为这两

个案例的学习奠定基础，SCK 呈现明显的证据；而 Q 老师则把历史意蕴悄无声息地融入到

教学之中，SCK 呈隐性形式，但可以从教学活动中体现出来。 

两位老师没有被识别的知识体现在 SCK 上，其案例为城墙砖块层数和货币检查箱试

验。[9] 这是两个来自数学历史上的故事，前者用于引入众数概念，内容相对简单；后者探

讨用样本平均数估计总体平均数，涉及到的抽样方法学生在上学期已学过。这两个案例没

有识别出教师相应的 SCK，这类知识也可以看作是不需要的。 

两位老师的 SKT 存在不同程度的知识缺失，而且集中表现于 PCK。Y 老师的 KCS 和

KCT 分别出现 3 次和 4 次缺失，而 Q 老师的 KCS 和 KCT 分别出现 2 次和 1 次缺失。教师

知识缺失可能归因于两个原因：（1）在统计教学中融入数学史，需要掌握一些融入的方法

和技巧，这与平时的教学大为不同，教师在短时期内难以适应，因而导致了教师 KCT 的缺

失；（2）数学史融入统计教学，丰富了课堂活动，激发了学生思维，而教师对学生的潜力

估计不足，导致教师 KCS 的缺失。在调查中发现，两位教师知识缺失的差异可能与他们的

教学经历有关。Y 老师长期从事高中数学教学，重视对知识的理解，他的 SMK 更强一些，

但对学生的学习情况关注不够；Q 老师初中教学经历的资深，使得她比较熟悉学生的特

点，注重教学法的运用，她的 PCK 更有优势。从两位教师的知识缺失可以看出，在数学史

融入教学的过程中，教师的 PCK 对 HPM 起到了非常重要的促进作用。 

2.2 教学案例分析 

根据教学案例的设计方法，下面选择三个案例对教师的 SKT 进行分析。 

教学案例 1. 《九章算术》中的平分术 

《九章算术》方田章第 6 题：今有三分之一，三分之二，四分之三。问：减多益少，各

几何而平？ 

设计说明：该题采用的方法称为平分术，即当各个分数参差不齐时，为使它们齐等，

可减那个分数所多的部分，增益这个分数所少的部分。该案例可以让学生了解平均数的补

偿性，领会“减多益少”的思想。 

教学实践：Y 老师认为，学生可能会先求平均数，再把多于平均数的数补到少于平均

数的数上（KCS），而该问题并不需要求出平均数，因此 Y 老师首先对“减多益少”进行了
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解释，再让学生去解决问题，从而得到与《九章算术》一致的方法（KCT）。以下是师生对

话： 

教师：减多益少就是从大的数中减去一个数加到小的数上，使得三个数都相等

（SCK）。这个题目如何做？ 

学生：先通分，这三个数为：
12
9,

12
8,

12
4

。因为后面的两个数较大，所以从
12
8

减去

12
1

，从
12
9

减去
12
2

，加到
12
4

上，使得它们都相等。 

Y 老师指出，通过“减多益少”之后，这三个数的平均数为
12
7
（CCK）。在教学中，教

师首先讲述了“减多益少”的方法，而错失了让学生在实践中探索这一重要思想的机会，把

学生的思维禁锢在已有的模式里（KCT ：M）。 

Q 老师认为，学生理解题意的困难可能是“各几何而平”（KCS），其中的关键是“平”，

即各减去多少才能达到平均数（CCK）。在 Q 老师的课堂上，学生大多采用通分求出平均数，

再把比平均数大的数减去一个数补到小的数上。似乎学生的回答只有这种方法了，于是，教

师引导学生不直接求平均数，而是通过观察、比较数据大小（KCT），探索得到“减多益少”

的方法（SCK）。 

教学案例 2. 献爱心捐款活动 

在汶川大地震的捐款活动中，某校八年级（1）班第 3 小组 11 名同学的捐款数如下（单

位：元）：1，1，2，2，3，4，1，5，8，10，80。这组数据的平均数能比较客观地反映全班

同学捐款的“平均水平”吗？  

设计说明：在历史上，中位数几乎是作为平均数的替代品而出现的。埃其渥斯

（Edgeworth）发现平均数对极端值的敏感性，而中位数比平均数更稳健（Robustness）（稳

健性用于描述对极端值的不敏感性）。该案例的设计正是在现代问题情境之下，拟合了中位

数历史起源的思想。 

教学实践：Y 老师认为，学生往往不清楚在什么情况下使用平均数和中位数（KCS）。

Y 老师首先介绍中位数的历史起源，分析了中位数对极端值的不敏感性（SCK），再讲授献

爱心捐款活动的案例（KCT），从而引入中位数的概念（CCK）。由于学生已经了解了中位

数的历史知识，因而直接说出了极端值对平均数的影响，这样，教师实际上并未了解学生是

如何理解平均数的，让学生错失了探究中位数为什么替代平均数的机会（KCS ：M）。  

Q 老师认为，如果先介绍中位数起源的历史，则学生在献爱心捐款活动案例中自然会想

到用中位数作为平均水平的代表，这就失去了激发学生学习动机的目的（KCS）。因此，她
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把该案例作为教学的出发点，引入中位数概念之后，再让学生阅读中位数的历史材料（KCT）。

以下是教学中的一段对话： 

教师：你能求出这组数据的平均数吗？ 

学生：能。（过了一会）平均数为 10.6. 

教师：平均数能反映全班同学捐款的“平均水平”吗？ 

学生：捐款超过 10.6 的人数只有 1 个，因而不能代表全班同学捐款的平均水平。 

教师：为什么会出现这种情况？ 

学生：最大值和最小值差异过大，其中的最大值 80 远远大于其余的数据，拉大了这组

数据的平均水平。 

教师：也就是说，当数据中出现极端值时，平均数不能作为这组数据的代表，这时我们

需要学习另外一个集中趋势的量，即中位数，它也是数据的一个代表（CCK）。 

从对话中可以看出，Q 老师没有直接讲述平均数对极端值的敏感性，而把中位数的历

史起源思想渗透到教学活动之中（SCK），自然引出了中位数的概念。 

教学案例 3. 质点中位数 

 

如图，数轴的上方有一些质点，每个质点的取值用数轴上的数据来表示，如何寻找这些

质点中位数的位置？[9] 

设计说明：数据的分布是决定使用平均数和中位数的关键所在，而大多数学生还没有形

成数据呈现偏态分布的意识，因此，当数据呈不规则分布时，他们容易混淆对平均数和中位

数的理解。1874 年，高尔顿（Galton）在一次演讲中给出了下面的描述：“一个占据中间位

置的物体具有这样的性质，即比它多的物体的数目等于比它少的物体的数目。”该案例改编

自历史现象，要求在偏态分布中，学生能够区分平均数和中位数所处的位置。 

教学实践：Y 老师指出，该案例是从“形”的角度来理解中位数（SCK），学生会感到困

难（KCS）。他首先解释了中位数概念（CCK），再让学生讨论如何寻找质点中位数的位置

（KCT）。当一个学生回答质点中位数在数轴上 33.5 处时，教师问学生如何找到的？学生

回答含糊不清，声音较小，教师对学生的回答不置可否，既没有肯定也没有否定，而开始
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解释如何寻找中位数。此时，教师错失了了解学生思维过程的机会（KCS ：M）。 

Q 老师先对质点在数轴上的取值进行了解释，再让学生分组讨论如何寻找质点中位数

的位置（KCT）。通过课堂讨论，教师发现，学生的主要错误是把数轴的中点位置当成了质

点的中位数位置，但也有学生正确找到质点中位数在数轴上 34 偏左一点（KCS）。教师进

一步解释了中位数的概念（CCK），并指出，中位数的位置使得其左右两边质点的个数相

等（SCK）。在课堂教学中，气氛非常活跃，教师让学生回答问题之后，忽略了还有其他学

生举手想发言，错失了让学生发表自己观点的机会（KCS ：M）。 

3 结论 

HPM 介入统计教学，对教师的 SKT 产生了影响，其中 SKT 的四个主要成分都呈现出

直接使用的情形，间接使用或没有识别的知识出现在 SCK 方面。教师的 PCK 存在知识缺失，

可能会让学生错失学习机会。同时也发现，教师一旦掌握了数学史知识后，PCK 就成为决

定数学史运用的关键。本研究表明，在数学史融入统计教学的过程中，HPM 与 PCK 的有机

结合是教师 SKT 发展的一个重要问题。 
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职初教师关于数学史课程的观点 

汪晓勤 1  齐春燕 2 

（1.华东师范大学数学系, 上海, 200241; 2. 湛江师范学院数学与计算科学学院, 湛江, 

524048） 

1 引言 

早在 1891 年，美国著名数学史家和数学教育家史密斯（D. E. Smith, 1860～1944）就在

密歇根州立师范学院开设数学史课了。1904 年，在第三届国际数学家大会上，史密斯和其

他欧洲学者共同倡导在大学里开设精密科学史课。史密斯在其《数学史》（1923）前言中指

出：“数学史已被公认为师范教育及大中学校学生博雅教育中的重要学科”[1] 。到 20 世纪 50

年代末，美国超过半数的师范院校开设了数学史课 [2]。在我国，著名数学史家钱宝琮先生

（1892～1974）早在浙大任教时即已开设数学史课程。20 世纪 80 年代，我国师范院校开始

普遍开设该课程。但迄今为止，这门课程的教育取向并不明确，换言之，数学史内容与数学

教育之间的关系在教学中还没有得到应有的体现；已有的多数数学史教材并没有与中学数学

教育建立密切关联 [3]。 

尽管一些作者都对数学史课程的改革和如何整合数学史与数学教育提出了建议 [4-12]，这

些建议并未建立在一线教师的真实需求之上。虽然职前教师知道这门课程对未来的职业有所

帮助，但他们并没有真切的感受，因此，他们的课程期望还远远不能作为课程教学的依据。

相比之下，在职教师的意见或建议更有参考价值。那么，职初教师是如何看待数学史课程的？

这门课对他们的教学究竟有何帮助？基于自己的教学经验，他们最需要从这门课中学到什

么？为了回答这些问题，笔者对回母校攻读教育硕士的 100 名 2007 级师范生进行了问卷调

查。 

100 名师范生来自安徽、重庆、河南、江西、四川、上海等 28 个省市，绝大部分毕业

自数学系。经过两载的磨砺，他们已经是一群觉醒者。他们对于昔日修读过的大学课程，应

该“别有一番滋味在心头”。由于受课时限制（36 学时），笔者之一所开设的数学史课程重点

介绍古代文明（埃及、美索不达米亚、中国、希腊）的数学、中世纪东方（中国、印度、阿

拉伯）数学、中世纪欧洲数学以及文艺复兴时期的欧州数学（15-16 世纪数学）和 17 世纪

的欧洲数学。我们的调查问题是： 
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（1）大三选修课“数学史”对你的教学有何帮助？ 你对这门课有何改进意见？ 

（2）你在教学实践中是如何运用数学史的？效果如何？举例说明。 

（3）列举一个你希望通过数学史来解决的教学难题。 

（4）数学史与数学教育（HPM）是数学教育方向研究生的专业课，你对这门课有何期

望？ 

调查在笔者为他们讲授数学教育短期特色课程之一——数学史与数学教育之前进行，

答卷时间为 20 分钟。笔者告诉学生，回答无对错之分，真实即可；所得分数即为本特色课

程的成绩（满分 10 分）。 

2 结果 

 2.1 数学史课程对数学教学的帮助 

尽管所任教的学校文化不同，学生各异，但 95%的职初教师对于数学史课程对教学的

帮助都给予了积极的评价。表 1 对他们的回答进行了分类统计。由于问的是“对教学有何帮

助”，因此关于数学史对学生的帮助，他们说得较少。 

从知识目标上看，“丰富了教师的知识储备和教学素材、学到了数学文化与数学史知识”

是数学史课程对职初教师最大的帮助。以下是部分教师的回答。 

S1：关于“数学史”这门课，当时选的时候并没有想到，会在参加工作第一年的第二个学

期就用上了。所在单位开设了系列选修课程，采用了走班制，我被学校安排上“数学选修系

列课程”。当时就想到，可以大学里修读过的“数学史”课程为基本架构来上这门课。所幸当

时保留了老师的 PPT 文档……对其中的内容作了一些调整和修改（改得更简单一些），给学

生讲了数论的发展历史、有关数学大师的生平事迹和主要成就。当时上了两个班，惊讶地发

现，文科生的积极性更高！ 

    S2：从数学史课程中，了解了一些教学内容的历史渊源，上课时会穿插部分相关的历

史。同时，我开设的选修课大部分内容都与之有关，因此，这门课程为我的教学内容增添了

浓厚的历史色彩，也丰富了教学内容。 

从过程与方法目标上看，数学史课程对职初教师最大的最大帮助是“用数学史引入新

课”。 

S3：“数学文化与数学史”最显著的帮助是，可以在引入时结合数学史的相关知识，提高

学生的学习兴趣。 
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S4：采用数学史来引入新课，激发学生对数学产生浓厚的兴趣，课题效率也大幅提高。 

 

表 1 数学史课程对教学的帮助：职初教师的观点 

三维目标 教  师 学  生 

知 识 与 技

能 

（1）丰富教师的知识储备与教学素材；  

（2）了解知识的起源； 

（3）加深对数学概念的理解； 

（4）了解古人的思维； 

（5）提升教师的数学修养； 

（7）开阔了视野； 

（8）知道学生数学理解的历史相似性； 

（9）提升教师的人格魅力。 

（1）帮助学生理解数学； 

（2）拓宽学生的思维； 

（3）拓宽学生的知识面； 

（4）培养学生的创新意

识； 

（5）有助于学生对知识

的记忆； 

（6）培养学生的数学文

化素养。 

过 程 与 方

法 

（1）用数学史来引入新课； 

（2）用历史上的方法推导公式； 

（3）借鉴历史，获得教学策略； 

（4）采用发生教学法进行教学； 

（5）通过数学史，把知识讲解得更透彻一些。 

（1）让学生经历知识的

发生发展过程； 

（2）通过数学史引发学

生的进一步探索。 

情感、态度

与价值观 

（1）增加教师对数学的兴趣； 

（2）让数学变得更鲜活，更有趣，更精彩，

更吸引人，更有生命力； 

（3）感受数学美，运用数学美； 

（4）活跃数学课堂； 

（5）增加教师的自信心； 

（6）让数学课堂富有人文气息和历史感； 

（7）改变教学理念，增加运用数学史与数学

文化的意识； 

（8）增加教师反思教材的意识； 

（9）引导教师从历史视角去思考数学教育。 

（1）激发学生的学习兴

趣； 

（2）培养学生脚踏实地、

勇于面对挑战的数学精

神； 

（3）提升学生的民族自

豪感； 

（4）对数学有新的认识。 

    从情感态度价值观目标上看，“数学文化与数学史”课程对职初教师的最大帮助是，数 

学史让数学变得有趣和有吸引力，能够激发学生兴趣、活跃数学课堂。 

S5：在数学课上结合数学史内容，可以调动学生的积极性，活跃数学课堂。 

S6：教学过程中，我经常会讲一些概念背后的历史、文化知识，告诉学生这些概念的
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形成背景和发展过程。学生都很喜欢学习数学。 

由表 1 可见，“数学史”这门课不仅自身能够实现三维目标，而且也帮助职初教师在自己

的数学课堂上更好地实现三维目标。但职初教师提的最多的是情感目标。 

2.2 数学史课程的不足和对 HPM 的期待 

职初教师对数学史课程提出了不同的改进意见，主要分成教学内容、教学方式、教学

材料与教学计划四类。 

表 2 职初教师对数学史课程的意见或建议 

类 别 意见或建议 

教学内容 （1）展示数学史融入数学教学的案例或成功实验； 

（2）介绍数学史融入数学教学的方法； 

（3）多讲与中学数学内容密切相关的数学史； 

（4）更多讲述数学家的故事； 

（5）增加与现实生活联系紧密的数学知识； 

（6）增加数学教育史方面的内容； 

（7）补充近代数学史内容。 

教学方法 （1）辅以微电影或短片； 

（2）增加小组讨论环节； 

（3）让学生自主研究某个专题，并在课堂上展示； 

（4）让学生编排舞台剧； 

（5）提供更多的师生交流机会。 

教学材料 （1）编写一本供本校学生使用的数学史教材； 

（2）介绍更多的文献资料或网络资源。 

教学计划 （1）增加教学课时； 

（2）将数学史改为专业必修课。 

关于数学史课程的改进意见，职初教师提得最多的是教学内容，希望介绍数学史融入

数学教学的案例和数学史融入数学教学的方法，多讲与中学数学内容密切相关的数学史。多

数教师觉得课时太少，学到的数学史知识还不够多。这正应验了“书到用时方恨少”的古训。 

对于研究生专业课程“数学史与数学教育”，绝大多数教师期望是学习“与中学数学课程

紧密联系的数学史”、“将数学史融入数学教学的方法”、“数学史融入数学教学的优秀案例”，

与他们对数学史课程的意见或建议完全一致。 
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2.3 数学史在教学中的运用 

数学教学中，数学史的运用方式有附加式、复制式、顺应式和重构式四种。职初教师主

要采用了前两种。 

（1）附加式 

绝大多数教师采用附加式，即在概念、公式、定理、问题解决的教学中，讲述有关数学

家的故事。讲得比较多的故事有：希帕索斯与无理数、笛卡儿与坐标系、高斯与数列求和、

祖冲之与圆周率、国际象棋的发明。也有教师在教最小二乘法时，讲述谷神星被发现的故事，

教集合概念时介绍罗素悖论，教秦九韶算法时介绍秦九韶的生平。少数教师在讲授某个知识

点时介绍有关历史（如负数的历史、椭圆概念的历史、贾宪三角的历史、微积分的历史），

在讲解例题时介绍历史上的数学难题（如古希腊三大几何难题、四色问题、费马大定理、哥

尼斯堡七桥问题、哥德巴赫猜想等）。 

（2）复制式 

一些职初教师在公式、定理的教学中会运用历史上的证明或推导方法，主要集中于勾

股定理的证明（赵爽/刘徽/欧几里得/加菲尔德）。少数教师在验证平方差公式、证明正、余

弦定理、推导圆面积公式、和角与差角公式、等比数列求和公式、幂和公式时运用了数学史。

此外，还有教师在概念引入和知识应用中，直接利用了历史上的问题，如用巴比伦泥版书上

的问题引入分式方程概念，用斐波纳契兔子问题引入数列概念，用历史上的测量问题讲解相

似三角形和全等三角形的应用。 

（3）顺应式 

    个别教师用倍立方问题来引入圆锥曲线概念，将惠施命题（一尺之棰、日取其半、万世

不竭）和“霍鲁斯眼睛分数”改编成无穷递缩等比数列求和问题。 

（4）重构式 

很少有人采用重构式，只有个别教师有重构历史的意识。一位教师用三次方程来引入

虚数概念，但重构得不理想；一位教师借鉴历史顺序，先讲对数函数，再讲指数函数，也未

能收到预想的效果。另一位教师写道：“在历史上，负数从被发现到被接受是一个漫长的过

程，学生在学习负数时必也有困难。所以，在教学时，目标的设定和练习的设计都必须循序

渐进，不能急于求成。” 

总的说来，职初教师在课堂上运用数学史并不多，方式也比较单一。 
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2.4 用数学史解决的教学问题 

职初教师给出各自希望用数学史来解决的教学问题，主要包括具体知识点的教学和一般

教学策略两大类。表 3 给出了教师所提到的知识点的学科分类。 

表 3 职初教师希望用数学史来教的部分知识点 

学科 知识点 

代数 因式分解；一元二次方程的解法；二次函数；函数的概念；对数

的概念；均值不等式；一元二次不等式；绝对值不等式；数列通

项与求和公式；二项式定理；数学归纳法；复数的概念 

平面三角 三角函数的概念；三角函数的诱导公式；和角与差角的正、余弦

公式 

平面与立体几何 平面向量；三等分角问题；空间几何体的体积；球体积和表面积

公式；异面直线所成的角；直线和平面所成的角；点到平面的距

离；二面角  

概率统计 概率论的诞生；线性回归 

平面解析几何 圆锥曲线的第一和第二定义；圆锥曲线的准线；椭圆性质的几何

证明；椭圆的面积 

微积分 极限的概念；导数的定义；导数的应用 

    一般教学策略问题包括： 

● 如何利用数学史来促进学生发现问题、提出问题； 

● 如何通过数学史来掌握学生对某知识点的认知规律； 

● 如何借助数学史来激发学生主动探究的欲望； 

● 如何利用数学史来陶冶情操、启迪智慧、激发兴趣； 

● 如何利用数学史改变学生固有的数学观； 

● 如何利用数学史来突破教学难点； 

● 如何通过数学史来渗透数学思想方法； 

● 如何解决学生对数学史的兴趣和解题困难之间的矛盾。 

从以上统计结果可以看出，职初教师感到不易教好的知识点相当多，他们希望数学史能

成为一种解决教学难点的有效的教学工具，能够帮助他们制定更好的教学策略，能在三维目

标上发挥更大的作用。 

无论是知识点的教学，还是一般教学策略，职初教师的需求为 HPM 提供了丰富多彩的

研究课题。数学史各种知识点的教学数学史融入数学教学的实践研究与案例开发，必将成为
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未来 HPM 研究的重要方向之一。 

3 结论与启示 

对职初教师的调查表明，数学史课程可以帮助他们在数学教学中更好地实现三维目标；

与中学数学密切相关的数学史、数学史在数学教学中的运用方法、数学史融入数学教学的案

例是他们最需要的课程内容。 

基于上述结论，我们认为，针对师范生开设的数学史课程可以数学教育为价值取向，在

干枝结合的同时，着重从数学史中提炼教学素材、汲取思想养料，最后，通过成功的 HPM

教学案例来说明数学史融入数学教学的方法。 

下图是我们拟订的一种教学思路。 

思想养料教学素材

教学设计

干 枝

数学史

 

以希腊数学史为例。我们从中可以提炼出丰富的教学素材（见表 4）和思想养料（图 5）。 

表 4 希腊数学史中的部分教学素材 

时期 数学家 教学素材 对应的部分中学数学知识点 

古典 

时期（公元前

6 世纪-公元

前 3 世纪） 

泰勒斯 泰勒斯的故事 平面几何起始课 

金字塔高度的测量 相似三角形性质定理 

轮船与海岸距离的测量 角边角定理 

毕达哥拉斯 百牛传说 勾股定理 

多边形数 用字母表示数；数列的概念 

希帕索斯 无理数的发现 无理数的概念 

希波克拉底 弓月形定理 勾股定理 
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泰奥多鲁斯 毕达哥拉斯螺线 无理数；勾股定理 

芝诺 阿喀琉斯追龟问题 无穷递缩等比数列求和 

梅内克缪斯 圆锥曲线的发现 圆锥曲线（起始课） 

亚历山大时

期（公元前 3

世纪-公元 3

世纪） 

欧几里得 几何无王者之道 平面几何（起始课） 

阿基米德 鞋匠刀形 圆的周长 

阿基米德之死 /阿基米德

之墓 

球的体积 

埃拉托色尼 地球的丈量 弧长公式 

阿波罗尼斯 轨迹问题 解析几何 

圆锥曲线的研究 椭圆、双曲线的定义与方程 

希帕切斯 弦表 三角函数的概念 

海伦 隧道的设计 相似三角形的应用 

帕普斯 鞋匠刀形内切圆定理 数学归纳法 

三线和四线轨迹问题 解析几何（起始课） 

丢番图 丢番图的墓志铭 一元一次方程 

 

表 5 希腊数学史中的部分思想方法 

时期 数学家 思想方法 对应的部分中学数学知识点 

古典 

时期（公元

前 6 世纪-公

元前 3 世纪） 

泰勒斯 三角形内角和定理的发现 三角形内角和定理 

毕达哥拉斯 三角形内角和定理的证明 三角形内角和定理 

勾股定理的发现 勾股定理 

希帕索斯 2 为无理数的证明 
无理数 

亚历山大时

期（公元前 3

世纪-公元 3

世纪） 

欧几里得 三角形内角和定理的证明 三角形内角和定理 

驴桥定理的证明 等腰三角形的性质 

等比数列求和公式的推导 等比数列前 n 项和 

阿基米德 从圆面积到球体积：类比推

理 

合情推理 

数学中的力学方法 二次幂和公式 

海伦 求平方根的方法 求平方根的近似值 

平行四边形法则 向量的运算 

托勒密 托勒密定理 和角正余弦公式 

帕普斯 均值不等式几何模型 均值不等式 
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和角公式的几何证明 两角和的正、余弦公式 

丢番图 解二元二次方程组的和差

术 

解析几何、三角、代数等领域

的问题解决 

 

有了这些历史素材和思想方法，我们可以采用附加式、复制式、顺应式和重构式对相关

知识点进行教学设计（当然，这不是说历史材料的选取只局限于某一个地域、某一个年代）。

例如，将泰勒斯测量船到海岸的距离的方法（以及拿破仑行军遇河的故事）用于全等三角形

应用的教学设计（顺应式），将海伦的隧道设计方法（典型案例为萨默斯隧道）用于相似三

角形应用的教学设计（顺应式），将欧几里得的比例方法用于等比数列求和公式的教学设计

（复制式），将三角形内角和定理的发现过程用于内角和定理的教学设计（重构式），等等。

有理由相信，教育取向的数学史课程必将在未来的教师教育中发挥更大的作用。 

参考文献 

[1] Smith, D. E. A History of Mathematics. Boston: Ginns & Company, 1923 

[2] 汪晓勤. 史密斯: 杰出的数学史家、数学教育家与人文主义者. 自然辩证法通讯, 2010, 

32 (1): 98-107． 

[3] 傅海伦等. 试析我国高校数学史教育发展及研究现状. 高等理科教育, 2005, 62 (4): 8-11 

[4] 陆书环等. 中日高中新课程数学史与数学教学内容整合的比较研究. 数学教育学报, 

2009, 18(1): 67 

[5] 杨渭清. 数学史在数学教育中的教育价值. 数学教育学报, 2009, 18(4): 31 

[6] 张小明等. 中学数学教学中融入数学史的行动研究. 数学教育学报, 2009, 18(4): 89-92 

[7] 徐章韬等. HPM 视角下的数学教材编写. 数学教育学报, 2009, 18(3): 14-17 

[8] 燕学敏. 数学史融入数学教育的有效途径与实施建议. 数学通报, 2009, (8): 22-25 

[9] 朱凤琴等. 数学史融入数学教学模式的国际研究与启示. 数学教育学报, 2010, 19(3): 

22-25 

[10] 汪晓勤等. HPM 视角下的数学教学设计: 以椭圆为例. 数学教育学报, 2011, 20(5): 

20-23 

[11] 蒲淑萍等. 弗赖登塔尔的 HPM 思想及其教学启示. 数学教育学报, 2011, 20(6): 20 

[12] 罗新兵等. 数学史融入数学教学研究的若干思考. 数学教育学报, 2012, 21(4): 20-23 

41 
 



 

教学实践 

圆的面积：从历史到课堂 * 

高燕 胡媛 

（上海市共富实验学校, 上海, 200000） 

 

关于数学史对数学教学的价值，学术界已经有过广泛而深入的讨论。从知识目标上说，

数学史帮助学生理解数学，数学史从过程与方法目标上说，数学史提供了丰富的问题解决方

法，可以拓宽学生的思维；从情感、态度和价值观的目标上说，数学史增加学生的学习兴趣、

激发学生的学习动机、使数学变得更亲和、更令人愉悦、更激动人心，并揭示数学作为人类

文化活动的本质。 

那么，这些价值在数学课堂上究竟能否实现呢？我们在沪太路教育发展区项目“HPM 与

初中数学教师专业发展”的引领下，在六年级上学期“圆的面积”的教学中融入数学史，通过

课堂观察、问卷调查和访谈，收集学生的反馈信息，并结合专家和听课教师的反应，得出结

论，从而对上述问题作出回答。 

1 圆面积公式的历史 

    尽管古代巴比伦人和埃及人在丈量土地时遇到了圆面积问题，但他们并没有准确的圆面

积计算公式。根据泥版 YBC7302 上的记载，圆面积和圆周长之间的关系为 21
12

S C= 。而

古埃及纸草书上记载的圆面积计算公式是：

2 28 256
9 81
d RS  = = 

 
。 

在古希腊，求圆面积（即“化圆为方”）乃是三大几何难题之一。公元前 5 世纪，著名哲

学家阿那克萨哥拉在为追求真理而放弃财产，身陷囹圄，在铁窗下依然研究“化圆为方”问题，

可见这个问题的魅力。著名辩士、诗人安提丰（Antiphon）首次采用圆内接正多边形来解决

* 上海市沪太路教育发展区项目“HPM 与初中数学教师专业发展”系列教学案例之一，指导教师为华东师

范大学数学系汪晓勤教授。华东师大基础教育办公室、宝山区教育局对本项目给予大力支持。华东师范大

学博士研究生洪燕君、王科、宁锐、访问学者齐春燕、过静、侯建章、唐杰、硕士研究生林佳乐、田方琳

等在本案例实施过程中或提出过宝贵意见或建议，或参与学生问卷调查和访谈；浙江省义乌市第二中学陈

锋老师用几何画板再现了开普勒求圆面积的方法，在此一并致谢。 
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“化圆为方”问题。如图 1，从圆内接正方形出发，不断倍增边数，安提丰说，当边数无限多

时，圆就被化成了方，即求出了圆面积。虽然这只是空中楼阁，但安提丰的逼近思想为后来

的阿基米德所采用。 

   

图 1 安提丰的“化圆为方”方案 

欧几里得在《几何原本》中给出命题：两个圆的面积之比等于它们的直径之比，但他并

没有给出圆面积的计算公式。阿基米德（公元前 287～公元前 212）最早给出圆面积的准确

公式 [2]： 

命题：圆面积等于一条直角边长为圆半径、另一条直角边长为圆周长的直角三角形面积。 

设圆的半径为 r，周长为 C，阿基米德作圆内接和外切正 n 多边形（面积分别为 nS 和 nS ′），

根据
1
2n nS Cr S ′< < ，借助穷竭法，证明圆面积

1
2

S Cr= 。 

中国汉代数学名著《九章算术》中记载了正确的圆面积公式：“半周半径相乘，得积步”，

即圆面积等于半周乘以半径。这个公式怎么来的呢？三国时代布衣数学家刘徽给出了证明。 

D

C
BA

O

 

图 2 圆内接 2n 边形由 n 个筝形组成 
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如图 2，圆内接正 2n 边形的面积是由 n 个筝形（即四边形 OADB）组成的，而每一个

筝形的面积为
1
2 na R，故得 2

1
2n nS na R= 。刘徽说：“割之弥细，所失弥少。割之又割，以

至于不可割，则与圆合体，而无所失矣。”用我们今天的数学语言来说，这就是： 

2
1lim lim
2n nn n

S S na R
→∞ →∞

= =
1
2

CR=  

17 世纪誉满欧洲的天文学家和数学家开普勒在第二次婚姻的婚礼上，在思考酒桶体积

算法时，首先想出了圆面积的计算方法。如图 3，将圆分割成无数个顶点在圆心、高为半径

的小“三角形”（其实是小扇形，但圆分得越细，小扇形越接近三角形。）将这些小“三角形”

都转变成等底等高的三角形，最后，它们构成了一个直角三角形。即 

21 1
2 2iS c r Cr rπ= = =∑  

 
图 3 开普勒求圆面积的方法 

2 历史材料的选择 

将数学史融入数学教学，必须遵循以下原则。 

● 趣味性。教学内容应让学生觉得有趣才行。应该讲述数学背后的故事（当然，不能

占太多时间）。 

● 科学性。教学内容应符合史实，而不是胡乱编造；数学上不能有错误。 

● 有效性。不是为数学史而数学史，而是为有效地完成三维目标而应用数学史。 

● 可接受性。教学设计一定要符合学生的认知基础，易于为学生接受。 

● 创新性。HPM 视角下的教学设计必须有新意、有特色，对教师专业发展起引领作用。 

基于这些原则，我们来考察圆面积的历史素材。首先，学生已经学过圆周长概念，教学

中需要让学生看到：仅仅知道周长还不够，还需要计算面积。其次，如何计算圆面积？阿基

米德、刘徽的方法对六年级学生而言都太难，并不适合于教学；书本上的方法容易让学生产

生“圆面积公式为近似公式”的误解，但拼法简单易懂。经过讨论，我们决定兼用书本上的方
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法和开普勒的方法。 

选择开普勒的方法可以体现上述原则：开普勒求圆面积的故事满足了教学的“趣味性”；

开普勒求圆面积的方法与阿基米德、刘徽等数学家的方法一脉相承，符合人的认知规律，满

足“科学性”；在开普勒的方法中，学生易于看清“圆分割得越细，直角三角形面积越接近圆

面积”的过程，能够有效地实现过程与方法目标，满足“有效性”；只要知道“等底等高的三角

形面积相等”，就能理解开普勒的等积变换过程，故开普勒的方法满足“可接受性”。最后，

开普勒的方法比较新颖，满足“创新性”。 

3 教学过程 

（1）课题引入 

动画演示拴在木桩上的羊吃草的例子，引入圆面积课题。 

（2）新课探索之一 

先介绍割补法，然后利用课前准备好的教具，让学生拼图，推导圆面积公式（是本上的

方法）。 

（3）新课探索之二 

讲述开普勒求圆面积的小故事。作图说明“等底等高的三角形面积相等”。如图 4， OAC、

OBD 和 OEF 为等底等高的三角形，它们的面积相等。 

D

O

E FCBA
 

图 4 等底等高的三角形面积相等 

用 PPT 动态演示开普勒的方法。开普勒将每一个小扇形当作小三角形来处理，这一积

分思想用几何画板不易实现，也不易为六年级学生所理解。有鉴于此，我们将圆内接正 n

边形中的每一个小三角形各进行等积变换，并将它们依次拼接起来，最后形成一个与圆内接

正 n 边形等积的直角三角形。将圆分割得越来越细，即当 n 越来越大时，直角三角形的一条

直角边越来越接近圆的半径，另一条直角边越来越接近圆的周长，从而得出圆面积公式 
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图 5 开普勒求圆面积的过程之一（n=16） 
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三角形n
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图 6 开普勒求圆面积的过程之二（n = 32） 
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21
2

S Cr rπ= = 。如图 5 和 6 所示。 

（4）例题、练习。 

（5）小结。 

3 学生反馈 

课后，我们对全班 47 名学生进行了问卷调查，并对部分学生进行了访谈。针对问题：“老

师在这节课中介绍了 17 世纪德国数学家开普勒推导面积公式的方法，你在听讲时有困难

吗？”45 人（占 96%）回答“完全能听懂”或“基本听懂”。少数听课教师质疑开普勒的方法，

认为学生对该方法的理解会有困难。但问卷调查表明，绝大多数学生能够理解该方法。 

针对问题：“和以往数学课的教学风格相比，你喜欢这节有数学史融入的讲课方式

吗？”46 人（占 98%）回答“非常喜欢”或“喜欢”。针对问题：“听了圆面积公式的由来，你的

数学学习态度有没有变化？”39 人（占 83%）回答“对数学的兴趣大增”或“对数学的兴趣有

所提高”。 

针对主观题：“在这节课中，你印象最深的是什么内容？为什么？”超过三分之一的学生

提到开普勒的故事和开普勒的方法。以下是部分学生的回答。 

S1：我觉得开普勒的故事这部分内容好，因为故事吸引了我。 

S2：我印象最深的开普勒推导圆面积的公式，我认为十分有趣。 

S3：我印象最深的是 17 世纪德国数学家开普勒推导圆面积公式的方法，我认为这很有

趣，不像以前那么枯燥了。 

S4：我印象最深的是开普勒推导圆面积公式的方法，因为我觉得故事能使我更加容[融]

入这节课。（图 7） 

S5：我印象最深的是 17 世纪德国数学家开普勒推导圆面积公式的方法，因为这样做会

简单一点，易懂。 

S6：我印象最深的是 17 世纪开普勒推导圆面积公式，因为这里老师教得生动有趣，而

且讲得很详细，一下就听懂了。 

S7：我印象最深的 17 世纪德国数学家开普勒推导圆面积公式，因为很容易、巧妙。 

S8：我印象最深的如何求圆的面积，因为它很有趣，而且易懂，方法多。 

S9：我最喜欢说历史的部分，因为这即[既]有趣又可以增长知识。（图 7） 
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图 7 学生对圆面积教学的印象 

学生对数学史融入圆面积教学的评价可以分称四类： 

（1）数学史有趣，能吸引学生的注意力。 

（2）数学史上的方法易懂。（3）数学史让学生增长知识；（4）数学史让学生感受到

方法多。虽然学生想法朴实、文字稚嫩（还有不少错别字），但我们还是感受到了数学史在

实现三维目标上的显著效果。 

4 结语 

问卷调查和访谈的结果表明，大多数学生喜欢融入数学史的教学方式，对开普勒的故

事产生兴趣，对开普勒求圆面积的方法印象深刻，并能理解割补法推导圆面积的思想。 

本案例表明，HPM 视角下的数学教学能够较好地实现数学教学的三维目标，值得我们

去学习、探索和应用。 

遗憾的是，问卷调查中，我们没有让学生对书本上的推导方法和开普勒的方法作出比

较。我们将在以后的教学研究中对研究工具加以改进。 
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