
８ －

３６ 故爹故学 ２０１ ９ 年第 ８ 期

ＨＰＭ 视角下
“

十字相乘法
”

的教学

李德虎
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余庆纯
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（
１ ． 上海市新杨 中 学

，
上海 ２００３３ １

；２ ． 华东 师 范大 学数 学科学学 院 ，
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）

１ 引言
“

十字相乘法
”

是沪教版初中七年级数学

教科书第九章
“

整式
”

第五节
“

因式分解
”

的第

三课时的 内容 ， 在掌握提取公 因式法、公式法

等方法的基础上进一步学习十字相乘法？ 《上

海市中小学数学课程标准 （试行稿 ） 》指 出 ： 理

解因式分解的意义 ， 掌握提取公因式 、分组分

解 、公式法和二次项系数为 １ 时的十字相乘法

等因式分解的基本方法
［

１
］

． 在现行沪教版 、人

教版和苏科版教科书中 ，

“

十字相乘法
”

的内容

呈现互有不同 （表 １
）

． 苏科版与沪教版教科书

中 ，

“

十字相乘法
”

为正文学习 内容 ，而人教版

教科书则仅在
“

阅读与思考
”

部分介绍了这种

方法． 在引入方式上 ， 人教版 、沪教版教科书均

以
“

整式乘法的反向变式
”

引人
“

十字相乘法
”

，

并且借助
“

十字交叉线
”

进行因式分解与验算
，

突出因式分解与整式乘法的互逆性 ． 该引人方

式略显生硬 ，未能突显学习
“

十字相乘法
”

的必

要性 ． 苏教版教科书借助拼图活动创设问题情

境引入 ，引人思考．
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根据这个一般命题 ，
我们可以列出无数特

殊的命题 ． 例如 ：
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，得到最初的命题 １
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当 ＾ ：４
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Ａ ＝
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时
，

２ｎＡ ＝４
，

一

，，

２
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， ，

（
ｎ＋ ｌＫ，

得到如下的命题 ５
：

命题 ５ 如果非负实数ａ 、 ６ 、 ｃ 、 ｄ 满足 ａ＋

６＋ｃ＋ｄ＝４
， 那么 ＋
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５
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比较上述条件相同而结论相异 的两个命

题
，颇有意味．
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表 １
＂

＋字相乘法
”

在不同版本数学教科书中的内容比较

版本 教科书位置 引人方式 十字交叉线

人教版 阅读与思考
整式乘法的反向

变式
有

苏科版 正文 拼图活动 无

沪教版 正文
整式乘法的反向

变式
有

研究发现 ，教师常以整式乘法的逆 向运算

来引人十字相乘法与十字交叉线 ，未能揭示学

习十字相乘法的必要性与引入十字交叉线 的

重要性 ，且部分学生对十字相乘法存在一知半

解的认知 ， 不能很好地掌握十字相乘法
［
２

］

． 鉴

于此
，
我们希望从 ＨＰＭ 的视角 ，

重新设计
“

十

字相乘法
”

教学内容 ，并付诸实施 ，拟定的教学

目标如下 ：

（
１

） 通过 阅读因式分解 的历史资料与动

手拼图活动 ，
了解历史上二次三项式因式分解

的多元方法 ，发现和提出形如 Ｖ＋ Ｐ
＋
ｇ 二次

三项式因式分解问题
，
提升问题提出的能力 ；

（
２

） 观看 ＨＰＭ 微视频
，借鉴待定系数法 、

多项式的竖式乘法 ， 理解并掌握 ＋
ｐｘ

＋
９ 二

次三项式因式分解的十字相乘法 ，
认识十字交

叉线的重要性
；

（ ３ ） 经历类比学习 ，
了解从二次项系数为

１ 逐步过渡到二次项系数不为 １ 的二次三项式

因式分解 ，
认识十字相乘法的历史演变与重要

作甩

２ 数学史料及其运用

通过史料研究
，发现在 １ ８３０ 

－

１９３０年的美

国早期代数教科书中 ，
多项式的乘法常见借助

竖式乘法的形式进行代数运算 ， 比如多项式

ｘ＋ａ乘以 ｘ＋ ６
（ 图 １ ）

［
４

］

，其类似于两位数与两

位数的竖式乘法 ．

ｂｘ＋ａｂ

ｘ

２

＋（ａ＋ｂ）ｘ＋ａｂ

图 １

在美国早期代数教科书 中可以发现 ．

？对于

形如 ｙ＋ ｐ＊＋ ９ 的因式分解 ，早期教科书给出

了配方法 、试算法 、十字相乘法等方法 ；对于形

如似
２

＋
Ｊ
Ｍ

５＋ ｇ （ ａ＃１ ） 的 因式分解 ， 常见有试算

法 、拆分一 分组分解 、加减法 、换元法 、 十字相

乘法等多元方法
［＼ 可见

， 十字相乘法在二次
三项式的因式分解中扮演重要的角色 ．

１ ８８８ 年
，
谢尔顿 （

Ｓｈｄｄｃｍ ）在代数教科书

中对 ｌ（ｋ
２

＋１知 ＋６ 因式分解时
，
思考 ｌ （ｋ

２

最可

能的因式是ｈ和 ２＊
，
６最可能的 因数是 ２ 和 ３

，

又考虑其交叉相乘再相加后为 １％
，
因此得 出

多项式 ５＊ ＋２乘以多项式 ２＊＋３ （ 如图 ２ ）
［ ６］

． 同

年 ， 尼科尔森 （ Ｎ ｉｃｈｏｌ ｓｏｎ
）在对 ＋５；ｃ

－

４ 因式

分解时 ， 借助竖式乘法的形式给出 了类似运算

过程 （如图 ３
）

［
７

］

． 可见
，十宇相乘法在二次项系

数不为 １ 的二次三项式的因式分解 中作用略

胜一筹？

５工＋２
，

２ｘ＋３ ．

图 ２

—

３ｘ

＋５ａ：

图 ３

十字交叉线的起源可以追溯到 １ ８９６ 年吉

雷特 （
Ｇｉｌｅｔ ） 的 《初等代数》 ． 书中 ，作者采用交

叉线进行因式分解 ， 巧妙地将二次项 系数为 １

与二次项系数不为 １ 的情形统一起来 ，便于因

式分解与验算
，
如多项式 －

２ ；^
－

６３
（ 图 ４ ） 与

６ａ ：

２

＋７％
－

２０
（ 图５ ）
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１ ８９９ 年 ， 费 希 尔 （ Ｆｉｓｈｅｒ） 和 施 瓦 特

（
Ｓ ｃｈｗａｔ ｔ

）给出分解 ６ｘ
２

＋１ ９；ｃ＋１ ０ 的八对因式

（ 图 ６
） ， 只 有最后一对交叉相乘得到 １％

， 故

６＊
２

＋１ ９＊＋ １０＝
（
２？ ＋５

） （
３＊ ＋２

）

［
５
］

．
 １９０２

年 ，

乔斯 林 （ Ｊｏｃｅ ｌ

ｙ
ｎ

） 借 助 交 叉 线 进 行 多 项 式

ｌ （ｋ
２－１ Ｕ

－

６ 的因式分解 （ 图 ７ ）

［ ９ ］

．１ ９ １ ９ 年 ，

霍克斯 （Ｈａｗｋ ｅｓ
） 以实例明确突 出 十字相乘法

与竖式乘法的重要联系 （ 图 ８
）

丨
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６ｘ
＋
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＋
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０ ２ｘ＋２ ２ｘ＋５

Ｘ Ｘ Ｘ Ｘ
３ｘ＋ １ ０ ３＾＋ １ ３ｘ＋５ ３ｘ＋２

２３ａ ： ３ ２ａ
－

１ ６ａ ：
＼ ９ｘ

图 ６

－

１ ５ｘ

２ｘ ＋ｌｘ

－

４ｘ
＋？ｘ＋３

－

１ ｌｘ ２ｘ ＋５ｘ＋３

图 ７ 图 ８

基于史料分析 ， 十字相乘法本质上源于多

项式的竖式乘法运算 ，
且在运算过程 中保留十

字交叉线与未知数 ， 这与 沪教版教科书 的内 容

基本
一致 ． 另 一方面 ， 十字交叉线 的诞生具有

重要的历史意义 ：辅助形如 ａ＊
２＋ ９ （

ａ＃Ｕ

的二次三项式进行 因式分解与验算 ， 凸显十字

交叉线的必要性及重要性 ， 回应为什么要借助

十字交叉线进行因式分解的疑问 ？

３ 教学设计与实施

根据史料 ， 本节课教学设计分为 发现问

题 、提出 问题 、解决问题 、讲解新知 、应用拓展

和课堂小结六个部分．

课前 ，教师将
“

因式分解
”

的相关学习资料

（ 如文献
［ ５ ］

）分享到电子教材 中 ， 通过 ＡＩＣｌａｓｓ

云课堂平台的云笔记 、流转笔记等功能推送给

每位学生 ，便于学生课前 自主预习 ．

同时 ，为充分发挥学生 的主体性 ， 在课前

开展小组合作的拼图活动 ． 每个小组各有
一

个

面积为 ｄＵ ＃１ ） 的 Ａ 型正方形纸片 ，若干个面

积为 ￥ 的 Ｂ 型长方形纸片 ，若干个面积为 １ 的 Ｃ

型正方形纸片 （ 图 ９
） ，小组合作探究 ： 如何拼接

ＡＢＣ

图 ９

一

个面积大于 ， 的大长方形 ． 接着 ， 写出大长

方形的长 、 宽与面积的代数式 ，
并且尝试借助

竖式乘法进行验算 ．

３ ． １ 发现问题

师 ： 通过拼图 活动 ， 同学们能否拼出
一

个

面积大于 的大长方形 ？ 各小组展示一下 ．

生 ： （ 各小组展示拼图 ） 可以 ．

师 ：所拼成的大长方形 的长 、宽与 面积各

是多少 ？

生 ：我们组拼出的大长方形 ，长为 Ｕ
＋４

） ，

宽为 （ ＊＋２ ） （ 图 １０ ） ，面积为 ａ ：

２

＋６％＋８ ． 根据

长方形的 面积公式 ， 用Ｕ＋４ ） 〇＋２ ）
＝
ｄ＋

６欠 ＋８ 来表

图 １ ０

师 ：认真观察式子 ， 反过来 看 ， 你能发 现

什么 ？

生 ： （思考 ） Ｗ＋６；ｃ＋８ 可以 因式分解为

｛
ｘ＋４

）（
ａ ；＋２

）
．

师 ：很好 ， 能用式子表达吗 ？

生 ：
尤

２

＋６ｘ＋Ｓ＝（ ｘ＋２ ）（ ｘ＋Ａ ） ．

师 ： 很 好 ！ 其他 小 组有 新 拼 法 或 新 发

现吗 ？

生 ：我们拼 出来 的 大长方形面积为 ％
２

＋

３＊＋２
，长为 （

＊＋２ ） ， 宽为 （
＊＋１

） （ 图 １ １
） ， 有

ｘ
２

＋３ｘ＋２
＝

（
ｘ＋２

） （
ｘ＋１

） ．

生 ：我们拼 出来 的大长方形 面积为 ｘ
２

＋

５％＋６
，
长为“

＋３
） ， 宽为“

＋２
） （图

１ ２
） ， 有
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图 １ １

■

■

Ｉ１

■

图 １
２

ｘ

２

＋５＊＋６＝（ ＊＋３ ）（
ｘ＋２ ） ．

师 ：很好 ！ 通过拼 图活动 ， 同学们发现 了

什么 ？

生 ：发现
＊

＇

＋６ａ ；＋８
，
％

２

＋５＊＋６
，ｘ

２

＋

３％＋２ 的因式分解 ■

设计意 图 ： 通过拼 图 活动 与课 堂 分享 ， 学

生思考所拼成的 大 长方形 的 面积 与 长 、宽之间

的代数关 系 ，发现 了
一 些特殊的二次三项 式的

因 式分解 ，
为 后 面探究 形如 Ｖ＋

／
？ ：＋

ｇ 的二次

三项 式 因 式分解 问题做铺垫 ．

３ ．２ 提出 问题

接着
，
教师引导学生思考 ｘ

２

＋６％＋８ 的因

式分解方法 ， 学生 回顾阅读资料中 呈现 的方

法 ，如提公因式法 、公式法 （ 平方差公式 、 完全

平方差公式 ） 和分组分解法等 ， 体会历史上二

次三项式因式分解方法的多样性与灵活性 ． 然

而学生却意外发现 ：这是新的一类二次三项式

的因式分解 ，
且这类二次三项式不能直接利用

之前所学的方法进行分解 ．

同时 ， 同学们也发现 ： 拼 图活动 中 有一个

小组无法拼出
一

个完整 的大 长方形 ， 引 发 思

考 ■ 教师顺势提问 ：对于形如Ｖ＋押 ＋ ｇ （ｐ 、 ｇ为

整数 ） 的二次三项式 ，如何进行因式分解 ？

３ ． ３ 解决问题

播放 ＨＰＭ 微视频 ， 介绍笛卡儿与待定 系

数法 ，
启发学生思考 ． 接着

， 教师引 导学生利用

待定系 数法进行探究 ，
得出分解规律 ，

并且尝

试分解 ａ：

２
－＋６ 并进行验算 ． 其中 ，有一部分

学生借助多项式的竖式乘法进行分解与验算 ．

师 ：
利用待定 系数法 ，探究当 Ｐ 、 ９ 各满足

什么 条件 ，
＊

２

＋
Ｐ＋９ 可 以 分解成 为 Ｕ＋

ａ
）Ｕ＋ ６

） ？ 请同 学们在学案上 自 主探究
， 保

留 因式分解的过程与结果 ，并通过 Ａ ＩＣ ｌａ ｓｓ 云

课堂平台进行线上实时分享 ．

师 ：大家是如何求解呢？

生 ：因为 （
＊ ＋ ａ

）“ ＋ ６
）

＝
；？：

２

＋
 （

ａ＋６
）
ａ ：＋

ａ６
＝
＊

２

＋
ｐａ

：＋
ｇ ，
可以得出 尸

＝ ａ＋６
， ｇ

＝
ａ６ ．

生 ：也可以借助多项式的竖式乘法来因式

分解 ？

ｘ＋ａ

％
２

＋ａｘ

ｂｘ＋ａｂ

ｘ
２

＋（
ａ＋ｂ

）
ｘ＋ａｂ

师 ：不错 ！ 如果反过来 ， 也可 以得出这个

规律 ？

生 ：可以 ．

师 ：很好 ！ 我们发现 Ｖ＋
ｐｘ

＋
９

＝＋
 （ ａ＋

６ ） ｘ＋ａ６
＝
（ ％＋ａ ） （

ｘ＋６
） 中 ，有

一

次性系数

Ｐ
＝

ａ＋６
、常数项系数 ｇ的分解规律．

师 ：不错 ！ 现在请同 学们尝试分解 ％
２－

５％＋６
，并思考如何进行验算 ．

生 ：
ｘ

２—
５ ：？＋６分解为 （ ｘ

－

２ ）（
ａ：
—

３
）

．

师 ：你是如何进行分解 ？

生 ：把６拆为 （

－

２ ）ｘ（
－３

） ， （

－２
）＋

（

￣

３
）

＝ －

５
， ０ ｉｔｂ ％

２
－

５ｘ＋６
＝

（ ｘ
—

２ ） （ ｘ 
－

３ ） ．

师 ：很好 ！ 你能说说为什 么先拆常数项系

数 ６
，而不是一次性系数

－

５ 呢 ？

生 ： 因为常数项系数是根据乘积 ９
＝
ｄ 来

拆分 ， 可能性 比较少
； 而
一次性系数是根据加

减 Ｐ
＝
ａ ＋ ６来拆分 ，可能性 比较多 ，所 以我先拆

常数项系数 ６＝
 （

－

２
）ｘ（

－

３ ） ．

师 ：如何验算拆分是正确 的 ？

生 ：根据一 次项 系 数来验算 ， （

－

２
）＋

（

－

３
）
＝－５ ．

师 ：很好 ，总结得很到位 ！
一

般来说 ，
对二

次三项式 ＋押 ＋ ９〇＞
、 ９为整数 ） 进行因式分

解时 ，也可以先拆分常数项系数 ， 再根据常数

项系数进行验算． 同学们
，
能否用简短的语言

总结呢 ？
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生 ：拆分常数项 ，验算一次项？

师 ：很棒 ！ 同学们还有其他新发现吗 ？

生 ：还可 以借助多项式 的竖式乘法进行

验算 ．

教师顺势引 导学生使用十字交叉线进行

分解与验算 （如图 １ ３
） ，进一步小结十字交叉线

不仅可以
“

交叉相乘再相加
”

来验算
一

次项系

数 ，而且辅助因式分解．

￣

２ｘ

￣

３ｘ

—

５ｘ

图 １ ３ 学生利用竖式乘法引 出十字交叉线

设计意 图 ：通过探究 、解决 问题环节 ，
让学

生经历从
一

般到特殊 ，再从特殊到
一般的过程 ，

培养学生的逻辑推理能 力 ． 借助待定 系数法 ，探

究得到二次三项式 因 式分解 ＊
２

＋Ｐ
＋

９
＝（

＊＋

ａ ） （％＋６
） 中

一次性系数 ／
）
＝ａ ＋ ６

，常数项 系数

ｇ的分解规律 ． 同 时 ，通过 多 项式的竖式乘

法进行分解与验算 ， 自 然 引 出十字交叉线 ．

３ ． ４ 讲解新知

师 ：利用十字交叉线来分解 系数 ， 把二次

三项式分解因式的方法叫做十字相乘法 ？

一般

地
，
ｘ
２＋

ｑ
ｒ

＝
？
２

＋
（

ａ＋６
）
ａ ；＋ａ６

＝

（
ａ：＋

ａ
） “

＋ｉ＞
） 可以用十字交叉线表示 ．

ｂｘ＋ａｘ
＝

（ａ
－

＾ｂ）
ｘ

师 ：现在我们一起来归纳二次三项式分解

因式的要点 ，大家觉得有哪些？

生 ：拆分常数项 ，验算一次项 ？

师 ：很好 ！ 当 ９＞ ０ 或 ９
＜ 〇 时 ，

ａ
、
６ 同号

还是异号？

生 ：当 ｇ
＞０ 时

，

ａ 、 ６ 同号
；
当 ｇ＜

０时
，
ａ 、

ｂ 异号 ．

师 ：不错 ！ 当 ９＞ 〇时 ，
ａ 、

６ 同号 ，
且ａ 、 ６的

符号与 Ｐ 的符号相同 ； 当 ９＜〇时 ，Ｉ
６异号

，且

绝对值大的因数与 Ｐ 的符号相同 ．

此外 ，师生一起归纳小结 ：

（
１

） 借助十字交叉线来分解系数 的书写

格式的规律 ：竖分横积 ．

（
２
） 完全平方公式分解是十字相乘法的

一类特殊情形 ，如 戈
２

＋２ ＜ｗｃ＋ａ
２
＝

 （
；？＋ａ ）

２

．

３ ．５ 应用拓展

通过练习巩固新知 、拓展提升 ．

例 １ 分解下列 因式 ： （ １
） ＊

２
－

＾＋１２
；

（
２

）
ｘ

２￣
Ａｘ

—

１ ２
；（ ３ ）ａ ；

２

＋８ａ？＋１２
；（ ４ ）ｘ

２—

Ｕｘ－１ ２．

例 ２ 请同学们尝试 自 主出题 ： 形如二次

三项式 ｘ
２＋

ｇ 的因式分解 ． 接着将题 目上

传至 Ａ ＩＣ ｌａｓｓ 云课堂平台的班级作品库文件夹

１
，尝试解答其他同学的题 目

，并将解答题 目及

过程上传至班级作品库文件夹 ２．

例 ３ 尝试分解因式 知
２
＋ｌ（ｋ

－

８
．

３ ．６ 课堂小结

师 ：通过本节课的学习 ，大家有什么收获 ？

生 １
：我们可以采用十字相乘法分解二次

三项式 ＊
２

＋
ｊ
ｍｃ＋

ｇ
．

生 ２
：十字交叉线帮助验算 ， 也帮助分解

因式 ．

生 ３
：笛卡尔是位伟大的数学家 ，他的待定

系数法非常有用 ．

生 ４
：当二次项系数不为 １ 时 ，我们也可以

尝试用十字相乘法进行分解因式 ．

通过小结 ，学生点 明 了本节课的核心 内

容
一一十字相乘法

，
让人惊喜的是学生指 出 十

字交叉线 的真正作用 ： 不仅用于验算 ，
而且也

是尝试分解因式的重要手段．

４ 学生反馈

基于本节课 ，笔者对班级学生进行了前 、

后测 ． 在前测中 ，笔者通过问卷调査了解到 ：仅

３８％ 的学生曾了解过部分数学方法的历史发

展
，约 ８２％ 的学生喜欢数学小故事 ，认为可以

帮助理解数学方法 ． 可见 ，学生对数学史融人

数学方法的教学有一定的认知需求 ．

在后测中 ，笔者对全班 ３６ 名学生进行问

卷调査 ，并选择其中 ４ 名学生进行半结构式

访谈 ， 旨在 了解学生对本节课内容 的感想与

建议 ． 在问卷调査中 ，
７ １ ％的学生表示通过课

前学习 资料 的阅览 ，
对历史上分解 因式的方

法有更加深刻的 了解 ；
８ １％ 的学生表示拼图活

动有助于思考形如 Ｘ
２

＋
７
ＭＣ＋

９ 二次三项式的

因式分解 问题 ；
６５％ 的学生表示微视频融入
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课堂教学能帮助清楚理解待定系数法 的数学

思想 ；

７２％的学生能正确理解
“

十字交叉线
”

的

重要意义．

在半结构式访谈 中 ，
多数学生认为解决二

次三项式的因式分解问题具有多元方法 ，如提

公因式法 、公式法 、分组分解法和十字相乘法 ，

其中十字相乘法不仅可以化繁为简 ， 而且帮助

他们关注二次三项式与所分解的
一次因式之

间不同次项系数的关系 ，启发多角度理性思考

８ －４１

事物之间 的联系 ？ 其次
，
学生们均谈及待定系

数法 、多项式的竖式乘法对学习十字相乘法有

重要 的启示作用 ，有效地加强数学方法之间的

相互联系 ．

此外 ，对于二次项系数不为 １ 的因式分解

的拓展问题 （ 图 １ ４ ） ，学生们表示十字交叉线既

可用于因式分解结果的检验 ， 又可用于因式分

解的尝试 ，可见学生能够将二次项系数为 １ 的

情形类比迁移到二次项不为 １ 的情形．

故学敉学

２ 、 你避如何理解拓展问 题中的 ３ｘ
２

＋１０ｘ －

８ 分解方法 ？ 你＿分解 ４ｘ
２

＋８ｘ －５ 、 ６ｘ

２

－Ｕｘ４０ 吗 ？ 尝试写 出过程 。

图 １４

ｉｘ

这Ａ ，

（

〇７〇
－” １中

６ｘ

－

ｌ
ｌ
ｘ
－

｜ 
０
＝

［ｉ７． ｉｌ）

ｊｔｘＡ －

ｙ

５ 结语

ＨＰＭ 视角下
“

十字相乘法
”

的教学 ， 借鉴

历史发展脉络 ， 构建历史与现实的桥梁 ，展现

数学史的多元价值 ． 通过待定 系数法启 发学生

探究 Ｖ＋＋
９

＝

（
Ｘ＋ａ

） （
％＋Ｍ 中一次性系

数 ／
＾ ａ＋６

，
常数项 ９

＝ ａ６ 的 因式分解规律
，
利

用多项式的竖式乘法 自 然引 出 十字交叉线 ， 揭

示其对因式分解与检验的重要作用 ， 水到渠成

地构建
“

知 识之谐 借助 学 习历史 资料 和

ＨＰＭ 微视频 ，学生了解到二次三项式因式分解

的多元方法 、数学家笛卡儿与待定系数法等趣

味历史 ， 在应用 中体会十字相乘法之妙 ， 展 现
“

方法之美 在巩固新知过程中 ， 学生经历十

字相乘法的类 比拓展 ， 从二次项系数为 １ 逐步

过渡到二次项系数不为 １ 的 因式分解 ， 培养学

生逻辑推理的核心素养 ，达成
“

能力之助

此外 ， 本节课融合数字教材 、微视频 、 Ａ Ｉ

Ｃ ｌａｓｓ 云课堂平台等教育信息技术 ， 带动数学史

内 容的可视化呈现 ，促进了 学生的 自 主学 习 ，

提高了课堂的教学效率．
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