
上海HPM通讯

SHANGHAI HPM NEWSLETTER
2023年第 12卷第 07期

沈周《茶磨屿图》



《上海HPM通讯》编委会名单

主编：汪晓勤

副主编：邹佳晨 栗小妮

责任编辑：刘梦哲

编委（按姓氏字母序）：

韩 粟 胡永强 孔雯晴 栗小妮 刘倩雯 刘思璐 秦语真 沈中宇 孙丹丹 汪晓勤 岳增成 邹佳晨



《上海 HPM 通讯》 2023 年第 12 卷第 07 期

I

刊首新语

倾听与留白

汪晓勤

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

近年来，为了顺应拔尖创新人才培养的需要，以王华老师为代表的上海基础教育名师与高

校研究者一起开展了“留白创造式教学”的理论与实践研究。所谓“留白创造式教学”，就是

立足育人目标，为学生留下足够的思维空间和探究机会，让学生在自主学习中创获新知、陶熔

品性的教学方式，其核心就是“以留白促创新”。

然而，留白创造式教学的实施并非易事。首先，教师缺乏留白的意识，总是自己讲得多，

唯恐少讲一点，就会影响学生的成绩；其次，教师即使有留白的意识，但缺乏完整的留白框架

与有效的留白策略；再次，教师留白之后，对于学生的补白成果缺乏应有的评价。以上总总，

均与教师的倾听意识和倾听习惯的缺失有关。教师应该知道，班里数十位学生不可能没有新的

想法，而要倾听学生的想法，就需要留白。

以“无理数的概念”为例，通过折纸活动，教师让学生根据单位正方形构造出面积为 2 的

正方形或可导出方程 2 2x  的其他图形，由此引入无理数 2 。经过小组合作探究，学生给出

方案以下拼图方案。

方案 1



《上海 HPM 通讯》 2023 年第 12 卷第 07 期

II

方案 2

方案 3

方案 4

方案 5

方案 6
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方案 7

方法 8

方案 9

方案 10

其中，方案 1-5 利用了两个单位正方形，方案 6 利用了一个单位正方形外加半个单位正方

形，方案 7-10 只用了一个单位正方形。我们惊讶地发现，关于面积为 2 的正方形或可导出方

程 2 2x  的其他图形的构造方法，远比自己所设想的要多得多。

又如，关于直角三角形的性质“直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半”，学生能想出

十余种证明方法。

方法 1：如图 1，取 AC（BC）的中点 E（F），连结 DE（DF），因 DE（DF）为 Rt△ABC

的中位线，故 DE  AC（DF  BC），因此有 DA = DC（DB = DC）。
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图 1 方法 1

方法 2：如图 2，取 AC（BC）的中点 E（F），连结 DE（DF）并延长至点 G（H），使得

EG = DE（FH = DF），于是，四边形 ADCG（DBHC）为菱形，故得 DA = DC（DB = DC）。

图 2 方法 2

方法 3：如图 3，延长 CD至点 G，使 DG = DC，连结 BG（AG），易证 Rt△GBC≌ Rt△

ACB（Rt△CAG≌ Rt△ACB），故得 AB = GC = 2DC。

方法 4：如图 4，延长 CD至点 G，使 DG = DC，连结 AG和 BG，易证四边形 ACBG为矩

形，故得 AB = GC = 2DC。
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图 3 方法 3 图 4 方法 4

方法 5：如图 5，延长 BC（AC）至点 H（I），使 CH = BC（CI = AC），连结 AH（BI），易

证 AB = AH = 2DC（BA = BI = 2DC）。

图 5 方法 5

方法 6：如图 6，分别取 AC 和 BC 的中点 E和 F，连结 DE、DF和 EF。易证四边形

DFCE是矩形，故得
1
2

DC EF AB  。

方法 7：如图 7，过点 D作 BC（AC）的垂线，垂足为点 F（E）；过点 A（B）作 BC（AC）

的平行线，交 FD（ED）于点 K（L）。易证 Rt△AKD≌ Rt△CFD（Rt△BLD≌ Rt△CED），

故得 DA = DC（DB = DC）。
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图 8 方法 6 图 7 方法 7

方法 8：如图 8，取 AC（BC）的中点 E（F），连结 DE（DF），延长 BC（AC）至点 S

（T），使 CS = DE（CT = DF），连结 ES（FT）。易证 Rt△AED≌ RT△ECS（Rt△BFD≌ Rt△

FCT），且四边形 DCSE（DCTF）是平行四边形，从而知 DC = ES = AD = DB（DC = FT = BD =

DA）。

图 8 方法 8

方法 9：如图 9，由射影定理得    2 2 2CE AE BE BD DE BD DE BD DE       ，又由

勾股定理得 2 2 2CE CD DE  ，故得 BD = CD。

方法 10：如图 10，设 AD = BD = x，CD = y，分别过点 A和 B作 CD的垂线，垂足为 M

和 N，易知 MD = DN，设 MD = DN = t，则由勾股定理得

       2 22 2 2 2 24x x t y t x t y t        2 22 2x y  ，

故得 x y 。
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图 9 方法 9 图 10 方法 10

方法 11：如图 11，以 AB为直径作圆，假设直角顶点 C不在圆周上，延长 DC，交圆于点

C，则ACB = 90。若点 C在圆内，则ACB > 90；若点 C在圆外，则ACB < 90。两种情

形都与已知条件相矛盾。因此，点 C必在圆周上，从而知 DA = DB = DC。

图 11 方法 11 图 12 方法 12

方法 12：如图 12，假设 DC  DA，若 DC < DA，在 AB上取点 A和 B，使得 DA = DB =

DC，则ACB = 90 = ACB，矛盾。类似地，若 DC > DA，也导致矛盾。因此，必有 DA =

DB = DC。

再如，关于三角形中线的性质“三角形的重心将中线分成 2:1”，学生可以想出十余种证明

方法，如图 13-22 所示。

其中，证法 1-4 采用的是过三角形中点作辅助线的思路；证法 5-6 采用的是过三角形顶点

做辅助线的思路；证法 7-8 采用的是过三角形重心作辅助线的思路。

证 法 1 ： 如 图 13 ， 连 结 DF ， 则 DF//BC ， 由 △ ODF ∽ △ OCB 即 得
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: : 1: 2OD OC OF OB  。

证法 2：如图 14，过点 E作 BF的平行线，交 AC于点 K。易知点 K为 FC的中点，故得

: : 2 :1AO OE AF FK  。

图 13 证法 1 图 14 证法 2

证法 3：如图 15，过点 E作 BF的平行线，交 OC于点 H，连结 FH。易知点 H为 OC的

中点，四边形 OEHF为平行四边形，故得 2 2BO EH OF  ， 2 2AO FH OE  。

证法 4：如图 16，过点 E作 AB的平行线，交 OC于点 M。易知 2AD DB EM  ，由△

AOD∽ △EOM，即得 : 2 :1AO OE  。

图 15 证法 3 图 16 证法 4

证法 5：如图 17，取 OB和 OC的中点 G和 H，连结 DG、GH、HF和 DF，易知四边形

DGHF试平行四边形，故得 DO = OH = HC，FO = OG = GB，即 2BO OF ， 2CO OD 。
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图 17 证法 5 图 18 证法 6

证法 6：如图 18，过点 C作 AE的平行线，交 BF的延长线于点 G。易知 2AO CG EO  。

证法 7：如图 19，过点 C 作 AB 的平行线，交 BF 的延长线于点 I。易知 :CO OD 

: : 2 :1CI BD AB BD  。

证法 8：如图 20，过点 O作 BC的平行线，分别交 AB和 AC于点 P和 Q；又过点 O作 AC

的平行线，分别交 AB和 BC于点 S和 T，连结 QT。易知 OP = OQ，OS = OT。于是得 BT =

2PQ ， TC = OQ ， 故 有 BC = 3OP = 3OQ 。 因 此 ， : : 1:3DO DC FO FB  ， 即

: : 1: 2DO OC FO OB  。

图 19 证法 7 图 20 证法 8

证法 9：如图 21，过点 O作 BC的平行线，分别交 AB和 AC于点 P和 Q；又过点 Q作 AB

的平行线，分别交 OC和 BC于点 U和 R。易知 QU = UR，从而 OQ = RC。又因 PQ = BR，故

得 BC = 3OP = 3OQ。因此， : : 1:3DO DC FO FB  ，即 : : 1: 2DO OC FO OB  。

证法 10：如图 22，过点 O作 BC的平行线，交 AC于点 Q，则有

2
OQ OQ FQ
BC EC FC

  （1）

2 2
OQ AQ AF FQ FC FQ
EC AC FC FC

 
   （2）
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比较（1）和（2）得

图 21 证法 9 图 22 证法 10

2
2

FC FQ FQ
FC FC


 ，

于是得 FC = 3FQ，QC = 2FQ，AQ = 2QC。因此，AO = 2OE，BO = 2OF。

如果没有倾听意识，教师恐怕会和众多精彩的方法失之交臂。有理由相信，在未来的留白

课堂中，关于上述定理，必将产生更多的证明。

以上例子足以说明留白创造式教学的巨大价值。正如数学史家 D·E·史密斯（D. E.

Smith, 1860-1944）所言：一个人的观点是狭隘的，一个村庄的观点是狭隘的，一个城镇、甚

至一个国家的观点也是狭隘的。这个世界上没有人不需要倾听和交流。要实施留白创造式教学，

教师首先就需要抛弃“自我为中心”的思维习惯，放下“对学生不放心”的心态，以倾听促留

白。此外，学会了倾听，就会多一条学习路径，事实上，留白创造式教学过程就是一个“教学

相长”的过程，教师可以从学生的补白中学到很多很多。
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历史研究

美英早期解析几何教科书中的“曲线与方程”概念

朱轶萱

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

1引言

任何学科的形成都不是一蹴而就的。解析几何诞生以前，古希腊数学家阿波罗尼奥斯

（Apollonius, 约前 262-约前 190）与中世纪法国数学家奥雷姆（N. Oresme, 1323-1382）相继借

助坐标轴来研究曲线，而 16 世纪法国数学家韦达（F. Viète, 1540-1603）已用代数方法研究过

几何问题，直至 17 世纪，笛卡儿（R. Descartes, 1596-1650）与费马（P. de Fermat, 1601-1665）

集二者之大成，在坐标系下研究曲线与方程的联系[1]，这一漫长的历程预示着学生在学习曲线

与方程时不可避免会遇到困难。研究表明，曲线与方程是高中“十大难点概念”之一：定义的

文字表述冗长抽象，像绕口令；教材从纯粹性与完备性两方面给出定义，但后期求出曲线方程

后又注明无需证明，以致该定义在学生心中成为附赘悬疣；极坐标系下的曲线与方程定义与笛

卡儿坐标系下有所不同，造成理解的负迁移。此外，相关高考试题不容乐观的作答情况与对学

生认知障碍的实证研究亦反映出学生长期囿于技巧性训练，缺乏对曲线与方程概念本质理解的

现状[2-4]。

《普通高中数学课程标准（2017 年版 2020 年修订）》（下简称“课标”）删去了“曲线与

方程”概念以求降低抽象程度，认为应当将曲线与方程的一一对应思想潜移默化地渗透于具体

知识点中[5]。不同版本教科书的处理不尽相同，沪教版在圆锥曲线章设立“曲线与方程”选学

小节；人教 A 版在圆锥曲线章末小结部分叙述了曲线与方程的概念；苏教版则在直线方程章

以旁白形式呈现。可见，在各版本教科书中，曲线与方程的关系均不再作为定理出现，然而，

将这一基础概念一笔带过是否会陷入舍本逐末的误区？历史是教学的指南，针对以上问题，我

们期待从数学史中寻找答案。
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鉴于此，本文聚焦曲线与方程的定义，对美英早期解析几何教科书进行考察，试图回答以

下问题：早期教科书是如何定义曲线与方程概念的？这些定义位于哪些章节，又是如何演变

的？极坐标系下与笛卡儿坐标系下的曲线与方程定义有何区别？

2研究对象

本文选取 1826-1963 年间在美国和英国出版的 84 种解析几何教科书作为研究对象，以 20

年为一个时间段进行划分，其出版时间分布情况如图 1 所示。其中，对于同一作者再版的教科

书，若内容无显著变化，则选取最早的版本，若内容有显著变化，则将其视为不同的教科书。

图 1 84 种美英早期解析几何教科书的出版时间分布

早期教科书对曲线与方程概念的编排可分为三类，第一类是作为学习解析几何的“预备知

识”提前学习，第二类是在“直线方程”“圆方程”等具体知识章节提及；第三类则是作为独

立章节的核心知识点，常见章名包括“曲线的方程”“方程的曲线”“曲线与方程”“坐标与

方程”和“方程的图象”等。图 2 给出了曲线与方程概念所在章节的时间分布情况，可见，19

世纪中叶以前的教科书多倾向于在“直线方程”或“预备知识”章节呈现这一概念，自 19 世

纪下半叶开始，越来越多的教科书开始设立独立章节讨论曲线与方程的关系，尽管这种趋势在

20 世纪中叶有所下降，但毋庸置疑的是，后期的教科书作者均转而倾向于将这一概念独立于

直线、圆等具体知识点进行讨论。
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图 2 曲线与方程概念所在章节的时间分布

3直角坐标系下的曲线与方程概念

Lacroix（1837）揭示了曲线的三种表示方式，其中前两种分别为运动过程导向的动态表示

和性质导向的静态表示，它们最终均指向第三种，即用方程表示曲线：“为了描述曲线，必须

知道曲线上不同点所满足的规律，这个规律可以通过三种方式给出：一是叙述运动过程，曲线

可以用一个连续的运动来描述，以圆为例，它是通过使一条给定的线段在平面上围绕一个给定

的点旋转来描述的；二是寻找曲线性质，即曲线上每一点所满足的一些性质；三是用方程表示

曲线，我们通常认为曲线就是这样表示的，因为前两种方法都有助于找到表达这个规律的方

程。” [6]

Briggs（1881）强调：“曲线和方程之间的这种密切关系，是我们这门学科的基础，研究

得再仔细也不为过。掌握这一思想之后，这门学科的学习将是自然而容易的；而对于一个忽视

它或对它的概念不甚了了的人而言，解析几何一定是难以理解的。” [7]尽管曲线与方程的思想

已随着笛卡儿、费马的著作萌生，但当时的坐标仍仅限于正数，直至沃利斯（J. Wallis, 1616-

1703）首次有意识地引入负坐标，平面曲线与二元方程更加完备的一一对应才得以呈现于世人

眼前。此后，人们经历了很长一段时间才建立起对曲线与方程概念的严谨认识，这一艰苦卓绝

的历程在早期教科书中得以印证，其中的曲线与方程定义经历了从不严谨到严谨的过渡。
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3.1不严谨定义

部分早期教科书中给出了“曲线与方程”的不严谨的定义，包括模糊定义、单向定义与函

数定义三类，第一类仅意识到曲线与方程之间具备某种联系，但未表达出严格对应的本质；第

二类尽管有意强调“每一点均需满足”，但仅关注了纯粹性与完备性之一；第三类则混淆了

“曲线与方程”与“函数与图象”两个概念。

3.1.1模糊定义

15 种教科书采取了模糊定义，如 Biot（1840）叙述了曲线与不定方程之间的相互表示：

“我们认为，每一条曲线都可以用两个不定变量之间的方程来表示；反之，两个不定量之间的

每一个方程，都可以用几何的方法来解释，认为它表示一条曲线。正是代数在几何中的这种更

广泛的应用，构成了解析几何学。” [8]Nichols（1906）从运动的观点阐释了这种关系：“当点按

照轨迹方程所表达的规律运动时，轨迹方程就是该轨迹上的点所遵循规律的代数表达式。”

[9]Lardner（1831）指出，曲线与方程的思想源于对适定几何（即用代数方法解决确定几何问题）

的恰当类比：“通过一个惊人的类比，给出了用方程表示曲线图形的一种方法，这种方法介于

不定几何问题和两个未知量的方程之间。” [10]

3.1.2单向定义

14 种教科书陷入单向定义的误区，如 Hardy（1897）在定义轨迹的方程时忽视了完备性：

“轨迹的方程是关于轨迹上每个点的坐标的方程，且轨迹上所有点的坐标都必须满足该方程。”

[11]相反地，Young（1830）在叙述方程的轨迹时忽视了纯粹性：“若任何满足方程的点(x, y)都

在一曲线上，则该曲线称为该方程的轨迹。” [12]这类作者实际上都陷入了将“方程的曲线”与

“曲线的方程”两概念孤立开来的误区，而两者实则为“曲线与方程”概念不可分割的两方面，

任缺其一都会扩大概念的外延。

3.1.3函数定义

Riggs（1911）将 “方程”与“函数”概念相混淆：“我们将考虑一些点的简单轨迹，并

推导出表示轨迹上任何一点的纵坐标对该点横坐标依赖关系的方程，这个方程被称为轨迹方

程。” [13]无独有偶，Dowling（1914）也犯了同样的错误：“轨迹方程将 y定义为 x的函数而轨
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迹本身就是这个函数的图象。” [14]试于滥觞处究其原因，我们发现，源于伯努利（J. Bernoulli,

1667-1748）和欧拉（L. Euler, 1707-1783）的函数表达式定义与 19 世纪代数教科书中最为风靡

的方程表达式定义在形式上极为相似，之后处于函数变量依赖关系定义阶段的早期代数教科书

也多从方程出发给出函数定义，而德国数学家 F·克莱因（F. Klein, 1849-1925）在 20 世纪初提

出以函数概念统一数学教育内容的思想，又导致早期教科书反过来利用函数来定义方程[15]。可

见，“方程”与“函数”两者的纠葛是有迹可循的。

再观“曲线与方程”和“函数与图象”的关系，从历史上看，前者为后者铺平了道路。早

在函数概念尚未被充分认识的 17 世纪，绝大部分函数，如指数函数、对数函数、正弦函数等，

均被当作曲线来研究[16]。函数概念产生之后，曲线与方程思想也为直观研究函数提供了可能性，

19 世纪法国数学家库尔诺（A. A. Cournot, 1801-1877）曾在其《函数论与微积分》中梳理了曲

线与方程思想对研究函数的贡献：“众所周知，笛卡儿的出发点是将代数应用于几何，并为此

通过每个点的坐标之间的方程来表示曲线。反之，该想法也为将几何应用于代数奠定了基础，

在这种意义上，曲线只不过是代数定律的图形和约定符号，它把变量联系在一起。值得注意的

是，这个约定符号非常适合所指事物的本质，它把那些关系带回纯粹直觉的事实，而这些关系

是头脑在抽象的本质中不会毫不费力地掌握的，从而为函数提供图象感知。” [17]可见，有别于

曲线与方程相辅相成的平等关系，图象不过是作为研究函数的一种直观载体。

3.2严谨定义

随着时间的推移，越来越多的教科书能够严谨正确地陈述曲线与方程的对应关系，根据叙

述方式的不同，可分为描述性定义、集合定义和充要条件定义。

3.2.1描述性定义

早期教科书中出现了三类实则等价的描述性定义，典型叙述见表 1，可根据情况不同选择

适当的判定方式。
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表 1 三类描述性定义的典型叙述

年份 作者 定义叙述 抽象语言

1876 Peck

满足给定条件的点的轨迹方程是一个用变量 x和 y

表示坐标的方程，使得轨迹上每一点的坐标都满

足这个方程；反之，每一个坐标满足方程的点，

都在轨迹上。[18]

若 A 则 B，若 B 则

A

1888 Runkle

如果我们可以用代数表示出运动点的坐标在其任

意位置上的相互关系，则由此得到的方程就是轨

迹方程。该方程对轨迹上的所有点都成立，但对

其他点不成立。[19]

若 A 则 B，若非 A

则非 B

1901 Ashton
曲线包含了满足方程的所有点，而不包含其他

点，我们称之为方程的轨迹。[20]

若 B 则 A，若非 B

则非 A

3.2.2集合定义

共 6 种教科书利用集合定义曲线与方程的关系，Hamilton（1826）最早指出：“设 f (x, y)为

x和 y之间的任意不定方程，因此，点(x, y)的集合将形成一条曲线，这条曲线称为方程 f (x, y)

= 0 的轨迹。”值得注意的是，尽管 Hamilton（1826）给出了严谨定义，但在证明一次方程的轨

迹是直线时，却假定了一条直线 BC，并论证了其方程为一次式[21]，可见，作者误将纯粹性与

完备性混为一谈。究其原因，或与集合这一数学概念彼时仍未成熟有关。

随着康托尔集合论被广泛传播和接受，早期教科书中开始出现一些集合符号表述，如

Taylor（1962）用集合的交与并表示两条曲线的交并。然而遗憾的是，在所考察的教科书中并

未出现曲线与方程定义的集合符号语言叙述[22]。

3.2.3充要条件定义

部分教科书借助逻辑用语提供了更简洁的定义表述，如 Taylor（1959）在给出曲线与方程

的描述性定义后指出：“也就是说，对特定的点(x, y)而言，有序数对(x, y)满足方程是点(x, y)在

曲线上的充分必要条件。” [23]
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4直角坐标系下曲线与方程概念的演变

以上分析所呈现的不严谨定义暴露出早期人们对于曲线与方程概念认知的多重误区，严谨

定义则指向同一内涵的多样表述方式。图 3 以 20 年为单位，展示了早期教科书中曲线与方程

定义的演变情况。

图 3 早期教科书中曲线与方程定义的演变情况

由图 3 可知，在 20 世纪前，超过半数的教科书给出的定义缺乏严谨性且模糊定义居多，

这反映出部分教科书编写者对曲线与方程关系的认知局限于感性层面。步入 20 世纪后，给出

严谨定义的教科书比例日渐上升，其中，描述性定义始终占据主流。值得注意的是，虽然越来

越多的教科书编写者试图从“量”的角度建立起对曲线与方程关系的理性认识，但他们时常陷

入仅关注纯粹性与完备性之一的误区，这种错误认知甚至到 20 世纪中叶仍未消除。

5完备性的验证

Peck（1876）在给出曲线与方程的描述性定义后强调：“该定义表明，轨迹方程在推导出

来之后，必须经过检验。” [18]早期教科书验证完备性的方式可大致归纳为反证法、回溯法和代

入法。
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5.1反证法

Tanner & Allen（ 1898）在得到过 1(3, 2)P 与 2 (12,5)P 两点的直线上的点都满足方程

3 3 0y x   后，提供了两类反证法说明“任何不在曲线上的点都不满足该方程”（图 4）。方

法一：在推导方程的过程中采用了相似三角形对应边成比例的法则，若某点不在直线上，就无

法构成相似三角形，从而比例式
2 3

5 2 12 3
y x 


 

无法成立。方法二：设 3 3 3( , )P x y 不在过 1 2PP 的直

线上，过 3P 作 x轴垂线与 1 2PP 交于 4 4 4( , )P x y ，则 3 4x x ， 3 4y y ，且 4 43 3 0y x   ，因此

3 33 3 0y x   ，由 3P 的任意性可知不在直线上的任意点皆不满足方程3 3 0y x   。[24]

图 4 方程 3yx3=0 表示的直线

5.2回溯法

Young 等人（1936）在利用

1 2 2PF PF a  （1）

推导出椭圆标准方程

2 2

2 2 1x y
a b

  （2）

后，验证了满足（2）的点必然符合（1）：通过由（2）回溯推导步骤，发现开方后得出的

2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2  ( )x c y x c y a a c b         ，

共有四种情形，分别为（a）＋＋；（b）－＋；（c）＋－；（d）－－。接着只需证明仅情形（a）

满足即可。情形（b）和（c）的几何意义均为 1PF 与 2PF 距离之差等于 2a，由此 1 2PF F 的两
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边之差大于第三边 2c，得出矛盾；情形（d）等式左侧恒为负，而右侧恒为正，亦矛盾。综上

可得，只有情形（a）符合要求，即（2）必然推出（1）。[25]

特别地，Cell（1951）指出：“由于第二部分的证明可以通过仅仅颠倒代数化简的步骤来

完成，我们通常将省略这部分的推导（若在推导过程中已经适当地注意了每一步的等价性）。”

[26]

5.3代入法

Smith 等人（1954）在推导出方程 2 1 0x y   是满足与  1 3 0P , 和  2 1, 2P  距离相等的点

的轨迹方程后，设点  0 0 0, 2 1P x x  满足方程，将其代入算出 0 1P P和 0 2P P 的距离公式，验证得两

者相等，从而完备性得以检验。[27]

以上三类方法均具普适性，可根据具体情形合理选择。20 世纪出版的部分教科书编写者

认为完备性的检验可适当省略，例如 Roberts & Colpitts（1918）指出：“这一步在所有的例子

中都是如此相似，除非要求，否则学生不需要给出它，但永远不应该忽视这样一个事实，即这

是确定轨迹方程的基本条件之一。” [28]

6极坐标系下的曲线与方程概念

早期教科书中的多样化定义使得揭示了直角坐标系下点与坐标、曲线与方程的对应关系，

那么这种关系能否类比到极坐标系？Purcell（1958）给出了答案：“不同于笛卡儿坐标系，极

坐标系无法建立平面点与有序实数对之间的一一对应关系，这种失败导致了一些在笛卡儿坐标

系中不会遇到的困难。例如，点 P  2, 270  不满足方程
2

1 cos






，但点 P在该方程表示的

曲线上，这是因为点 P对应的另一组极坐标  2, 90 满足该方程，因此我们得出这样的结论：

在极坐标系中，某点对应的一组坐标不能满足给定的方程，并不能保证该点不在该方程的轨迹

上。我们定义：当且仅当某点的至少一组极坐标满足给定方程时，该点位于极坐标方程的位置

上。” [29]

因此，Nelson（1949）指出：在确定两个极坐标方程交点时须辅以草图：“两条极坐标曲
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线可能有公共点，然其极坐标并不相同。例如 1,
2
  

 
满足方程 1r   但不满足方程

1 cosr   ，而坐标
31,
2
 

 
 

满足后者但不满足前者，但事实上两个坐标表示同一点，即它是

两条曲线的交点。这些例子表明，在通常的求解过程中，还应结合方程的作图。” [30]

7结论与启示

综上所述，曲线与方程概念经历了从模糊到清晰、从不严谨到严谨的过程，不严谨定义包

括模糊定义、单向定义与函数定义，严谨定义则分为描述性定义、集合定义和充要条件定义。

在对曲线与方程概念建立正确认识的基础上，教科书又给出了反证法、回溯法和代入法三种验

证完备性的方法，并对直角坐标与极坐标下的曲线与方程概念进行了辨析。以上种种可为今日

教学提供诸多启示。

其一，倾听古人。“课本中斟字酌句的叙述，未能表现出创造过程中的斗争、挫折，以及

数学家在建立正确概念前所经历的艰苦漫长的道路。” [16]数学史家 M·克莱因（M. Kline, 1908-

1992）的真知灼见告诉我们，古人的错误亦能转化为一种教学指南。数百年前教科书编写者在

定义曲线与方程时犯下的共性错误，也定会成为今日学生迈向严谨认识的绊脚石[31]。直观的模

糊定义是学生的认知起点，教师可借助实例将学生对曲线与方程关系的认知从感性提升至理性，

在此过程中极易陷入单向定义的误区，教师不妨鼓励学生举出反例，使其理解纯粹性与完备性

是相辅相成，缺一不可的两方面。此外，早期不严谨的函数定义说明教师应适时组织学生辨析

“曲线与方程”和“函数与图象”的区别与联系，而抛物线既是学生初中学习过的二次曲线，

又是高中所学的一类重要圆锥曲线，或可成为引发这一讨论的契机。

其二，善用留白。“思维与表达”是课标中体现数学核心素养的重要维度之一，不同早期

教科书给出三种等价的描述性定义，以及集合、逻辑用语的出现带来的更加简洁的定义叙述，

均说明了曲线与方程定义可以作为培养学生数学表达能力的有益载体。教师可为学生留下陈述

之白，引导其用规范、简洁的语言叙述曲线与方程定义，体会数学的严谨性与优美性。同时在

完成具体曲线方程的推导之后留下论证之白与方法之白，鼓励学生通过多种方法进行完备性的

验证，并讨论不同方法之优劣。

其三，解答疑惑。早期教科书已为我们厘清了笛卡儿坐标系与极坐标系下曲线与方程关系



《上海 HPM 通讯》 2023 年第 12 卷第 07 期

11

产生区别的本质缘由：极坐标系无法建立平面点与有序实数对之间的一一对应。由此不妨引发

学生讨论两种坐标系下曲线与方程关系的异同，并尝试解决：能否通过添加限制条件，使得极

坐标系下的一一对应关系成立？如何类比笛卡儿坐标系，确定两极坐标曲线交点坐标？从而抽

丝剥茧地厘清知识脉络，解决认知障碍。
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条件概率：从历史到课堂

唐都宁

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

1引言

条件概率是高中课堂中重要的教学内容。它出现在古典概率之后，是学习乘法公式、全概

率公式、贝叶斯公式的基础，其重要地位不言而喻。然而，在教学实践中，对条件概率的理解

还存在一些问题。

首先，学生在条件概率的理解上存在以下问题。其一，误解事件关系。在因果关系上，学

生可能会认为条件概率  |P B A 中两个事件之间的关系是因果关系，而非条件关系，且倾向于

认为事件 A是原因，事件 B是结果[1]；在事件顺序上，学生可能会认为先前发生的事情可以影

响之后的事情，而之后的事情不能对先前的事情产生影响，他们倾向于认为事件 A是先发生的，

事件 B是后发生的[2]。其二，混淆两个事件同时发生（即积事件）的概率与条件概率。学生可

能会认为两个事件同时发生的概率  P AB 比单一事件发生的概率 ( )P A 或 ( )P B 高，或将两个事

件同时发生的概率  P AB 与条件概率  |P B A 混为一谈[2]。其三，想当然设定事件类别。学生

倾向于将事件当作等可能事件，而不考虑其他现实情况[2]。

其次，教师对条件概率本质的理解也可能并不透彻。李杰民根据一线教师发表的论文，总

结了教师存在以下六点误区，把“ |B A”看成事件、认为事件 A必然发生是限定条件、具体

问题中困惑于计算  P AB 还是  |P B A 、认为事件 A的概率一定大于零、把定义当作公式、低

估条件概率的作用与价值[3]。

需要指出的是，有的学者可能会有疑问，“ |B A ”为什么不能看成事件？条件概率

 |P B A 描述的不正是事件“ |B A”的发生概率吗？从现实情境出发，把“ |B A”作为事件

看待的确有意义。李杰民从测度论的角度出发给出了不同的回答，他认为，条件概率  |P B A

的样本空间发生了变化[3]，因此，条件概率并非是以  P  来度量事件 |B A发生的可能性，而
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是以  |P A 来度量事件 B发生的可能性，从而他提出“ |B A”不是事件。

历史是最好的教科书。本文对条件概率的历史进行梳理，希望通过历史来丰富师生的认知，

解决教学实践的有关疑惑，并开拓教师的教学思路。

2条件概率的历史

2.1概率之发展

17 世纪，赌博在欧洲社会非常风靡，赌博的游戏越来越复杂、赌注也越来越大，因此，

从数学上计算相应的概率是一件很有必要的事情。一位名叫德·梅勒（De Méré）的著名赌徒

向数学家帕斯卡（B. Pascal, 1623-1662）请教了赌徒分金的问题，即谁先获胜 3 局，谁就把所

有的赌金赢走，然而赌局被迫中断，此时两个赌徒的获胜局数分别为 1 局和 2 局，问如何分配

剩余赌金。就这个问题，帕斯卡与他的朋友费马（P. de Fermat, 1601-1665）通信交流，这便是

概率论的起源。帕斯卡和费马对古典概型，特别是排列组合问题进行了深入讨论。

在古典概型下，由于事件的等可能性和有限性，人们无需进行试验，便能够得到事件的概

率 p。世人也都认为，随着试验次数 n的增加，事件的观测到的频率
m
n
会越来越接近概率 p。

然而，在大家都把这个论断视为“理所当然”的结论时，瑞士数学家雅各布·伯努利（J.

Bernoulli, 1654-1705）不禁发出了疑问。这个结论的确成立，可它为什么成立？能否找到理论

依据，为其提供严谨的证明？伯努利在《猜度术》（1713）中做出了回答，他以数学语言严格

证明：总可以取足够大的试验次数 n，使得频率
m
n
在数值上任意接近概率 p。同时，在事件概

率 p已知的情况下，伯努利可以根据其事件的结果，即成功和失败的次数，计算相应的概率。

然而，现实中更多的情况是，人们无法事先确定事件发生的概率 p，却可以对事件做出一

系列观测。那么能否根据观测现象推断事件的发生概率，换句话说，能否根据事件的结果来反

推其原因呢？英国牧师贝叶斯（T. Bayes, 1701-1761）做出了回答，他提出了“由果溯因”的

贝叶斯定理。同时，贝叶斯将人们的主观想法也纳入了概率的考虑范围，他认为，概率是对未

知事件发生可能性大小的一种主观测度。此后，根据是否承认主观概率，统计学派更是分成了

两个学派，分别为贝叶斯学派和频率学派。
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随着概率的不断发展，概率的应用不再局限于赌博游戏中，更是应用到了人身保险、编制

生命表等科学问题中。法国数学家拉普拉斯（P. S. Laplace, 1749-1827）在概率与赌博相分离上，

做出了巨大贡献，体现了概率的广泛应用性[4]。1933 年，前苏联数学家柯尔莫哥洛夫（A. N.

Kolmogorov, 1903-1987）完成了概率的公理化定义，使得概率论获得了严格的数学基础，概率

正式加入了数学大家庭[5]。

2.2条件概率之萌芽

18 世纪，雅各布·伯努利在其去世后出版的《猜度术》中提出，客观概率有两种计算方

式，分别为先验地计算和后验地计算，相应地，概率有两种类型，分别为先验概率和后验概率

[6]。伯努利利用箱子模型对这两种概率作了进一步解释。设一个箱子有黑球和白球若干，有放

回地随机抽球，求白球占所有球的比例。若黑球、白球各自的数量已知，那么白球与所有球的

数量之比就是白球的占比，此为先验概率。不难发现，根据伯努利的定义，先验概率即为古典

概率。若箱子中白球和黑球的数量未知，那么可以根据大量的有放回抽球的结果，估计白球占

比，此为后验概率。伯努利将后验概率定义为，根据大量类似事件的观测结果，得到的概率估

计。不难发现，后验概率即频率估计概率。

在《猜度术》中，伯努利提出了大数定律[7]： lim 1
n

mP p
n




 
   

 
。其中，  是任意小的

正数，p是真实的概率，n是试验次数，
m
n
是观测到的频率。大数定律是数学上第一个把概率

和事件的观测频率联系起来的尝试，为频率
m
n
估计概率 p奠定了理论基础。

同一时期，法国数学家棣莫弗（A. De Moivre, 1667-1754）在《机会学说》（1738）中第一

次明确定义了条件概率[8]。棣莫弗当时思考了以下问题[9]：设有两叠各含 13 张相同花色的牌，

从每叠牌中各抽出一张牌，那么抽出两张 K的概率是多少？这个问题本质上涉及两个独立事件，

分别考虑两个事件发生的概率并相乘，即可得到结果。然而，棣莫弗继续思考如下问题：一叠

相同花色的 13 张扑克牌，一次取一张牌，那么第一次抽到 K、第二次抽到 2 的概率是多少？

棣莫弗发现，第一次的抽牌结果会影响第二次的抽牌，因而两个事件并非彼此独立，而是相关

的。于是，棣莫弗将条件概率定义为“一个事件已经发生的情况下另一个事件发生的概率”，
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并给出了乘法公式      |P AB P B P A B ，即两个相关事件同时发生的概率，是一个事件发生

的概率乘以这个事件已经发生的情况下另一个事件发生的概率。

2.3条件概率之发展

伯努利认为，频率估计概率需要大量重复试验。若试验次数较少，是否也有合适的方法估

计概率呢？1764 年，贝叶斯的遗作“关于机会理论中一个问题的求解”在《哲学汇刊》上发

表，文中提出上述问题的解决方案。不同于伯努利的箱子模型，贝叶斯提出了自己的方形桌模

型。需要注意的是，在贝叶斯撰写论文的时候，“条件概率”这一专有名词尚未出现，贝叶斯

和棣莫弗一样对条件概率作了描述性定义，并给出了条件概率的计算方法，即

     |P AB P B P A B 、    
 

|
P AB

P A B
P B

 。其原文为，设有两个相继发生的事件，第一个事

件发生的概率为
a
N

，两个事件同时发生的概率为
p
N

，那么第一个事件发生的情况下，第二个

事件发生的概率为
p
a
；设有两个相继发生的事件，第二个事件发生的概率为

b
N

，两个事件同

时发生的概率为
p
N

，那么第二个事件发生的情况下，第一个事件发生的概率为
p
b

[10]。可以发

现，贝叶斯与棣莫弗都给出了概率的乘法公式，然而贝叶斯进一步说明了两个事件的先后顺序

问题。同时，贝叶斯提到了由后发生的事件对先前的事件的推断，这蕴含着从未来推断过去的

思想，这也正是贝叶斯定理的核心思想“由果溯因”，其在统计推断方面有着深远的影响。

何为贝叶斯的方形桌模型？如图 1，设在平整的长方桌 ABCD上任意地扔一个球，记

AD=BC=a，过球停下的位置，作一条与 AB平行的线段 EF，将桌子分割为 AEFB和 EDCF两

个部分，记 EF与 AB的距离为 x。接下来任意扔第二个球，不难发现，第二个球落到区域

AEFB的概率是
x
a
。设第二个球被重复扔了 p q 次，其中 p次成功落在区域 AEFB内，q次失

败，即落在区域外，EF的位置未知。请问 EF与 AB的距离处于 b与 c（ 0 b c a   ）之间的

概率为多少？
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图 1 贝叶斯长方桌

不难发现，本质上这也是条件概率问题。这里，试验的结果是“第二个球 p次成功落在

AEFB区域内，q次失败”（记作事件 A），导致结果的原因是“第一个球确定了 EF在距离 AB

为 x的位置”（记作事件 C）。将“EF与 AB的距离处于 b与 c之间”（ 0 b c a   ）记作“事

件 B”，则原问题就是在事件 A发生的情况下，求事件 B发生的概率，即  |P B A 。

贝叶斯又是如何求解这个问题的呢？他运用了牛顿时代的几何方法进行阐述，然而几何方

法在今日看来晦涩难懂，一个世纪之后，英国数学家托德亨特（I. Todhunter, 1820-1884）利用

微积分再次对方形桌的问题进行了讨论[11]。

首先考虑第一个球。第一个球确定了 EF的位置，那么 EF与 AB的距离为 x的概率  P C 是

多少呢？由于 EF必然位于 AB与 CD之间，且 AB//CD//EF，因此，不妨只看位于同一条直线

上的三点 B、F和 C。点 F有可能落在 BC线段上的任何一点，且落在任何一点的可能性都相

等。那么 BF的长度为 x的概率是多少呢？我们不妨将 BC线段进行等分，将其分成无穷多段，

每一小段的长度记为 dx。那么 BF的长度为 x的概率便可以看作，某一小段占整条线段的比，

即
dx
a

，也就是 EF与 AB的距离为 x的概率  P C 。

其次再看第二个球。已知 EF与 AB的距离为 x，即事件 C已知，那么第二个球落在 AEFB

区域内成功 p次失败 q次（事件 A）的概率  |P A C 又该如何计算呢？我们知道第二个球落在

区域内的概率为
x
a
，落在区域外的概率为1 x

a
 ， p q 次试验中有 p次在区域内，因此事件 A

发生的概率为

 | 1
p q

p
p q

x xP A C C
a a

       
   

。
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由乘法公式可得，EF与 AB的距离为 x，且事件 A发生的概率为

     | 1
p q

p
p q

x x dxP AC P C P A C C
a a a

        
   

，

即两个事件同时发生的概率。而问题中将 EF与 AB的距离限制在了 b与 c之间，因此积事件

AB的概率等于  P AC 在区间 ,b c 上的积分，即

  1
p q

cp
p q b

x x dxP AB C
a a a

       
    。

那么在掷第一个球之前，第二个球落在 AEFB区域内成功 p次失败 q次（事件 A）的概率

 P A 又是什么呢？这个情况相当于 EF与 AB的距离未知，只知距离大于 0 且不超过 a，因此

在掷第一个球之前，  P A 等于  P AC 在区间 0,a 上的积分，即

 
0

1
p q

ap
p q

x x dxP A C
a a a

       
    。

所以，在“第二个球落在 AEFB区域内成功 p次失败 q次（事件 A）”的条件下，“EF与

AB的距离处于 b与 c之间（事件 B）”的概率为

   
 

 
 

0

|

c qp

b
a qp

x a x dxP AB
P B A

P A x a x dx


 






。

不难发现，贝叶斯的方法突破了伯努利对于试验次数的要求，在试验次数较小的情况下，

运用贝叶斯方法，通过条件概率，仍能根据试验的结果对其原因作出合理的推断估计。

2.4条件概率之兴盛

贝叶斯去世后不久，法国数学家拉普拉斯在没有阅读贝叶斯论文的情况下，独立地发现了

贝叶斯公式[12]。为何将拉普拉斯发现的公式命名为贝叶斯公式呢？这是因为，二者的思想本质

上都是“由果溯因”，而这个思想的最早提出者是贝叶斯。然而，不可否认的是，拉普拉斯的

贡献巨大，他首次清晰地阐明了如何根据观测到的事件来估计事件成因的概率[11]。

巧合的是，拉普拉斯思考了一系列问题，而他最开始提出的问题与贝叶斯有着惊人的相似

性，即如果一个箱子中有着数量未知的白色和黑色的选票，有放回地取了 p q 张选票，其中
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p张是白色选票，q张是黑色选票，那么下一次取出白色选票的概率是多少？不妨设 x是白色

选票占所有选票的真实概率，那么这个问题的答案是
 
 

1 1

0
1

0

qp

qp

x a x dx

x a x dx

 






。

1774 年，拉普拉斯在“关于事件成因的概率”一文中提出，如果一个事件 A可以由 n个

两两互不相容的不同原因 1B ， 2B ，…， nB 产生，那么当这个事件 A发生时，这些原因存在的

概率  |iP B A 与其存在时促使该事件发生的概率  | iP A B 成正比，且在该事件 A发生的条件下，

某原因 iB 存在的概率  |iP B A 等于该原因 iB 存在时促使该事件发生的概率  | iP A B 除以各个

原因存在时促使该事件发生的概率之和[13-14]。此即为拉普拉斯的“不充分理由原则”，用今天

的符号表达，就是

 
 

 
   i i

j j

| |
, 1, 2, , ,

| |
P B A P A B

i j n i j
P B A P A B

    （1）

   

 
 i

i

j
1

|
| 1,2, ,

|
n

j

P A B
P B A i n

P A B


  




（2）

直观上理解，人们观察到某事件，并认为导致该事件发生的原因可能是 iB ，即  |iP B A

更大，那么相较于其他原因来说，该原因导致该事件发生的可能性  | iP A B 也更大。可以发现，

拉普拉斯设事件发生的概率是等可能的，今日学生的认知与其相似。学生在考虑事件发生的概

率时，往往忽略其他现实因素，倾向于假设各个事件发生的概率是等可能的。这是否代表了今

日学生与拉普拉斯的认识有着惊人的历史相似性呢？实则不然，历史上，“等可能性”这一思

想最先由伯努利将其从古典概型推广到主观概率。他认为，在没有任何理由可以认为众多可能

性中的某一个或某一些比其他可能性更具优势时，应给予这些可能性以同等的主观概率[15-16]。

这便是“同等无知原则”。贝叶斯、拉普拉斯也拥有此思想，他们分别以长方桌问题、箱子问

题为出发点，对事件做出了等可能性的假设。

四十年后，拉普拉斯在“关于概率的哲学”一文（1814）中才正式提出了贝叶斯公式并给

出了相应的证明。



《上海 HPM 通讯》 2023 年第 12 卷第 07 期

20

贝叶斯公式通常记为      
 

|
| i i

i

P B P A B
P B A

P A
 。对于任意给定的 i，  iP B 是试验前就已知

的概率，称为事件 iB 的先验概率。在已知试验结果 A的情况下，便可以由等号右边的  iP B 计

算得到等号左边的  |iP B A ，从而对原因 iB 的认识由原本的  iP B 调整为  |iP B A 。  |iP B A

可以看作是对  iP B 的修正，称为后验概率。通过比较已知结果的条件下，不同原因的条件概

率，即后验概率  |iP B A ，即可推断出最有可能的原因。

然而，需要注意的是，在箱子模型、长方桌问题的讨论中，人们可以明确地知道何为因、

何为果，事件有明确的因果关系。这并不代表贝叶斯公式可以揭秘“因果关系”。在这个问题

中，人们是根据事实，先行判断因果，是否运用贝叶斯公式对因果关系的判断毫无影响。那么

贝叶斯公式揭秘了什么关系呢？在数理层面上，贝叶斯公式讨论的仅仅是“相关关系”，即在

获取了新信息（已知事件 A）的条件下，人们可以调整、修正对事件 iB 的认识，而两事件的关

系是否可以上升为“因果关系”，则需根据现实情况判断分析。

另外，伯努利和贝叶斯的先验概率并不相同。伯努利的先验概率即为古典概率，概率的获

得仅根据先验的事实，利用等可能性无需试验便可得到。贝叶斯的先验概率则是试验前对事件

的认识，由个人的主观想法所决定。伯努利的后验概率也与贝叶斯的后验概率不同。伯努利的

后验概率是频率估计的概率，为无条件概率，而贝叶斯的后验概率则是在试验结果已知的条件

下，对事件发生概率的调整，为条件概率。

随着贝叶斯公式的发现，贝叶斯的思想为人们所熟知。对于概率的认识，也分化成了两个

学派，分别为频率派和贝叶斯派。频率派认为应仅从客观现实出发，根据事件发生的频率来估

计概率，贝叶斯派则认为概率也应考虑人们的主观认知。随着计算机技术的发展，贝叶斯派的

应用越来越广泛、方便。直到现在，频率派与贝叶斯派之间仍存在着争论。

2.5条件概率之应用

概念的命名并非易事，“条件概率”这个术语的确定也不是一蹴而就的。进入 20 世纪，前

苏联数学家柯尔莫哥洛夫在《概率论基础》（1933）中对条件概率进行命名并给出其定义，即
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事件 B在条件 A下的概率[17]。1937 年，瑞典数学家克拉梅尔（H. Cramér, 1893-1985） 将其译

为“相关概率”，奈曼（J. Neyman, 1894-1981）等数学家也使用“相关概率”之名。而后，更

多的人采用“条件概率”这一术语，“相关概率”逐渐退出历史舞台。1937 年，美国数学家杜

布（J. L. Doob, 1910-2004）正式提出“条件概率” [18]。同年，乌斯彭斯基（J. V. Uspensky,

1883-1947）在《数学概率导论》中，将条件概率定义为在事件 B实际发生的条件下，事件 A

发生的概率，记为  |P A B [19]。

1921 年，宏观经济学之父凯恩斯（J. M. Keynes, 1883-1946）在《论概率》中提出，一切

概率皆为条件概率[20]。数理角度而言，    
     |

P A
P A P A P A

P


    


。我们不难发现一

个令人惊讶的事实，无条件概率是特殊的条件概率。这个发现有什么意义呢？李杰民和廖运章

认为其有两方面的意义[5]。一方面，无论是概率还是条件概率，它们都是对事件发生可能性的

测度，都是衡量事件可能性大小的“尺子”。那么，如果说概率  P  是一把尺子，条件概率

 |P A 便是一族尺子，以事件 A为条件的概率是一把尺子，以事件 B为条件的概率是另一把

尺子，条件概率的不同条件对应了不同的尺子。概率与条件概率的关系正如几何中点与线的关

系一般，没有点，何来线？没有概率，条件概率也就失去了其定义的基础。条件概率是对概率

的升维式、质变式的推广。另一方面，条件概率作为可变化的尺子，应用范围也更广。在复杂

的随机事件分析中，条件概率把不同的事件相互联系，起着至关重要、舍我其谁的作用。

而如今，条件概率在各行各业广为应用。在医学领域，医生利用条件概率来判断患者的患

病情况，进而有针对性地用药。在生物学领域，遗传学家利用条件概率来研究家族遗传史、遗

传基因的表达概率。机器学习与人工智能领域更是离不开条件概率，特别是由条件概率得到的

贝叶斯公式。为什么短视频平台会那么了解我们，源源不断地推荐我们感兴趣的视频？为什么

ChatGPT 可以像人类一样，在与我们的对话过程中，不断学习新的知识并输出呢？这正是因为

源于贝叶斯公式的算法可以在已知信息的基础上，通过不断完善对一个事件的认识，从而对事

件做出更准确的判断。

阅读至此，相信不论是教师还是学生，一定会感受到条件概率的发现是一件多么意义非凡

的事情。条件概率经过几百年的发展，已成为当今现实世界中助推科技发展的不可缺少的部分。
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3教学启示

3.1事件关系

从条件概率的历史发展看，事件 A和 B之间似乎存在一定的关系。学生更是常常会有疑问，

两个事件 A和 B具有什么样的关系呢？

首先，需要明确的是，虽然历史上条件概率常常与因果相联系，事实上，两事件之间不一

定存在因果关系[2]，以事件 A为条件并不代表事件 A为因、B为果，也不代表 A为果、B为因。

事件 A和 B可能根本不存在因果关系。例如，棣莫弗两次抽牌，第一次抽到 K和第二次抽到 2

之间没有因果关系，不存在因为第一次抽到 K所以第二次抽到 2，也不可能是因为第二次抽到

2 所以第一次抽到 K。不过，这两个事件间存在相关关系，即第一次抽牌的结果可能会影响第

二次抽牌。

其次，两事件之间不一定存在次序关系[2]。学生可以理解先前发生的事对之后的影响，然

而顺序颠倒后，他们往往会产生疑问。贝叶斯的桌子模型便是一个很好的例子，其考虑的正是

之后发生的事情对之前发生事情的影响。现实生活中，更是充满了对于事件概率从  P B 到

 |P B A 的不断修正，而这与事件 A、B的顺序毫无关系。事件 A可以发生在事件 B发生之前，

即吸取前人教训；事件 A也可以发生在事件 B之后，即吃一垫长一智；事件 A、B甚至还可以

同时发生。

条件概率本质上是从概率的角度分析一个事件对另一事件的影响，所以不需要事件 A和事

件 B存在特定的关系，而是应考虑它们之间的关系具体会带来什么影响，即相应的条件概率的

结果。我国数学家华罗庚（1910-1985）曾言：“数缺形时少直观，形少数时难入微，数形结合

百般好，隔离分家万事休。”教师可以带领学生，根据如图 2 所示的韦恩图[21]，分别思考两个

事件之间的关系以及比较、计算相关的概率  P A 、  P B 、  P AB 、  |P B A 和  |P A B 。
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图 2 事件关系的韦恩图

3.2问题设计

历史上，与条件概率相关的模型主要为箱子模型、抽牌模型和方桌模型。其中，贝叶斯方

桌模型的条件概率求解涉及到积分、微分的思想，对于高中学生来说有一定的难度，故在问题

设计方面暂不考虑该模型。然而，教师在日常教学中，可以将方桌问题作为拓展问题，激发学

生的思考。

以抽牌模型、箱子模型为例，可以设计以下问题 1 和 2。设计意图是让学生体会条件概率

的内涵，理解条件概率的事件之间不一定存在因果、次序关系，锻炼学生对条件概率的运用能

力，促进他们在现实社会中应用条件概率、贝叶斯定理来调整自身的认知与行为。

【问题 1】 一副除去大小王的扑克牌，共计 52 张，无放回抽牌。求：

（a）第 1 次抽到梅花 K的情况下，第 2 次抽到梅花 2 的概率；

（b）第 1 次抽到的牌未及时记录，仅记录了第 2 次抽牌结果。求第 2 次抽到梅花 2 的情

况下，第 1 次抽到梅花 K的概率。

【解析】对于问题 1，不妨设第 1 次抽到梅花 K、第 2 次抽到梅花 2 分别记为事件 A、B。

（a） 将样本空间缩小至事件 A，便可得到条件概率   1|
51

P B A  ；

（b） 从顺序上看，第 2 次抽牌无法影响第 1 次抽牌。然而，当第 1 次抽牌结果未知，第

2 次的结果已知时，我们可以根据第 2 次的结果完善对第 1 次抽牌的认知。利用条件概率定义

可得
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1 1
( ) ( ) 152 51( | ) 1 1 50 1( ) 51( ) ( )

52 51 52 51

P AB P ABP A B
P B P AB P AB


   

   
。

其中，如何理解  P AB ？这个事件即第 1 次没有抽到 K，且第 2 次抽到了 2，那么第 1 次

也无法抽到 2，因此第 1 次抽牌时，可能抽中的牌为梅花 K和梅花 2 之外的 50 张牌，故

  50 1
52 51

P AB   。

【问题 2】箱子中有 2 个大小相同的小球，观察到其中一个小球是白色的，另外一个小球

的颜色无法确定是白色还是黑色。对箱子进行有放回摸球，求：

（a）第 1 次摸到白球的条件下，另外一个小球的颜色是白色的概率；

（b）两次都摸到白球的条件下，另外一个小球的颜色是白色的概率。

【解析】对于问题 2，不妨设第 1 次摸到白球为事件 A，设另外一个小球的颜色是白色、

黑色分别记为事件 1C 、 2C 。

（a）在不知道第 1 次摸球的结果时，由于没有其他任何信息，因此另外一个小球的颜色

是黑或者白的可能性是相等的。而知道了第 1 次摸球的结果后，我们便可以将新信息与我们先

前的认知相结合，更新我们对于事件 C，即另外一个小球的颜色的认知。利用贝叶斯公式可得

1 1 1
1

1 1 2 2

( ) ( ) ( | ) 0.5 1 2( | )
( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) 0.5 1 0.5 0.5 3

P AC P C P A CP C A
P A P C P A C P C P A C


   

   
。

（b）第 2 次摸球的结果相当于在第 1 次摸球的基础之上进一步更新我们对于事件 C的认

知。类似的，利用贝叶斯公式可得结果。

以拉普拉斯的论文中出现的公式作为出发点，可以设计问题 3，探讨其公式的合理性与不

合理性，发展学生的质疑精神与说理能力。

【问题 3】法国数学家拉普拉斯最初对于贝叶斯公式的表述一共有两个式子，即（1）和

（2）。拉普拉斯提出的内容，一定是正确的吗？

（a）请你观察，这两个式子与正式的贝叶斯公式相比有什么联系与区别；

（b）请你试着在（1）的基础上，证明（2）。

问题 3 非常值得师生深入思考和讨论。

（a） 这两个式子是在等可能事件的情况下的贝叶斯公式，即特殊条件下的贝叶斯公式。
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这也启发教师和学生，等可能事件在我们的认知中根深蒂固，一方面要正确认识“同等无知原

则”，另一方面要多举反例、练习等方式破除固有观念。

（b） 因为
i i

j j

( | ) ( | )
( | ) ( | )
P B A P A B
P B A P A B

 ，所以
j

i i
j

( | )
( | ) ( | )

( | )
P B A

P B A P A B
P A B

 ，又因为 j
1

( | ) 1
n

j

P B A


 ，

所以

j i
i i i

1 1 j
j

1

( | ) ( | )( | ) ( | ) ( | )
( | ) ( | )

n n

n
j j

j

P B A P A BP B A P B A P A B
P A B P A B 



   
 ，故

i
i

j
1

( | )( | )
( | )

n

j

P A BP B A
P A B





 。

3.3德育价值

条件概率的历史发展也为我们的课堂提供了良好的德育素材。

让我们将目光投向三百年前的英国数学家贝叶斯。贝叶斯生前是一位牧师，他作为一名业

余数学家，出于对数学的兴趣，对概率、三角学、几何学、方程求解、数列和微分学均做出了

相关讨论。另外，他并不局限于数学，对于电学、光学和天体力学等主题，他也有自己的思考

[22]。而直至贝叶斯离世后，他的论文才经他的朋友发现，为世人所知，并产生了巨大的影响。

贝叶斯公式      
 

|
| i i

i

P B P A B
P B A

P A
 也蕴含着人生哲理。  iP B 可以看作人们根据以往

的经验所形成的对事件 iB 的认知，事件 A是新获得的知识。我们需要将以往的经验与新获得

的知识相结合，进而对于事件 iB 的认知从  iP B 更新到  |iP B A 。单纯只考虑以往经验，忽视

眼前因素，抑或是只考虑眼前因素，忽视过往经验，都是不可取的行为。

了解条件概率之“前世今生”， 一位位数学家、一个个数学概念在教师和学生心中变得更

加鲜活。科学技术的发展并非一朝一夕之功，是无数前辈的智慧结晶才有了如今我们的现代化

成果。教师也应教育学生学习前人的品质，对世界保持好奇，不断学习、阅读、思考，不断创

新，日积月累，为我国的科技事业发展增砖添瓦。
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专题研究

《几何原本》在初中数学留白创造式教学中的应用

彭纯莉

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

1引言

今天，如何在教学中培养学生的创新意识和创新能力，是摆在教师面前的重要课题。近

年来，人们提出“留白创造式”这一新的教学方式，强调在课堂教学中为学生留出足够的思维

空间和探究机会，让他们在自主学习过程中创获新知、陶熔品性[1]。在留白创造式教学中，教

师的留白通常包含陈述之白、发现之白、论证之白、方法之白、问题之白和超越之白六种形式，

而数学史为留白设计提供了问题源泉和思想启迪[2-4]。

古希腊数学家欧几里得（Euclid, 约前 325-约前 265）的《几何原本》是一部传播几何学

知识的伟大著作，是数学史上最早用公理化思想铸造完整演绎逻辑体系的典范，具有重要的地

位和深远的影响，被誉为“数学圣经”。19 世纪以前，《几何原本》是学校数学教育的主要内

容，欧几里得几乎成了几何学的代名词。20 世纪初，在培利（J. Perry, 1850-1920）运动的影响

下，此书逐渐失去了往日的辉煌。直至今日，中学数学课程的目标和内容都已发生巨大的变化，

此书的教育价值更加受到人们的忽视。

打开数学历史的画卷可以发现，欧几里得的留白为后世数学家的创新——新的方法、新

的命题、甚至是新的学科提供基础。这启示我们，《几何原本》这部名著对于创新意识和创新

能力的培养依然会有独特的参考价值。迄今为止，《几何原本》中的部分内容已被运用于有关

的 HPM 教学案例之中。本文拟通过具体的例子来分析欧几里得的有关定义、公理、命题和思

想方法在留白创造式教学中的作用，为教学提供参考。

2留陈述之白，促定义创新

数学概念是导出数学定理和法则、分析和解决问题的基础，李邦河院士曾说：“数学玩的
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是概念，而不是纯粹的技巧。”[5]根据新课程标准的要求，需要培养学生对数学概念的理解和

运用能力。

对于一个数学概念，古今定义往往是不同的。教学中，教师可以参照欧几里得对某个几

何概念的定义，让学生自己下定义，从而留下“陈述之白”。

《几何原本》卷一根据边和角对四边形进行分类，其中长方形的定义是：“在四边形中，

四个角都是直角，但四边不全相等的，叫做长方形。”卷二又给出矩形的定义：“有两邻边夹直

角的平行四边形称为矩形。”在第一个定义中，长方形不包含正方形，而在第二个定义中，矩

形包含了正方形。可见，在欧几里得眼里，长方形和矩形并不完全相同。

在“矩形的判定”教学中，教师首先抛出问题：“什么样的四边形是矩形？”学生给出了

以下回答（图 1）：

四个角都是直角的四边形是矩形；

由四个相等的角组成的四边形为矩形；

两组对边分别平行，且有一个角为直角的四边形是矩形；

两组对边分别相等，且有一个角为直角的四边形是矩形；

一组对边平行且相等，且有一个角为直角的四边形是矩形；

对角线相等且互相平分的四边形是矩形；

……

图 1 学生关于矩形的定义
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教师让学生在黑板上展示上述定义，并将其与欧几里得的两个定义进行比较。经过讨论，

学生得出结论：这些定义都与欧几里得的矩形定义等价，都可以叙述成“有一个角是直角的平

行四边形叫做矩形”。

实际上，教师还可以进一步留白，启发学生提出新的定义：上述定义中，有的定义涉及四

个角，有的定义涉及一个角，那么利用三个角或两个角可以定义矩形吗？学生可能会进一步提

出：

有三个角是直角的四边形是矩形；

有一组对角是直角，且有一组对边平行的四边形是矩形；

有一组对角是直角，且有一组对边相等的四边形是矩形；

有一组对角是直角，且两条对角线相等的四边形是矩形；

有两个邻角是直角，且有一组对边相等的四边形是矩形；

有两个邻角是直角，且两条对角线相等的四边形是矩形；

……

教师还可以让学生进一步思考：为何欧几里得的第一个定义与今天不同呢？从而让他们认

识到，如果没有平行线的知识，对四边形进行分类是很不方便的。

3留方法之白，助表征转化

我们今天用符号来表达的代数公式或恒等式，在 16 世纪以前的数学文献中往往都是以几

何图形来表征的，这是因为，在韦达（F. Viète, 1540-1603）创立符号代数之前，人们不会用字

母来表示任意数或一类数。因此，数学史为培养学生表征转化能力提供了参照。在代数公式的

教学中，教师可以借鉴欧几里得的几何命题，设计剪纸、拼图或构造无字证明的活动，让学生

自主推导或验证有关公式，从而留下“方法之白”。

丹麦著名数学家和数学史家邹腾（H. G. Zeuthen, 1839-1920）曾经指出，《几何原本》第

二卷采用了“几何代数法”，即用几何方法解决代数问题。如该卷命题 3 提出：“若任意两分一

线段，则由整条线段与分线段之一所夹的矩形等于两分线段所夹的矩形与上述分线段上的正方

形之和。”[6]用今天的代数符号表达，该命题说的就是   2  a a b a ab，如图 2 所示。同卷命
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题 4 提出：“若一条线段被任意分成两段，则整条线段上的正方形等于两条分线段上的正方形

之和再加上两条分线段所构成的矩形的两倍。”[6]用今天的代数符号来表达，命题说的就是

 2 2 22   a b a ab b ，如图 3 所示。

图 2 《几何原本》卷二命题 3 图 3 《几何原本》卷二命题 4

在课例“完全平方公式”中，教师通过“已知正方形的面积，求边长”问题引入  2a b

的计算，在学生用代数方法推导出公式后，教师提出问题：“能否用几何方法来验证该公式

呢？”引导学生利用欧几里得的图形，在符号表征和图形表征之间进行转化[7]。

《几何原本》卷二命题 5 提出：“如果把一条线段既分成相等的线段，再分成不等的线段，

则由两不等线段所夹的矩形与两分点之间一段上的正方形之和等于原线段一半上的正方形。”[6]

在课例“平方差公式”中，在学生应用平方差公式解决计算问题（如 39.8 40.2 、99.4 100.6 ）

之后，教师提出问题：“能否用字母写出一般的等式？”在学生给出恒等式

2 2

2 2
        

   

a b a bab ，

之后，教师进一步提出问题：“古希腊数学家欧几里得在《几何原本》中给出过上述等式的几

何证明，你能用几何方法验证这个等式吗？”有了之前用几何方法验证平方差公式的经验，学

生成功地用图 4 验证了上述公式。实际上，该图简化了欧几里得的原图。
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 

图 4 将长方形割补成拐尺形

4留论证之白，引思维延伸

今日初中数学课程中的几何命题大多可以上溯至《几何原本》，但由于教科书采用的逻辑

体系不同于《几何原本》，因此，对一些命题的证明也随之不同。此外，《几何原本》中的有关

命题也往往会成为有关数学推理的依据。在命题或问题解决的教学中，教师可以参照欧几里得

的证明方法，让学生通过小组合作对有关命题加以证明，从而留下“论证之白”。

《几何原本》卷一命题 5 提出：“等腰三角形的两底角相等，将腰延长，与底边形成的两

个补角亦相等。”[6]这就是著名的“驴桥定理”。欧几里得的证明如下：如图 5，作等腰△ABC，

使得 AB=AC，延长 AB至点 D，延长 AC至点 E，使得 BD=CE，依次证明 ABE ACD ≌ ，

BCD CBE ≌ ，即得命题的结论。后世数学家对欧几里得的证明作了改进，如 3 世纪末的

帕普斯（Pappus, 约 290-约 350）给出“镜像法”：如图 6 所示，将△ABC看成△ABC和△ACB

的叠合，利用 SAS 定理，即得  B C 。5 世纪的普罗克拉斯（Proclus, 约 411-485）给出

“拦腰法”：如图 7 所示，分别在 AB 和 AC 上取点 D 和 E，使得 AD = AE，依次证明

ABE ACD ≌ ， BCD CBE ≌ ，即证得结论。

图 5 驴桥定理 图 6 帕普斯的镜像法 图 7 普罗克拉斯的拦腰法
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在“全等三角形判定”的教学中，教师在引导学生证明“边角边”定理之后，提出任务：

利用边角边定理，如何证明“等腰三角形底角相等”？学生给出了多种不同的证明，其中包括

普罗克拉斯的“拦腰法”和帕普斯的“镜像法”，尽管没有出现欧几里得的“驴桥法”，但与欧

几里得一样，先后两次运用了边角边定理。教师利用古今联系策略，对学生的证明作了评价。

《几何原本》卷六命题 2 提出：“如果一条直线平行于三角形的一条边，那么所截的边成

比例；如果三角形的边被截成比例，那么通过两点的直线平行于三角形的第三边。”[6]欧几里

得运用面积的方法来证明该命题，证明如下：

（1）设在△ABC中，DE//BC，连接 BE和 CD。因为△BDE和△CDE有共同底边 DE，且

DE//BC，所以 BDE CDES S  ，于是得 : :BDE ADE CDE ADES S S S    ，从而 : :BD AD CE AE 。

（2）设△ABC的边 AB和 AC被分比例为 : :BD AD CE AE ，因 : :BDE ADEBD AD S S   ，

: :CDE ADECE AE S S   ，故 : :BDE ADE CDE ADES S S S    ，于是 BDE CDES S  ，DE//BC。

在课例“三角形的中位线”中，在学生解决三角形四等分问题并通过剪纸猜想出中位线的

性质之后，教师提出“证明三角形中位线性质”的任务[8]。学生运用转化思想给出各种证明，

包括形与形的转化以及线与面的转化。后一类证明类比了欧几里得的方法：如图 8，在△ABC

中，因为 BD=AD，所以 BDE ADES S  ，同理 CDE ADES S  ，所以 BDE CDES S  ，又因为有公

共底 DE，所以 DE//BC。因为 2EBC ABE BDES S S    ，又因为△EBC 和△BDE 等高，所以

BC=2DE。

图 8 三角形中位线定理的面积证法 图 9《几何原本》卷一命题 21

《几何原本》卷一命题 21 提出：“以三角形一边的两个端点向三角形以内引两条相交线，

那么交点到这两个端点的这两条线段的和小于三角形余下的两条边的和，所形成的角大于三角

形同侧的内角。”[6]欧几里得的证明如下；如图 9，在△ABE中，    AB AE BE BD DE，在
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△CDE中，  CE DE CD，故得    AB AC AB AE EC   BD DE EC  BD CD。上述

命题确定了三角形中两条线段之和的单调性，成了有关几何问题解法的依据。2019 年安徽中

考的一道数学题就是其中一例。

如图 10，在正方形 ABCD中，点 E、F将对角线 AC三等分，且 AC = 12。点 P在正方形

的边上，求满足 9 PE PF 的点的个数。

解 题 思 路 是 ： 取 点 E 关 于 AB 的 对 称 点 E ， 连 结 E F ， 交 AB 于 点 G， 则

2 24 8 80 9    E F ， 因 此 ， 在 AB 上 点 G 的 上 方 和 下 方 各 有 一 点 P ， 满 足

PE PF 9PE PF E F     。对于上述解法，教师可以向学生提出以下问题：为什么在点 G

的上下各只有一点满足条件呢？学生如果能够说明：从点 G开始，点 P向上或向下运动过程

中，  PE PF逐渐增大，问题就得到了解决。因此，对于这道中考题的探讨，可以让学生实

现与欧几里得的对话。

图 10 2019 年安徽中考题 图 11 勾股定理的推广之一

5留问题之白，激探究兴趣

《几何原本》中的许多命题都留下了进一步探究的空间。在教学中，教师可以介绍若干

“基于数学史的问题提出”策略[9]，进而选择《几何原本》的某个命题作为出发点，让学生通

过条件操作、目标操作、对称互换等策略，提出新的数学问题，从而留下“问题之白”。

对于卷一命题 16：“在任意三角形中，若延长一边，则外角大于任何一个内对角”，运用

对称互换策略，学生可以提出如下问题：“如果一个多边形的每一个外角都大于其不相邻的内

角，那么该多边形是否一定为三角形？”又如，卷一提出毕达哥拉斯定理：“在任意一个直角
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三角形中，直角所对边上的正方形，等于两条直角边上正方形之和”，运用对称互换策略，学

生可以提出如下问题：“在一个三角形中，如果一边上的正方形面积等于另两边上的正方形面

积之和，那么该三角形一定是直角三角形吗？”运用条件操作策略，学生可以提出如下问题：

若在直角三角形的三边上分别作三个半圆，则其面积有何关系？（图 11）

 若在直角三角形的三边上分别作以三边为对应边的相似三角形，则其面积有何关系？

（图 12）

作一个正方形，使其面积等于已知长方形的面积。（图 13）

图 12 勾股定理的推广之二 图 13 与已知长方形等面积的正方形

《几何原本》卷一命题 37 提出：“同底且在相同的两条平行线之间的三角形彼此相等。”

教师可以引导学生将该命题与轨迹问题联系起来，进而提出如下新问题：

等腰三角形的底边固定，则其顶点的轨迹是什么？

 三角形的底边固定，其顶点在运动过程中，三角形的面积保持不变，则顶点的轨迹是什

么？

 三角形的底边固定，其顶点在运动过程中，三角形的面积保持不变，则顶点在什么位置

时，三角形的周长最小？

 三角形的底边固定，其顶点在运动过程中，三角形的两腰之比始终等于 2:1，则顶点的

轨迹是什么？

《几何原本》卷二命题 10 提出：“在一条被二等分的线段的一端按原直线方向加上一条线

段，那么，总线段上的正方形的面积与加线段上的正方形的面积之和，等于原线段一半为边的

正方形的面积与另一半加上加线段之和为边的正方形面积的和的两倍。”[6]采用自由式策略，
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对给定的线段赋值，并改变目标，可以编制一道新的数学问题：

如图 14， CE AB，  CA CB CE， EF AB， DF CE ，FD与 EB交于点 G。线段赋

值： 2BE  ，
1
2

DB 。

（1）求线段 FG的长度。

（2）设 P是线段 AB上的一个动点（不与点 A、B重合），点 P到 AE与 BE的距离是否为

一个定值，若是，求出此定值。

（3）延长 EC使得 EC CH ，连接 BH，GH，求点 B到 GH的距离。

图 14 《几何原本》卷二命题 10 的改编

6留超越之白，启思想升华

在留白创造式教学中，教师在学生完成补白之后进行古今联系，并让学生对命题证明或问

题解决背后的数学思想加以总结，或选取《几何原本》中的典型命题及其证明，让学生对其背

后的数学思想进行提炼，从而留下超越之白。

《几何原本》中的思想方法对于今日几何教学有重要意义。在卷一众多命题的证明中，可

以感受到欧几里得对转化思想的普遍使用。如卷一命题 20 提出：“在任何三角形中，任意两边

之和大于第三边。”欧几里得的证明如下：如图 15，延长 BA至点 D，使得 AD = AC，则

AB AC AD  ，于是将△ABC的两边之和转化为△DBC的一条边，在△DBC中，利用大角对

大边（卷一命题 19），即证得结论。又如，对于上文提到的卷一命题 16，欧几里得通过作倍长

中线 BF（图 16），将A转化为ACD的一部分ACF ，从而证得结论。
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图 15 《几何原本》卷一命题 20 图 16 《几何原本》卷一命题 16

欧几里得关于卷一命题 47（勾股定理）的证明则是通过全等三角形实现正方形与长方形

之间的转化。上文提到的卷六命题 2 的证明则实现了线与面的转化。除了转化，《几何原本》

中还有其他许多思想方法，如特殊到一般、分类讨论等。

此外，关于勾股定理，中国古代数学家的证明方法（图 17）与欧几里得（图 18）迥然不

同，教师可以引导学生思考：当欧几里得“遇见”刘徽时，他们会如何评价对方的证明呢？从

而促进他们对数学证明功能的深刻理解。

图 17 刘徽对勾股定理的证明 图 18 欧几里得关于勾股定理的证明

7结语

以上我们看到，数学圣经《几何原本》在今日初中数学课堂上大有可为：欧几里得的定

义是古今对话的素材，图形是表征转换的参照，命题是问题提出的起点，方法是命题证明的依

据。《几何原本》为今日初中数学留白创造式教学提供了诸多启示。
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首先，增强留白意识。虽然《几何原本》是经典之作，内容丰富，逻辑严谨，但也处处

留白，为后世留下广阔的探索空间，因此，此书为初中留白创造式教学提供了思想启迪。教师

在课堂中应让学生成为补白的主体，给学生留下足够的探究空间。

其次，丰富留白形式。《几何原本》中的定义、命题、思想、方法蕴含了所有的六“白”，

借鉴欧几里得的有关定义，可留陈述之白，改变欧几里得的命题，可留发现之白，参照欧几里

得的证明，可留方法之白、论证之白，叩问欧几里得的命题，可留问题之白，提炼欧几里得的

思想，可留超越之白。教师在教学过程中，可以通过设置不同的探究活动，从新知引入、问题

设计、概念辨析、定理证明、公式推导以及德育实施这六个环节进行留白，上文的例子在不同

的环节进行了留白。

再次，确定留白策略。在留白创造式教学中，陈述之白、发现之白对应于“是什么”，论

证之白对应于“为什么”，方法之白、问题之白和超越之白对应于“还有什么”，因此，提出问

题是留白的策略之一，典型的问题有“什么样的四边形是矩形”“如何证明三角形中位线定理”

“可否用几何方法验证完全平方公式”和“欧几里得运用了什么思想方法”等，利用否定属性

策略改编问题是留白的另一策略，可以让学生编制丰富多彩的数学问题，培养其创新能力。

最后，加强补白评价。利用《几何原本》中的素材实施留白创造式教学时，教师可以利

用“古今对照”的策略，对学生的补白成效做出评价，使学生得以跨越时空，与古希腊数学家

“对话”，从而提升数学学习的自信心。例如，当学生用拼图法验证完全平方公式、用面积法

证明三角形中位线定理时，教师可以称赞他们想数学家之所想，是“小小的数学家”。
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等周问题在高中数学复习课中的应用

钱骏霖

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

1引言

《普通高中数学课程标准（2017 年版 2020 年修订）》（以下简称“课标”）指出，依据数

学学科特点，关注数学逻辑体系、内容主线、知识之间的关联，重视数学实践和数学文化是数

学课程设计的重要依据之一[1]。数学探究活动和数学建模活动一同被列为高中数学课程的五大

主题之一。新高考也注重对学生学科核心素养的考查，通过探究性问题，重点考查学生的思维

过程、实践能力和创新意识。近几年的高考试题出现了许多新颖的材料，如 2022 年全国二卷

单选题第 3 题，结合中国古代建筑中的举架结构考查了等差数列和斜率等知识，既体现了数学

抽象的过程，也让学生感受到中华优秀传统文化的魅力。

在高中阶段，尤其是高三年级，复习课所占的比重很大。在现有对复习课的研究中，有学

者将复习课分为基础复习课、例题复习课和试卷讲评课[2]，也有学者将其分为第一轮复习课、

第二轮复习课和试卷讲评课[3]。在实际教学中，复习课常常以知识点复现、不同题型的讲解、

考试训练等形式出现，忽视了知识之间的联系性，复习效率较低，也容易使学生感到枯燥。明

确命题方向、把握复习规律、优化备考方法是数学高考复习的教学追求[4]，在新高考的背景下，

数学史与数学文化在复习课中的价值日益显现，尤其是基于数学史的问题设计得到了关注。

歌德曾说：“一门科学的历史就是这门科学本身”。数学史对学生的教育价值有“知识之谐”

“方法之美”“探究之乐”“能力之助”“文化之魅”和“德育之效”等六个方面[5]。从数学情

境的角度来说，历史中的素材是绝佳的真实情境。等周问题有着漫长的历史，亦不是在一道问

题中可以完整地说明的。因此，在对等周问题的素材进行改编时，我们可以设计一些留白活动。

借由这些留白，教师可以引导学生进一步探索，同时培养学生学习数学的兴趣。同时我们注意

到，课标附录中的案例 25 将证明“周长一定的四边形中正方形所围面积最大”作为数学任务，

体现了课标对等周问题的关注[1]。

近年来，某市模拟题中出现了许多以历史上真实探索过的数学问题为材料的试题，例如，
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以著名的“挂谷问题”为素材编制的探究题。这些材料不仅能让学生感受到数学文化的魅力，

还能体现研究数学问题的一般思路，对于学生数学核心素养的提高颇有帮助。这启示我们在复

习课中也可以利用历史素材，展现数学的联系和发展性。鉴于此，本文结合等周问题的发展历

史，设计一些可用于高中复习课的探究性问题，既能综合考查学生对高中阶段知识的掌握，又

能使学生对该数学问题发展的历史产生一定的了解和兴趣，鼓励学生对该问题自主进行进一步

的探索。

2等周问题的历史概述

等周问题有着悠久的历史，其源于现实问题。例如，用相同长度的篱笆或绳子怎样围出最

大的面积是人们在生活中常常遇到的问题。

公元前 5 世纪，著名历史学家修昔底德（Thucydides, 约前 460-约前 400）通过绕岛航行一

周所需时间来估计岛的大小，也就是说，修昔底德将测量图形的周长和面积混为一谈。还有许

多古人也曾认为周长越大的图形面积也越大．这反映了他们对等周问题的误解。

古希腊亚历山大时期，生活在公元前 200 年到公元 100 年之间的芝诺多罗斯（Zenodorous,

约公元前 2 世纪）写过一本关于等周形（具有相等周长的一些图形）的书，其中证明了以下在

希腊数学中较为新颖的定理：

（1）周长相等的 n边形中，正 n边形的面积最大；

（2）周长相等的正多边形中，边数愈多的正多边形面积愈大；

（3）圆的面积比同样周长的正多边形的面积大；

（4）表面积相等的所有立体中，以球的体积为最大。

亚历山大晚期的帕普斯（Pappus, 约 4 世纪）生活在古希腊数学的衰落时期，他对几何学

的工作是“高潮后的一种低潮”，而他的《数学汇编》是对古希腊数学全面的总结[6]。《数学汇

编》中的第五篇给出了芝诺多罗斯关于等周曲边形问题的证明、结果和推广。帕普斯在《数学

汇编》第五篇的开始用十分生动的语言引入了等周问题：“智慧的蜜蜂知道，消耗相同的材料，

底面是正六边形的蜂房比底面是正三角形或正方形的蜂房贮存更多的蜂蜜。但是自认为在智慧

方面比蜜蜂更胜一筹的我们将研究稍微广泛一些的问题。”[7]也就是说，蜜蜂知道，相同周长

的正六边形、正方形和正三角形中，正六边形的面积最大。“稍微广泛一些的问题”，就是在周
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长一定的平面图形中何者面积最大的问题。后来，许多的数学家都对该问题做了讨论与探索。

随着人们对数学知识的不断积累，数学家对等周问题的证明一步步臻于完善。19 世纪几

何学家斯坦纳（J. Steiner, 1796-1863）用朴素的几何方法对这一定理给出了一个并不完备的证

明。1870 年，魏尔斯特拉斯（K. Weierstrass, 1815-1897）做出了一个严格的证明。1902 年，赫

尔维茨（H. A. Hurwitiz, 1859-1919）利用傅立叶级数给出了证明[8]。后续的数学家对等周问题

又给出了更多的证明方法，还将等周问题作了更多的推广。利用等周的思想，数学家们还解决

了圆周率的逼近等许多其他的问题[9]。

作为数学问题的等周问题已经有了答案，而于数学教育而言，等周问题却是一座可进一步

挖掘的宝库。在现有的案例中，等周问题最常见的应用是基本不等式的引入环节。事实上，早

期等周问题探索中产生的许多命题，都可以利用高中阶段的知识加以证明。利用“等周问题”

这一主题将它们串联起来，可以形成一道知识点多样、体现数学问题探究过程和发展历史的问

题。

3问题设计

3.1回望历史

“智慧的蜜蜂知道，消耗相同的材料，底面是正六边形的蜂房比底面是正三角形或正方形

的蜂房贮存更多的蜂蜜。但是自认为在智慧方面比蜜蜂更胜一筹的我们将研究稍微广泛一些的

问题。”

——帕普斯《数学汇编》

在这本全面总结古希腊数学的著作中，帕普斯给出了芝诺多罗斯关于等周形的问题的证明、

结果和推广。“稍微广泛一些的问题”，是指“具有相同周长的平面图形中何者面积最大”的

“等周问题”。早在希腊亚历山大时期，芝诺多罗斯就写了一本相关的书，其中证明了下列定

理：

定理 1：周长相等的 n边形中，正 n边形的面积最大。

定理 2：周长相等的正多边形中，边数 n越大，正多边形的面积越大。
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3.2问题初探

问题 1：在定理 1 的一种证明思路中，若 n边形的某相邻两边长度不等，则可以构造出和

原 n边形周长相等而面积更大的 n边形．事实上，该思路需要用到下面的命题：若 ABC△ 的

一条边 AB长度固定，另两条边 AC和 BC的长度之和固定，则当 AC = BC时，该三角形的面

积有最大值．试证明该命题。

问题 1 的解答思路：设△ABC中A，B和C所对边分别为 a，b和 c，则在该问题中 c

为定值，a +b也为定值（不妨记为 M）。

思路 1（利用余弦定理、基本不等式进行求解）：由余弦定理，
2 2 2
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由基本不等式的取等条件知当且仅当 AC = BC时 ABC△ 的面积有最大值。

思路 2（利用海伦公式、基本不等式进行求解）：△ABC的半周长
2 2

a b c M cp + + +
= = 也

是定值。由海伦公式，

   ABCS p p a p b p c   

   2p p c p Mp ab   
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由基本不等式的取等条件知当且仅当 AC = BC时△ABC的面积有最大值。

思路 3（利用椭圆的定义和性质）：以 AB中点为原点，AB所在直线为 x轴，建立平面直

角坐标系。则由 AC+BC为定值（且大于 AB）知 C点的轨迹为以 A，B为焦点的椭圆（除去长

轴端点）。由
1
2ABC cS AB y= ×V 知，点 C在短轴端点时， cy 最大， ABCS 也最大。此时 ABCS

有最大值  
2 2

2 21
2 2 2 4

a b c cc a b c           
   

。

【设计意图】本小问结论的证法比较多样，涉及到不同模块的知识。学生如果能从“两条

线段长度之和为定值”联想到椭圆的定义，那么该问题将迎刃而解。若没有想到椭圆，也可根

据解三角形部分的一般方法，利用余弦定理、面积公式
1 sin
2

S ab C= 和基本不等式等知识加以

解决，但该方法对学生的代数变形能力有较高的要求。事实上，由于题中只给出了三角形的边

的信息，因此学生可能会想到使用海伦公式表示三角形的面积。利用海伦公式解决本题也是十

分简洁的方法。在这三种思路中，思路 3 用到了椭圆这一看上去和本问题毫不相关的概念，芝

诺多罗斯当年也绝无可能使用这种方法。但是对于生活在现代、完成了高中阶段所有新知学习

的学生而言，融会贯通地使用已有的所有知识解决问题，做到“古题今解”，是数学素养的体

现。

本小问的结论本身希望能让学生体会到“局部调整法”的思想。事实上，依据本小问的结

论，对于一个凸多边形而言，假设它的某两条邻边长度不等，我们只需要将这两条边的长度调

整为相同而保持其他各边不变，就能得到一个周长相同而面积更大的多边形。因此，完成这一

问后学生将能体会到正多边形在等周问题的探索过程中发挥的重要作用。

问题 2：在定理 2 中，若用 nS 表示周长为 C（C为常数）的正 n边形的面积（ 3n  ）。

（a）求数列 nS 的通项公式；

（b）证明：数列 nS 是单调递增数列．
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思考：基于上面的探索，你认为芝诺多罗斯会对等周问题给出怎样的答案？

问题 2 的解答思路：

（a）连接正 n边形的中心和各顶点，将正 n边形分割成 n个全等的等腰三角形。每个等

腰三角形的底边长为
C
n
，顶角为

2
n
p
。作等腰三角形底边上的高，则高的长为

1
12

2tan tan

C
Cn

n
n n
p p

×
= × ，

故每个等腰三角形的面积为

2

2

1 1 1
2 2 4tan tan

C C C
n n n

n n
p p ，

则正 n边形的面积为

2 2

2

1 1
4 4tan tan

n
C CS n

n n
n n
p p

= = ， 3n  。

（b）设 tan ( 3)nb n n
n
p

= ³ 。考察函数
tan( ) xf x
x

= ， 0,
2

x   
 

，则

 
 2

1 sin 2
2 , 0,

2cos

x x
f x x

x x
      

 
。

令   1 sin 2 , 0,
2 2

g x x x x      
 

，则 ( ) 1 cos 2 0g x x¢ = - > ， ( )g x 在 0,
2
 

 
 

上单调递增。又

(0) 0g = ，故 ( )g x 在 0,
2
 

 
 

上恒大于 0，即 ( )f x¢ 在 0,
2
 

 
 

上恒大于 0， ( )f x 在 0,
2
 

 
 

上单调递

增 。 对 任 意 的 3n  ，  1 1 tan
1 1nb n f

n n
 

       
， tannb n f

n n
      

 
。 由

0
1 2n n

p p p
< < <

+
及 ( )f x 的单调性知 1n nb b+ < 。又由

2 1
4n

n

CS
b

= × 且 0C > 、 0nb > ，故 1n nS S+ > ，

即 nS 是单调递增数列。

【设计意图】对于许多学生而言，“周长相等的正多边形中，边数越多的正多边形面积越

大”并不是一个陌生的结论，但他们很少对其进行过严格的论证。第一小问让学生探索周长相

等的情况下正多边形的面积与其边数之间的关系式，将定理 2 转化为便于分析和证明的数学语
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言。在解决这个问题时，学生要从边数较少的几种情形入手，画出对应的图形，寻找图中的数

量关系，发现边数取不同值时计算图形面积的相同之处，进而将其一般化，得到一般的结论。

学生过去可能经历过用圆内接正多边形周长代替圆周长估计圆周率近似值的过程，这个经验对

于解决本问题帮助很大。第二问让学生证明数列的单调性，也就是定理 2 的结论。证明数列单

调性的常见方法有作差、作商等，但是注意到数列的通项公式中含有正切函数，因此无论是作

差还是作商都难以继续分析。因此学生可以采用函数的观点，利用导数研究对应的函数的单调

性从而得到该数列的单调性。

完成本小问后，学生能够能加理性地认识到，对于周长相等的正 n边形而言，其面积随着

n的增大而增大。当然，我们在解决本小问时用到的三角函数、导数等工具，在芝诺多罗斯时

代也是不存在的，因此本小问亦是一种“古题今解”。

在解决了问题 1 和问题 2 之后，学生应当可以感受到，等周问题的答案很可能是圆，因为

当正 n边形的边数无限增大时，正 n边形越来越趋近于圆。虽然“圆”这个答案学生很可能早

已知道，但是在经历严格的计算与证明后再提出这一猜想，也许会有更深刻的认识。学生完成

了一次对等周问题的初步探索，也与古人作了一次对话。

3.3现实情境

在现实情境中，人们往往会借助一面墙或者是一个墙角进行围地。在这些情境下，用相同

长度的篱笆，怎样围面积最大呢？

问题 1：当借助一面墙进行围地时，

（a）考虑围三角形的情形。如图 1，在 ABC 中，A、B在墙上。设篱笆长为 1，何时

ABC 的面积最大？

（b）考虑围四边形的情况。如图 2，在四边形 ABCD中，A、D在墙上。设篱笆长为 1，

何时四边形 ABCD的面积最大？

（c）你能进一步探索围成什么形状时面积最大呢？
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图 1 借助墙围三角形 图 2 借助墙围四边形

问题 2：当借助一个墙角进行围地时 .设墙角所形成的角（即图 3、4 中的 AÐ ）为

(0 )
2
pa a< < 。

（a）你能对围三角形和四边形的情形进行探究吗？

（b）你能进一步探索围成什么形状时面积最大呢？

图 3 借助墙角围三角形 图 4 借助墙角围四边形

【设计意图】前一个环节中的两个问题，主要是数学内部的等周问题，而本题将等周问题

放在现实情境中，可以看作是对最基本的等周问题的变式。遵循研究问题的一般思路，引导学

生先从围三角形和四边形的情形出发，再思考 n边形的情形，最后类似于 3.2 节，理性地认识

“半圆”和“扇形”的结果。对于问题 1，学生可以利用面积公式
1 sin
2ABCS ab CV = 及基本不

等式进行求解。对于问题 2，学生可以利用余弦定理及基本不等式进行求解。两个问题中四边

形的情形需要利用初中平面几何的知识，进一步提升了问题的综合性。限于篇幅，这两个问题

具体的解答思路不再赘述。

3.4探索之路

在后续两千多年的时间里，数学家纷纷尝试对等周问题给出一个完美的回答。19 世纪瑞

士数学家斯坦纳（J. Steiner, 1796-1863）用朴素的几何方法给出了一个证明，但该证明存在缺
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陷。1870 年，魏尔斯特拉斯（K. Weierstrass, 1815-1897）用变分法做出了一个严格的证明。

1902 年，赫尔维茨（H. A. Hurwitiz, 1859-1919）利用傅里叶级数给出了证明。正是数学家对等

周问题的不断探索，促进了许多数学思想方法的发展。利用等周的思想，数学家们还解决了许

多其他的问题。

3.5拓展运用

17 世纪，法国数学家笛卡尔提出逼近圆周率的等周多边形法。

问题 1：设 nR 和 nr 分别为正 n边形的外接圆和内切圆半径， 2nR 和 2nr 分别为等周的正 2n

边形的外接圆和内切圆半径，求证： 2 2
n n

n
R rr +

= ， 2 2n n nR R r= × 。

问题 2：设有数列{ }na ，满足 1 20, 1a a= = ，且
1

1

1

,
2

,

n n

n

n n

a a n
a

a a n

为偶数

为奇数

-

+

-

ì +
ïï= í
ï ×ïî

，当 n越来越大时，

na 会趋向于某一个常数吗？让我们利用问题 1 中的结论，从几何直观上来说明这一问题。

（a）边长为 1 的正方形的外接圆半径为
2

2
，内切圆半径为

1
2
，恰好分别是数列{ }na 的

第 3 项和第 4 项。结合问题 1 的结论说明数列{ }na 各项数值的几何意义。

（b）据此，你能猜测当 n越来越大时 na 趋向于哪一个常数吗？

图 5 等周多边形法

【设计意图】逼近圆周率的等周正 n边形方法基于正 n边形的外接圆、内切圆半径与等周

的正 2n边形的外接圆、内切圆半径的递推公式，是等周思想的一个应用。问题 1 需要用到的

关键知识点为二倍角公式，学生需要先根据图形表达出相关角的三角函数值，再利用二倍角公
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式进行代数变形。19 世纪法国数学家文森特（A.Vincent,1797-1868）据此结论构造出了问题 2

中收敛于
2
p
的数列。学生需要观察该数列的递推公式与问题 1 结论之间的关系，问题中给出了

边长为 1 的正方形外接圆和内接圆的半径作为脚手架，有利于学生的发现。结合几何意义，学

生可以对{ }na 的极限值做出合理猜测。在这个问题中，学生可以感受到“数”与“形”的紧密

联系。限于篇幅，这两个问题具体的解答过程不再赘述。

4对问题的分析和反思

4.1作为微专题探究的等周问题

课标提出，命题时应包含探究性问题，以上的这些问题能够引导学生对等周问题作初步的

探究。等周问题是历史上真实存在的数学问题，它源于现实生活中人们对周长和面积这两个常

见量的观察与思考，经历了漫长的探究过程。对于学生而言，因为这类情境是真实的，因而也

是有意义、有价值的，学生对此素材会感到很亲切。通过将等周问题的素材设计成复习课中的

问题，能够让学生对等周问题有更多的了解。同时，将等周问题作为复习基本不等式、三角、

椭圆、数列和导数等多个知识点的载体，能让学生综合运用高中阶段所学知识，在探究的过程

中加深对数学知识的理解，培养学生直观想象和逻辑推理等核心素养。

数学学科素养包括理性思维、数学应用、数学探究和数学文化。[10]基于等周问题的微专题

复习，不仅彰显了数学文化的魅力，还充分反映了数学探究的价值。在对等周问题进行探究的

时候，学生的创新能力和实践能力将得到锻炼，为学生日后发现和提出新的问题助力。

4.2加强数学知识联系性的探索

许多学生在学习数学时遇到了困难，不能将各模块的知识融会贯通、灵活运用。这反映了

在教学过程中未能充分体现数学内部知识之间的联系。荷兰数学教育家弗赖登塔尔（H.

Freudenthal, 1905-1990）认为教师应当教给学生“充满联系的数学”，在教学时不要教“孤立的

片段”，而尽可能教“连贯的材料”[11]。加强高中数学知识的联系，既可以在学生脑中形成比

较完整的数学知识体系，又能提升其数学核心素养和思维能力[12]。以上复习问题通过等周问题
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将基本不等式、三角函数、椭圆、数列和导数等知识串联起来，体现了高中数学各部分知识之

间的联系。学生综合利用高中阶段所学知识解决一系列问题，能够感受到数学知识的整体性，

也有助于学生对高中数学知识的灵活运用。

阅读理解、信息整理、语言表达和批判性思维是数学高考着重考查的关键能力[13]。在解决

基于等周问题设计的复习课问题中，学生的关键能力将得到有效提升。在问题初探、现实情境

和拓展运用中的问题背景，于学生而言很可能是全新的，因此，学生需要在理解材料的基础上

对材料中的信息进行整理和筛选。在用规范的语言书写思考过程之后，学生还可以思考是否存

在其他的解法、还能进一步探究哪些相关的问题等，帮助学生从多层次、多视角理解问题。无

论是用代数方法解决几何问题还是用几何图形理解代数结论，学生都能深刻体会到数学知识之

间的联系性。

4.3 HPM视角下的等周问题

上述探究性问题取材于数学史中的材料。已有学者指出，基于数学史料提出问题有若干策

略，如复制式、情境式、条件式、目标式、对称式和自由式等[14]。上述问题采用了多种策略，

例如，在问题初探中的问题 1 的提出主要采用了自由式策略，这里并没有直接让学生证明“定

理 1”，而是选取了与其密切相关的另一个命题。该命题和“定理 1”相比，证明目标更为明确，

没有给学生设置太大的障碍。在问题初探中的问题 2 的提出则采用了复制式策略，只是对问题

的表征进行了简单的转化，用更加数学化的语言对其进行描述，本质上并没有改变“定理 2”

的内容。

将数学史融入数学教学中，无论是课堂的设计还是问题的设计，都要注意史料的适切性、

价值的深刻性等等[5]。史料的适切性是指数学史材料的选取要遵循趣味性、科学性、可学性、

有效性和新颖性五个原则。回望历史一节将帕普斯在《数学汇编》中关于“蜜蜂的智慧”的介

绍呈现给学生，让学生感受到数学原理在自然界中的体现，具有趣味性。问题初探一节中所呈

现的“定理 1”和“定理 2”均为芝诺多罗斯曾经证明的，是等周问题发展过程中产生的真实

命题，拓展运用一节中的方法也是笛卡尔提出的，故具有科学性。所呈现的关于等周问题的材

料均在学生可理解的范围内，表述简洁明了，且学生运用所学知识都可以解决，故具有可学性。

上述问题中呈现历史材料是为了串联不同模块的知识，引导学生综合运用所学知识解决实际问
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题，故具有有效性。等周问题在教学中的用途往往只有基本不等式的引入，而上述问题以等周

问题为素材考查了丰富的知识，提高了复习课的效率，故具有新颖性。

价值的深刻性是指将数学史融入教学时要充分彰显数学史的教育价值。上述问题体现的数

学史教育价值主要体现在知识之谐、探究之乐和能力之助三个方面。等周问题的解决拥有一段

漫长的历史，上述问题在对等周问题发展作了概述的同时，聚焦芝诺多罗斯探索过程中的两个

命题、现实情境中等周问题的变式和利用等周思想逼近圆周率，体现了知识之谐。上述问题基

于等周问题的历史材料提出了探究性的数学问题，学生需要先阅读所给材料，理解材料的含义，

再综合运用高中阶段所学知识解决问题，对学生的核心素养提出了较高的要求，但学生在探究

的过程中也能收获新的知识，体现了探究之乐与能力之助。

4.4素材改编时的留白

数学史上存在着大量的留白，上述问题的编制中也体现出一定的留白。例如，在问题初探

的问题 1 中，仅提供了一种思路，让学生证明的命题与“定理 1”之间还有一定的差距，学生

在完成问题 1 后，还可以进一步思考：若 n边形的某相邻两边长度不等，如何构造出和原 n边

形周长相等而面积更大的 n边形？所有边都相等的 n边形就是正 n边形吗？从而，为什么在周

长相等的 n边形中，正 n边形的面积最大？在对这处论证之白进行补白的过程中，学生的思维

将得到进一步的提升[15]。

等周问题虽然已经得到了完美的证明，但是对于高中生来说，许多证明方法超出了他们的

认知范围，因此在这道题中并没有呈现等周问题的严格证明。学生在完成这一系列问题后，或

许会对等周问题的严格证明产生好奇，激发学生学习更多数学知识的动机。这一处方法之白，

也许要待学生日后拥有了更高等的数学知识后再来补白。

5结语

基于数学史上著名的等周问题，我们选择了其发展过程中涉及到的命题编制了若干可用于

高中复习课教学的综合性探究问题，并从 HPM 的视角对这些问题进行了评析。据此，我们可

以得到以下启示。

一是挖掘历史素材，精心设计问题。数学史是一座宝库，浩瀚的历史长河中还存在着许多
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像等周问题一样的内涵丰富的资源。对恰当的历史材料进行选取、改编，让学生能在完成这些

问题的同时对数学文化产生更多的了解，激发学习数学的动机与兴趣，是广大数学教育工作者

的使命所在。

二是加强知识联系，助力灵活运用。数学是一个有机的整体，在复习课中，教师更要注重

各知识之间的联系。数学史上的真实问题，能够展现数学发展的历程，通过古今对话，学生能

对数学知识的源流有更多的了解。只有这样，学生才能整体把握高中数学知识，真正做到融会

贯通。

三是聚焦学科素养，培养关键能力。高三复习课要注重复习的有效性，从新高考对学生提

出的新要求出发组织教学。通过真实而有意义的问题情境，设计史料融入适切、教育价值深刻

的问题，聚焦学生的学科素养和关键能力，让学生在高三复习课中也能进一步提升数学素养，

为后续的学习打下更坚实的基础。
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基于传统文化的向量问题设计

于 博

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

1引言

《普通高中数学课程标准（2017 年版 2020 年修订）》中提出，要落实立德树人根本任务，

发展素质教育，继承和弘扬中华优秀传统文化[1]。数学不是一门孤立的学科，它与我们的文化

和历史息息相关。伴随着历史长河的缓缓流淌，向量与中华优秀传统文化产生了密不可分的联

系，通过对向量“前世”的挖掘，我们惊觉向量源于物理学的发现，流于数学的创想，更涤荡

着文化的芬芳。特别地，在近年中华优秀传统文化进课程的引领下，我们有理由探寻来自西方

的向量与中华优秀传统文化之间的交集。数学史是一座丰厚的宝库，通过对中国传统数学的历

史挖掘，我们能够从中寻觅到向量的踪影；同时，运用数学的眼光，我们能够从代表中华优秀

传统文化的艺术、民俗等中抽象出向量。再者，从新高考的改革趋势来看，中华优秀传统文化

走进课堂、融入试题势在必行。向量作为沟通高中数学中几何与代数的桥梁，与中华优秀传统

文化中的若干思想和理念相关联。若能将向量与中华优秀传统文化较好融合，在问题中渗透中

华优秀传统文化，或将提升问题的文化性、素养性和深刻性，同时让学生在问题探索中感悟前

人智慧，对学生文化自信的培养具有潜移默化的影响。

本文从有关中算史料以及其他传统文化素材出发，设计若干高中数学向量问题，为教学提

供参考。

2研究问题与框架

本文所探讨的向量问题设计，包括了考试题、练习题以及课堂问题。关于向量部分的高考

题，已有许多文献做过分析[2-6]，关于向量教学中的问题，也有许多文献进行过探讨[7-10]，但是

有关数学文化尤其是传统文化背景的向量问题设计却少之又少。因此，本文的主要研究问题是：

如何借助传统文化素材设计向量问题？
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基于上述文献的整理和分析，梳理出本文的研究框架，如图 1 所示。

图 1 研究框架

3基于中华优秀传统文化的向量问题设计

3.1依托中算史图形

自 2021 年教育部颁布《中华优秀传统文化进中小学课程教材指南》以来，如何将中华优

秀传统文化融入学科教学，成了学术界和一线教师十分关注的课题。就数学学科而言，中国传

统数学的历史（以下简称“中算史”）是中华优秀传统文化的重要组成部分，要让中华优秀传

统文化进入数学课程和教学，教师首先需要充分利用中算史的资源。中国传统数学有着悠久的

历史、辉煌的成就和丰富的内容，中算史既是数学教学的目标，也是数学教学的工具，其潜在

的教育价值有待于人们去挖掘。[11]

从《九章算术》和《周髀算经》等中国古代数学典籍中[12-13]我们可以找到诸如弦图、勾股

容圆、勾股容方等有价值的图形，依托此类图形，可以设计颇具数学文化色彩的问题。

（一）赵爽弦图

三国时代数学家赵爽在为《周髀算经》作注时，撰写了一篇“勾股圆方图注”，其中运用

了一幅用于证明勾股定理的图形，后世称之为“赵爽弦图”。现今，中国数学会（CMS）的会

徽就是在弦图的基础上进行设计的，这无疑体现其深厚的文化价值。
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如图 2 所示，“赵爽弦图”是由四个全等的直角三角形和一个小正方形拼成的一个大正方

形图案。从边长关系看，只要确定一个直角三角形任意两边长，即可确定整个弦图中所有线段

的长度；从角的种类看，弦图中只有两类锐角，知其一可得二。

图 2 赵爽弦图

【问题 1】东汉数学家赵爽在为《周髀算经》作注时，创作了一幅用于证明勾股定理的图

形，后世称之为“赵爽弦图”。如图 2 所示，大正方形 ABCD是由四个全等的直角三角形和小

正方形 EFGH组成的，已知 =
6

DAH 
 ， 3AD AH 

 
，求 EH的值。

基于已有问题提出新问题，可运用三种策略[14]：

（1）条件式策略，即改变给定情境（图形）的条件而保持其目标不变；

（2）目标式策略，即改变给定情境（图形）的目标而保持其条件不变；

（3）自由式策略，即同时改变给定情境（图形）的条件和目标。

以问题 1 为例，运用上述三种策略，可提出新问题，具体示例如下：

【变式 1】已知 =
6

DAH 
 ， 1AD DH  

 
，求 EH的值。（条件式）

【变式 2】已知  : 1: 3 1AE EH   ， 3AD AH 
 

，求 EH的值。（条件式）

【变式 3】已知 =
6

DAH 
 ， 3AD AH 

 
，求 DH的值。（目标式）

【变式 4】已知 =
6

DAH 
 ， 3AD AH 

 
，求 AB AH

 
的值。（目标式）

【变式 5】已知 AB a
 

， AD b
 

， =
6

DAH 
 ， AH a b  

  
，求、  的值。（自由式）

【变式 6】已知 E是 AH中点，请找出图中所有的相等向量。（自由式）
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在本章节“依托中算史图形”中，后续设计的一系列问题均可采取以上三种策略，对原问

题进行改编，后文将不再赘述。

除弦图外，将中算史中其他证明勾股定理的图形用作设计向量问题的载体，也不失为一种

好的选择，下文展示一例。

【问题 2】“出入相补”原理是中国古代数学史中的一项重要成就，即将一个几何图形进

行分割、平移后，面积总和保持不变。图 3 为利用“出入相补”原理证明勾股定理的方法之一，

已知 =AB a
 

， =BC b
 

， 4a b 
 

， 52a b 
 

，求图中阴影部分（正方形）的面积。

图 3 利用出入相补原理证明勾股定理

（二）勾股容圆

“勾股容圆”是中国古典几何的一个重要命题，阐述了直角三角形的内切圆问题，出自

《九章算术》第九卷《勾股》章第十六题：“今有勾八步，股十五步。问勾中容圆，径几何？”

术文给出容圆公式：

2=  勾 股
圆径

勾+股+弦
（1）

如图 4 所示，勾股容圆可以看成三对全等的直角三角形拼成的大的直角三角形，其中一对

为等腰直角三角形，并且这三对直角三角形有一条直角边相等，大小等于内切圆半径，只要给

定大三角形的任意两边长，就能确定图形中所有线段的长度。因此，在向量问题的设计中，给

定两个不共线的向量作为一组基底，以及大三角形任意两边长的比，即可将勾股容圆图中任一

向量以给定基底线性组合的形式表示。
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图 4 勾股容圆

【问题 3】《九章算术》中有这样一道问题：“今有勾八步，股十五步。问勾中容圆，径几

何？”即著名的“勾股容圆”问题。书中给出了求内切圆直径的公式：
2abd

a b c


 
，其中 a、

b、c为三角形三边长。如图 4 所示，在 Rt ABC 中， 90ABC   ，点 O是内切圆圆心， O

与三边分别切于 D、E、F，已知 AB=3，BC= 3 3，求OD OF
 

。

除“勾股容圆”外，还有诸如“勾股容方”“勾中容横，股中容直”等一系列图形可作为

载体。以下是根据《九章算术》问题“已知勾弦差和股弦差，求勾、股、弦”的解法，设计的

向量问题。

【问题 4】如图 5 所示，四边形 ABCD、AGME、NHCF是正方形，以点 A为原点建立如

图所示的直角坐标系，  1 2EF 


, ，  2,1GH 


，
2 2 2

AE CF AB 
  

，求 AE


，CF


和 AB


。

图 5 《九章算术》中的问题
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（三）《海岛算经》中的图形

《海岛算经》是魏晋时期刘徽所著的一部测量数学著作，他以应用问题集的形式，运用测

望法研究有关高与距离的测量问题，共九问，其中不乏许多诸如日高图、望邑图、松高图和清

渊图等有趣的图形，下面以“松高图”为例，改编向量问题。

【问题 5】《海岛算经》中第二问“松生山上”是一道有趣的测量山上松树高度的问题，

主要体现了刘徽的“重差”思想。如图 6 所示，BK表示山高，AK表示树高，同一时刻在相距

为 8 的两地 F、 F' 立两根相同的标杆，杆长为 5，当视线、标杆顶端与树顶恰好共线时，测得

CF=3，C'F' =7，ED=1.5。已知 AE AK BC  
  

，求、 的值。

（重差公式：
EF FF'AB EF
C'F' CF


 


）

图 6 松高图

3.2基于中国象棋跳马

中国象棋是中国棋类文化的经典代表，也是中华民族的文化瑰宝，因其趣味性浓厚，基本

规则简明易懂而源远流长。在象棋游戏中，象棋棋盘可以看作一个坐标系统，每个棋子的位置

可以用坐标表示，不同棋子的移动受到特定规则限制，因而有其特定的移动方式和范围，这些

移动规则可以与向量的方向和长度对应起来。同时，玩家需要充分考虑棋局的整体和局部的关

系，这涉及到评估棋子的价值、分析棋盘的局势和预测对手的行动等方面，具备良好的向量思

维可以帮助玩家思考棋局中的方向、趋势和变化，从而制定更有效的战术。下面以象棋跳馬为

例，浅谈关于向量问题设计的思考。
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象棋棋盘是由九条竖线和十条横线组成，棋子在这些交点上行走，“馬”由于其行动路径

的特殊性（馬走日），常常令人捉摸不透。接下来，我们通过对馬行动路线的研究，尝试设计

向量问题。对于棋盘上的馬，行动一步，共有八种路线，如图 7 所示。

图 7 馬的行动路线

若将馬的每一步行动看作一个向量，则可得到向量 1OA


， 2OA


， 3OA


， 4OA


， 5OA


， 6OA


，

7OA


， 8OA


，其中， 5OA


， 6OA


， 7OA


， 8OA


可以看作 1OA


， 2OA


， 3OA


， 4OA


的相反向量，

故可以用 1OA


， 2OA


， 3OA


， 4OA


这四个向量来表示馬的移动。构建平面直角坐标系，用坐标

表示向量可得，  1 2,1OA 


，  2 1 2OA 


， ，  3 = 1 2OA 


， ，  4 = 21OA 


，。

我们经过简单的向量加法运算可以得到如下关系：

       1 3 4 2,1 1,2 2,1 1,0OA OA OA       
  

（2）

       2 3 4 1,2 1,2 2,1 0,1OA OA OA       
  

（3）

由向量加法的交换律可得，馬的移动次序可以更换，并且合成方式不唯一，即馬有多种方

式可以向右移动一步，或者向上移动一步，所以馬从棋盘中任一位置出发，可以遍历棋盘。

下面讨论馬从某一位置出发，需要经历多少步才能回到原来位置这一问题。

由上文知，可以用 1OA


， 2OA


， 3OA


， 4OA


来表示馬的移动，故假设馬沿 iOA


移动的步数

为 ik （ 1,2,3,4ik i N， ），则有
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1 1 2 2 3 3 4 4 0k OA k OA k OA k OA       
    

（4）

         1 2 3 42,1 1,2 1,2 2,1 0,0k k k k          （5）

   1 2 3 4 1 2 3 42 2 , 2 2 0,0k k k k k k k k       （6）

由（6）可得

 2 3 1 42k k k k   （7）

 1 4 2 32k k k k    （8）

考虑步数之和

1 2 3 4 1 4 2 3 32k k k k k k k k k        （9）

等式右边为三组偶数之和，还是一个偶数，故等式左边也是一个偶数。即馬从某一位置出

发，一定经历偶数次跳跃才能回到原位置。

基于上述思考，进行如下问题设计。

【问题 6】在象棋中，不同棋子有其独特的移动方式，我们知道“車”和“炮”可以移动

到棋盘的任意位置，“卒”“象”“士”和“将”因移动范围受限，不能遍历棋盘，而“馬”的

移动方式十分特别，是走“日”字，那么“馬”究竟能否走遍棋盘呢？尝试给出你的理由。

【问题 7】在中国象棋中,“馬”可谓八面威风、八面玲珑，在某个恰当的位置，“馬”可以

有八种走法。假设“馬”在 O点准备跳出，再跳回 O点，则“馬”跳的步数可能是（ ）[15]

A. 5, 6 B. 4, 7 C. 6, 8 D. 7, 8

3.3融合传统文化背景

在近年全国各地的高考模拟题中，已有传统文化背景下的向量问题出现[16-17]。尽管多以附

加式的形式出现，去掉文化背景并不会对解题产生影响，即都是在与传统文化相关的模型基础

上抽象出数学图形，文化与数学是可分离的，但一定程度上增添了问题的文化韵味。对于此类

问题设计的建议，若能巧妙添加一些现实情境，或将提高问题的趣味性、可解性。

【问题 8】窗花作为中国古老的传统民间艺术，已有上千年的历史，无论南方还是北方，

家家户户过年都有贴窗花的习俗。小明在贴窗花时，无意间发现窗花的边缘上有只蚂蚁正在沿
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着边缘缓慢爬动，小明联想到最近所学的平面向量知识，灵机一动，设计了如下问题：如图

10 所示，窗花可以看作一个正八边形 ABCDEFGH，边长为 6cm，用动点 P表示蚂蚁，动点 P

从 A点出发，沿正八边形边 AB-BC-…-GH-HA做速度大小为 1 cm s运动，第一次回到 A点时

停止。 PA PB
 

何时取得最大值？最大值为？你能帮助小明解决他提出的问题吗？

图 10 问题 8 图

4结语

本文从“依托中算史图形”“基于象棋跳马”和“融合传统文化背景”三个方面阐述了在

向量问题设计中融入传统文化的若干思路与方法，提出三条在向量问题中融入传统文化的策略。

（1）古图今用式策略，以中算史图形为载体，添加向量条件与目标，形成向量问题。同

时，可灵活运用条件式策略、目标式策略以及自由式策略对已有向量问题进行改编，提出新问

题。

（2）寓教于乐式策略，如结合中华传统棋类规则，设计向量问题。此种策略下的问题设

计可以增强开放性，关注学生的思维训练，让学生在解决问题的过程中感悟传统文化的思想内

涵，体会“探究之乐”。

（3）附加情境式策略，选取传统文化素材作为载体，将向量这一抽象的数学概念与现实

生活联系，解决生活中的向量问题。

中华优秀传统文化博大精深，历久弥新，本文所讨论的向量问题设计仅仅是“冰山一角”，

由点及面，若在数学问题的设计中，巧妙地将数学与传统文化交融，定会使数学问题的层次提
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到一个新的高度。如果数学问题的设计还是“老一套”，毫无新意，一是对学生的数学思维、

数学兴趣培养不利，二是不符合培养拔尖创新型人才，发展学生创新意识的时代需求。数学教

师的职责不仅要“教书”更要“育人”，新课改后“育人”的重要性被反复提及和强调。因此，

如何体现数学学科的育人价值，是当下数学教育工作者需要共同思考的问题，而传统文化的融

入无疑提供了一条可行、有效的途径。
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时空隧道

指数函数的前世今生

姚雪凌

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

苏教版高中数学必修一 6.2 节“指数函数”的例 5 是一个探究本利和与存期关系的储蓄问

题，其中利息按复利计算（复利是把前一期的利息和本金加在一起作本金，再计算下一期利息

的一种计算利息的方法）。相信同学们已经发现了本利和 y随存期 x变化的函数关系式与指数

函数有着密切联系，体会到了指数函数在生活中的应用。

事实上，人们并不是现在才开始关注这样的问题。早在约公元前 2000 年，在法国卢浮宫

所藏的两河流域泥版 AO 6770（图 1）上就记载了这样一个问题：若复利为 20%，那么投资一

定数目的钱经过多长时间后能翻一番？

由此可见，历史是一座宝库，从历史中我们不仅可以寻找问题的来源，还能得到问题的答

案，从而探索更多奥秘。不知你是否思考过如下问题：指数函数的概念从何而来？幂指数的取

值范围何时从整数集拓展到实数集？历史上最早什么时候发现指数曲线？幂和指数函数的符号

又是如何演变的？今天，我们以复利问题为引，由线带面，访古问今，探寻指数函数概念的前

世今生，来尝试回答以上问题。

图 1 泥版 AO 6770 图 2 泥版 MS 1884
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1幂指数的拓展

指数函数源于等比数列1，用函数的眼光看，等比数列就是定义域为自然数集的指数型函

数。早在约公年前 2700 年，苏美尔泥版 MS 3047 上就已经出现了等比数列。约公元前 2050 年

的泥版 MS 1884（图 2）上记载着如下问题：七兄弟分财产，最小的兄弟得 2，后一个兄弟所

得财产是前一个兄弟的
7
6
，问所分财产共有多少？

【思考】你能利用函数来表示七兄弟所分得的财产吗？

用现代数学的符号表示，七兄弟分得的财产实际就是定义域为 | 0 6,x x x  N ，解析

式为   72
6

x

f x    
 

的指数型函数值域中的元素。

无独有偶，中国古代数学文献中也有类似的问题，如《孙子算经》（约公元前 4 世纪）记

载了问题：今有出门望见九堤，堤有九木，木有九枝，枝有九巢，巢有九禽，禽有九雏，雏有

九毛，毛有九色，问：各几何？

【思考】你能利用函数来表示堤、木、枝、巢、禽、雏、毛、色的数量吗？

这里，堤、木、枝、巢、禽、雏、毛、色的数量构成了定义域为 |1 8,x x x   N ，解

析式为   9 xf x  的指数型函数的值域。

历史上，这类问题还有很多。可见，取值离散的函数 ny a （ 0,a n  N ）很早就被人们

发现和利用，但指数仅取值为正整数或非负整数还远远不够。回到引言中提到的泥版 AO 6770

上的问题：若复利为 20%，那么投资一定数目的钱经过多长时间后能翻一番？

【思考】你能求解这个问题吗？

若设本金是 1，则该问题就是求方程1.2 2x  的解，古人通过近似计算，得到方程的解应

在 3 和 4 之间，估算得其解为 3 年又
49
9
个月。此问题中幂指数的取值并不是整数，由此可见，

在现实问题中，幂指数的取值需要从整数向实数进行拓展。

无独有偶，《九章算术》盈不足章中记录着这样一道问题：今有蒲生一日，长三尺。莞生

1 从第二项起，每一项与它的前一项的比值都等于一个常数的数列。
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一日，长一尺。蒲生日自半。莞生日自倍。问几何日而长等。

【思考】你能用现代语言重新表述这个问题并求解吗？

用现代语言重新表述此问题：假设有一株蒲，第一天长 3 尺；有一株莞，第一天长 1 尺。

蒲每一天生长量为前一天的
1
2
，莞每一天生长量为前一天的 2 倍。问经过多少天蒲和莞的长度

相等？可求得蒲、莞每一天的生长量  f x 和  g x 随天数 x 变化的函数关系式分别为

  13 ,
2

x

f x x   
 

N和   2 ,xg x x N。古人将蒲和莞分别在每一天中的生长速度视为相等，

近似求得在
62

13
天后它们等长，精确解为

lg 31
lg 2

 。这里幂指数 x的取值不再是整数，而是一个

无理数。

若从数学理性思维的角度来说，指数幂从有理数推广到无理数也是自然的。我们可以借鉴

初中将有理数扩充到实数的经验，通过有理数的不足近似值和过剩近似值的左右逼近得到无理

数。同样的，可用有理数指数幂逐步逼近无理数指数幂。例如，用底为 2 的有理数指数幂逼近

无理数指数幂 22 ：当 2 的不足近似值 x（有理数）和过剩近似值 y（有理数）逐渐逼近 2

时， 2x 和 2y值都趋近于同一个数。也就是说 22 是一列逐渐增大的有理数指数幂和一列逐渐减

小的有理数指数幂逐步逼近的结果，它是一个确定的实数。对于一般的无理数指数幂也是如此，

且它们具有有理指数幂的所有性质并满足其运算法则。这样，幂指数的取值范围就从整数逐步

拓展到了实数。

【思考】你能在数轴上表示出这个逼近过程，从而大概确定 22 的位置吗？

除了解决这类现实生活中的问题所需，许多数学家也为幂指数的拓展做出了巨大贡献。14

世纪法国数学家奥雷姆（N. Oresme, 1323-1382）在《比例算法》（约 1360）中表示了方根与分

数指数幂，并在它们之间建立联系。历史上最早使用负整数指数幂的数学家为德国数学家施蒂

费尔（M. Stifel, 1487-1567），他在《整数算术》（1544）中将幂指数从非负整数推广到负整数，

建立了 2 的指数和幂如下的对应关系（表 1）。
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表 1 整数指数幂与指数之间的对应关系

指数 … -3 -2 -1 0 1 2 3 …

幂
…

1
8

1
4

1
2

1 2 4 8 …

用今天的记号来表示，即为
12
2

n
n

  ，但他并没有将指数范围推广到分数。16 世纪荷兰数

学家斯蒂文（S. Stevin, 1548-1620）、17 世纪荷兰数学家吉拉德（A. Girard, 1595-1632）分别给

出了分数指数幂的表示方法。1655 年，英国数学家沃利斯（J. Wallis, 1616-1703）在《无穷算

术》中给出负指数幂与分数指数幂的运算，从而将整数指数幂的运算法则推广到有理数指数幂。

在 16 和 17 世纪之交，“上天下海”的天文学和航海学成为热潮，为了解决天文学中大量的计

算问题，苏格兰数学家纳皮尔（J. Napier, 1550-1617）苦苦思考了二十年，终于在 1614 年出版

了著作《奇妙的对数说明书》，书中他构建出对数模型，编制了历史上第一张对数表。英国数

学家布里格斯（H. Briggs, 1561-1630）阅读了纳皮尔的著作后，与纳皮尔商量改进现有的对数，

常用对数由此诞生，而常用对数表的编制运用了大量分数指数幂的知识，促进了人们对分数指

数幂的认识。

2指数曲线的发现

指数函数概念的发展不仅仅与幂指数的拓展有关，还离不开对其几何图象的研究。你能否

想象，指数图象竟先于指数函数的概念产生的，这和我们的学习与认知规律相反。那么是哪些

数学家最早研究指数曲线的呢？

法国数学家笛卡儿（R. Descartes, 1596-1650）一封 1639 年的信件表明他知道指数曲线的

一些性质，但他没有命名曲线。指数曲线的几何性质最早可能是在 1644 年由意大利数学家托

里拆利（E. Torricelli, 1608-1647）研究的，托里拆利在进行对数计算时发现了一条指数曲线，

其解析式用现代符号表示为  e 0cxy a x  ，但直到很久以后，这条曲线才和“指数”联系在

一起。遗憾的是，托里拆利的这一发现在当时并未发表，直到 1900 年才出版。

1661 至 1694 年，荷兰数学家惠更斯（C. Huygens, 1629-1695）对托里拆利的发现作了进

一步拓展。在 1661 年的手稿中，他绘制了一条指数曲线（图 3），其中横坐标上的 AB, BC, CD
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等为等分线段，并在此基础上建立长度按相同的倍数增加的 AK, BF, CG等线段，惠更斯研究

了这条曲线的几何性质。

图 3 惠更斯写于 1661 年的手稿

不仅如此，惠更斯在 1668 年还发现物体在特殊介质中下落时其加速度随时间变化的规律

与指数曲线之间的关系，他将物体加速度随时间变化的规律绘制成图象（图 4），其中 BZ方向

为时间轴正方向，BA方向为加速度正方向。他发现，该图象是一条指数曲线。

图 4 惠更斯绘制的物体下落的加速度曲线

3指数符号的演变

17 世纪以前的数学家们并没有使用今天的数学符号来表示指数幂。在没有幂的表示方法

的时代，要表示一个大数是非常不容易的。数学家阿基米德（Archimedes, 前 287-前 212）用

阶数来表示一个大数：从 1 数到 1 万万，为一阶数；从 1 万万数到 1 万万个 1 万万，为二阶数；

从 1 万万个 1 万万数到 1 万万个 1 万万个 1 万万，为三阶数……。
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【思考】怎么用现代数学符号来表示七阶数？

公元 3 世纪，丢番图（Diophantus, 约 200-约 284）首次采用字母来表示未知数及未知数的

平方和立方。他用希腊词尾字母“ ”来表示未知数，用“  ”及“  ”分别表示未知数的

二次幂和三次幂，而更高次幂则根据同底数幂的运算法则，由二次幂和三次幂的乘积来表示。

在这种表示方法中，一个未知数的幂的符号表示与这个数本身没有关系，因此这样的表示存在

许多不便之处。

除此之外，幂的命名也与如今有所不同。例如，10 到 11 世纪，阿拉伯数学家阿尔•卡克西

（al-Karkhi, 953-1029）将未知数的四次幂称为“平方-平方”，五次幂称为“平方-立方”，六次

幂称为“立方-立方”。可以见得，这样的命名方法是不够清晰简洁的。

【思考】如果没有今天的幂的命名方法，怎么命名未知数的八次幂、十次幂？

16 世纪，符号代数的诞生为幂的表示方法做出了重大贡献。法国数学家韦达（F. Viète,

1540-1603）在《分析引论》（1591）中分别采用大写的元音和辅音字母表示未知数和已知数。

在韦达用字母表示任意数后，任意一个数的任意次幂的表达变得可能。不过，韦达的表示方法

与如今的表示方法还有所不同，他将现代符号中的 2 3 4 5 6, , , ,A A A A A 表示为 Aq, Acu, Aqq, Aqcu,

Acucu。但这种表示方法统一了幂的底数，为笛卡儿的新记号打下了基础。1637 年，笛卡儿在

《几何学》中发明了幂的记号，他用 3a 表示 aaa ，用 4a 表示 aaaa，只用于表示正整数指数幂。

之后，英国数学家沃利斯（J. Wallis, 1616-1703）、牛顿（I. Newton, 1643-1727）等相继给出了

负数、分数指数幂的表示方法，并将其整合到笛卡儿的记数法中。

18 世纪，瑞士数学家欧拉（L. Euler, 1707-1783）在《代数基础》中给出了幂的定义、指

数的概念、分数指数幂与根式的关系。至于指数函数的定义，则是欧拉在其另一本著作《无穷

分析引论》（1748）中给出的：指数函数，可以是指数为变数，底为常数，如 za ；也可以底数

和指数都是变数，如 zy ；指数本身也可以是指数函数，如 , , ,
z z z za y a ya a y x 。

相信你已经发现，欧拉所给出的指数函数的定义与如今我们学习的指数函数有所不同：函

数  0, 1xy a a a   叫做指数函数，它的定义域是R。这是欧拉所定义的第一种“指数为变数，

底为常数”的指数函数，而其余 5 种类型中， zy 今天被称为“幂指函数”，
zaa 为指数函数与
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指数函数的复合函数，
zya 为指数函数与幂指函数的复合函数，

zay 为幂函数与指数函数的复

合函数，
zyx 为幂函数与幂指函数的复合函数。

【思考】为什么指数函数的定义中要求底数 a的范围大于 0 且不等于 1？

欧拉在他的书中对上述规定给出了直观的解释： 1a  ，对任何的 z值都有 1za  ； 0a  ，

则 za 的值是跳跃式的；a取负值， za 的值跳跃更频繁。当 z为正数时，恒有 0za  ，当 z为 0

时， za 为 1，当 z为负数时， za 为无穷大，则 za 的值从 0 跳到 1，再从 1 跳到无穷大；a取负

值， za 的值跳跃更频繁。当 z依次取整数时， za 的值正负交替，当 z取分数或无理数时， za

的值不再限制在实数范围内，而是时实时虚。

在给出定义之后，欧拉随后呈现了指数函数的性质并应用了指数函数，此后指数函数的概

念正式登上了近代数学的舞台，而科学领域的新发现又促进了指数函数的发展。比如，光吸收

的基本定律即朗伯-比尔定律以及广泛应用于考古学、地质学等学科的放射性碳定年法等，都

与指数函数有着密切的联系。

至此，我们通过回顾历史，了解了幂指数的拓展、指数曲线的发现以及指数符号的演变过

程，深刻地感受到指数函数概念形成的不易。英国数学家、数学科普作家斯图尔特（I. Stewart）

曾说：“数学是关于模式的科学，而且自然界利用了其中每一种模式。”有研究者在此基础上

提出，种种模式中指数与对数也许是最频繁和最重要的。今天我们重走了与指数模式相关的指

数函数概念的发展之旅，希望大家能够在数学史中汲取更多的知识、思想和精神。

小试牛刀

（一）钢琴制造所运用的音律体系“十二平均律”的理论最早由我国明代的律学家朱载堉

（1536-1610）研究，其著作《律学新说》（1584）中给出了十二平均律的各律数，《律吕精义》

（1596）中对其计算方法作了详细解释，他将八度分为 12 个律，这 12 个律中第一个律的频率

为 1，每相邻两个律中后一项与前一项频率的比值为 12 2 ，朱载堉计算并将每一个律的频率精

确到了小数点后 24 位。试回答以下问题：

（1）利用函数来表示十二平均律中各律的频率；
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（2）钢琴的任何两个相邻的键的振动频率之比为常数 Q，若设最低的一个音的频率为 a，

问 a与 Q满足怎样的关系式；

（3）在第（2）问的基础上，设钢琴从左到右相邻两弦的长度之比是常数
1q
Q

 ，设左边

第一根弦的长度为 l，取第一根弦所在直线为 y轴，各弦靠近键盘的端点所在直线为 x轴建立

坐标系，相邻两弦间的距离为长度单位，将弦的另一端点连成光滑曲线，这条曲线是什么？为

什么？（改编自苏教版高中数学必修一第 6 章“问题与探究”栏目）

（二）我国古代数学名著《九章算术》盈不足章中记录着这样一道问题：今有垣厚五尺，

两鼠对穿。大鼠日一尺，小鼠亦一尺。大鼠日自倍，小鼠日自半。问几何日相逢、各穿几何。

试回答以下问题：

（1）用函数刻画大鼠和小鼠每日穿墙的长度随时间变化的规律；

（2）若假定大鼠和小鼠在每一天中的穿墙的速度相等，求解该问题。
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活动讯息

传统文化展风采，数形结合促直观

——中华优秀传统数学文化进高中课堂课例观摩与研讨活动

朱轶萱，姚雪凌，唐都宁，赵哲栋

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

2023 年 10 月 18 日下午，上海市中国中学与华东师范大学“中华优秀传统文化进高中数学

课堂的设计与实施”项目组和上海市徐汇区高中数学团队、数学史与数学教育（HPM）工作

室、上海市“中小学数学留白创造式教学”课题组、华东师范大学基础教育学科联盟高中数学

联盟联合举行课例观摩与研讨活动。上海市晋元高级中学特级教师、正高级教师、华东师范大

学教师教育学院数学教育研究所首席专家王华老师，闵行区教育学院高中数学教研员、特级教

师、正高级教师杨家政老师，徐汇区教育学院高中数学教研员李幸老师，华东师范大学教师教

育学院邹佳晨老师，以及 HPM 工作室高中教师、“中小学数学留白创造式教学”课题组教师、

上海市徐汇区高中数学教师和华东师大 HPM 方向的研究生参加了观摩研讨活动。

本次观摩课的主题为“以形驭数——基本不等式及其应用”和“数图同归——三角问题探

究”，两节课是上海市中国中学与华东师范大学教师教育学院数学教育研究所联合开展的“中

华优秀传统文化进高中数学课堂的设计与实施”项目阶段性成果，项目组前期就两节课的设计

展开了五次研讨，包括：确定选题、初步设计、试讲磨课与完善设计等。

1课例观摩环节

上海市中国中学的劳吉老师以秦九韶《数书九章》入手，改编题目引出求解三角形的最值

问题。接着，介绍了算术平均值与几何平均值的概念，探讨其大小关系，并组织学生以小组讨

论形式发掘平均值不等式的多种证法。三位学生分别上台板演分享了作差法、分析法和几何法，

顺着第三位同学的思路，劳老师再次组织学生借助大方图的思想证明常用不等式。进一步，劳

老师引发学生思考，该不等关系在任意实数范围内是否成立，并给出了代数作差的严谨证明。

随后的例题环节，劳老师先用两道习题带领学生巩固了平均值不等式和常用不等式的应用，再
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回到课堂伊始留下的面积最值问题，利用本节课所学完成补白。最后，劳老师带领学生梳理所

学、总结收获，并指出赵爽弦图和大方图未来将会帮助我们解决更多问题。

图 1 劳吉老师课堂展示

上海市中国中学的郑沐老师首先引导学生回顾已经学习的三角知识及它们能够解决的各类

问题，并从学生对三角公式的记忆困难入手引入本节课。接着，郑老师带领学生回顾了利用赵

爽弦图和出入相补原理证明勾股定理的过程，并鼓励学生类比上述思想方法将手中两对斜边相

等的直角三角形拼成矩形或菱形，多位同学分享了不同的拼法。随后，郑老师组织学生根据自

己构造的图形推导三角公式，学生用出入相补原理成功地推出了两角和的正弦公式与两角差的

余弦公式。然后，郑老师进一步拓展，用四个全等钝角三角形构造正方形，模仿赵爽弦图推得

余弦定理。在练习环节，郑老师给出两道基于赵爽弦图的改编习题，有效地巩固了本节课所研

究的公式与原理。课堂最后，郑老师再次指出，赵爽弦图和出入相补原理是古人为我们留下的

宝贵精神财富，值得我们不断学习和探索，并且鼓励学生注重几何、代数以及不同数学分支之

间的关联，构建知识之谐。
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图 2 郑沐老师课堂展示

2评课交流与主题研讨环节

课后交流和研讨环节由华东师范大学教师教育学院邹佳晨老师主持。

上海市中国中学黄勇副校长在致辞中对所有参与活动的老师表示由衷的欢迎和感谢，接着

介绍了中国中学的悠久历史，强调中华优秀传统文化是中国中学的办学特色，并介绍了中国中

学数学教研组近年来为落实该办学特色实施的“三件套”：第一，详细梳理了每一本教材与中

华优秀传统文化的交汇点，编写学科教学指南；第二，以指南为蓝本，根据课堂教学实际逐步

落实单元设计；第三，以教学案例的形式为教学提供参考。最后，黄校长充分肯定了两位老师

的努力以及两节课的科学价值与人文价值。
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图 3 黄勇副校长致辞

接着，两位执教老师深入浅出地介绍了自己的设计思路及教学体会。劳吉老师以秦九韶—

海伦公式为切入点，改编得到求三角形面积最值的问题，在课堂中进行留白，引导学生探索。

通过本节课的学习，希望让学生们理解以形驭数，借助几何直观地理解不等关系，同时扩展学

生的知识视野，让学生了解更多与中国传统文化相关的几何图形。郑沐老师分享了自身尝试将

中华优秀传统文化融入数学课堂的教学经历，并表示，“出入相补”原理使得三角公式的形式

十分简洁直观，易于学生理解。最后，郑老师表示，今后会进一步改编、整理更多与传统文化

相关的中国古代数学知识，并尝试将其融入高中数学课堂，希望能够以此焕发课堂活力。

图 4 劳吉老师分享设计思路及教学体会 图 5 郑沐老师分享设计思路及教学体会

随后，邹佳晨老师对两位老师的分享补充了以下三点内容：第一，挖掘中华优秀传统数学

文化的价值。对中华优秀传统文化进行深度探索和挖掘是极具历史价值和时代价值的，中国中

学已经在这方面进行了探索。第二，注重几何直观的呈现。学生对于基本不等式的代数推导或

许并不陌生，但几何证法的引入对于学生直观想象和逻辑推理能力的发展有着不可替代的作用。

第三，错误是最好的教学资源。对于老师在课堂中及时纠正的一处笔误，可以引导学生纠正，

以达成更好的教学效果，因为学生的错误能在一定程度上反映其潜在的认知偏差，教师要善于

恰当地处理错误，将其转化为宝贵的课堂资源。
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图 6 邹佳晨老师点评

在主题研讨环节，HPM 工作室成员、上海市行知中学的高振严老师首先肯定了劳老师从

归纳到逻辑推理的教学安排以及郑老师从赵爽弦图出发延伸出系列图形的创造性设计，接着指

出“图形是直观的公式，公式是抽象的图形”，将几何元素融入代数证明是很有必要的。最后，

高老师也提出了一些建议，如应更加注重不等式之间的衔接、明确不等式的内涵和用途等。

图 7 高振严老师点评

上海市中国中学的汤荣华老师从自己学生时代对基本不等式枯燥、生硬的刻板印象谈起，

指出两位老师的设计使得“干巴巴”的代数公式变得清晰直观。接着，汤老师分析了几何与代

数的互补作用，称几何与代数要“多沟通”，并表示教师可多多发掘代数公式背后的几何素材。

图 8 汤荣华老师点评
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“中小学数学留白创造式教学”课题组成员、普陀区宜川中学的张秀芹老师提出，从这两

节课可以感受到，老师若能从文化教育方面深挖并整合教材，便可使课堂精彩纷呈，学生在课

堂上也会有主动探索的过程。然后，张老师结合自身的授课经验，从易于学生理解的角度出发，

针对代数教学和数形结合教学提出了一点自己的思考。

图 9 张秀芹老师点评

HPM 工作室成员、上海市回民中学的徐洁岚老师首先指出，中国的数学史对于现今数学

教材而言是非常优秀的补充素材。徐老师提到，听课中印象最深之处在于两位老师将这些素材

以问题链的形式让学生体验感悟，理解数学家的思想价值，体会中国优秀传统文化。从思维的

角度来看，传统文化不仅仅是融入高中课堂的一个简单载体，更能提升学生思维。两位老师古

法今用，通过类比让学生进行再创造，同时感受中华优秀传统文化留下的宝贵财富。

图 10 徐洁岚老师点评

在专家点评环节，杨家政老师指出了这两堂课的三个亮点：第一，这两堂课是中国传统文

化数学史融入课堂教学的很好尝试，不论是引入、问题展示还是问题解决都自然地运用了数学

史；第二，这两堂课教师为学生留下了问题之白和论证之白；第三，两节课均为学生提供探究

机会，给学生留下充足的思考时间。同时，杨老师还提出了三点思考：第一，传统文化的融入

是否贴近学生，能否找到接近学生最近发展区的史料；第二，对于不等式教学，可以先从“数”
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的角度让学生扎实掌握，再进行“形”的解释；第三，教师需要对于基本不等式中“当且仅当”

的含义进行强调。

图 11 杨家政老师点评

李幸老师分别从“文化”“融入”和“课堂”三个角度对两堂课进行了点评。从文化角度，

教师需要培养学生的文化自信；从融入角度，教师需要注重互动、反思，如例题的引入是否引

起学生兴趣、学生的问题是否引起教师重视、教师能否正确评价学生的回答、学生能否对教师

的推导证明过程进行质疑等；从课堂角度，教师需要把课堂中的变化讲明白，李老师指出了郑

老师课堂中的变化——图形的变化，并对最后一道例题进行了拓展展望。

图 12 李幸老师点评

王华老师从以下方面点评了这两节课，首先，传统文化进课堂对于落实“双新”是非常有

意义、有价值的探索；第二，赵爽弦图及出入相补原理在这两节课都有很好的应用；第三，这

两堂课呈现出“师生互动促进学生掌握”的特点；第四，不论是第一节新授课，还是第二节复

习课都运用弦图“以形驭数”和“数图同归”，是一次积极的探索实践。此外，王老师还对教

师提出了些许建议。教师要认真学习新课标，理解新教材。新课标的内容强化了代数的要求、

推理论证及意识，教师可以思考并探讨究竟是“以数为先”还是“以形驭数”。从教材角度分

析，这一章的单元设想是“立足等式，研究不等式”，教师需要明确教材的核心内容，理解
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“恒等式”中的“恒”。其次，教师还需要关注学生的认知需求，即从“等”到“不等”的转

化过渡。最后，王老师介绍了留白与补白的含义，重点强调了留白的目的是创新，这两堂课的

创新主要体现在以下四点：第一，通过这两节课可以让学生亲身体会到代数模型的几何表示，

建议可以让学生对此进行项目化研究；第二，让学生体会到中国传统数学对逻辑推理的贡献；

第三，要让学生自主发现而非带领学生用弦图，这也是两节课有待精进的地方；第四，有需求

的探究才有创新。

图 13 王华老师点评

在与会教师的热烈讨论中，本次课例观摩与研讨活动圆满结束。各位教师对中华优秀传统

文化融入高中数学课堂有了进一步的认识，期待未来能够开发出更多精彩的课例。

图 14 活动合影
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