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刊首新语

推陈出新：数学史在高中数学复习课中的价值初探

——以均值不等式为例

刘梦哲，汪晓勤

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

1引言

高中数学复习课历来受到数学教师的关注与重视。作为数学教学的重要组成部分，复习课

可以帮助学生提炼核心知识、建立知识联系、提高知识的广度和深度，让知识条理化、综合化、

系统化，以此更好地建构知识体系。当然，复习不仅包括知识的整理与串联，还需要合适的练

习。因此，复习课包含了两层含义，一是“复”，即对知识进行归纳整理，通过总结以达成温

故而知新，二是“习”，即对知识进行迁移训练，通过练习以提升数学素养，两者相辅相成、

相得益彰。

在实际教学中，为应对高考，复习课多采取简单的知识重复、题型讲解、集中训练等教学

模式，导致教师“高付出”、学生“低收入”。有研究者指出，复习课依然存在忽视认知基础、

忽视数学本质、忽视知识关联、忽视思想方法、忽视核心素养等问题。于是，部分教师尝试从

大单元教学观、课堂留白等视角改进复习课的教学。教师无论以何种方式设计复习课的教学策

略，最终都应帮助学生达成课程标准所要求的数学学科核心素养的目标。

复习课具有多方面的育人价值。陈伟斌和胡革新等指出，复习课具有构建知识网络、完善

认知结构、综合运用知识、夯实必备知识、优化学科素养、提升关键能力等功能。丁益民指出，

数学文化复习课要有文化浸润，要有复习指导，更要有育人功能。上述文献表明，高中复习课

的育人价值不外乎知识内容、素养能力和情感态度三个维度。

HPM（数学史与数学教学之关系）视角下的数学教学，由于其新颖的理念、独特的风格

和显著的成效而日益受中学数学教师的关注。实践表明，数学史有助于揭示知识之谐，彰显方

法之美，营造探究之乐，实现能力之助，展示文化之魅，达成德育之效。但迄今为止，人们大
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多聚焦新授课来考察数学史的教育价值，而因限于实践条件，针对数学史在复习课中的价值的

探讨较少。鉴于此，本文以均值不等式为例，对数学史在高中复习课中的价值进行初步的探讨，

以期为 HPM 视角下的高中复习课的教学研究提供参考。

2基于数学史的均值不等式教学材料

2.1新模型

学生已经知道均值不等式的若干几何模型，如赵爽弦图或欧几里得半圆模型，复习课上无

需重复这些模型，教师可以运用新的数学史料，构造新的几何模型。

赵爽（公元 3 世纪）在《周髀算经》注中，除了利用弦图来证明勾股定理，还利用如图 1

所示的“大方”图来解一元二次方程。这个“大方”图后来被北宋数学家刘益（10 世纪）、南

宋数学家杨辉（13 世纪）等用于求解已知 a b 和 ab，或已知 a b 和 ab，求 a、b的问题。利

用该图易得不等式  2 4a b ab  ，进而得到均值不等式

2
a b ab

 （1）

图 1 赵爽的“大方”图

教师可以引导学生思考：大方图的四分之一是否对应于不等式  21
4
a b ab  呢？事实上，

用两条对角线将大方等分成四个等腰直角三角形，从每一个等腰直角三角形中，很容易得到均

值不等式的一个全新的几何模型，即将矩形转换成等面积的等腰梯形，再将等腰梯形与等腰直

角三角形进行比较，如图 2 所示，从中可得
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图 2 均值不等式的等腰直角三角形模型

 21
4

ab a b  （2）

类似地，利用刘徽（公元 3 世纪）的“勾股容方”图，也可以得到关于均值不等式的全新

的几何模型。如图 3，设 Rt△ABC的勾和股分别为 a和 b，则与直角三角形具有公共直角的内

接正方形边长为
abd
a b




，以内接正方形顶点 D为中心，将直角三角形 ABC沿顺时针方向旋

转 180，到达 Rt△GHI的位置，则旋转前后两个直角三角形共含四个正方形，由此可得不等

式

2

4 ab ab
a b

    
（3）

（3）与（2）是等价的。

图 3 由“勾股容方”图推导均值不等式 图 4 最大视角问题

历史是一座宝藏，其中含有取之不尽、用之不竭的思想养料。1471 年，德国数学家雷格

蒙塔努斯（Regiomontanus, 1436-1476）提出以下问题：一根垂直悬挂的杆子，从地面上哪点看

上去它最长（也就是视角最大）？该问题被称为数学史上第一个最值问题。
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如图 4，AC  DC， AC a ， BC b （ a b ），设 DC x ，于是有

2

tan
1

a b
a bx x

ab abx
x x


 

 
 

，

由均值不等式可知，当
abx
x

 ，即 x ab 时， tan 最大，即视角 最大，故知观察点 D应该

位于经过点 A和点 B、且与 DC相切的圆的切点处。

根据最大视角问题的解，我们又可以得到均值不等式的新几何模型。如图 5 所示，AC 

DC， AC a ， BC b （ a b ），圆 O的经过点 A和 B且与 DC相切于点 D。由切割线定理知

DC ab 。过圆心 O作 AC的垂线，垂足为 E，由垂径定理知 AE=EB，故得
2

a bOD EC 
  。

由 DC OE OD  ，即得均值不等式，当且仅当圆 O与 AC相切时等式成立。

图 5 均值不等式的切割线模型

2.2新表征

从历史上看，17 世纪英国数学家纳皮尔（J. Napier, 1550-1617）通过构造两种运动来定义

对数，如图 6，质点 P从点 A出发沿射线 AB做匀速运动，同时，质点 Q从点 C出发沿线段

CD（ 710 ）作变速运动，其速度大小等于 QD的长度，质点 P和 Q的初速度相同。纳皮尔将

y AP 称为QD x 的对数。纳皮尔的对数定义反映了数学与物理学之间的密切联系。
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图 6 纳皮尔的对数定义

受纳皮尔运动模型的启发，教师也可以构造两种运动来获得均值不等式：如图 7，设有甲、

乙两个质点分别做匀速运动和变速运动，两者的位移与时间之间的关系分别为 y x 和 xy ce

（y表示位移，x表示时间），且满足在时刻 a和 b（ a b ）两者的位移分别相等，即 ace a ，

bce b ，易见，在中点时刻
2

a b
，质点甲的位移大小大于质点乙的位移大小，即当 a b 时成

立不等式
2

a b ab
 。

可见，均值不等式刻画了指数型函数的凹凸性。

图 7 从运动的角度看均值不等式

2.3新推广

利用不等式（3）可以直接得到不等式

2ab ab
a b




（4）



《上海 HPM 通讯》 2022 年第 11 卷第 07 期

VI

由（1）和（4）可得关于调和平均、几何平均和算术平均之间的不等式链。类似于帕普斯模型，

从切割线模型中也可以导出均值不等式链。如图 8，过点 E作 OB的垂线，垂足为 F；延长 OE，

交圆于点 G，分别过点 A 和点 G 作 AC 的垂线和平行线，两线交于点 H，连结 OH。由

OF OE OG OH   ，即得均值不等式链

图 8 基于切割线模型的均值不等式链

2 22
2 2

ab a b a bab
a b

 
  


。

2.4新问题

根据数学史材料，可以设计出许多均值不等式应用问题。如，根据“勾股容方”问题，可

以设计如下问题：

问题 1：如图 9，已知正方形 ABCD，过顶点 D的直线与 BA、BC的延长线分别交于点 E

和 F，求 EBF

ABCD

S
S
 的最小值。

设 ,AB BC x CF t   ，由△EAD∽△DCF，可得
2xAE
t

 ，则

 
2

2 2

2

1
2 2 1 2 2

2 2
EBF

ABCD

xx t x
tS x xt t x t

S x xt t x

 
             

 

 ，

当且仅当 x t 时取等号。
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图 9 “勾股容方”新问题之一 图 10 “勾股容方”新问题之二

问题 2：如图 10，已知矩形 ABCD的两边长 BC=a，AB=b，正方形 GBEF和 HIJK分别内

接于 Rt△ABC和 Rt△CDA，求
G

HIJ

E

K

B F

S
S




的取值范围。

易知，
abBE
a b




，
2 2

2 2

abJK
aba b
a b


 



。设 AC=c， BAC   ，则 sina c  ，

cosb c  ，代入得

sin cos
sin cos
cBE  

 



，

sin cos
1 sin cos
cJK  

 



，

故得

2sin cos
1 sin cos

HIJ

G

K

BEF

S
S

 
 
    





，

令 sin cost     1 2t  ，则

2

2

2

2 2=
1+1 +B

HIJK

G EF

S t
S t t

t

 
     

    
 





，

因为
1 3 22,

2
t
t

 
  

 
，所以

8 ,1
9GBEF

HIJKS
S

   




。
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3数学史在复习课中的价值

3.1加强知识联系

复习课的关键在于把平时在教科书中所学到的零碎知识融会贯通、有机整合，让学生从整

体上把握所学的内容。

美国心理学家布鲁纳（J. S. Bruner, 1915-2016）强调学科结构的重要性，认为教学过程就

是让学生掌握一般原理的过程，就是让学生学习该学科的基本观念和基本知识结构的过程。美

国心理学家奥苏伯尔（D. P. Ausubel, 1918-2008）主张有意义接受说，认为有意义的学习是通

过同化而实现的，并提出了三种同化学习的模式，即下位学习、上位学习和组合学习。基于上

述理论，我们可以将知识间的联系分为横向联系和纵向联系。具体而言，横向联系是指不同的

学科（或同一学科的不同分支）之间相关知识的联系，纵向联系是指在一个学科内部（或一个

学科内部的某一部分）不同知识之间的联系。

图 11 给出了均值不等式的知识关联图。从弦图模型到等腰直角三角形模型、从“勾股容

方”问题到“勾股容方”模型等，基于旧知搭建新知，给出均值不等式的若干新模型、新表征、

新推广，将推动学生对均值不等式的认识向纵深发展。此外，借鉴纳皮尔对数定义的均值不等

式函数表征，揭示了数学与物理、均值不等式与函数性质之间的密切联系；根据“勾股容方”

问题所提出的新问题，揭示了均值不等式与三角学之间的密切联系。

图 11 均值不等式的知识关联图
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3.2深化知识理解

在数学学习中，理解无疑是学生数学学习过程的中心环节。关于理解，英国数学教育家斯

根普（R. Skemp）于 1976 年提出工具性理解和关系性理解两种模式。1994 年，英国学者皮瑞

（Pirie）和加拿大学者基伦（Kieren）构建了由八个理解水平构成的“超回归”数学理解模型，

这一模型有助于对数学活动和理解过程进行细致的分析和研究。在国内，任伟芳等在斯根普的

两种理解模式以及皮瑞-基伦的理解模型基础上，提出数学理解的三个层次，即工具性理解、

关系性理解和创新性理解。

在数学教学中运用数学史，有助于学生对相关主题的理解[14]。复习课不应该是知识的简单

重复，而需要在学生已有认知的基础上，对数学知识有更深层次的理解，HPM 视角下的复习

课可以为学生搭建这一上升的平台。以均值不等式为例，如果学生仅仅停留在不等式

2
a b ab

 的记忆阶段，则属于工具性理解。将数学史融入教学，有助于建立如图 11 所示的

知识网络，从而达到关系性理解，而新模型、新表征、新推广和新问题则为学生的创新性理解

创造了条件。

3.3渗透思想方法

数学复习课绝不仅仅是为知识而知识，为解题而解题，而应该有思想方法的总结、提炼和

升华，应该由“求技”走向“问道”。从宏观到微观，张奠宙和宋乃庆将数学思想方法分成四

个层次，即基本的和重大的数学思想方法、与一般科学方法相应的数学方法、数学中特有的方

法和中学数学中的解题方法。

就均值不等式而言，其背后蕴含着不同层次的数学思想方法。基于数学史料的均值不等式

几何模型，蕴含了数形结合的数学思想；“勾股容方”新问题中的三角代换，蕴含了化归的数

学思想；从纳皮尔的运动模型到均值不等式的函数表征，蕴含了类比和函数的数学思想。

在实际教学中，教师可以依托数学史上的命题、公式、方法等，将复习课的内容串联起来，

通过提炼这些知识背后蕴含的数学思想方法，使学生逐步体验、逐步理解、逐步学会应用数学

思想方法，进而培养学生的数学高层次思维，提升数学素养。
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3.4丰富问题资源

数学复习课往往以问题解决为主，而数学史为数学问题的编制提供了丰富多彩的原始素材，

近年来高考卷上的数学文化类试题已说明了这一点。

在复习课中，教师可以根据已有的数学史素材，采用复制式、情境式、条件式、目标式、

对称式、链接式或自由式策略编制数学问题。以“勾股容方”问题为背景，运用自由式策略，

可以提出丰富多彩的新问题。

3.5落实学科德育

数学课程需要实施学科德育，《普通高中数学课程标准（2017 年版 2020 年修订）》在课程

性质中指出，数学教育承载着落实立德树人根本任务、发展素质教育的功能。HPM 视角下的

数学教学由于在数学与人文之间架起了一座桥梁，因而可以发挥独特的德育优势。已有的

HPM 教学实践表明，数学史可以在培养学生的理性、信念、情感和品质上发挥重要作用。

以均值不等式为例。首先，在历史长河中，均值不等式的知识并不是一成不变的，基于数

学史上的几何模型，我们可以不断探索并寻找均值不等式的许多新模型，这种对科学与真理坚

持不懈地探索精神，可以鼓励学生追求创新，体会数学的理性精神。其次，通过建立均值不等

式的新表征、新模型，可以让学生感受到数学的价值以及数学与物理、代数与几何之间的密切

联系，同时，在学生已掌握的几何模型上推广出新模型，还可以让学生认识到数学的演进性，

有助于改善学生的数学信念。再次，根据“勾股容方”问题可以提出许多新的问题，因此，教

师可以让学生在课前尝试对此问题进行改编。课中，教师不仅可以选择学生提出的问题作为例

题，还可以将学生的解法和历史上数学家的方法进行对照，使学生跨时空与数学家进行思想交

流，由此增加学生的学习动机，提高学习数学的兴趣，增强学好数学的自信心。最后，学生在

解决同伴提出的问题的过程中，既表达了自己的想法，又培养了倾听、交流的意识与能力。此

外，通过对中国古代数学家的思想方法予以介绍，可以增强学生的文化自信，感受数学家对知

识不懈追求的优秀品质。
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4结语

综上所述，HPM 视角下的高中复习课可以发挥加强知识联系、深化知识理解、渗透思想

方法、丰富问题资源、落实学科德育五类价值。据此，我们得到以下启示。

其一，加强理论研究，服务教学实践。教师若要开发出一个理想的 HPM 课例，好的历史

材料是“源”，好的教学设计则是“流”，两者缺一不可。作为高校研究者，需要从纷繁复杂的

原始文献和二手研究文献中挖掘具有“教育取向”的数学史料，并根据史料所蕴含的发展脉络，

深入思考、提炼观点、整理成文，供一线教师学习、参考。

其二，扎根一线教学，更新教育理念。通过分析近年来发表的 HPM 课例可以发现，相较

于数学史融入新授课、序言课等课型的教学，融入数学史的复习课的教学设计相对较少。在巨

大的升学压力下，教师往往更关注学生的学业成绩，而未能理解数学史的教育价值，殊不知，

HPM 视角下的高中复习课同样可以培养学生的核心素养、达成高考的要求。正所谓实践出真

知，教师要尝试将数学史融入复习课，唯有将 HPM 扎根于教学一线，才可能让师生真正感受

到 HPM 的价值与魅力。

其三，精心设计问题，发挥教育价值。HPM 视角下的高中复习课并不是将数学史中的问

题、思想、方法等知识简单的堆砌，这并不能充分发挥数学史在复习课中的多元价值，而数学

问题串的运用则可以改变这种状况。教师在设计基于数学史的问题串时，可以考虑以一个情境

一以贯之、以一个问题展开变式、以一个主题推陈出新等。总之，问题串的设计要紧扣核心内

容的认知、要立足于学生的认知起点、要处理好预设与生成的关系、要把握好梯度性原则，从

而让数学课堂更有生机、更具效益。
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历史研究

美英早期三角学教科书中的任意角概念

严珮锦

（苏州大学数学科学学院，江苏苏州 215006）

1引言

《普通高中数学课程标准（2017 版 2020 修订）》将“了解任意角的概念”作为三角函数

模块学习的首则要求[1]，凸显任意角学习的奠基地位。现行教科书遵循该原则，将任意角作为

章节的起始课。任意角的内容在知识层面上占比虽不重，却不失统领三角模块的基础性。具体

而言，教科书基本借用了跳水及体操转体等运动、咬合旋转的双齿轮、松紧螺丝的扳手、调快

或调慢的钟表指针、游乐园摩天轮等情境中的某几例引入任意角，从实际生活的发现引发学生

对原有的角的概念的认知转变，进而给出任意角的概念。7 版教科书（人教 A 及 B 版、沪教版、

北师大版、苏教版、鄂教版、湘教版）对于任意角的旋转方向及正负规定不作更多探讨，统一

规定为：按逆时针方向旋转所形成的角叫做正角，按顺时针方向旋转所形成的角叫做负角，且

未对该规定加以注解。

任意角具有半抽象半具体的特征[2]，如果其大小与方向被简单地一笔带过，将无法凸显概

念生成的必要性、概念推广的合理性及概念规定的自然性。此三点在已有的教科书中并没有得

到完全的关注，更不论学生是如何体悟的了。实际上，多数教师在教学中同样会忽略让学生深

入探索任意角出现的必要性，也未能解决学生在“正负角”规定上的认知冲突[3]，这将导致学

生无法将推广后的角进行应用以嵌入原有的认知结构中[4]。既如此，探查历史上数学家的思路，

或可以古为鉴、寻得启示。

回顾三角学的发展史，在 16 世纪前，数学家所研究的角度仅限于欧几里得所定义的平面

角；而任意角的研究，与圆周运动有直接关联，任意角三角函数的系统化直到 18 世纪才得以

完成[5]。任意角的概念、性质与用途迥异于几何角，学生能否深刻领会概念推广的必要性及如

何推广的符号规定[6-7]，对三角函数章的学习至关重要。通过考察历史上不同教科书引入任意
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角概念的方式、对任意角方向的解释乃至任意角的运算法则，探求这些内容的演变规律，可为

今日任意角的教学提供思想启迪。

2早期教科书的选取

从相关数据库中选取 1830-1955 年出版的 89 种美英早期三角学教科书为研究对象，以 10

年为一个时间段，进行样本统计。选择过程中，视出自同一作者且内容无明显差异的教科书为

同一种，并以出版最早的版本为准。其出版时间分布情况如图 1 所示。

图 1 89 种美英早期三角学教科书的出版时间分布

本文的研究方法是：按年份依次检索上述 89 种早期三角学教科书，从中摘录出关于任意

角相关概念界定及运算法则的所有原始文本，经内容分析，并结合现行教科书的内容处理，确

定任意角引入方式、方向规定、运算法则的分类标准及相关习题，并将原始文本按标准归于不

同类别，选择典型的代表进行呈示。最后，结合现行教科书及已有的任意角教学研究文献，望

能为当下任意角教学带来几点启示。

3任意角的引入

所考察的教科书从数学内部与生活实例两方面着手引出任意角的概念。

3.1从数学内部引入

第一种做法是在数学情境——旋转中逐步扩角，当角的一边回到起始位置继续旋转后，所

形成的角度超过了360，这种开放旋转量来扩充角度范围的方式与现在教科书对任意角的引入
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基本相似，在早期教科书中亦高频存在。

第二种做法是明确指出进一步研究三角学的需要。大多数教科书在给出任意角的定义之前

会作出说明，即重新定义角的概念，是新的数学分支——三角学区别于平面几何的研究需要。

Nixon（1892）指出，现代发展的三角学是一门描述周期性现象的数学分支。周期性量级交替

增大到最大值而后减小到最小值；并以这样的方式继续这一过程，即以相同的顺序，以相同的

时间或空间间隔，不断地再现相同的量值。这种变化是借助角度来实现的。而欧几里得

（Euclid，约前 330-约前 275）对角的定义对于三角学的目的来说实为有限，那么必须对角度

进行重新说明。[8]这与今天的教学意图一致。

Young（1833）更详细地指出，在研究三角形理论时，常常只考虑范围是 0 180  的角或

弧；但在关于角的一般理论中，角的大小可以由任意的度数来表示，超过 360n  的角由角的

旋转边从固定边出发作 n次旋转后得到。[9]Todhunter（1883）指出，虽然在三角学的实际应用

中，人们考虑最多的仍是 0 180  内的角，但当三角学作为理论数学的一个分支时，扩展角的

概念是必要的。[10]

第三种做法说明弧度是任意的，以弧度的无穷代表角度的无穷。例如，Abbott（1841）在

说明弧度与角度的对应及一致性变化后提出：当圆弧在圆周上不断重复时，不受任何圈数的限

制。自然地，由弧度与角度的对应，角度被扩充为任意值。[11]

第四种做法对任意角的引入不作过多注解，而是一语带过。Hymers（1841）在介绍三角

函数的任意值之前直接说明角度具有任意大小[12]；Hann（1854）仅在介绍三角函数诱导公式

时顺带说明角度可以超过 360的限制，且有一类具有“ ”号[13]。这些编者只关注任意角的大

小，不关注任意角的方向。

一言以蔽之，从数学内部引入任意角的主要目的是为任意角三角函数的研究做铺垫。

3.2由生活实例启发

在早期教科书中，除了从数学内部引入作为三角学元素的任意角，还有一类方式，即从丰

富的现实情境中发现任意角。

一类情境以天文问题导入，与三角学创立之初的“量天”目的遥相呼应。Newcomb（1883）

指出，天体不断旋转会反复回到人们最初所观察到的相对于运动中心的同一位置。即在天文学
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中，天体通过绕轴连续旋转和绕轨道旋转，会产生大小不限的角度。要计量天体旋转的角度，

需要角的一般度量方法。 [14]同时，作者采用画圆弧的方式，体现“任意弧”的概念，以

“angle-arc”表示任意弧所对的任意角。

第二类情境属于体育背景，与学生的生活体验密切相关。Lock（1885）以环形跑道比赛问

题举例，在这种情况下，已知任何一位参赛者相对球场中心的角度，就可知其所在位置。如果

要跑的距离是三圈，那么将每个选手连接到中心的线必须经过 12 个直角的角度。当我们注意

到一名选手经过 6 个直角的角度时，既记录了其当前位置，也可知悉他走的总距离。[15]同样地，

Conant（1909）也列举了跑步者在环形赛道的例子，用“假设一名跑步者在四分之一英里长的

环形跑道上进行两英里的比赛”[16]，言简意赅地使人感受角度大小与原有定义的冲突。类似地，

假设画一条线，将跑步者的位置与赛道圆的中心连接，那么跑步者在任何时刻的位置皆可被这

条线自比赛开始以来旋转的角度大小描述。当他完成比赛时，连接其与赛道中心的线，旋转了

8 360 或 2880角。

还有一类情境将普遍存在的机械运动进行具化。Durfee（1901）考虑了时钟分针的运动：

在一小时内，指针描述了一个 360 的角；一个半小时后，角为 540 ；经过半天，角为 4320，

以此类推[17]。类似地，Wilczynski（1914）通过列出时钟的分针在 15 分钟内产生 90角，在 1

小时内形成 360角，在 5 小时 1 刻钟内形成1890角，指出尽管分针在任何一次完整的旋转后

都指向时钟表面的同一位置，但忽略这些完整旋转是错误的，因为这意味着忽略 1 点钟、2 点

钟、3 点钟的区别，也等同于承认 360角等于 0角，或者 450等于 90角。[18]Bocher（1914）

简单以使用螺丝刀时产生旋转 360、 720、1080等角度及发动机的驱动轮一小时转动数千度

[19]的现象来说明大于 360的角普遍存在。

上述作者以具体的实例在现实问题情境中提出或补充研究任意角度的直观意义，具有一定

的参考价值。

3.3任意角引入方式的演化

根据任意角引入的方式，可分为“旋转扩角”“学科需要”“以弧代角”“直接引入”“天文

情境”“体育背景”“机械运动”7 种。若同一种教科书涉及 2 种及以上的引入方式，将在不同

类别下分别统计。89 种美英早期教科书中，各类引入方式的数目如图 2 所示。
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图 2 任意角各类引入方式的数目

图 3 给出了任意角各类引入方式的演变。

图 3 任意角引入方式的演变

由图 2 和图 3 可知，从现实情境中引入任意角的方式直到 19 世纪 80 年代才出现。其中，

天文背景的引入只是短暂地出现在 19 世纪的 2 种教科书中，后逐渐被体育情境与机械运动所

取代。相比于其他引入方式，后两种情境与学生的日常生活联系更为密切，如环形跑道上的多

圈竞跑、时钟指针的不停转动等，是学生亲身所历、亲眼所见的，能够给予他们更直观的认知

冲突。特别地，时钟的指针旋转具有明显的周期往复特征，时钟的记时功能体现规定方向和区

别圈数的必要性，还可为后面任意角的方向规定做铺垫。直到如今，时钟依旧被主流教科书作

为导入任意角的现实素材。

从数学内部引入任意角的方式中，直接引入的做法曾在 19 世纪上半叶十分普遍，却于 19

世纪 70 年代基本告别历史舞台。这意味着，教科书中对任意角的重视程度有所提高，开始有
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意识地向学生说明引入任意角的缘由与方式。类似地，在历史演变中逐渐退场的引入方式，还

有以弧代角。这一做法频繁活跃在 19 世纪，直到 20 世纪才销声匿迹。考虑到现行教科书中，

任意角先于弧度制出现，这一做法不具有参照价值。纵观整个时间轴，与之演变规律相反的是

旋转扩角和学科需要的引入方式。自从 19 世纪 40 年代、50 年代分别崭露头角后，这两种做法

几乎稳居其后的每一个时间段，成为任意角引入方式的新浪潮。旋转扩角的方式与现行教科书

的设置一致，通过终边的继续旋转扩大角的范围，自发地进行概念的扩充。而学科需要的引入

方式则常会指出，在三角学的研究中，角的扩充是必要的。在实际教学中，直接将这个意图呈

现给学生可能会过于突然，但应该使学生在任意角的学习中感受角度变化的周期性。

4任意角的方向

早期教科书中普遍规定以逆时针旋转方向为任意角的正方向，并进行解释；还存在零星以

顺时针旋转方向为正的示例。

4.1以逆时针旋转方向为正

而在早期教科书的探幽中，尽管大部分作者都与现行教科书所言一致，默认以逆时针旋转

为正，但其对如此规定的注解依旧可具参照。

第一类观点遵循几何问题代数化的原则，将用代数符号表示线段方向的规定，推广地对待

同为几何符号的角度。Colenso（1859）借鉴确定线段方向正负的准则，即当它们用代数表示

时，假设一个方向为正，则必须认为相反方向为负，尝试如此规定角的方向，将一个角度明确

记为 +A或 A ，以规避“所画的锐角被误作钝角”的可能[20]。综上，由代数符号表达图形中线

段和角度的方向，其有效性在于排除纯粹几何学中同一问题的不同情况。

第二类观点指明以某一确定方向为正，是为了区分两类不同角度。Wells（1883）将角度

解释为移动半径旋转量的度量，认为哪个方向是正旋转方向并不重要；只是采取某个正方向后，

随后的行动必须与之一致。形成一个角度的两条线中的任何一条可以作为起始线（initial line），

另一条则是终点线（terminal line）；因此，如图 4，存在由 OA和OB形成的正角度 AOB大于

三个直角，负角度 AOB小于一个直角，通过分别将这些角度称为正角度 AOB和负角度 AOB

来区分。[21]
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图 4 角度 AOB

类似地，Bowser（1892）补充说明角度若用与手表指针方向相同的线来描述，如此也可区

分从同一条固定线（fixed line）测量角度的两个方向[22]。上述编者为了区别两类终边与始边相

同而大小不同的角而引入正负符号，这种做法体现了数学的严谨性。

在原则不变的情况下，Lyman（1900）提醒学生注意，起始线可能位于任何位置，并沿任

一方向旋转。虽然通常认为逆时针旋转形成正角，但图 5 所示也可以是顺时针旋转产生的正角。

通过将初始线 OX旋转到 OR的位置，每个图形中的角度 XOR可以是一个正角。

图 5 角度 XOR

如果规则清楚，当读取角度 XOR时，OX被视为旋转到位置 OR的正直线（positive line），

则不会导致混淆。对应地，OX 和OR是任何方向上的负直线（negative line）。这些概念仅仅

是一致性的问题，在特定情况下，一致性可以由问题的条件以及数学工作者是否普遍认可来确

定。[23]

还有教科书类比其他数学量对正负意义加以阐释。Hall（1910）类比线段正负性的规定。

通常选择直线上的一个方向作为正方向；另一个则称为负方向。如果一个方向为正，则相反方

向为负。而区分角的两种旋转，正如区分直线上两个方向相反的运动一样，可通过对每个角度

的符号约束来实现。[24]这类做法在早期教科书中较为常见。

Blakslee（1888）类比线段的几何意义，指出点向右移动会产生一个 a  距离，但向左移动

会破坏这个距离，而回到原点会产生一个 a 距离。如图 6，按象限 I、II、III、IV 的顺序旋转

的直线会产生一个角度，但反方向旋转会改变这个角度，回到初始直线会产生一个负角度。[25]
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图 6 旋转任意直角后的角度 A 与 A

Conant（1909）称角度为生成线即矢径（radius vector）的旋转量。由矢径的移动方向决定

角的正负，顺时针为正，逆时针为负，表示方向的箭头从始边指向终边。[16]

以上几种教科书展示类比的思路，建立了数学内部知识的横向连结。

与上述出于数学严密性和符号同一性的考量不同，还有一类观点借鉴自然现象，验证角度

的方向规定。Seaver（1889）补充正角度是逆着太阳旋转的角度，这与时钟指针的运动相反[26]；

Monroe（1914）指出想象当钟摆向右摆动时称为正角度摆动，向左摆动时称为负角度摆动；

同样地，为便捷地处理问题，以仰角为正，俯角为负[27]；Wood（1885）肯定角度的正负规定

与地理学科如何区分南北的联系，如北纬 42 度的城市被称为纬度 +42，赤道以南 42 度的城市

被称为纬度 42 。[28]三位作者丰富了角度规定的现实来源与意义。

4.2以顺时针旋转方向为正

尽管以逆时针方向为正方向的规定为主流，但在概念发展初期的 18 世纪上半叶，也出现

了反其道而行之的观点。

一种观点迥异于今天的象限顺序规定，重新界定角的方向。Scholfield（1845）通过以角的

始边依次绕过四个象限的情形展示于旋转中扩角的经过。区别在于，如图 7 所示，编者依次称

ab、bd、de和 ea为第一、第二、第三和第四象限；绕固定点 C旋转的直线 CP依次通过这四

个象限，形成相应的角度。

在简化的图 8 中，编者还指出，形如从左向右旋转形成的角度被认为是正的，符号记作

；而角度   由半径CP沿相反方向旋转而产生，被视为负值，符号记作。[29]
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图 7 CP绕 C点旋转形成的角度 图 8 正角与负角

另一种观点则立足于航海中量角的实际应用，肯定了顺时针方向的便捷性。Stimson

（1913）指出在确定船上罗盘的误差时，顺时针产生的角度被视为正角度[30]。尽管作者同样指

出除非另有说明，否则应始终将正角度视为逆时针方向产生的角度。

4.3任意角方向的呈现方式的演化

上述编者的观点说明，规定以逆时针方向旋转形成的角度为正，这一做法有据可循，有理

可依。以逆时针为正方向的呈现方式可以分为“代数化原则”“区分角度”“类比思想”“借鉴

自然”“不加说明”5 种。“不加说明”蕴含直接指出“以逆时针旋转为正方向”与默认但不给

出直接规定的情况。若同一本教科书涉及 2 种及以上的呈现方式，将在不同类别下分别统计。

具有相关内容的 83 种美英早期教科书中，各类呈现方式的数目如图 9 所示。

图 9 “以逆时针为正方向”的呈现方式分布

由图 9 可直观看出，尽管不加解释地规定“以逆时针旋转为正方向”的做法十分常见，但

是对此规定进行各种说明的呈现方式仍占有过半比例。其中，区分角度和类比其他数学量的方



《上海 HPM 通讯》 2022 年第 11 卷第 07 期

10

式平分秋色，借鉴自然的做法则比较新颖。

进一步地，将“以顺时针旋转为正方向”的 2 种教科书一同纳入观察的范畴，内容分为

“改变象限”与“实践应用”。85 种教科书中，两类方向规定及其呈现方式的演变如图 10 所

示。

由图 9 结合图 10 可知，以顺时针为正方向的规定只是短暂地在 19 世纪 40 年代和 20 世纪

10 年代分别出现过，可作为体现数学探究开放性的素材。

而以逆时针为正方向的规定始终是各个历史阶段的主流。不加说明的做法几乎出现在各个

阶段。有所区分的是，19 世纪上半叶处于初步探究任意角方向规定的阶段，此时“不加说明”

的做法更多指不特意进行方向规定；20 世纪上半叶的教科书则往往会专门给出“以逆时针旋

转为正方向”的规定，但由于遵循惯例的观念，对此规定不加解释。

此外，在 19 世纪 30 年代至 70 年代，陆续出现了其他 4 种说明方式。其中，区分角度的

说法最早登场，并在 19 世纪 70 年代及后各个阶段陆续出现，体现了历史的相似性。这也说明

以解决问题为目的引入新数学量的方式，可能是最容易使学生接受的。借鉴自然的说明方式首

次出现于 19 世纪 40 年代，此后露面次数并不多，却为当下的教学提供了更多元的情境素材。

而将几何问题代数化的方式在 19 世纪后半叶出现得最为频繁，类比其他数学量的做法集中出

现在 19 世纪 70 年代至 20 世纪 30 年代。两种方式可为学生理解任意角方向规定的必要性提供

从数学内部出发的多个新角度。

图 10 不同方向规定及其呈现方式的演变
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5任意角的运算

在任意角的运算中，早期教科书不仅采取了与现行教科书相同的做法——借助相反角，类

比实数减法定义角的减法，再归结到角的加法，还做了其他的尝试。

类比向量的运算是一种选择。Hun（1911）解释符号 XOP可表示线 OX和 OP形成的角度

大小与从始边 OX到终边 OP的旋转方向，那么符号 XOP POQ 表示 OX旋转到 OP位置，再

旋转到 OQ位置。自然地参照向量的运算，有 XOP POQ XOQ  ， 0XOP POX XOX   或

XOP POX  。[31]Murray（1906）也指出，XOQ表示将 OX向 OQ旋转所形成的角度，QOX

表示将 OQ向 OX旋转所形成的角度[32]。

用代数符号描述几何规律亦不失为另一尝试。Bohannan（1904）认为，要将角 A加上角 B，

可使 A的终边作为新的始边。在其上放置一个与 B大小相等，并具有相同符号的角度。A的始

边和 B的终边构成 A B 的始边和终边。一般化地，这适用于  + +A B 和  +A B  。要从角度

A中减去角度 B，可从 A的末端放置一个与 B大小相等但符号相反的角度。A的始边和 B的新

终边构成 A B 的始边和终边。这适用于  +A B  和  A B   [33]。

结合向量运算与代数表示更为一种新举。Durfee（1901）认可 Bohannan（1904）从几何角

度对角的加减规则的理解，在类比向量运算的基础上，更进一步地，给出任意角度加减的代数

表示式： LVM MVN LVN  ， LVN NVM LVM  ， LVN MVN LVM  ， LVN LVM MVN  ，

LVM LVN NVM  ，对应几何图形见图 11。[17]

图 11 参与运算的角度示意图

6关于任意角的相关习题

关于任意角，早期教科书还设置了一些别开生面的习题。其中一类突出任意角的概念理解，

另一类以考察任意角的运算为主。
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6.1有关任意角概念的问题

一些教科书以机械运动为背景编制问题，旨在考查学生对任意角方向的理解，Wilczynski

（1914）编制了以下习题：

假设时钟的刻度盘是透明的，可以从两侧读取。两个人分别站在刻度盘的两侧，观察分针

的运动 15 分钟。通过比较记录，他们发现在这段时间内，各自对分针所描述的角度并不一致。

那么，两者的区别何在？ [18]

此题意在引导学生思考以不同的视角去看待角度，其旋转方向会不一致，因此统一角度方

向的规定能够规避数学表示或现实交流中的误解。正如，在北极上方俯视地球自转方向为逆时

针，在南极上判断则为顺时针，两种表示可以统一为地球自转的方向是自西向东。

Wilczynski（1914）设计了彼此关联的一组习题。

（1）如图 12 所示，两个车轮 A和 B由皮带连接，A的直径是 B的两倍，A沿逆时针方向

移动。当 A以 300的角度旋转时，B的轮辐将描述什么角度？

（2）如果两个车轮由交叉皮带连接，A旋转 300时，B的轮辐将描述什么角度？

（3）如果 n个车轮通过齿轮连接，那么第一个和最后一个车轮是在相同方向还是相反方

向上旋转？[18]

图 12 用皮带或齿轮连接的车轮 A和 B

前两问区别了不同物理条件下从动轮旋转方向的变化，当主动轮与从动轮方向相反时，两

种旋转方向被置于某时刻的同一情景下，学生不得不面对两种方向的区分，能够深切体会任意

角方向及正负规定的必要性；最后一问，更新了物理条件且将问题一般化，体现更高的逻辑推

理要求。学生若想解决问题，必须将物理情境联合数学知识，符合当下学科融合的课程理念。

6.2有关任意角运算的问题

早期教科书亦出现了一批有别于当下纯数学情境、意在考查任意角运算的情境应用题。以
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下摘录其中涉及肢体运动、量天、测地的三类典例。

Wells（1883）给出问题：

两臂从同一位置 OA一起绕 O转动，一只手朝正方向转动，60 秒转一圈，另一个朝着相

反的方向，36 秒转一圈。它们将在什么角度、什么时间会面。 [21]

此题以手臂相挥为问题背景，多数学生往往会边想象边挥手比划，此时学生无须借助如钟

表盘，咬合齿轮这类额外的学具，便可自发地直观感受；题中的数值条件鼓励学生进行“精确

比划”，对现实问题数学化，进而使其感受数学的抽象与严密；题中没必要指出哪只手的转动

为正方向，需学生自己意识到分类讨论的必要性，再次强调数学的严谨性。

Wilczynski（1914）编拟了两个应用题[18]：

把车轮想象成在车轴上转动，而车厢却静止不动。当马车行驶 500 英尺时，直径为 3 英

尺的车轮轮辐所转过的角度是多少？

地球每 365 天经过以太阳为中心的近似圆形轨道。在 415 天内，日地连线（地球半径向

量）将转过多大的角度？

地面上行进马车的车轮位移与天体运动，多角度印证了任意角的应用价值，呼应研究三角

学研究的勘测初旨。

7结论与启示

美英早期三角学教科书由数学内部和实际生活体验两个角度进行任意角的引入，其中生活

情境囊括天文、体育及机械背景，着实丰富。而在任意角方向的规定上，既从四个角度（几何

问题代数化、区分两类角度、类比其他数学量规定、借鉴自然事实）阐释以逆时针为正方向的

充分理由，也不否认以顺时针为正方向的可能性与部分实用价值。在任意角的运算上，亦补充

了类比向量运算的法则。上述种种，予今日的教学以诸多启示。

其一，创设基于学生体验，尽可能指向真实世界的情境。从数学学习的本质看，学生建构

新知的过程，始终与知识赖以产生意义的背景及环境相关联[34]，因此，任意角的恰当引入是关

键。相对于直接从数学内部的研究需求来说明角度推广的必要，“现实问题数学化”的形式更

易被学生接受。当然，此处的现实情境不应是人为编造或偏离学生生活体验的，而应来自学生

熟知的生活现象，指向真实性、基础性和引导性。教师在进行主题导入时，可参照早期教科书
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中详实的现实生活情境，使学生直观感受以往定义的不足，进而体悟任意角引入是研究新事物

的需要。在进行任意角的知识考察时，也不妨尝试让学生解决具有现实背景的问题，使其在有

意义的行动中完善对任意角的认知。

其二，发展整体教学的视野，展示数学逻辑的统一。新课改以发展学生数学核心素养为导

向，要求教师将目光由关注单一的知识点转向关注数学单元整体，这体现数学内部的纵向连结。

任意角作为三角函数章节的起始课，应为一般三角函数的学习铺垫。教师在教学过程中，可以

通过终边相同的角体现角度变化的周期性。类似地，数学内部不同知识模块间的横向连结亦不

容忽略。由早期教科书的启发，类比线段去研究角度，契合学生的已有经验，也可帮助他们深

入对“正负角”规定的理解。

其三，秉持包容的态度，培养学生的探究意识。如果只是将任意角方向的规定不加解释地

灌输给学生，将无法解决其对于如此行之的认知冲突。就一线教学的反馈而言，学生常会在综

合性问题中忽略对任意角方向的关注，推测来看，学生可能并未完全认可“以逆时针旋转为正

方向”的合理性。由此，教师在教学过程中，应包容地看待学生可能会有的疑惑，引导其在问

题解决中意识任意角方向规定的必要性。而后，再让学生开放式地探究如何区分任意角的方向，

使其在参与的过程中体会“以逆时针旋转为正方向”的简洁性、实用性与统一性。学生头脑中

的困惑具有历史相似性，借鉴数学家们的研究，或可提高学生对任意角方向规定的认可。
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美英早期三角学教科书中的三角恒等式

姚 瑶

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

1引言

平面三角学中，除了同角三角函数关系、三角形中的三角恒等式以外，还有其他很多的恒

等式。这些恒等式的形式较为复杂，在教科书中较为少见，但能通过简单常用的三角恒等式推

导得出，是三角恒等式知识网络的拓展与补充。

《普通高中数学课程标准（2017 年版 2020 年修订）》中要求学生能运用常见三角恒等式

进行简单的恒等变换，推导出其他三角恒等式；要求教师在三角恒等变换的教学中，可以采用

不同的方式得到三角恒等式[1]。“其他三角恒等式”中的部分推导与应用也属于高中课程标准

中对学生的要求，且研究“其他三角恒等式”对教师的教学框架搭建也起到了丰富完善的作用。

在不同版本的现行教科书中，苏教版教科书在“问题与探究”板块介绍了将正弦函数与余

弦函数的叠加 cos sina x b x 化成 cos( )A x  或 sin( )A x  的形式，进而介绍其在物理学中的

广泛应用；人教 A 版教科书将正弦函数与余弦函数的叠加中的化归思想融入到具体例题中，

并应用该思想求解三角函数的最值问题；沪教版教科书则在例题中直接要求将正弦函数与余弦

函数的叠加进行转化。由此可见，其他三角恒等式虽然范围广泛且应用相对较少，但其他三角

恒等式中仍有对三角恒等式的转化至关重要的内容。

在教学实践中，类似于正弦函数与余弦函数的叠加转换一类的三角恒等式应用较多，常用

于求解三角函数的最值问题，而其他较为复杂的三角恒等式则更加考查学生探索归纳的逻辑思

维能力，可能会出现在应用数学归纳法的证明题或数学竞赛中。本文对美英早期三角学教科书

进行考察，试图对其中的三角恒等式及其证明进行梳理和分析，以期为今日课堂教学提供素材。

2早期教科书的选取

从相关数据库中选取 19 世纪至 20 世纪中叶期间出版的 108 种美英早期三角学教科书为研
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究对象，其中仅有 21 种教科书涉及到除同角三角函数、三角形中的三角恒等式等以外的其他

三角恒等式。若以 40 年为一个时间段，则涉及其他三角恒等式的教科书的时间分布情况如图

1 所示。

图 1 涉及其他三角恒等式的美英早期教科书时间分布情况

3正弦函数与余弦函数的叠加

有 4 种教科书中出现了将正弦函数与余弦函数的叠加 cos sina x b x 进行转化的方法。当

2 2 0a b  时有

2 2

2 2 2 2
cos sin cos sina ba x b x a b x x

a b a b

 
    

  
，

如图 2 所示，存在  0,  ，使得
2 2

cosa
a b




，
2 2

sinb
a b




，从而有

 2 2cos sin cosa x b x a b x     。

图 2 正余弦函数叠加转化示意图之一 图 3 正余弦函数叠加转化示意图之二

或者如图 3 所示，存在  0,v  ，使得
2 2

sina v
a b




，
2 2

cosb v
a b




，从而有

 2 2cos sin sina x b x a b x v    。
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有 14 种教科书运用了上述等式，有的教科书涉及方程 cos sin 0a x b x  的求解，也有教

科书通过具体例子体现了三角函数中的转化思想。

4正弦和

4.1系数均为 1的情形

公式 1：      

1sin sin
2 2sin sin sin 2 sin
sin

2

n n

n
  

      


  
         。

有 13 种教科书涉及系数均为 1 的正弦和相关三角恒等式，其中 12 种教科书通过乘 2sin
2


并利用积化和差公式分解相消的方式给出如下所示的具体证明。

证明：利用积化和差公式可知

2sin sin cos cos
2 2 2
             

   
，

  32sin sin cos cos
2 2 2
               

   
，

  3 52sin sin 2 cos cos
2 2 2
               

   
，

…………………………………………………………

  2 1 2 12sin sin cos cos
2 2 2

n nn                 
   

。

将上式两边分别相加得

        2sin sin sin sin 2 sin
2

2 1cos cos
2 2

1sin sin
2 2

n

n

n


      


  


 

       

         
   

   
 



，

从而当 2sin
2

不为 0 时，两边同时除以 2sin

2

即可得证。
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此外，该恒等式也可从带系数的正弦和三角恒等式推出，即在下文公式 3 中令 1x  。

由公式 1 可以推出下列推论。

公式 1推论 1：

1sin sin
2 2sin sin 2 sin 3 sin

sin
2

n n

n
 

   




    。

有 12 种教科书中提到推论 1 所示恒等式，其中有 7 种教科书给出了共三种不同的证明方

法。

证法一：利用恒等式 1直接推

有 6 种教科书采用该方法进行证明。在恒等式 1 中，将 1n  项求和改写成 n项求和，并令

  ，即可得推论 1。

证法二：利用积化和差公式

Woodhouse（1819）编写的教科书中由于没有给出公式 1 所示等式，故采用与其类似的方

法进行推导，即每项与 2sin
2


相乘后利用积化和差公式，消项相加即可推出[2]。

证法三：利用三角函数指数形式

Snowball（1891）利用三角函数指数形式的欧拉公式进行转换[3]，即令
12 1sin x
x

   ，

故有

2
2

12 1sin 2 x
x

   ，

3
3

12 1sin3 x
x

   ，

………………………

12 1sin n
nn x
x

   。

上式全部相加可得

 2 1 sin sin 2 sin3 sinn      

2 3
2 3

1 1 1 1n
nx x x x

x x x x
          
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1 11 1
11 1

n nx xx
x x

x


 

 

1 1 1

1

n
nx x
x
x

   




1 1
2 2

1 1
2 2

1
2

1
2

1 1

1

n

n
x x

x x

x
x





   
     
   
   



2 12cos 2cos
2 2

2 1sin
2

n 









，

整理即可推导出推论 1 所示恒等式。

公式 1推论 2：
2sinsin sin3 sin5 sin(2 1)

sin
nn    


    

6 种教科书中提到了推论 2 所示恒等式，其中 5 种教科书通过在公式 1 中令 2  ，推得

推论 2 所示恒等式。而 Thomson（1825）采用与公式 1 类似的方法，每项乘 2sin 并利用积化

和差公式分解相加[4]。

公式 1推论 3：
sin( 1) sinsin 2 sin 4 sin 6 sin 2

sin
n nn     




    。

Rothrock（1910）在教科书习题中呈现了推论 3 所示恒等式，该恒等式可通过推论 1 直接

得到[5]。

公式 1推论 4：

   2 2 2 2 cos 2 ( 1) sin
sin sin ( ) sin ( 2 ) sin ( 1)

2 2sin
n nnn

  
      


 

          。

3 种教科书中涉及推论 4 所示恒等式，均处于习题部分。Rothrock（1910）指出了该等式

的证明思路，即利用倍角公式先降幂，再利用余弦和公式（即下文公式 4）相加即可[5]。由此

可知，该等式可以推广到高次幂的情形，通过降幂至一次可证。



《上海 HPM 通讯》 2022 年第 11 卷第 07 期

22

公式 1推论 5：

2 2 2sin sin sin 2 sin ( 1) 0k k kn
n n n
                            

 （ *k N ，且 k 不被 n

整除）。

3 种教科书涉及到公式 1 的一个具体结论，即当
2k
n
  时，有

1sin sin 0
2
n k   ，即

可得推论 5。若当 0  时，可得到一个更具体的恒等式，即：

2 2 2 2sin sin 2 sin3 sin( 1) 0k k k kn
n n n n
   
      （ *k N ，且 k不被 n整除）。

Davison（1919）给出了推论 5 所示恒等式在几何上的一个具体应用[6]：如图 4 所示， 1A、

2A 、…、 nA 是一个正 n边形在圆中的顶点，求这些点到直径 PQ的垂直距离之和，其中设

1POA   ，半径长为 a且  r rA N PQ （ 1, 2, ,r n  ）。

图 4 推论 5 的具体几何应用实例

由题意可知 1 2A A 、 2 3A A 、…对应的角度均为
2
n


，故   21rPOA r
n
    ，从而

  2sin 1r rN A a r
n
     

，因此这些点到直径的垂直距离之和为

 
1

2 2 2sin sin sin 2 sin 1
n

r r
r
N A a n

n n n
     



                          
 

 sin 1 sin
0

sin

a n
n

n

 



     
。
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此外，Thomson（1825）对公式 1 进行推广，得到了下列一般情形下的三角恒等式[4]。

公式 1的推广：

     sin sin sin 2 sin 1m m r m r m n r            

 1 1sin sin 1
2 2

1sin
2

nr m n r

r

 



     。

公式 2：（符号变化）

     sin sin sin 2 sin 1n               

   1sin sin
2 2

cos
2

n n    



      。

4 种教科书中提到了公式 2 所示三角恒等式，其中 Wilson（1831）通过每项乘 2cos
2

并利

用积化和差公式分解相加来推导[7]，而另外 3 种教科书直接利用公式 1 对其进行了证明。将等

式左边改写为

      sin sin sin 2 sin 1n                              ，

就可以直接利用公式 1 的结论，即用   代替  ，可得

     sin sin sin 2 sin ( 1)n             

     sin sin sin 2 sin ( 1)n                              

   1sin sin
2 2

sin
2

n n    

 

     


 1sin ( ) sin
2 2

cos
2

n n    



     
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1cos sin
2 2 ,

cos
2

1sin cos
2 2 ,

cos
2

n n

n

n n

n

 



 



     



 
     





为偶数

为奇数

，

此外，该恒等式也可从带系数的正弦和三角恒等式推出，即在下文公式 3 中令 1x   。

公式 2推论 1：

 

 

1
cos sin

2 2 ,
cos

2sin sin 2 sin 3 sin
1

sin cos
2 2 ,
cos

2

n n

n

n
n n

n

 



   
 



 





     









为偶数

为奇数

。

Lardner（1828）和 Wilson（1831）通过在公式 2 中令   可得到推论所示恒等式[7-8]。

4.2有特定系数的情形

公式 3：      2sin sin 2 sinnx x x n          

     2 1 2

2

sin sin sin 1 sin
1 2 cos

n nx x x n x n
x x

      


         
 

。

有 2 种教科书呈现了公式 3，其中 Wilson（1831）给出了证明方法[7]。将等式左边 n项和

记为 nS ，由和差化积公式可知 sin( ) sin( ) 2sin( )cosn n n               ，从而有

     1 1 12 sin cos sin sinn n nx n x n x n                 。

分别用 1，2，3，…，n代入上式中的 n并将这 n个等式相加可得

     1 2 2 22 cos sin sin ( 1) sin sinn n
n n nxS S x x n x S x x n                  ，

将含 nS 的项合并整理即可得证。同样，令 0  可得下列推论：
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公式 3推论 1：
1 2

2
2

sin sin( 1) sinsin sin 2 sin
1 2 cos

n n
n x x n x nx x x n

x x
    



   
   

 
 。

公式 3推论1（无穷形式）： 2 3
2

sinsin sin 2 sin 3
1 2 cos

xx x x
x x

  


   
 

 （ 1x  ）。

3 种教科书中提到了推论 1 的无穷形式，其中 Morgan（1837）给出了该恒等式的两种证法

[9]。

证法一：利用和差化积公式

将等式左边和记为 S ，根据和差化积公式 sin( 1) sin( 1) 2sin cosn n n       ，有

1 sin 2 0 2 sin cosn x x    时， ，

2 2 22 sin 3 sin 2 sin 2 cosn x x x     时， ，

3 3 33 sin 4 sin 2 2 sin 3 cosn x x x     时， ，

… …

全部相加可得
sin 2 cosS x xS S
x

 
  ，故

2

sin
1 2 cos

xS
x x





 

（ 1x  ）。

证法二：指数形式转换

令
12 1sin z
z

   ，从而 2
2

12 1sin 2 z
z

   ，…，故有

2 3sin sin 2 sin 3x x x    

2 2 3 3
2 3

1 1 1 1
2 1

x z x z x z
z z z

                         


 
2

2 2
2

1 1
2 1 2 1

x xxz x z
z z

 
      

   
 

1

1

1 1
1 12 1 2 1
xz xz
xz xz



 
  

1

1 2

1
1 ( )2 1

xz xz
z z x x








  
1

1 21 ( ) 2 1
x z z

z z x x








   

2

sin
1 2 cos

x
x x





 

，
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此外，Davison（1919）还利用复数的三角表示来推导推论1所示恒等式[6]，具体推导过程

见下文公式 6 推论1的证明过程。

5余弦和

5.1系数均为 1的情形

公式 4：      

1 1cos sin
2 2cos cos cos 2 cos
sin

2

nn
n

  
      



  
         。

有 14 种教科书中提到与公式 1 正弦情况相对应的余弦和恒等式。其中 10 种教科书通过乘

2sin
2

并利用积化和差公式分解相消的方式给出与公式 1 类似的证明过程；4 种教科书通过在

公式 1 中用
2
  代替 推导得到；此外，Wilson（1831）指出该恒等式也可从带系数的余弦

和三角恒等式推出[7]，即在下文公式 6 中令 1x  即可。

由公式 4 可以推出下列推论。

公式 4推论 1：

1sin cos
2 2cos cos 2 cos3 cos

sin
2

n n

n
 

   




    。

有 12 种教科书中提到推论 1 所示恒等式。其中有 5 种教科书利用公式 4 进行转换，将

1n  项求和改写成 n项求和，并令   ，即可得推导得出结论；此外，Hann（1854）和

Snowball（1891）还利用欧拉公式进行推导[3][10]，具体过程如下：

令 cos 1sin x    ，那么
1cos 1sin
x

    ，两式相加可知
12cos x
x

   ，因此

cos cos 2 cos3 cosn       等价于

 2 3
2 3

1 1 1 1 1 1
2 2

n
nx x x x

x x x x
          
 

 

11 1
2 1 ( 1)

n n

n

x x x
x x x

  
    

  
 

11 11
2 1

n n

n

x x

x x

 



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1
2 2

1
2 2

1
2

1
2

1 1

1
2 1

n n

n nx x
x x

x
x





  
   
  
  


，

此时，

2
2

222 2
2

22 2

2 2
2

11 1 4 2cos 4 1 cos sin2 2 2
1 1 1 1 cos sin2cos 44 2 22

nn n

nn n
nxx x n n

xx x

x x xx x x

  

 

                       
               

，

从而代入上式即可得证。

公式 4推论 2：
sin coscos cos3 cos5 cos(2 1)

sin
n nn     


     。

4 种教科书中提到了推论 2 所示恒等式，其中 Thomson（1825）采用与公式 4 类似的证明

方法，每项乘 2sin 并利用积化和差公式分解相加[4]。

公式 4推论 3：
cos( 1) sincos2 cos4 cos6 cos2

sin
n nn     




    。

公式 4推论 4：      2 2 2 2cos cos cos 2 cos ( 1)n             

 cos 2 ( 1) sin
2 2sin

n nn   


 
  。

与正弦和中公式 1 推论 3、4 类似，Rothrock（1910）在习题中给出了上述推论 3、4 所示

恒等式[5]。

公 式 4 推 论 5 ：
2 2 2cos cos cos 2 cos ( 1) 0k k kn
n n n
                            



（ *k N ，且 k不被 n整除）。

5 种教科书涉及到公式 1 的一个具体结论，其中 4 种教科书均在习题部分呈现，仅

Wilczynski（1914）给出推导过程[11]。即当
2k
n
  时，有

1sin sin 0
2
n k   ，即可得推论 5。

若当 0  时，Loney（1893）、Wilczynski（1914）给出了一个更具体的恒等式[12][11]，即：

2 2 2 21 cos cos2 cos3 cos( 1) 0k k k kn
n n n n
   

       （ *k N ，且 k不被 n整除），
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上式中若 k是 n的倍数，则等式右边等于 n。

此外，Thomson（1825）对公式 4 进行推广，得到了下列一般情形下的三角恒等式[4]。

公式 4推广：      cos cos cos 2 cos ( 1)m m r m r m n r          

1sin cos ( 1)
2 2

sin
2

nr m n r

r

 



     。

公式 5：（符号变化）  cos cos( ) cos( 2 ) cos ( 1)n             

1sin sin
2 2 ,

cos
2
1cos cos

2 2 ,
cos

2

n n

n

n n

n

 



 



     



 
     





为偶数

为奇数

。

2 种教科书中提到了公式 5 所示三角恒等式，其中 Wilson（1831）通过每项乘 2cos
2

并利

用积化和差公式分解相加来推导[7]，而 Lardner（1828）直接利用公式 2 对其进行了证明[8]，即

在公式 2 中用
2
  代替 即可得证。此外，该恒等式也可从带系数的余弦和三角恒等式推出，

即在下文公式 6 中令 1x   。

在公式 5 中令   可得到推论所示恒等式。

公式 5推论：

 

 

1
sin sin

2 2 ,
cos

2cos cos 2 cos3 cos
1

cos cos
2 2 ,
cos

2

n n

n

n
n n

n

 



   
 



 





     









为偶数

为奇数

。
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5.2有特定系数的情形

公式 6： 2cos( ) cos( 2 ) cos( )nx x x n          

     2 1 2

2

cos cos cos ( 1) cos
1 2 cos

n nx x x n x n
x x

      


       


 
。

有 2 种教科书中呈现了公式 6，其中 Wilson（1831）给出了两种证明方法[7]。证法一与公

式 3 证法类似，由和差化积公式 cos( ) cos( ) 2cos( )cosn n n               推出；证

法二只需在得到公式 3 的基础上，用
2
  代替 即可。

同样，令 0  可得下列推论：

公式 6推论 1： 2cos cos 2 cosnx x x n    

2 1 2

2

cos cos( 1) cos
1 2 cos

n nx x x n x n
x x

  


    


 
。

公式 6推论1（无穷形式）：
2

2 3
2

coscos cos 2 cos3
1 2 cos
x xx x x
x x

  



   
 

 （ 1x  ）。

Davison（1919）利用复数的三角表示来推导推论1所示恒等式[6]，此方法可以同时推导出

公式 3 推论1的结论，具体过程如下：

令 2 31 cos cos 2 cos3x x x C       ， 2 3sin sin 2 sin 3x x x S      ，则

2 2 21 (1, ) (1,2 ) (1, ) 1 (1, ) (1, ) (1, )n n nC iS x x x n x x x                     是

收敛的，由级数知识可知

1
1 (1, )

C iS
x 

 


1
1 cos sinx ix 


 

2 2

1 cos sin
(1 cos ) ( sin )

x ix
x ix

 
 

 


 

2

1 cos sin
1 2 cos
x ix
x x
 


 


 

，

从而

2

1 cos
1 2 cos

xC
x x







 
，
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2

sin
1 2 cos

xS
x x





 

。

6其他三角恒等式

6.1正余弦混合情形

Wilczynski（1914）给出了正余弦混合情形的几种三角恒等式[11]。记

2 2 2 2sin sin 2 sin3 sin( 1)k
k k k kS n
n n n n
   

      ，

2 2 2 21 cos cos2 cos3 cos( 1)k
k k k kC n
n n n n
   

       ，

现考虑
2k
n

和

2l
n

两个角的形式，有公式 7-9：

公式 7：

2 2 2 2 2 21 cos cos cos 2 cos 2 cos( 1) cos( 1)kl
k l k l k lC n n
n n n n n n
     

      

 1
2 k l k lC C   ，

公式 8：

   2 2 2 2 2 2sin sin sin 2 sin 2 sin 1 sin 1kl
k l k l k lS n n
n n n n n n
     

     

 1
2 k l k lC C   。

公式 9：

  2 2 2 2 2 2, sin cos sin 2 cos 2 sin( 1) cos( 1)k l
k l k l k lS C n n
n n n n n n
     

     

 1
2 k l k lS S   。

上述 3 个恒等式可根据 k l 、 k l 是否被 n整除分类讨论求得具体值，其具体证明过程

均为利用积化和差公式以及 kS 、 kC 的结论来推导，现只对公式 7 进行具体证明：

由  1cos cos cos( ) cos( )
2

         可得：

1 1 2( ) 2( ) 1 2( ) 2( )(1 1) cos cos cos 2 cos 2
2 2 2kl

k l k l k l k lC
n n n n

                     

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1 2( ) 2( )cos( 1) cos( 1)
2

k l k ln n
n n

        

1 2( ) 2( ) 2( )1 cos cos 2 cos( 1)
2

k l k l k ln
n n n

            


1 2( ) 2( ) 2( )1 cos cos 2 cos( 1)
2

k l k l k ln
n n n

            


 1
2 k l k lC C   。

6.2正余弦高次和情形

Loney（1893）在习题部分出现了形如 3 3 3 3cos cos 2 cos 3 cos n       的计算[12]，

我们通常利用降幂的方法进行求解，即利用 34cos 3cos cos3    将其转化为一次形式的和，

再用公式 4 的结论即可。同样，该方法可用于计算其他类似的高次和情形。

Nixon（1892）对该结论进行了总结讨论[13]，得到了新的命题：

当 m n 时，序列
2cos cosm m

n
    

 

2cos ( 1)m n
n
      

 不依赖于 ，同理，

2 2sin sin sin ( 1)m m m n
n n
                 

 也与 无关。

6.3其他三角函数和

公式 10： 1 1 1 1 1tan tan tan tan cot cot
2 2 4 4 8 8 2 2 2 2n n n n

           。

有 5 种教科书提到公式 10 所示恒等式，其中 3 种教科书对其进行了证明。

根据正切的二倍角公式 2

2 tantan 2
1 tan







可得

21 tan 1 tan 1 1cot 2 cot tan
2 tan 2 tan 2 2 2

   
 


     。

则将 和
2


，
2


和
4


，…替代上式中的 2 和 ，可得

1 1cot cot tan
2 2 2 2

   ，

1 1 1cot cot tan
4 4 2 2 4 4

  
  ，

… …

1 1

1 1 1cot cot tan
2 2 2 2 2 2n n n n n n

  
   ，
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将上述等式全部相加即可。

公式 10推论： 2 2 1 1tan 2 tan 2 2 tan 2 2 tan 2 cot 2 cot 2n n n n            。

Davison（1919）利用与公式 10 证法相似的方法得到了上述推论[6]。

公式 11： 1 1csc csc 2 csc 4 csc 2 cot cot 2
2

n n           。

有 5 种教科书提到公式 11 所示恒等式，其中 Hann（1854）和 Nixon（1892）利用

csc cot cot
2
   来进行求和相消证明[10][13]。

公式 11推论： csc csc 2 csc 4 csc 2( 1) cot cot 2( 1)
2

n n            。

Lardner（1828）利用与公式 11 证法相似的方法得到了上述推论[8]。

6.4乘积形式的三角恒等式

Lardner（1828）还指出了一种乘积形式的三角恒等式[8]：

公式 12： 2 3

sin2 cos cos cos cos
2 2 2 2 sin

2

n
n

n

x x x x x
x 。

其推导过程如下：

由二倍角公式可知 sin 2sin cos
2 2
mx mxmx  ，故有等式

sin 2cos
2sin

2

mx mx
mx  。

在上述等式中分别用 2 2 1

1 1 1 11, , , , ,
2 2 2 2n

 代替m ，并将这 n个等式相乘即可得证。

公式 12推论（无穷形式）： 2 3

sincos cos cos
2 2 2
x x x x

x
 。

在公式 12 中，当 n时，有 2 sin 2
2 2

n n
n n

x x x  ，从而可得公式 12 推论，该推论也可

化为下列形式：

2 3sin sec sec sec
2 2 2
x x xx x 。
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7结论与启示

综上可知，美英早期三角学教科书中的其他三角恒等式主要分为正余弦的叠加转化和三角

函数 n项求和恒等式，本文将教科书中除同角三角函数关系、三角形中的三角恒等式等以外的

重要三角恒等式进行整理，为今日三角恒等式的教学提供了诸多启示。

第一，抓住解题本质，提炼一般形式。当前高中数学三角函数习题中，解答三角方程问题

和三角函数的最值问题属于学生基本知识技能的运用，而这两个问题的本质都是正弦函数和余

弦函数的叠加转化问题。抓住这两类题型的本质，解决一般化形式的问题，就可以在遇到具体

问题时迎刃而解，从而培养学生的数学抽象、逻辑推理等数学学科核心素养。

第二，总结归纳方法，贯彻转化思想。其他三角恒等式中，三角函数 n项求和恒等式的推

导方法大致可以总结为两种，一种是先乘一项式子，利用积化和差公式展开消去相同项，另一

种是利用三角函数的指数形式进行转化；正余弦的叠加恒等式的推导方法则是利用几何图形转

化到一个新的角度。通过对三角恒等式推导方法的总结归纳，培养学生举一反三、知识迁移的

能力，将类似的方法应用于其他三角函数求和问题。

第三，发散数学思维，增加数学探索。虽然正余弦的叠加转化和三角函数 n项求和恒等式

在其他三角恒等式这一课题出现的频率较高，但仍有很多三角恒等式未经整理归纳，并且三角

函数求和恒等式还有许多更深层次的结论可以探索。这要求教师在确保学生掌握并熟练运用基

本三角恒等式的情况下，发散学生的数学思维，带领学生阅读数学史素材，探索教科书以外的

其他三角恒等式，共同提升数学热情与数学素养。
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三角学在航海、物理和天文学中的应用

石城

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

1引言

三角学一词的原意为三角形测量。由于人们需要三角知识来建立定量的天文学，早期三角

学从属于天文学，通过预测天体的运动路线和位置来报时和历法推算[1]。文艺复兴之后，三角

学逐渐从天文学中分离出来，变为一门独立学科。后来由于航海事业的繁荣，三角学广泛运用

于航海和实地测量。18 世纪以后，欧拉（L. Euler, 1707-1783）将三角学从静态的研究三角形

解法的狭隘天地中解放出来，三角函数成为三角学的主要研究对象。伴随着三角学的分析化，

三角学开始在物理领域崭露头角，例如，傅里叶（J. Fourier, 1768-1830）运用三角级数解决了

物理学中的弦振动和热传导问题[2]。

现行教科书（如人教 A 版、苏教版和沪教版）讨论三角学的应用主要是利用三角函数研

究物理学中的周期现象如匀速圆周运动、简谐运动、交变电流等；利用正余弦定理解决力学、

运动学、电学、测量学、天文学问题，如三力平衡、曲柄连杆装置的位移、流星是否为地球蒸

发物等。人教 A 版教材还在阅读与思考栏目介绍了三角学与天文学的密切联系。

三角学是在实践中产生、发展、完善的学科。要想充分发挥数学的应用价值，需要有三角

学应用更为细致的分类和全面的介绍，才能帮助学生体会三角学中看似繁多的公式和性质的魅

力所在。

本文拟聚焦美英早期三角学教科书中三角学在航海、物理、天文中的应用，以试图回答以

下问题：早期教科书呈现了三角学在航海、物理、天文方面的哪些应用？有关应用问题有何特

点？对今日的三角学教学有何启示？

2早期教科书的选取

本文选取 1800-1955 年间出版的 103 种美英早期数学教科书作为研究对像，以 40 年为一
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个时间段进行划分，其出版时间分布情况如图 1 所示。其中，对于同一作者再版的教科书，若

内容无显著变化，则选取最早的版本，若内容有显著变化，则将其视为不同的教科书。

图 1 103 种教科书的出版年份和国家分布

早期教科书中三角学的应用十分丰富，涉及的领域广泛，主要体现在物理、天文、航海领

域，本文将详细介绍与其相关的应用。

3三角学在航海中的运用

在航海学中，确定一艘船的航行轨迹需要考虑两个量——角度和距离，三角学主要是通过

理想化的建模，将航行过程简化为直线或者弧线，把航向、距离等所需的量都转化为直角三角

形的边和角，运用解三角形的知识来求解相关问题。航迹计算的目的有两个，一是根据航行起

始点的经纬度和船舶的航向、航程求算出到达点的经、纬度；二是根据起航点和到达点的经纬

度确定航向和航程。

3.1基本概念

如果将地球看为半径为 R的球体，球心为 O，点 P为北极点，如图 2。当一艘船从 A地驶

向 B地。AC为两地的纬度差（The difference of latitude）即航行的南北距离。CB为两地之间

的横向距离，简称横向距（departure）即航行的东西距离。 CAB 为航向（course），AB为航

距（distance）。
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图 2 航行示意图

3.2航海常用术语和符号

为了方便讨论，本文参考国家制定的“航海常用术语和符号”[3]，将航海所用符号整理成

表格，具体见表 1。

表 1 航海常用术语和符号

中文 英文 符号

纬度 latitude 

经度 longitude 

纬度差 the difference of latitude 

经度差 the difference of longitude 

横向距 departure d

航向 course C

航距 distance D

起点的纬度 the latitude of starting point s

终点的纬度 the latitude of destinationt d

中纬度 the latitude of midline m

纬度渐长率 meridional difference of latitude M

3.3平面航行

平面航行是将地球凹凸不平的表面当作平面，运用平面三角形的知识来求解相关问题[4]。

如图 3，Wentworth（1902）介绍了“平面航行三角形”[5]，因此有

sind D C  ，

cosD C   ，
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tan dC





。

平面航行三角形中由于已知 ACB 是直角，故在经线距、纬度差、航向、航距四个量中只

需其中两个，就可以求得剩下的量。

图 3 平面航行三角形

当航程较长时，平面航行产生的误差会很大，这时可以采用将航线 AB不断分解成较小的

距离，这时就可以忽略地球表面的弯曲程度[6]。

如图 4，Loomis（1848）将 AB分为 AC，CD，DF，FG，GB，再过分点分别作出经线和

与之垂直的纬线[7]。由于航向不变，所以 HAC ICD JDF KFG LGB         。在每个小

直角三角形中仍可以按照解平面航行三角形的方法求解，如图 5 所示，最后整个航行过程中的

纬度差可以表示为 AH CI DJ FK GL    ，经线距为 HC ID JF KG LB    。

图 4 平面航行分解示意图 图 5 平面航行三角形分解

3.4曲线航行

在实际航行中，船只往往需要不断改变航向，通过几条连续的航线最终到达终点，导致航

线显得复杂繁琐。曲线航行的目的是将一艘船的几条连续航线减少到一条，找到起点到终点的

最短航道[8]。这类问题的求解方式有两种——列表法和几何法。

列表法能够清晰直观地呈现每一段航行的航向、航距，方便计算最终的横向距和纬度差，



《上海 HPM 通讯》 2022 年第 11 卷第 07 期

39

从而得出最终的航向和航距。一般航行会将东南西北四个方向的航距和航向都测算出来，但根

据精度的需要，有些会制作扩展的表格，将每隔 45°方向的变化都表示出来[8]。Peirce（1835）

假设一艘船从 A点出发，途径 B、C、D、E、F、G，到达 H点，那么每一段都可以视为平面

航行，通过列表计算的方式找到 A直达 H的方位和距离[6]。

表 2 曲线航行表

序号 航向 航距 北 南 东 西

1 北偏东 45° 23 16.26 16.26

2 南偏东 67°30′ 45 17.22 41.57

3 北偏东 78°45′ 34 6.63 33.35

4 北 29 29.00

5 北偏西 11°15′ 31 30.40 6.05

6 北偏东 22°30′ 17 15.71 6.51

各列求和 179 98.00 17.22 97.69 6.05

17.22 6.05

纬度差 = 80.78N. 横向距 = 91.64E.

从而得到本次航行的纬度差和横向距，在平面航行三角形中可以通过 tan dC





，求出航

向，再利求出用 sind D C  求出直线航距。

但在实际航海中，由于航线的曲折和航海数据的复杂，导致计算过程需要取对数、查函数

表、取近似值、估算误差等，航海家往往会采用几何法。先选取合适的单位长度，画出单位圆，

再利用指南针测量航向，把所有的航向标在单位圆上，然后按比例画出每一段的航距，最终连

接起点和终点。测量该直线的长度可以得到航距，通过直线与单位圆的交点可以测量方向[8]。

如图 6，以起点 A为圆心画出单位圆后，标出南北方向。按照顺序，依次标出每一段航行的航

向，如 AB段对应单位圆上的 1，BC对应 2，CD对应 3，......最后的 EF对应 5。确定好方向之

后只需根据比例尺，将每一段航距画在图中，最终连结 AF就可以得到所求的最短直线航距。
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图 6 几何法

3.5同纬度航行

同纬度航行不同之前的平面航行和曲线航行，这时地球表面不再是平面，而是曲面。航线

也不再是直线，而是弧线。因此同纬度航行对于确定船只位置较为困难，但仍可以通过三角函

数的关系表示。在同纬度航行中，船只只能向正东或者正西方向航行，因此纬度不变， 0  。

为了确定目的地的经度，就要找两地的经度差（the difference of longitude）。如图 7，在一般的

区域寻找经度差使用如下方法[4]：

图 7 同纬度航行模型

在Rt ODA△ 中， sinDA AOD
OA

  ， 90 90AOD AOE        因此，

sin(90 ) cosDA
OA

     （1）

又因为 DAB OEQ∽△ △ ，从而得到

DA DA AB
OE OA EQ

  （2）

由（1）（2）知

cos AB
EQ

  ，
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因此

sec
cos
ABEQ AB 


   ，

即

secd   （3）

Durell（1910）给出了更为简单的推导[9]

 . : : : : :1 sec :1OAd arcEQ arcAB OE DA OA DA
DA

     
① ② ③

，

: sec :1d   ，

其中①利用经度差  和横向距 d的定义，②是根据三角形相似，③是根据地球的半径相等，

即 OE=OA。

事实上，同纬度航行中的三个关键量  ， d ，也可以像平面航行一样用三角形的边和

角来表示。Loomis（1848）根据（3）考虑如下三角形，如图 8，如果一个直角三角形的一条

直角边代表同纬度航行中的航距，与之相邻的锐角的度数与纬度相等，那么斜边就代表两地的

经度差，已知其中两个就可以求得第三个量[7]。

图 8 同纬度航行三角形

3.6中纬度航行

由于同纬度航行属于较为特殊的纬度不变的情况，一般的航行中往往经纬度都要改变。因

此在同纬度航行的基础上，中纬度航行给出另外一个估算经度差的方法。在中纬度航行中，起

点和终点的纬度不一致，这时采用两条纬线的中间的纬线度数来衡量，如图 9 中的 EF。这种

方法适用于纬度差较小的情况，除了在极高的纬度地区和长途航行，误差是很小的[4]。
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图 9 中纬度航行模型

用 s 表示起点的纬度， d 表示终点的纬度， m 表示中间线的纬度，则有

2
s d

m
 




 ，

假定纬度一直保持为中间线的纬度，则中纬度模型使用同纬度航行中计算经度差的办法，同样

可以得到

sec md   。

在中纬度航行中，经度差是从经线距延伸出来的概念，同样也可以用三角形中的元素来表

示。如果把同纬度航行的三角形和平面航行三角形相结合，就可以得到中纬度航行三角形。

图 10 中纬度航行三角形

在实际应用中，中纬度航行常常运用于船位推算。航海家先通过指南针测出航向 C，测程

线或螺旋桨的转速测出航速，从而得到航距 D，然后将船只起始位置标在地图上，再用中纬度

航行三角形计算经度差  和纬度差  ,用初始位置的经纬度，加上经度差和纬度差，得到目

前船位[10]。

3.7墨卡托航行

平面航行和曲线航行将地球表面直接看成平面，虽然简化了计算，但丢失了很多球面的原

有特性，带来了较大误差。同纬度航行和中纬度航行虽然航线为弧线，但只适用于纬度差较小，
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航程较短的情况。而墨卡托给出了将三维球面转化为二维平面的投影方法，建立了一套完整的

航海图[11]。时至今日，绝大多数航海图仍采用墨卡托航海图。

墨卡托通过投影把地球投影到平面上，制成世界地图，如图 11。在航海中，常常使用的

航海图有高斯投影航海图、墨卡托航海图、大圆航海图和平面航海图。一般的平面航海图中，

只有在地图中间区域，经线距才是准确的，其他区域的经线距不是偏大就是偏小，特别是在长

距离航行或高纬度航行中，会产生很大的误差。因此当时的航海家非常不愿意在南北纬 35°以

外的地区使用平面航海图导航,在茫茫大海中迷失方向无异于自杀[8]。为了弥补这点，墨卡托

航海图中经线不再汇聚于两极，而是相互平行，这意味着除了赤道，经线间的距离都被拉大，

为了弥补这点，纬线的度数都适当地扩大。因此，只要航向不变，每一条航程线在墨卡托航海

图上都可以用线段来表示，使得航海的路线规划大大简便。

墨卡托航行根据墨卡托航海图的原则给出了全新的计算经度差的方法，不需要任何提前的

假设，这种方法相较于之前的方法都更加准确。缺点是经纬度换算公式较为复杂，依赖“纬度

渐长率”（meridional difference of latitude）[12]。

图 11 墨卡托航海图

虽然航向不变的航线在墨卡托地图中是直线，可以使用平面航行三角形模型，但在不断穿

越经线过程中，纬度差与之前不再相同，需要考虑“纬度渐长率”。

在墨卡托航海图中，某一纬线沿着同一经线与赤道的距离与 1 赤道里长度的比值称为纬度

渐长率，可以理解为某纬线与赤道距离有多少赤道里[13]。赤道里指赤道上经度 1’所对应的弧

长，大约 1852 米。将平面航行三角形 ABC加以修改后，考虑“纬度渐长率”后可以得到墨卡

托航行三角形（如图 12 ）：将 AC 延长 E，使 AE= M ，则 DE=  由此可以得到

tan MC   。通过查表可知纬度渐长率的值，从而得到经度差，进行航位推算。
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图 12 墨卡托航行三角形

事实上，船舶大洋航行还有大圆航行、恒向线航行、等纬圈航行和混合航行等，本文不再

详细介绍。

3.8小结

本节所介绍的五个航海模型先进行合理化的假设，再进行的理想化建模，最后利用平面三

角学的知识进行求解，每个模型有各自使用的条件和优缺点。平面航行虽然简便，但误差较大；

曲线航行在平面航行的基础上，将曲折路线转化为连接起点和终点的一条航线，化繁为简，但

计算复杂且仍然造成较大误差；在同纬度航中行，虽然不再假定航线是直线，但船只只能向东

或西行驶，属于特例，使用范围狭窄；中纬度航行不再局限于东西行驶，常常用于船位推算，

但对于极高纬度地区和长途航行并不适用；最后的墨卡托航行是相较于前面四种模型，最为科

学完善的模型。它基于墨卡托投影理论和沿用至今的墨卡托航海图，对平面航行进行修正，得

到了最为精确的结果，但缺点是根据纬度渐长率，经纬度换算很繁琐。

航海学是一门研究船只如何安全又经济到达港口的实用性学科。所有的航海学理论都为航

海学的最终目标——选择航线和确定船位服务。而航线的选择和船位推算还要考虑诸多因素[14]。

（1）地球形状。首先，地球是一个表面凹凸不平的椭球体，选择航行路线时要考虑海域

内水面和水底情况，避免撞上暗礁、冰山等障碍物。

（2）船只类型。Pendlebury（1895）中提到大型船只和小型船只在航向和路线选择上不同。

由于大型船只一般由大量钢铁组成，笨重而不灵活，在转向时候操作复杂，全速行驶时需要绕

一个半英里的大圆才能转弯。并且发出的噪声大，浓烟多，容易造成污染。故而在航向上只能

做微小的改变，这就需要精确的指南针和较为固定的航线选择[15]。

（3）环境因素。气象、洋流、风向、流速都会对实际航线产生影响，因此环境因素要提

前纳入规划。如图 13，根据向量合成，实际航行的轨迹并非与之前设定的航向完全重合，而
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需要我们通过解三角形得到实际速度和实际方向。

图 13 实际航行图

（4）海陆差异。由于海洋和陆地的不同，在没有 GPS 定位的时代，如何确定航船自身位

置对后续航行也有很大影响。Loomis（1848）说：“有两种方法确定茫茫大海中一艘船的位置，

一种是通过天文观测确定目前的经纬度。另外一种是根据测量航线和航行时间来推测。由于实

际航行中航向和航程不易测出，在长途旅程中运用之前的五个模型往往并不准确。这时一些独

立于船只本身的数据就显得更客观可靠，因为通过天文学观测更为准确，这涉及到航海天文学

的相关知识[7]。

4三角学在物理中的运用

三角学以其几何作图的形象性和算术计算的精准性推动着物理学各分支的进步，在运动学、

力学、声学、光学等领域都做出了杰出贡献。

4.1三角学在运动学中的运用

物理学中存在大量周而复始的运动，如单摆、潮汐、电磁波、音叉振动、交流电等等，而

三角函数是刻画周期现象最典型的数学模型，一般周期现象都可以用正余弦函数来表示。

简谐运动是最简单的周期运动，Bohannan（1904）利用正弦型函数刻画了简谐运动，分析

物体在不同时刻的位置和振动的频率 [16]。 Wilczynski（1914）运用实例介绍了简谐曲线

sin( )y A wt   。如图 14，一根细绳一端系在振动的音叉上，另一端同钢笔固定在烟色玻璃

上。如果玻璃不动，那么钢笔 P画出的运动轨迹是一条直线。而如果玻璃匀速向右运动，则 P

会呈现波浪式的轨迹，这就是简谐运动的轨迹，可以看作是简谐曲线的图象[17]。



《上海 HPM 通讯》 2022 年第 11 卷第 07 期

46

图 14 简谐曲线实例

三角函数不仅仅可以刻画简谐运动，还可以描述一般的谐波运动，如小提琴，钢琴和人产

生的声波。它们都可以用频率成倍增加的正弦型曲线的叠加来表示：

1 1 2 2 3 3
2 4 2sin( sin( sin(y a t a a t a a t a
T T T
  

   )+ )+ )+... （4）

根据和差角公式

2 2 2sin( sin cos cos sin , 1,2,3,...i i i i i i
i i ia t a a t a a t a i
T T T
  

  )= ，

用 iA 和 , 1, 2,3,...iB i  来表示常数，即 sin , cosi i i i i iA a a B a a  ，则（4）式变为

1 2 3

1 2 3

2 4 6cos cos cos ...

2 4 6   sin sin sin ..

y A t A t A t
T T T

B t B t B t
T T T

  

  

   

   
（5）

如果把 0
1
2

y A 当作平衡位置，做代换
2x t
T


 ，那么就得到了一般谐波曲线：

0 1 2 3

1 2 3

1 cos cos 2 cos3 ...
2

   sin sin 2 sin 3 ..

y A A x A x A x

B x B x B x

    

   
（6）

该曲线同样可以用实例来表示：将细绳一端固定在金属细线上，一端固定在钢笔上。当烟色玻

璃匀速向右运动时，钢笔画出一条波浪式的曲线，这就是一般谐波曲线[17]。

由上面的分析可知许多不同的简谐曲线可以组成一般谐波曲线。但是反过来，一条给定曲

线，如气温计、气压表上的数据画出的曲线，如果有周期性，是否可以认为是若干条简谐曲线

合成的呢？该问题的解决过程就是调和分析的主要内容，在基础数学和应用数学领域有着相当

重要的地位。

首先在数学中，可以将使用三角插值，利用计算数学中的逼近思想来求解，过程如下：

第一步，将所给的周期性曲线以划分为以 2 最小正周期的若干个分支。如果该曲线的最

小正周期大于或者小于 2 ，都可以通过拉伸或者收缩成一个以 2 最小正周期的曲线。这样可

以简化接下来的讨论。
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第二步，取一个周期的曲线，将其分为奇数 2m+1 段。如图 15，曲线被分为了 7 段，对应

的分点为 0 1 2 3 7, , , ,...,P P P P P ，设对应的纵坐标为 0 1 2 3 7, , , ,...,y y y y y 。

图 15 周期性曲线分解

第三步，在一般谐波曲线

0 1 2

1 2

1 cos cos2 ... cos
2

              sin sin 2 ... sin

m

m

y A A x A x A mx

B x B x B mx

    

   

中共有 2m+1 个参数 0 1 2 1 2, , ... , , ...m mA A A A B B B 需要确定，那么如果让该曲线通过 2m+1 个分点，

就得到线性方程组（7），利用线性代数的知识可以消元，从而求解所有参数，确定该曲线。

1 0 1 2

1 2

2 0 1 2

1 2

1 2 2 2 2cos cos ... cos
2 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2              sin sin ... sin
2 1 2 1 2 1

......
1 2 2 2 2cos cos ... cos
2 2 1 2 1 2 1

2              sin
2 1

m

m

m m

my A A A A
m m m

mB B B
m m m

m m m my A A A A
m m m
mB B
m

  

  

  



 
    

  
 

   
  

 
    

  

 


2 2 2sin ... sin
2 1 2 1m

m m mB
m m

 











  

 
 

（7）

如果所给曲线足够光滑，划分足够细致，则上述方法求得的一般谐波曲线则会非常接近原

先所给的周期性曲线。正是这种将任何周期函数用正弦函数和余弦函数构成的无穷级数来表示，

将复杂过程看成简单模式叠加的想法成为了傅里叶级数理论建立的基础，后者在物理的热学、

光学、电磁学、声学等领域都有广泛的应用，同时对数学物理这门学科做出了划时代的贡献[18]。

4.2三角学在力学中的运用

Dickson（1922）说：“当冰雹垂直下落时对整个城市造成的损失很小，但如果斜落可能会
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打破窗玻璃[12]。”因此考虑力的作用效果，不仅需要计算力的大小而且要考虑方向，因而用有

向线段表示力。

对于两个力的合成，Hall & Frink（1910）利用平行四边形法则，将力 AB和 AC合成为力

AD。同时 AC和 AB可以看成是力 AD分解在两个不同方向上的分量[19]。因为力是矢量，为了

求出合力的大小和方向，需要使用解三角形的相关知识。

图 16 力合成的平行四边形法则

如图 16 所示，由于 cos cosABD    ， BD AC ，则在 ABD△ 中，根据余弦定理可知

2 2 2 cosAD AB AC AB AC      ，

可以求得合力的大小，如果需要表示合力的方向，还需要使用正弦定理

sinsin ABDDAB DB
AD


   。

Hardy（1938）给出了另外一种方法：如图 17 所示，两个力 a，b作用在同一个点，两个

力互成角度 C，将两个力平移到一个三角形内作为三角形的两边，则有

180 C   ，

根据力的矢量三角形，第三边即为合力，记合力为 c，与另外两个力的夹角分别为 A，B，有

180 , 180A B      。因而 sin sin ,sin sin ,sin sinA B C     ，根据正弦定理，得到

sin sin sin
a b c
A B C
  ，

由
sin sin( )
a b
A C A


-
求出 A ，得到合力的方向。再由

sin sin
a c
A C
 得到合力的大小[20]。
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图 17 力的合成三角形法则

更为一般的，如果有两个以上力作用于同一点 P，那么合力可以按照复数的加法来运算：

如图 18，假设四个力 , 1, 2,3, 4if i  作用在 P点， ir 和 , 1, 2,3, 4i i  分别表示每个力的大小和方

向，则每个力可以用复数和三角函数来表示

icos sin , 1, 2,3, 4i i if r i i  （ + ） ，

图 18 复数加法求合力

按照复数的运算法则，将 1, 2,3, 4if i （ ）的实部和虚部对应相加：

1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2 3 3 4 4cos cos cos cos + ( sin sin sin sin )
    (cos sin )
F r r r r i r r r r

R i
       
 

  + + + +

= +
，

其中 R表示合力的长度，表示合力与 x轴所成的夹角。引入复数将原来的矢量运算转化为代

数运算，不光适用于力学，也适用与运动学中的合运动与分运动，因而在理论物理中发挥着重

要作用[21]。

4.3三角学在光学中的运用

Wilczynski（1914）介绍了光的反射和折射，由于光在同种介质中沿直线传播，从而有反

射定律：入射角等于反射角。但在光的折射中，情况就大不相同。如图 19 所示，假设一束光

线 AO从空气中射入玻璃，入射角为 i。由于大部分光进行了反射，因此只有小部分光进行了

折射，在玻璃中的光路为 OB，与法线 NN’夹角为 r，称为折射角[17]。
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图 19 光的折射 图 20 鹅卵石问题

荷兰数学家斯涅尔（W. Snell, 1580-1626）通过大量实验发现
sin
sin
i
r
为常数，它的大小与介

质有关，称
sin
sin
i n
r
 为折射率。这就是折射定律，又称斯涅尔定律。Dickson（1922）指出利

用该定律可以解决如下实际问题：若一人的视角与垂直方向所成角度为 5°，看水池底部 4 英尺

深处的鹅卵石距离水面有多远[12]？

如图 20 所示，人眼以为光在不同介质中仍沿直线传播，看到的鹅卵石在 G点，问题所求

即 GH的长度。由于光路的可逆性，光路 CBA可以看成人眼看到水底鹅卵石的光路。根据入

射角为 5°，折射率为
3
4
，则

sin 3
sin 5 4

r
  ，得到折射角 '3 45r  。在 QBC△ 中，QB=5，则

'tan 5 tan 3 45 2.62BH QC BQ r     ，

又在 GBH△ 中， 90 85GBH i     ，最后得到 tan85 30GH BH   为所求。

5三角学在天文中的运用

Emrson（1749）曾断言：“没有三角学，Urania（掌管天文的缪斯女神）的儿子们将丢弃

它们的工具、书和表，人们将对这个美丽的世界一无所知[22]。”可见三角学对于天文学的重要

性。平面三角学在天文中的运用体现在计算天体的大小和天体之间远近关系。

5.1计算天体的大小

如图 21，Hearley（1942）介绍了古希腊数学家埃拉托色尼（Eratosthenes, 约前 275-约前

194）测算地球的半径的方法：在古希腊的阿斯旺小镇 A，埃拉托色尼观察到处于正午太阳正
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好在他的头顶上，同一时间另外一名观察者在亚历山大城 B发现太阳光与垂直线夹角为 7 ，

由于太阳光是平行的，故 7AOB   。从而亚历山大城到阿斯旺的距离大约是地球周长的
7

360
，

因此通过测量 AB两地的距离就可以近似得到地球半径长。测出的结果为 4800 英里，与今日测

量的 4000 英里左右相差不大[11]。

图 21 埃拉托色尼测算地球半径

这种方法是基于假设 A、B两地在同一条经线上，并且两地同在北回归线上，才能有夏至

日的太阳直射，这与实际情况相差很大。但是在没有精密测量仪器的两千多年前，人们对于地

球外面的世界一无所知，这样的发现已经是一个奇迹，充分反映了数学家的智慧。

如图 22，Gregory（1816）假设观察者站在一个 3 英里高的山峰 AB，测得视线与垂直线

的夹角 ' ''87 46 33A   ，C 为地球中心，BE 和 AT 都相切于地球表面。在 Rt ABE△ 中，

tanBE AB A ， secAE AB A 。

图 22 山顶测算地球半径

同理在 Rt ACT△ 中，有 tanCT AT A ，而根据切线长定理得 BE ET ，故地球半径 R可

以通过山峰高度 AB和 A 表示
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tan
            ( ) tan
             = ( ) tan
             = ( sec tan ) tan

             = tan( ) tan
4 2

R CT AT A
AE ET A
AE EB A
AB A AB A A

AAB A

 
 






，

再运用对数的运算法则

' '' ' ''

lg lg lg tan( ) lg tan
4 2

       = lg3 +lg88 5316.5 lg87 46 33 20
       = 3.5997903

AR AB A

 

   

  ，

查常用对数表表可知 R对应为 3979.15 英里[23]。这种方法相较于之前的方法准确了不少，但在

实际问题中因为角度测量不准确，并不常用。

5.2天体之间的远近

如图 23，Durell（1910）介绍了测量太阳到地球的距离（简称日地距离）的方法：先画一

条与地球轨道直径大致相等的线段 AB作为基准线，确定一个方便观测的行星 P的位置，从 A，

B两点观测 P，连接 AP、BP，观察 APB 的度数。利用天文定律可知这颗行星到太阳的距离，

再根据三角形相似可知日地距离和这颗行星到太阳的距离成固定比例。最终可以得到太阳到地

球的距离大约为 93800000 英里[9]。此方法后来发展为今天天文学中的“金星凌日”，本质上是

解三角形中已经等腰一边和对角的特殊应用。

图 23 测量日地距离

如图 24，Hearley（1942）介绍了测量月球到地球距离（简称月地距离）的方法，在某一

特定时间，从月球观察地球，有一些区域无法被观测到。如图 CP和CP与地球相切，阴影部

分无法被观测，此时月球的中心与地球赤道平行， COP 即为点 P的纬度。在 Rt COP△ 中，

3959 239000 
cos 0.01659

OPOC mile
COP

  


，
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图 24 测量月地距离

这与今日所测的 238000 英里已经非常接近[11]。

如图 25，Olney（1870）建立了测量任意一颗行星到地球距离的模型：假设两个天文观察

台 N和 N 在同一条经线上，点 P为行星，测量 ZNP 和 Z N P  ，当地球半径 CN和CN 已知，

通过NN 的长度可以计算出 NCN  ，在 CNN △ 中，已知 NCN  ，CN和CN ，可以利用正

余弦定理求出 NN ， CNN  和 CN N 。在 PNN △ 中，已知 PNN  ， PN N 和 NN ，可以

求得 PN和 PN 。最后在 PNC△ 中可以解得 PC的长度，即该行星到地球中心的距离[24]。

图 25 测量行星到地球距离

6结语

早期教科书中三角学的应用内容十分丰富。从知识上看，三角学的应用将三角学与复数、

对数、圆、方程等知识紧密结合；从数学思想方法上看，三角学的应用中渗透了数形结合、归

纳推理、分类讨论等数学思想方法；从核心素养上看，三角学的应用对发展学生数学抽象、逻

辑推理、数学建模等数学核心素养有较大帮助。三角学的应用不仅涉及数学的诸多分支如计算

数学、应用数学、代数学和几何学，还涵盖航海、物理、天文等方面的专业知识。这给我们今

日的数学教学提供了丰富的素材和宝贵经验。
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（1）增强数学应用意识。三角学是在天文学应用中产生的学科，最终又可以广泛运用于

航海、天文、物理等学科的实践中，符合辩证唯物主义“从实践中来，到实践中去”的观点。

在日常教学中要使学生摆脱数学是被束之高阁的抽象理论的错误观念，认识数学的应用价值、

文化价值、科学价值。在课堂教学中可以使用现代化的教育技术如 VR，播放教育科普短片，

让学生身临其境体会到三角学在社会生产中发挥的作用。同时教师可以创设贴近实际的问题情

景，让学生分角色扮演航海家、天文学家和物理学家，运用所学知识解决曾困扰古人数百年的

问题，如地球到底有多大，如何确定船只位置等。

（2）培养数学建模能力。在中学课堂教学和学业考试中，往往问题和数据都是给定的，

学生只需解决问题，而不关注问题的产生。而《标准》中提出，数学建模的过程包括在实际情

境中从数学的视角发现问题、提出问题，分析问题、建立模型，确定参数、计算求解，检验结

果、改进模型，最终解决实际问题[25]。学生缺乏对全过程的体会，就缺失了数学实践的经验。

而三角学的运用提供了大量素材可供课堂中学生思考和实践，如测量月地距离、日地距离，预

测日食、月食。在与前人建立的天文模型比较中体会到“探究之乐”，完善自己的模型，培养

理性精神和批评性思维。

（3）开展 STEM 教育。随着技术革命，简单技能和体力劳动的工作由机器取代。为了使

还未步入社会的学生提前适应社会的新变化和新需求，开展 STEM 教育显得尤其重要。而三角

学巧妙地联系起了科学、技术、工程和数学，并且只运用学生在中学阶段课本中的基础知识，

而不涉及更深的专业理论。无论是在天文地理，还是物理航海领域，都可以被 STEM 教育整合，

从而发挥“整体大于部分之和”的作用。关键在于创新能力的培养离不开问题解决的情景性和

真实性，与只所给一个三角形的图形不同，三角学的应用有了实际背景和需求，更能建立起学

科与学科之间自然的联系。
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教学实践

以史为线，温故知新

——HPM视角下变化率与导数复习课的教学

杨育池 1,2，王智洋 3，刘梦哲 3

（1. 象山中学, 浙江 315700；2. 库车市第二中学, 新疆 842099；3. 华东师范大学教师教育学院,

上海 200062）

1引言

导数的概念是中学数学的核心概念之一，也是微积分的重要内容之一，其中蕴含了“极限”

“以直代曲”等思想。《普通高中数学课程标准（2017 年版 2020 年修订）》指出，通过实例分

析，让学生经历由平均变化率过渡到瞬时变化率的过程，了解导数概念的实际背景，知道导数

是关于瞬时变化率的数学表达，体会导数的内涵与思想；体会极限思想；通过函数图象直观理

解导数的几何意义[1]。导数作为进一步研究函数的单调性、极值等性质的重要工具，其在高中

数学教学中的重要性不言而喻。

已有教学中，有的教师立足课本，从中选取例题进行改编，学生可以利用导数公式研究函

数的性质[2]。有的教师以一道例题逐步展开变式，通过层层递进的问题串，让学生利用导数公

式解决相关问题[3]。还有教师先对导数的概念进行复习回顾，并让学生再次体会逼近的数学思

想，然后通过一组习题来巩固概念[4]。可见，在导数概念的复习课中，教师往往忽略对导数概

念内容的讲解，而将更多时间安排学生完成导数的练习题，以此提高学生的解题能力。事实上，

导数的概念具有较强的抽象性和严密的逻辑性，若仅靠做题，学生很难真正掌握其思想和本质。

HPM 视角下的复习课具有深化概念理解、加强知识联系、促进问题解决、渗透思想方法

和落实立德树人等多方面的价值。鉴于此，教师尝试从 HPM 的视角设计教学，本节课以牛顿

在避疫期间的历史为主线，用与“苹果”有关的情境将本节课的教学内容串联起来，以此深化

学生对导数概念的本质理解，并感受导数概念背后的多元文化，发挥数学史的文化教育功能。

本节课拟订的教学目标如下。
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（1）通过问题研究，深化概念理解，让学生再次经历由平均变化率过渡到瞬时变化率的

过程，理解导数与瞬时变化率的关系，提升学生数学抽象素养。

（2）将导数概念的形成融入历史背景，让学生体会数学的研究方法，建立更牢固的知识

联系，培养学生抽象概括能力与逻辑思维能力。

（3）通过导数概念背后的文化背景的学习，落实立德树人，让学生体会科学家勤于思考、

敢于开拓的精神，体会数学的理性精神。

2历史材料及其运用

九层之台，起于累土。数学和科学的巨大进展中，几乎总是建立在几百年诸多研究者们一

点一滴的贡献和积累之上，还需要有一个人来走那最高和最后的一步。在微积分的发展长河中，

这个人就是牛顿（I. Newton, 1642-1727）。

牛顿出生于英格兰林肯郡乌尔索普村的一个农村家庭。在牛顿诞生前不久，父亲便离开了

人间。他从小在低标准的地方学校接受教育，是一个除了对机械设计有兴趣外，没有特殊才华

的青年人。1661 年牛顿考取剑桥大学进一步潜心学习，大学期间几乎要改变方向，从自然哲

学转到法律学。1665 年牛顿刚结束大学课程，鼠疫从伦敦城的外围迅速蔓延到市中心，迫使

他离开了学校，独自一人回到了安静的乌尔索普的家乡。牛顿开始专心研究从青少年时代就感

兴趣的问题，度过了 1665 年和 1666 年。

在家避疫的两年时间内，牛顿在数学、光学和力学领域都取得了傲人的成果[5]。在微积分

方面，他构想出了“流数术”。牛顿分析数学的基本概念是力学概念的反映，他将简单的几何

图形——线、角、体都看作是力学位移的结果，即线是点运动的结果，角是它的边旋转的结果，

体是面运动的结果。牛顿认为变量是运动的点，因此将任何变量称为“流动量”（或“流量”）。

因为任何运动离不开时间，所以他把时间作为自变量，称运动的速度为“流数”，也就是我们

今天的导数。构想出流数术后，牛顿将其应用于大量的几何问题和力学问题，他作曲线的切线，

求函数的极大值和极小值，求曲线的曲率。此外，牛顿也领悟了两种运算的互逆性：由已知的

流动量求流数，由已知的流数求流动量[6]。

如此，他准确地建立了微分与积分之间的联系，由于返校后未能及时发表他的“流数术”，

导致日后他与同时代德国数学家莱布尼茨（G. Leibniz, 1646-1716）之间引起无休止的微积分发
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明权之争。实际上，牛顿和莱布尼茨研究微积分虽然达到了同一目的，但各自的方法不同。如

果说牛顿主要是从力学的概念出发，那么莱布尼茨作为几何学家和哲学家对方法感兴趣，他成

功建立起更加方便的符号体系和计算方法，为微积分严格化奠定了基础。因此，这项伟大发明

的荣誉由这两位伟大的思想家共同分享似乎是最好的结果。

第二项划时代的发现涉及到光的现象，牛顿通过光学实验成功发现了像太阳光一样的白光

能分解成有色光，并设计出了反射望远镜。第三项发现因一个美丽的“苹果故事”而家喻户晓：

乌尔索普的一棵苹果树下，一个苹果从树上掉了下来，激发了牛顿的灵感——使月球留在它的

轨道上与使苹果落到地上的是同一个力，产生了万有引力的想法。虽然有人质疑过故事的真实

性，但更多的人仍相信故事是真实的。

1666 年，伦敦瘟疫伴随着一场大火而画上句号。1667 年牛顿回到剑桥大学获得硕士学位，

经过四年的积累和两年的沉淀，此时的牛顿已成为世界一流的数学家和物理学家。同年 10 月，

他被选为研究员。牛顿后来谈到，避疫的两年是他发现力最旺盛的时期，对于数学和自然哲学

的关心比其他任何时候都多。[7]

在三百多年后的今天，新冠肺炎疫情蔓延全球，严重影响了人们正常的工作、学习和生活。

大多数居家避疫者或感无聊、压抑，终日情绪消极而无所事事。此情此景不禁让我们回想起

1665 年的伦敦瘟疫，那远比我们现在的处境严峻得多，而牛顿作为伦敦学子为我们做出了极

好的表率，他可能并没有为抗疫做出直接贡献，但却通过潜心钻研和诸多科学成果给予人类前

所未有的理性。

科学理论闪耀真理的光芒，伟大人物激发奋进的力量。笼罩全球的阴霾终将消散，而作为

学生、老师、研究者……利用疫情期间，在自己的专业领域和岗位上耕耘坚守、创新突破，不

仅是让自己有助于他人，有益于社会，有功于国家的最好方式，也是提升自我的绝佳机会。

3教学设计与实施

（一）创设情境，提出问题

师：大家觉得近几年对我们生活学习影响最大的事件是什么？

生：新冠肺炎。

师：是的。自 2020 年以来，新冠肺炎在全球蔓延肆虐，给人们的生产、生活带来了巨大
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的影响。回顾历史，我们可以发现，人类一直在与病毒作斗争，今天让我们一起走进 17 世纪，

走近那个疫情爆发时代的牛顿。

老师播放 HPM 微视频，介绍牛顿在“居家隔离”的 18 个月中最具传奇色彩的三大科学发

现，其中实为艺术加工的传说——牛顿因被自家院子里的一颗苹果砸中脑袋，而发现万有引力

定律。

图 1 微视频剪影

（二）问题研究，复习概念

师：下面，我们从数学的角度研究这只充满魔力的“苹果”，它给了牛顿什么启示？

【问题 1】如何计算大树上掉下的苹果，从下落开始的每一段相等的时间内的速度之比？

师：“每一段相等的时间内的速度”指运动时的什么量？

生：苹果的平均速度。

师：平均速度怎么定义？

生：根据速度公式，物体的平均速度是 2 1 1 1

2 1

( ) ( ) ( ) ( )S t S t S t t S tv
t t t
- +D -

= =
- D

。

师：你会求相等时间内的速度之比吗？

生：由自由落体的位移公式 21( )
2

S t gt= ，记每一段相等的时间为T ，则在第 n个时间段

[( 1) , ),n T nT n N *- Î 上 的 平 均 速 率
2 2( ) [( 1) ] (2 1)

2 2n
g nT g n T n gTv

T
- - -

= = ， 因 此 ，

1:n nv v + = (2 1) : (2 1)n n- + 。

师：伟大的意大利科学家伽利略坚信，“自然界是用数学设计的”，他在研究自由落体运动

时认识到物体的位移与时间的平方成正比，从而得出结论：做自由落体运动的物体，从下落开

始的每一段相等的时间内的位移之比为自然数的连续奇数之比。

【设计意图】通过问题与历史融合，复习函数 ( )y f x= 的“平均变化率”的概念与计算，
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增强学生学习的兴趣。

师：速度=路程/时间，即便是现在的小学生都知道，但 17 世纪中叶前，人们也只认识到

“平均速度”的概念。早期的物理学家普遍认为，下落的苹果在“任何短时间内”都有一个

“平均速度”，但它在每一点的“瞬时速度”为零，这让人们陷入了“落果不动”的思维怪圈。

你如何破解前人心中的疑惑？

【问题 2】苹果下落过程中，在某一时刻 0t t= 的速度是多少？

师：苹果下落过程中，在某一点(对应时刻 0t )瞬间的速度
0
0

Sv
t

D
= =

D
吗？

受具体情境的影响，很大一部分同学表示同意。

师： 0t 瞬间对应的时间段是一个确定为 0 的值吗？

生：不是，应该是一个无限趋近于 0 的时间段。

师：这里位移与时间的增量 ,S tD D 是无限趋近于 0 的变量，那瞬时速度如何计算？

生 ： 苹 果 在 下 落 过 程 中 的 任 何 一 个 时 刻 0t 的 瞬 间 ( 0tD ¹ ) ， 瞬 时 速 度

v= 0 0
00

( ) ( )lim
t

S t t S t gt
tD ®

+D -
=

D
，苹果在时刻 0t t= 的速度确定且不为 0，因此并非静止的。

师：约 360 年前，牛顿在研究运动学时，使用了这种特殊运算——“极限”来定义“瞬时

速度”，牛顿称“变量”为“流”，称变量的变化率为“流数”，称他的方法为“流数术”。

【设计意图】改编“飞矢不动”悖论，引发思维冲突，深化学生对导数概念与公式的理解，

认识瞬时速度不能用静止的观念来看，应是一个无限动态逼近变化中的确定过程。

【问题 3】如图 2 是 17 世纪英国的一个苹果形茶壶。现在将水注入茶壶，你能画出壶内

水的体积 y与水面高度 x的函数关系的大致图像吗？

图 2 17 世纪的苹果形茶壶
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师：水的体积 y关于高度 x的函数式 ( )f x 能明确表示出来吗？

生：不能。

师： ( )y f x= 关于 x的变化可以通过什么量间接反映？

师生共同分析确定函数图象可以通过函数值的增量 yD 与自变量的增量 xD 的相对变化量

2 1

2 1

y yy
x x x

-D
=

D -
，即过曲线上的两点 1 1 2 2( , ), ( , )x y x y 的割线的斜率的大小变化来反映；进而，在

2 1x x® 时，用曲线上每一点处的切线的斜率反映函数 ( )y f x= 的升降变化。

教师选择学生所绘制的有代表性的函数草图，展示分析。

师：在牛顿研究“流数”的同时，德国数学家莱布尼茨也在攻读前人的著作，从几何的角

度提出自己的观点。

【设计意图】引导学生从函数的角度看问题，从割线的斜率与切线的斜率的角度解决此问

题，培养直观想象能力，复习相关概念。

师：你认为牛顿与莱布尼茨的工作有何异同？

师生总结瞬时速度、切线的斜率与函数的瞬时变化率的关系，逐步展示图 3。虽然两人的

出发点不同，牛顿从运动学的角度研究，莱布尼茨从几何学的角度研究，但殊途同归。

图 3 运动与几何两个角度揭示导数的意义

从统一的观点看，他们研究的对象都是函数；研究的问题都是函数的变化率，研究的思路

都是从平均变化率到瞬时变化率，研究的方式都是用极限的形式表示，并研究差商的变化是否

趋于一个定值，因此他们研究的都是函数的同一种量——导数。

师：导数是曲线切线的斜率，牛顿的“流数”是运动物体的速度、加速度，也是函数的导

数。其实导数就是函数的瞬时变化率，来源于两个学科的研究在函数之下得到了统一，这体现
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了数学的抽象美、简洁美、统一美、和谐美。从数学上，求导数是一个动态的、用有限向无限

逼近的过程，大大扩展了数学的应用疆域；在生活中，它则诠释了“一万年太久，只争朝夕”

这种砥砺前行，精益求精的精神。

【设计意图】教师借助历史上的数学家对变化率的研究，复习导数的概念，让学生建立较

为牢固的知识联系网络。

师：对于运动学问题以及求切线、求极值甚至求面积、体积等基本问题，在古代，东西方

的阿基米德、刘徽、祖冲之父子，近代的伽利略、卡瓦列里、笛卡儿和惠更斯、费马等前驱者

作出了重要贡献，但他们没有认识到所进行的运算的一般性，而只是回答一个个具体问题。牛

顿与莱布尼茨各自将这种求无限小量的方法上升到一般概念，指出这是一种不依赖于任何几何

或物理背景的运算，并给予这种算法一个特别的名称——导数，这是微积分创立的关键一步，

建立在符号运算基础上的微积分，更具有一般性，和广泛的应用性。后来理论严密的微积分成

为一切科学研究最基本的工具，也成为一个人是否接受过科学训练的重要标志之一。

【问题 4】如果把苹果抽象地看成一个完美的球体，那么球的体积 V与表面积 S之间有何

关系？为什么？

师：从运算上考察，球的体积 V与表面积 S公式有什么关系？

学生尝试从导数运算的角度认识 V的导数是表面积 S。

师：这是巧合吗？如何解释这一关系？

学生用求导公式由 34( )
3

V r rp= ，得到 2( ) 4V r r Sp¢ = = 。师生共同分析，以上结果只是形

式 上 的 验 证 ； 从 导 数 的 定 义 看 ， 设 球 半 径 r 的 增 量 为 rD ， 则

0

( ) ( )( ) lim
r

V r r V rV r
rD ®

+D -¢ = =
D

2 2 3
2

0

4 3 3 ( ) ( )lim 4
3 r

r r r r r r
r

p
p

D ®

×D + D + D
=

D
。即当“空心球”厚度

rD 趋于 0 时，“空心球”体积抛开那“微不足道”的厚度，就成为一张“球皮”。

【设计意图】通过具体问题研究，既引发学生的好奇心，也促使学生不只从形式运算上熟

练解决问题，而且能从数形结合的角度，更深刻理解导数的概念。

（三）课时小结，升华主题

师：今天，我们以牛顿在瘟疫时期的数学工作为主线，复习了导数的概念，了解了导数产

生的历史及其意义。现在你对研究问题的思考方式有哪些体会？对导数的概念有什么进一步的
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认识吗？

生：思考一个问题不能只局限于以往的数形结合、转化、化归等思维方式，而要有微中见

著、异中求同的创造性思维方式；导数的概念是从常量到变量、从有限向无限过渡的一扇数学

大门，它是描述一切运动与变化的数学工具之一。

师：今年我国新冠疫情多点爆发，如果我们隔离在家，你是手持“苹果”手机放飞自我，

而失重漂浮？还是在“社交隔离”中博观而约取、更有创造力的去学习？

师：对此牛顿已经给出了回答。人们总愿相信天才的灵光一闪的神奇，常忽略其背后大量

的积淀和艰难的探索。希望你们能像牛顿一样，多学习思考，站在巨人的肩膀才看得更远；有

好奇心，才能更容易发现科学海岸边五彩斑斓的卵石和贝壳。

4结语

根据已有的 HPM 课例评析框架，笔者从史料的适切性、方式的多元性、融入的自然性以

及价值的深刻性四个方面对本节课进行评析[8]。

（一）史料的适切性

本节课选取的史料主要有牛顿在伦敦瘟疫期间的科学研究成果、牛顿和莱布尼兹在导数方

面的工作及贡献。两则史料皆有明确依据，符合科学性。第一则史料主要用于营造统一的课堂

情境，让学生们身临其境地感受牛顿科学探究之旅，为疫情当下的学习和生活带来更深刻的启

示，以“牛顿发现万有引力”故事中的“苹果”为线索编制例题，增添趣味性。第二则材料串

联了本章的知识点，分别从运动学和几何学两个角度揭示了变化率与导数的关系，带领学生们

重历导数发生之路，符合可学性。此外，两则材料从知识和情感两个角度促进教学目标的实现，

具备有效性。

（二）方式的多元性

本节课中数学史的应用方式主要有附加式、顺应式和重构式。课堂伊始以微视频的形式介

绍了“牛顿发现万有引力”的社会背景，并以此情境引入教学，使用了附加式。此外，从运动

学和几何学两个角度设计例题，重构导数概念的发生、发展历史，一方面串联本节的知识点，

呈现导数与变化率之间的紧密联系；另一方面，希望激发学生学习动机，体会极限思想，感受

数学的统一性和抽象性。但课堂上教师没有给予学生充分的思考和表现时间，因此重构式还有
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待完善。本节课还以“牛顿发现万有引力”故事中的“苹果”为线索编制问题串，使用了顺应

式。

（三）融入的自然性

17 世纪致使微积分诞生的四类科学问题中，物体的瞬时速度和曲线的切线是促进导数概

念发生发展的两类问题。学生之前经历了从具体问题中抽象出变化率的过程，了解了变化率和

导数的概念。在本节课中，教师从运动学和几何学两个角度带领学生重温导数概念，并通过介

绍牛顿和莱布尼茨的工作，以人物为线索串联各部分知识，融入“飞矢不动”问题，进一步渗

透极限思想，体现了历史顺序与学生心理顺序的统一。问题 4 的设计安排则体现了知识之间的

关联性，虽然球体积和表面积在古希腊时期就被数学家求出，但从极限思想切入，更深刻地揭

示球体积和表面积之间的内在联系，逻辑顺序与学生认知基础的统一。此外，以牛顿在导数和

微积分方面所做的贡献为灵感，结合当下疫情环境，设计者以瘟疫下的牛顿为背景，以“流数”

展开课堂，以“苹果”串联课堂，最后以探索精神升华课堂，与当下现实环境紧密结合，实现

立德树人的教学目标。

（四）价值的深刻性

在本节课中，数学史的融入主要实现了“知识之谐”“文化之魅”和“德育之效”三大价

值。两个角度揭示导数与变化率的关系，帮助学生进一步感受极限思想，构建导数概念的知识

框架，体现了“知识之谐”。同时，通过牛顿和莱布尼兹在物理和几何方面对导数概念所做的

贡献，以及对“飞矢不动”问题的改编和思考体现了“文化之魅”。此外，本节课以牛顿在避

疫期间的科学成就为背景开展课堂教学，不仅带领学生穿越时空走近牛顿，了解其科学成果以

及对导数所做的重要贡献，更重要的是以史为镜，激励学生在疫情当下戒骄戒躁、潜心学习，

达成“德育之效”。

教学者通过后测问卷收集了全班 45 名学生对于本节课印象最深刻的内容，部分学生的回

答如图 4 所示。
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图 4 部分学生对本节课印象最深刻的内容

将反馈内容按语义分类，统计出现的次数，出现次数不少于 5 次的主要有六种，主要涉及

知识本身、例题以及数学史料三个方面，统计情况如图 5 所示。

图 5 学生对本节课印象最深刻的内容统计

可见，例题的编制和数学史的融入给学生留下了深刻印象，并在知识层面帮助学生理解导

数概念和背后的数学思想，在情感层面启发对生活的思考，激发学习兴趣。但是，出于复习课

的课堂容量、学生对于 HPM 课堂的适应程度等各种因素，学生在课堂上没有充分的机会表达

与展示，因而在未来的课堂中还可以继续探索数学史所具有的“探究之乐”的教育价值。
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他山之石

职前教师问题解决的观念与表现之间关系的探索

钱 秦

（华东师范大学教师教育学院，上海 200062）

帮助学生成为有能力的问题解决者是数学教学的主要目标之一。大量研究表明，教师的问

题解决的观念与问题解决教学之间存在联系。尽管人们认同教师的解决问题的观念和表现很重

要，但已有文献对这一领域的关注有限，我们对职前数学教师（Preservice Teachers，以下简称

PTs）如何理解数学问题解决，以及他们问题解决观念和表现之间的关系知之甚少。

基于此，《职前教师问题解决的观念与表现之间关系的探索》一文的研究目的在于探讨职

前教师的数学问题解决观念与他们的问题解决表现之间的关系。又因为观念的主观特殊性，研

究人员易因不同的理解而产生研究困难。所以作者不仅调查了 PTs 如何定义问题解决，而且分

析了他们为解决问题所创造的隐喻（metaphor）。围绕研究目的，作者提出了三个研究问题：

（1）职前小学教师如何理解问题解决？（2）他们创造了什么隐喻来描述其问题解决的观念？

他们的隐喻如何解释其问题解决的观念？（3）他们解决问题的观念和表现之间有什么关系？

该研究选取了就读于美国东北部一所大学且正在实习的 96 名 PTs，这些职前教师都修读

了由两位作者设计的、第一作者教授的小学数学方法课程。这个课程为 PTs 提供了“用他们自

己的策略来理解数学概念”的机会，即这 96 名的 PTs 关于问题解决的观念也应该有所不同。

数据收集采用问卷和访谈相结合的形式，要求参与的 PTs 完成一份包含两部分的书面问卷，并

对他们进行了访谈。问卷包含两个部分，第一部分包括三个开放式项目，要求 PTs定义问题解

决、为解决问题创造比喻、解释他们的比喻。第二部分是一个非常规的数学问题（图 1），用

于评估 PTs 的推理水平。该数学问题涉及在一个增长序列中确定第 10 个六边形火车的周长

（问题 1），以及描述任意正多边形列的多边形个数和周长之间的关系（问题 2）。
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图 1 非常规的数学问题

数据主要使用内容分析法进行处理，作者在前人研究的基础上，增加或修改了部分类别，

采用三个量表分别编码 PTs 的问题解决观念、隐喻和问题解决能力。PTs 的问题解决观念、隐

喻的编码结果如表 1 和表 2 所示。

表 1 PTs 的问题解决（PS）观念编码结果

类别 问题解决的观念 数量

PS 1 PS 是达到其他目的的手段 6(6%）

PS 2 PS 是一种寻找解决方案的方法 43(45%)

PS 3 PS 是需要步骤/程序的技能 24(25%)

PS 4 PS 即采用多种方法/策略 16(17%)

PS 5 PS 是艺术 7(7%)

从表 1 可以看出，只有 6 名 PTs（6%）将数学问题解决定义为实现其他目标的手段（PS1），

如“锻炼大脑”。大多数人（45%）侧重于达成解决方案（PS2），如“问题解决就是找到答案

或解决方案”，对于这些 PTs，PS 不是一个复杂的过程，而是一个目标驱动的活动。24 名 PTs

（25%）认为 PS 是一种程序性技能，需要正确地遵循步骤。16 名 PTs（17%）认为 PS 是采用

多种方法的能力（PS4），它与 PS3 都强调步骤和流程，但不同的是 PS4 要求灵活考虑替代方

案。7%的 PTs 将 PS 视为艺术，强调元认知思维和元技能，有意识地监控和调节一个人关于行

动和变化的决定（PS5）。
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表 2 PTs 关于问题解决的隐喻的编码结果

隐喻类别 数量 部分和

仅最终产品 17 22(23%)

最终产品+情感 5

仅过程 19 24(25%)

过程+情感 5

最终产品+过程 26 32(33%)

最终产品+过程+情感 6

仅情感 6 6(6%)

回答不清晰或没有回答 12 12(13%)

通过表 2 我们发现， 17 名 PTs 的隐喻集中在达到预定的目标，并含有得到答案、寻找解

决方案等关键词，如“解谜”，“用地图寻找宝藏”。5 名 PTs在注重预定目标的同时，用含有情

绪的词汇创造隐喻。19 名 PTs 提供了专注于过程的隐喻，这些隐喻强调对真实世界事件或活动

的积极参与，如“解决问题就像爬梯子，因为你需要遵循适当的步骤和技巧才能前进。”强调

过程的 5 名 PTs 还表现出满足、挣扎等情绪。26 名 PTs 提供了隐喻分类为最终产品+过程，因

为他们同时提到了结果和过程，如“解决问题就像开车一样，因为你必须遵守所有的驾驶规则，

然后你才能到达目的地。”6 名 PTs 的隐喻不仅体现了过程和结果，还使用了情感的描述词汇。

6 名 PTs 的隐喻被编码为仅情感，因为只体现了消极的情绪。12 名 PTs 没有提供隐喻或不清晰

隐喻，这对理解他们的问题解决观念没有任何帮助。

为了说明 PTs 问题解决观念与隐喻的一致性，作者使用这两个数据集创建了矩阵表和百分

比堆积柱形图。作者发现将 PS 视作一种艺术的 PTs，倾向于创造包含过程和最终产品的隐喻。

将 PS 定义为解决方案的手段的 PTs，倾向于创建与最终产品、最终产品+情感相关的隐喻。此

外，PTs 的观念在隐喻方面体现得更加详细，包括情感或之前的经验，反映出隐喻的本质是抽

象概念的具体表达。

PTs的问题解决表现通过六边形任务进行测量，测量结果如表 3 所示。
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表 3 PTs 使用的策略及相应的推理水平

水平 描述或例子 问题 1 的频率 问题 2 的频率

错误 错误的识别增长模式 47(49%) 47(49%)

水平 1 画出 10 个正六边形并数出答案 10(10.3%) 10(10.3%)

水平 2

2.1

7(7.3%) 7(7.3%)

2.2 由 10 个六边形的总周长减去公共边的数目 3(3.1%) 3(3.1%)

水平 3 做一个数字序列，找到一个递归的模式，然后

列出列表，直到第 10 个

7(7.3%) 7(7.3%)

水平 4 4.1 关注公共边，找出火车中间增加的边数，加

上首和尾的边数，得到第 10 项

5(5.2%) 5(5.2%)

4.2 关注空间意义，进行代数表达 6(6.3%) 6(6.3%)

4.3 用函数来表达六边形火车的周长 11(11.4%) 11(11.4%)

水平 5 求任意正多边形序列周长的一般化方法 0 7(7.3%)

合计 96(100%) 96(100%)

结果显示，49 名 PTs（51%）给出了正确的答案，其余的人给出了不正确或不完整的答案。

六边形任务包括两个小问，PTs 对这两个问题的解答各不相同，使用的策略包括具体的（绘图

和直接计数）到抽象的（代数/函数）。可以发现，正确解决这个数学任务的 PTs 倾向于使用相

同的策略来解决问题 1 和问题 2。10 名 PTs 依靠图形推理（1 级），画出一定数量的多边形，通

过数数解决问题。另外 10 名 PTs 识别了以几何形状为基础的增长模式中的量化规律，但没有

使用递归，处于推理水平的第二级（计算推理），并根据是否注意到公共边将其细分为 2.1 和

2.2 两个等级。第三级的 7 名 PTs 采用递归的方法，在序列中依次添加非公共边的边数。第四

级的 22 名 PTs 通过推广序列中各方面之间的线性或函数关系来解决问题，再根据泛化程度划

分为 4.1，4.2 和 4.3 三个等级。问题 2 要寻求任意正多边形列的个数和周长的关系，具有更高

的泛化水平。问题 1 中等级为 4.3 的 7 名 PTs 将问题 1 的函数推广到了任意正多边形，达到了

最高的推理等级。

作者使用数学问题 2 的解答作为问题解决表现的数据，探讨问题解决的观念和表现之间的

关系。根据这两个数据制作矩阵交叉表和百分比堆积柱形图。分析发现，将解决问题视为达到

目的的一种手段（PS1）的 PTs倾向于依赖于较低水平的推理。在 43 名专注于获得答案（PS2）



《上海 HPM 通讯》 2022 年第 11 卷第 07 期

72

的 PTs，有 29 名提供了不完整或错误的解答，剩下的 14 名要么采用基于简单计数的图形推理，

要么采用无递归的计算推理。认为解决问题是一种技能（PS3）的 PTs使用了从零级（不完全）

到五级（拓展泛化）的不同级别的策略。将 PS 视为艺术的 PTs 表现出更高层次的推理能力，

他们用完整的符号方程来解决问题。这些量化的数据表明，PTs 的问题解决观念和表现之间存

在正相关性。

为进一步阐述 PTs解决问题的观念、隐喻和表现之间可能存在的关系，作者进行了案例分

析。第一个案例表明，将问题解决视为艺术（PS5）的 PTs通常具有较高水平的问题解决表现。

案例 1 将解决问题定义为一种艺术，将谜题作为解决问题的隐喻，通过一个完整的代数方程解

决问题，展示了高层次的推理能力。第二个案例则选取了研究中最常见的水平，用于说明认为

解决问题是获得答案的一种手段（PS2）的 PTs倾向于展示计算推理（第二级）。

教育工作者可以做些什么来帮助学生发展问题解决能力呢？首先，这项研究强调了将“解

决问题作为一种艺术”的观念和深入理解数学的重要性，因为 PTs 的问题解决观念和他们的问

题解决表现之间存在一定的正相关性。其次，作者认为教师教育者应提供机会让 PTs重新审视、

发展他们的问题解决观念，以达到当前改革文件中的要求。研究还建议教师在讨论问题解决观

念的同时让 PTs 给出定义和隐喻。

参考文献

[1] Son, JW. & Lee, M.Y. Exploring the Relationship Between Preservice Teachers’ Conceptions of

Problem Solving and Their Problem-Solving Performances[J]. Int J of Sci and Math Educ, 2021,

19(1): 129-150.
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活动讯息

聆听中感悟，观摩中成长

第二期HPM高中网络研修班——“导数的概念”课例展示活动顺利举行

王智洋 1，刘梦哲 1，雷沛瑶 2

(1.华东师范大学教师教育学院，上海 200062；2.华东师范大学数学科学学院，上海 200241）

2022 年 6 月 11 日晚上 7 点半，第二期数学史与数学教育（HPM）高中教师网络研修班

“导数的概念”课例展示活动在线上举行，本次活动由数学史与数学教育（HPM）工作室主

办，华东师范大学教师教育学院邹佳晨老师参与指导。HPM 研究团队的硕士、博士研究生与

第二期 HPM 研修班、HPM 工作室教师参加了本次活动，针对本学期 HPM 网络研修班以及

HPM 工作室中三位老师开展的“导数的概念”课例进行观摩学习和交流研讨。

本次课例展示活动主要分为观摩教学视频、实践经验分享以及集体评课交流三个环节。

1观摩教学视频

本学期开展“导数的概念”课例的三位老师分别是上海市七宝中学的黄婷老师、上海市华

实高中的陈睿滢老师以及浙江省象山中学，现于新疆维吾尔自治区阿克苏地区库车二中支教的

杨育池老师。陈睿滢老师和杨育池老师的教学视频在之前的活动中已经播放过，故本次活动组

织集中观摩了黄婷老师“导数的概念及意义”展示课的教学视频（图 1）。

黄婷老师在课堂伊始播放了谷爱凌在冬奥会滑雪项目中的比赛视频，以此为情境引出三个

问题，即某一时刻的瞬时速度、起跳瞬间的速度方向以及运动过程中的最高点。然后，黄老师

对谷爱凌滑雪轨迹进行建模，设计了求某一时刻瞬时速度的例题，并以问题串的形式引导学生

通过将时间段不断缩小，使用平均速度趋近瞬时速度求出结果。随后，启发学生用数学语言描

述趋近的过程，引出导数的定义。接着，黄老师带领学生从导数的定义式出发，思考导数的几

何意义，并通过展示 GeoGebra 动画验证猜想。在给出导数的几何意义后，黄老师再次以谷爱

凌比赛视频为情境，引导学生求出起跳瞬间的速度方向。然后，以微视频的形式介绍了导数的

发展历史，将课堂之初提到的三个问题与 17 世纪的四类科学问题相联系，并组织学生在滑雪
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情境下仿照之前例题，提出新的研究问题。最后，黄老师进行课堂小结与作业布置。

图 1 黄婷老师执教展示课

2实践经验分享

在实践经验分享环节中，三位老师从课例形成过程、教学设计思路等方面介绍教学设想，

并分享了实施感受。

黄婷老师表示（图 2-3），本节课基于 HPM 视角，采用重构式融入数学史，围绕“一个概

念、两种思想和两类素养”展开教学，渗透数学文化，其中“一个概念”指导数的概念，“两

种思想”是指极限思想和数形结合思想，“两类素养”是直观想象和数学建模素养。黄老师强

调，本节课的特色是围绕滑雪情境进行数学建模、设计问题，并详细介绍了经过一次次的研修

形成问题情境的设计思路，以及围绕滑雪情境进行数学建模的数据来源。

图 2 黄婷老师
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图 3 黄婷老师分享执教体会

陈睿滢老师结合教学设计和教学课件，分享了“导数的几何意义”展示课的设计过程（图

4-5）。陈老师表示，本节课的特点可主要概括为一个视角、两条线索、三种思想。一个视角是

指 HPM 视角，本节课采取 HPM 重构式教学法，以课前学习单为依托，教师进行分类梳理，

以导演的角色带领学生重历切线发展历程，古今对照，并在此过程中逐步讨论各个时期定义的

优缺点，达到深入理解、突破难点的效果。两条线索即“明线”与“暗线”，本节课以切线的

概念与导数的几何意义两部分之间的数形结合为明线，以切线发展的时间历程作为暗线，两相

结合，培养“数形结合”“从特殊到一般”和“曲直代换”三种思想。陈老师特别指出，在课

堂小结时，学生不仅从知识和思想方法层面进行总结，还谈到了数学对于生活的启发的意义，

这是本节课令人惊喜的地方。

图 4 陈睿滢老师
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图 5 陈睿滢老师分享执教体会

杨育池老师分享了“变化率与导数”复习课的设计思路与教学感想（图 6）。杨老师指出，

通过研修班的多次研讨，从 HPM 视角设计教学，考虑利用“一个人物、一段故事、一个主题”

将有内在逻辑关联的数学问题串融入数学概念复习课。杨老师详细介绍了每次研讨后的收获与

教学设计的变化，最后的教学设计以“疫情下的牛顿”为主题，希望从行为和思想上启发感染

学生，落实立德树人。在问题情景的设计上，采用重构历史的方式，以“神奇的苹果”为线索

编制问题串。通过“苹果下落”的问题复习瞬时速度与导数的概念，借用“苹果形水壶”问题

回顾导数的几何意义，培养数形结合思想。最后，杨老师表示本次课例是第一次尝试从 HPM

视角进行复习课的教学，实施过程中遇到了诸多困难，希望在今后能够多学习、多实践。

图 6 杨育池老师分享执教体会

3集体交流评课

在评课交流环节，来自不同小组的代表老师分享了观摩的体会与收获（图 7）。江苏省前

黄高级中学的隋玉霞老师表示，黄老师设置的冬奥会情境具有较强的时代背景，能够给予学生

较好的代入感，同时，微视频能让学生高屋建瓴地认识到学习导数的必要性。山东省临沂外国

语学校的阚王琛老师表示，黄老师可以明确问题提出的指向性，或给学生搭建问题提出的“脚

手架”。云南省昆明市官渡区第六中学的代红军老师表示，陈老师对历史素材的选取适恰、问
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题串的设计环环相扣，可以深化学生对导数几何意义的本质理解，黄老师让学生动手计算平均

速度，可以体会平均速度逼近瞬时速度的过程，由特殊到一般，学生可以归纳出导数的概念。

上海市平和学校的倪骎远老师基于在线教学，提出如何让更多学生参与到网课中来，引起各位

老师的思考。上海市七宝中学的李霞老师表示，黄老师设置的前测问卷为探究活动和师生互动

提供了切入点，同时，黄老师的教态、术语等也能让学生体会到如沐春风的感觉，杨老师的课

堂则可以概括为有声、有形、又有人物，给人以眼前一亮。

图 7 小组老师分享交流学习体会

最后的专家点评环节，华东师范大学教师教育学院邹佳晨老师从一个主题、两个视角和三

个阶段进行分享。一个主题——三节课聚焦导数单元这一主题，且具有承接关系；两个视角—

—HPM 的视角和德育的视角，杨老师将牛顿所处的时代背景与当下疫情的背景相结合，陈老

师基于历史相似性和学生一起探究曲线切线的演进过程，黄老师将促使微积分产生的四类问题

作为暗线设计教学，三位老师都将数学史和数学文化融入课堂，同时，三节课还充分体现数学

史的德育价值，即理性、信念、情感和品质；三个阶段——三位老师代表教师专业发展的三个

阶段，将数学史融入教学不仅能够丰富教师的 MKT，还能丰富学生的数学知识。当然，教师

还应把握史料和习题之间平衡，对于史料的运用要张弛有度，具体内容的选择要为了学生的发

展。

初夏齐欢聚，研修促成长，本次“导数的概念”课例观摩课活动圆满结束。通过此次研讨

契机，相信在 HPM 网络研修班成员们的共同努力下，各位老师的教学质量必将稳步提升，教

学成果取得更大飞跃。
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集采众长，感悟数学智慧

第二期HPM高中网络研修班——“解三角形”课例展示活动顺利举行

苏福梅 1，雷沛瑶 2

(1.华东师范大学教师教育学院，上海 200062；2.华东师范大学数学科学学院，上海 200241）

继“等比数列”课例观摩活动结束后，2022 年 6 月 25 日晚上 7 点半，第二期数学史与数

学教育（HPM）高中教师网络研修班举行了“解三角形”课例展示活动。本次活动由数学史

与数学教育（HPM）工作室主办，在华东师范大学教师教育学院汪晓勤教授及其团队的带领

下，天南地北的老师们相聚云端、同观优秀课例。本次研修活动还请到了上海市长宁区教育学

院教研员栗小妮博士作为专家指导参与交流。

本次研修活动主要分为三个部分，分别是优秀课例展示、小组交流汇报与专家点评。在第

一节展示课中，云南师范大学附属中学的张青松老师给大家带来了课例——“HPM 视角下解

三角形应用”（图 1）。张老师从正余弦定理的旧知复习引入，并播放了关于“古代数学家泰勒

斯利用相似三角形测量金字塔高度”的微视频，视频结束后向学生抛出问题：泰勒斯测量金字

塔高度的方法是非常巧妙的，但在实际操作中可能存在一些问题，请你说说看？从同学们给出

的回答中引出了解三角形问题的第一种类型：底部不可达问题的测量。随后，张老师带领学生

分别探究了测量点与底部共线和测量点、底部不共线这两种情况并总结了两者的共同点。紧接

着，张老师讲解了第二种类型：不可到达点的测量。课堂最后，张老师指出上述测量问题在实

际生活中有非常重要的实用价值，著名的天文学家拉卡伊和拉朗德利用一点不可到达测距离的

方法测出了地月之间的距离，我国测量珠峰问题中也涉及到了解三角形，这一环节让学生体会

到数学可以推动人类进步，激发了学生学习数学的内驱力。课堂结束后，张老师分享了自己的

设计思路，他表示在研修期间不断打磨教学设计，最终为保持课堂的连贯性，将初版设计中

“地月距离”的例子换为“测金字塔高度”的例子。张老师也希望能够通过课程帮助学生总结

“解三角形”问题的类型。
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图 1 张青松老师教学片段

上海市北虹高级中学的丁倩文老师分享了“解三角形的应用之测量高度”课例的设计思路

（图 2）。丁老师表示，本节课主要以活动探究的形式展开，她在上课前先让学生观看了“测

量金茂大厦”的视频片段，并完成了“测量东方明珠高度”的课前学习单。在课中，她让学生

展示自己方案，学生通过视频、PPT 等多种方式进行了分享，共收集到 29 种方案（图 3）。老

师将学生的方案进行了整理并与历史上数学家的方法进行了对比，拉近了学生与古代数学家的

距离，增强学生学习数学的信心。丁老师还注重引导学生思考初中锐角三角比方法与高中正余

弦定理方法的区别和联系，体悟正余弦定理的优势。丁老师还在课堂结束一个月后发放了课后

调查问卷，学生反馈颇好（图 4）。最后丁老师鼓励研修班的老师，在上完课后需要及时撰写

课例论文，在论文输出的时候可以对整节课进行反思总结。

图 2 丁倩文老师的教学流程 图 3 学生方案

图 4 丁倩文老师的课后调查

而后进入交流点评环节，各小组进行了精彩的交流与讨论。第一小组代表王剑老师讲到，
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张老师在课堂中从一而终运用“泰勒斯测量金字塔的高度”这一情境，通过改变测量工具提出

问题串，课堂层层深入，衔接非常流畅；丁老师的课堂与实际生活紧密联系，探究的味道十分

浓厚。第二小组代表张志伟老师谈到，张老师板书整洁，微视频画面精致，学生讲解完后的总

结用语精炼准确，非常值得学习；丁老师克服线上上课不能生生互动的局限，将学习任务前置，

收集到学生的多种探究方法，要是能在线下再开展一次，效果会更好。第三小组的代表王鑫老

师认为，张老师通过设计课前学习单来引导学生复习旧知的方式非常值得其它老师借鉴；课程

最后丁老师充分放手让学生探究，将学生的方法与历史上数学家的方法作古今对照，令学生印

象深刻。陆鼎元老师表示自己参与了研讨的全过程，张老师第一版教学设计内容容量颇大，在

最终版教学设计中做了一个很好的减法，内容精炼，衔接紧密，对于史料如何适切地服务课堂，

为我们作了一个很好的示例；丁老师将建模与数学史结合起来，利用空中课堂的教学片段，通

过课堂与信息技术融合，让我们感受到数学史可以有新的活力，课后及时撰写课例论文更是值

得自己学习的地方。

最后的专家点评环节中，栗小妮老师首先指出，两个老师对于学生的方法都给予了及时的

反馈，这是值得大家学习的地方。除此之外，栗老师也给出了自己的建议和展望。张老师在情

境设计上非常用心，课堂呈现效果也很不错，建议张老师可以收集课后问卷，观察学生的反馈；

“重差术”相对较难，对学生而言有一定的挑战性，因此课中可以给学生多些时间思考，课后

也可以做进一步研究；同时还可进一步点出三角与测量的关系，使得课堂更加有人文特性。

丁老师放手让学生探究，探究过程中学生在认真思考，这对老师的教学观有一定的启示——我

们对学生的思考要有耐心，学生认真思考的过程会给我们带来惊喜。

华东师范大学教师教育学院汪晓勤教授从教学目标、学生表现、学习机会、评价运用四个

方面对张青松老师的课进行了点评。课堂中融入数学史的独特价值应该在教学目标中有所体现，

史料的选取、运用都要紧扣教学目标；在学习机会方面，老师可以多鼓励学生表达；在评价方

面，可增加古今对照这种独特的评价方式，让学生穿越历史，和数学家进行对话，拉近学生与

数学家的距离，例如，课后布置“假如泰勒斯遇上刘徽会发生什么呢？”这样的趣味数学写作。

此次课例观摩活动至此结束，老师们对于“解三角形”这一内容以及如何在其中融入数学

史收获颇深。希望各位老师能将所学应用实践，打造更多优秀课例。
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