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内容简介

全书可分为三个部分. 第一个部分(第1、 2章)介绍随机过程的预备知识, 第二个部

分(第3、4章)介绍离散时间马氏链模型及其应用, 第三个部分(第5、6、7)分别介绍更新过

程、布朗运动与离散时间鞅. 本书着重于对随机过程的基本知识、方法和思想的诠释, 并结

合大量示例阐述随机过程在统计、管理、金融以及经济等方向的实际应用. 为了方便学习,

每节后还配有一定量的习题.

本书面向大学非数学专业的中、低年级学生, 也可供统计、管理等学科研究人员参考.
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前 言

“随机过程” 以介绍若干研究复杂随机现象的理论、方法与应用为主要内容, 长期以来

作为专业课程和研究类课程在高校若干专业的高年级或研究生阶段开设. 然而, 随着社会与

科技的发展, 越来越多的学科意识到该课程的重要性, 开设该课程的专业越来越多, 开设的时

间也被安排到大学二、三年级. 在这种背景下, 精选教学内容使其在保留课程特色与精华的

同时降低学习门槛成为该课程教学中需要面对的最大挑战. 这本《应用随机过程》就是编者

在多年的教学反思与实践基础上, 参考国内外有关著作编著而成的.

本书设定读者只具有数学分析(高等数学), 高等代数(线性代数)和初等概率论(概率论与

数理统计)等大学一、二年级的数学基础. 内容着重于随机过程的基本理论和基本方法的介

绍, 注重实际应用. 为了保证本书的独立性与理论体系的相对完整性，也为了便于读者自学

使用, 本书在内容上做了如下的编排.

首先, 注重夯实与强化读者已有的数学基础. 本书第一章简要地回顾了初等概率论的基

本内容, 并补充介绍了其中的条件数学期望, 分布函数的特征刻画以及随机变量的收敛等重、

难点内容. 我们还通过第一章的练习帮助读者回顾一些学习随机过程所需的数学分析(高等

数学)和高等代数知识.

其次, 注重与初等概率论课程的衔接. 我们在导入随机过程时从初等概率论涉及的随机

变量序列出发, 以贝努利过程(独立同分布的贝努利随机变量序列), 随机游动(独立同分布随

机变量的部分和序列), 泊松过程(独立同指数分布随机变量的部分和序列的逆)等具体模型作

为本书的第二章内容, 帮助读者初步认识和了解随机过程所讨论的问题、所涉及的思想和方

法以及相关的应用.

再次, 注重降低阅读本书的数学门槛. 读者只需在熟练掌握高等数学、线性代数以及初

等概率论知识基础上都能顺利阅读与理解本书介绍的全部内容. 为了理论体系的相对完整,

我们对那些通常以测度论或实变函数等大学高年级数学知识为基础展开、但对理解随机过

程理论和方法所必须的概念和结论都做了相应地改写和注释.

最后, 注重示例说明与学习效果检验. 本书配有各类示例超过120个, 帮助读者理解相关

的概念、理论与方法. 书中许多例子具有一定的应用背景, 有助于读者理解如何应用随机过

程解决实际问题. 同时, 为了便于读者检验自己的学习效果, 本书包含练习超过200 道并将练

习分节设置. 根据练习的难易程度, 我们通过加*号对练习加以区分, 读者可以通过完成每章

节后的练习加深对课程内容的理解(带*的内容与练习, 初学者可略过).

全书共七章, 除前面提到的第一、第二章外, 在第三章我们系统地介绍了马氏链的状态

分类、平稳分布、转移概率的极限理论和遍历性定理. 在第四章我们结合可逆马氏链、隐马

氏链、分支过程等随机模型进一步展示了马氏链在各个领域方面的应用. 第五章介绍了更新

过程的有关概念、方法、极限理论及其应用. 第六章围绕布朗运动, 我们主要介绍了它的定

义与分布、极值与首达时的分布以及布朗运动的简单应用. 第七章简要地介绍了离散时间鞅

的相关理论, 包括停时定理、鞅的不等式以及鞅的极限定理等内容. 考虑到平稳过程是时间

序列的理论基础, 本书不包含这个专题. 本书第四、五、六、七章之间, 除个别例子与练习

外, 内容相对独立.

依据编者的经验, 全部讲完本书内容需要54-72学时. 具体章节学时(含习题课)安排如下:

第一章6-10学时; 第二章8-10学时; 第三章10-14学时; 第四章6-8学时; 第五章8-10学时; 第六

章8-10学时; 第七章8-10学时. 对于更短学时的教学, 编者建议在完整介绍前三章基础上, 根

据培养目标, 有选择地介绍后面四章中的部分章节内容.

本书是华东师范大学2019校精品教材建设专项的成果. 在教材编写过程中得到华东师范

大学教务处、经济与管理学部以及统计学院等部门的大力支持. 本书初稿还在华东师范大学
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统计学院的统计学与金融工程专业的“应用随机过程”课程上反复试用过多次, 收到许多同

学的反馈意见. 另外, 高等教育出版社数学分社, 特别是胡颖编辑为本书的出版做了大量的工

作. 在此, 编者谨向他们表示衷心的感谢.

全书内容由李育强执笔, 姚强负责其中部分练习的补充、验算以及全书最后的统一与

校、审等工作. 由于编者水平有限, 不妥或谬误之处在所难免, 恳请广大读者批评指正.

编 者

2020年9月20日
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第一章 预备知识

本章我们将简要回顾概率论有关知识并补充或深化一些必要内容.

1.1 随机变量及其分布

1.1.1 样本空间, 随机事件与概率

给定一个集合Ω , 若它包含了所研究随机现象的全部基本事件, 我们就称这

个集合为样本空间. 称Ω的任意一个子集为事件; 称由Ω中若干子集构成的集

类F为σ-代数, 若它满足

(1) Ω ∈ F;

(2) A ∈ F ⇒ Ā ∈ F;

(3) Ak ∈ F, k = 1, 2, · · · ⇒
∪
k≥1

Ak ∈ F.

P是F → [0, 1]上的函数, 用来度量F中事件发生的可能性. 我们称它为概率, 如果

它满足以下条件

(1) 对任意A ∈ F, P (A) ≥ 0;

(2) P (∅) = 0, P (Ω) = 1;

(3) Ak ∈ F, k = 1, 2, · · ·互不相交⇒ P (
∪
k≥1

Ak) =
∑
k≥1

P (Ak).

称P (A)为事件A在概率P下的值, 简称为A的概率.

每个概率P都与一个σ-代数相关联. 当样本空间上给定一个概率P后, 关联

σ-代数中的每一个事件A都有一个概率P (A)存在, 对那些不在关联σ-代数中的事

件则没有明确的概率对应. 从直观上理解, 概率P对应于刻画某种随机规律的指

标, 而相关联的σ-代数就是能够刻画出这种随机规律的事件集. 我们称F中每个

元素为概率P下的随机事件, 简称为随机事件(在不引起混淆时也可简称为事件).

1
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称n个随机事件A1, · · · , An是独立的,若对任意2 ≤ k ≤ n个事件Ai1 , · · · , Aik ,

P (Ai1Ai2 · · ·Aik) = P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aik).

任意给定两个随机事件A, B. 假定事件B发生的概率为正, 那么在事件B发

生前提下事件A发生的条件概率(随机事件下的条件概率)为

P (A|B) = P (AB)/P (B).

本质上, 随机事件下的条件概率可以看作将样本空间Ω“缩小”为B后的概率.

随机事件概率有如下的基本计算公式.

(1) (全概率公式) 设随机事件B1, · · · , Bn为样本空间Ω的一个分割, 即B1,· · · ,

Bn互不相交且它们的并集为全空间Ω , 那么对任意一个随机事件A,

P (A) =
n∑
k=1

P (ABk).

(2) (乘法公式) 对任意两个随机事件A,B,

P (AB) = P (B)P (A|B).

(3) (贝叶斯(Bayes)公式) 设随机事件B1, · · · , Bn为样本空间Ω的一个分割, 那

么

P (Bi|A) =
P (ABi)∑n

k=1 P (A|Bk)P (Bk)
.

通常把样本空间Ω , 随机事件集F以及概率P三者看作一个整体, 称为概率空

间, 记作(Ω ,F, P ).

1.1.2 单个随机变量及相关刻画

称定义在概率空间(Ω ,F, P )上的实值函数X(ω) 为随机变量, 若对任意x ∈

R,

{X ≤ x} = {ω;X(ω) ≤ x} ∈ F.

通常简记随机变量为X, Y , Z. 称随机变量X,Y是几乎必然或几乎处处相等

的(记作X = Y a.s.), 如果P (X = Y ) = 1. 称函数

F (x) = P (X ≤ x)

为随机变量X的分布函数(简称为分布). F是分布函数当且仅当F右连续,单调不

降而且F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.
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♠注记1.1.1. 随机变量的上述定义是我们在初等概率论课程学习随机变量时

的一种常见定义. 值得强调的是, 单凭这个定义有时并不足以帮助我们准确辨识

随机变量. 事实上, 随机变量除了具有该定义所展示的函数属性外还有分布属

性( 每个随机变量都对应到一个分布函数)以及与其他随机变量的关联属性(需要

考虑联合分布)等等.

(A) 离散型随机变量

称一个随机变量为离散型随机变量, 若该随机变量可能的不同取值只有有限

多个或可用自然数的次序将所有取值一一排列出来(可列的). 设离散型随机变

量X可能的不同取值为

x0, x1, · · · , xn, · · · ,

我们称

pi = P (X = xi), i = 0, 1, · · · ,

为X的概率分布列(简称为分布列). 称

E(Xk) =
∞∑
i=0

xki pi, k ≥ 1,

为X的k阶(原点)矩, 如果上式右边的求和绝对收敛. 特别地, k = 1时称其为X的

数学期望(均值). 称

V ar(X) =
∞∑
i=0

(xi − E(X))2pi

为X的方差.

下面我们列举几个常见离散型随机变量的分布.

(1) 两点分布b(1, p): X ∈ {0, 1}且P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1−p, p ∈ (0, 1).

(2) 二项分布b(n, p): X ∈ {0, 1, · · · , n}且

P (X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, · · · , n, p ∈ (0, 1).

(3) 几何分布Ge(p): X ∈ {1, 2, · · · , n, · · · }且

P (X = k) = p(1− p)k−1, k ≥ 1, p ∈ (0, 1).

(4) 泊松分布P(λ)(称参数λ为强度): X ∈ {0, 1, 2, · · · , n, · · · }且

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k ≥ 0, λ > 0.

通常我们简称离散型随机变量所刻画的分布为离散分布.

(B) 连续型随机变量
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若存在非负函数f(x)使得随机变量X的分布函数

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt,

则称随机变量X是连续型的, 称函数f(x)为是X的概率密度函数.

一般地, 若F (x)在t的左导数F ′
−(t)存在, 即

lim
s→t−

F (s)− F (t)

s− t
= lim

s→t−

P (s < X ≤ t)

t− s
存在且有限, 那么我们可以取概率密度函数f在t点的值为该极限. 特别, 若F可

导, 那么概率密度函数f就可以取成F的一阶导数F ′.

对任意k ≥ 1, 称

E(Xk) =

∫ ∞

−∞
xkf(x)dx

为X的k阶(原点)矩, 如果上式右边积分是绝对可积的. 特别地, 称E(X)为X的数

学期望(均值). 称

V ar(X) =

∫ ∞

−∞
(x− E(X))2f(x)dx

为X的方差.

一些典型连续型随机变量的分布如下.

(1) 均匀分布: X服从(a, b)上均匀分布U(a, b), 若概率密度函数为

f(x) =

1/(b− a), x ∈ (a, b),

0, 其他.

(2) 指数分布: X服从(0,∞)上参数λ > 0的指数分布Exp(λ), 若概率密度函数为

f(x) =

λe
−λx, x ≥ 0,

0, 其他.

(3) 伽马分布: X服从(0,∞)上形状参数a > 0, 尺度参数λ > 0 的伽马分

布Ga(a, λ), 若概率密度函数为

f(x) =


λaxa−1

Γ(a) e−λx, x ≥ 0,

0, 其他.

(4) 正态分布: X服从R上均值为µ, 方差为σ2的正态分布N(µ, σ2), 若概率密度

函数为

f(x) =
1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 .

通常我们简称连续型随机变量所刻画的分布为连续分布.
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1.1.3 有限多个随机变量

同时考虑概率空间(Ω ,F, P )上的随机变量X1, · · · , Xn. 通常称

X = (X1, · · · , Xn)

为n元随机变量, 记作X ∈ Rn. 当n > 1时, 统称为多元随机变量. 为表示方便, 我

们也称X = (X1, · · · , Xn) 为n维向量值随机变量(简称为向量值随机变量).

(A) 联合分布、协方差

设X = (X1, X2, · · · , Xn)是n元随机变量, 对任意(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, 令

F (x1, x2, · · · , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn).

称n元函数F (x1, x2, · · · , xn)为X的联合分布函数. 在多元随机变量背景下, 我们

也称单个随机变量Xi的分布函数Fi(x) = P (Xi ≤ x)为Xi在该多元联合分布下的

边际或边缘分布.

若X1, X2, · · · , Xn都是离散型随机变量, 记所有可能的取值为

{xi,j ; i = 1, · · · , n, j = 0, 1, · · · }.

那么X的联合分布列为

pk1,k2,···kn = P (X1 = x1,k1 , X2 = x2,k2 , · · · , Xn = xn,kn).

相应地, 随机变量Xi的边际分布列

p
(i)
k = P (Xi = xi,k) =

∞∑
kr=0

r≥1,r ̸=i

P (X1 = x1,k1 , · · · , Xi = xi,k, · · · , Xn = xn,kn).

称X为n元连续型随机变量, 若存在非负函数f(x1, x2, · · · , xn)使得

F (x1, x2, · · · , xn) =
∫ x1

−∞
dt1

∫ x2

−∞
dt2 · · ·

∫ xn

−∞
f(t1, t2, · · · , tn)dtn.

此时称该多元函数f(x1, x2, · · · , xn)为(X1, · · · , Xn)的联合概率密度函数. Xi的

概率密度函数(也称为边际或边缘概率密度函数)fi(x)可以用联合概率密度函数

表示为∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(t1, · · · , ti−1, t, ti+1 · · · tn)dt1 · · · dti−1dti+1 · · ·dtn.

若X是连续型随机变量, 那么在分布函数F的n阶混合偏导

∂nF (x1, x2, · · · , xn)
∂x1∂x2 · · · ∂xn
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存在的点(x1, x2, · · · , xn) 处, 可令

f(x1, · · · , xn) =
∂nF (x1, x2, · · · , xn)
∂x1∂x2 · · · ∂xn

.

n元随机变量X的函数g(X) = g(X1, X2, · · · , Xn)的数学期望定义为

E(g(X)) =


∫∞
−∞ · · ·

∫∞
−∞ g(x1, · · · , xn)f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn, 连续型,∑∞

ki=0

∑∞
k2=0 · · ·

∑∞
kn=0 g(x1,k1 , · · · , xn,kn)pk1,··· ,kn , 离散型.

任意两个随机变量之间的协方差为

Cov(Xi, Xj) = E((Xi − E(Xi)(Xj − E(Xj)))

=


∫∞
−∞
∫∞
−∞(xi − E(Xi))(xj − E(Xj))fi,j(xi, xj)dxidxj, 连续型,∑∞

ki=0

∑∞
kj=0(xi,ki − E(Xi))(xj,kj − E(Xj))p

(i,j)
ki,kj

, 离散型,

这里fi,j(xi, xj), p
(i,j)
ki,kj
表示由Xi, Xj这两个随机变量所得到的联合概率密度函数

或联合分布列. 称n阶方阵D = (Cov(Xi, Xj)) 为n 个随机变量X1, X2, · · · , Xn

的协方差矩阵.

n元正态分布的是一种非常重要的连续型多元联合分布. 当n = 2时我们

说 (X1, X2)服从二元正态分布N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ), 若它们的联合概率密度函数

f(x1, x2)为

1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

((x1 − µ1)
2

σ2
1

−2ρ
x1 − µ1

σ1

x2 − µ2

σ2
+
(x2 − µ2)

2

σ2
2

)}
,

其中µ1 = E(X1), µ2 = E(X2), σ
2
1 = V arX1, σ

2
2 = V arX2, 相关系数

ρ =
Cov(X1, X2)

σ1σ2
.

引进协方差矩阵

D =

 σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

 .

那么|D| = σ2
1σ

2
2(1− ρ2),

D−1 =
1

|D|

 σ2
2 −ρσ1σ2

−ρσ1σ2 σ2
1

 =
1

1− ρ2

 σ−2
1 −ρσ−1

1 σ−1
2

−ρσ−1
1 σ−1

2 σ−2
2

 .

记x− µ = (x1 − µ1, x2 − µ2)
T . 利用矩阵表示, 二元正态概率密度函数可写成

f(x1, x2) =
1

2π
√
|D|

e−
1
2
(x−µ)TD−1(x−µ).

一般地, n元正态分布的概率密度函数为

f(x1, x2, · · · , xn) =
1

(2π)n/2
√

|D|
e−

1
2
(x−µ)TD−1(x−µ).
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这里D为正定矩阵, x = (x1, · · · , xn)T , µ = (µ1, · · · , µn)T , 其中µ1, · · · , µn 为常

数. 记该n元正态分布为N(µ,D). 若随机变量(X1, · · · , Xn)服从分布N(µ,D), 那

么D 就是X1, · · · , Xn之间的协方差矩阵, 而且对任意1 ≤ k ≤ n, E(Xk) = µk.

下面这个例子介绍了参数为(p1, p2, · · · , pm)的多项分布.

I例1.1.2. 向m个罐子里抛硬币, 硬币落入第i个罐子的概率设为pi. 连续独立

地抛n次. 以Xi表示落入第i个罐子的硬币数. 求(X1, X2, · · · , Xm) 的联合分布.

其中p1 + · · ·+ pm = 1.

解 以ni表示观测到的落入第i个罐子的硬币数, 那么0 ≤ ni ≤ n, 而且n1 +

· · ·+ nm = n. 随机事件

{Xi = ni, i = 1, 2, · · · ,m}

发生的组合数为

Cn1
n Cn2

n−n1
· · ·Cnm−1

n−n1−···−nm−2
=

n!

n1!n2! · · ·nm!
,

由实验的独立同分布性可知每一组合发生的概率为pn1
1 p

n2
2 · · · pnm

m , 因此

P (Xi = ni, i = 1, 2, · · · , n) =


n!

n1!n2!···nm!p
n1
1 p

n2
2 · · · pnm

m , ni ≥ 0,
∑m

i=1 ni = n,

0, 其它.

容易看出任意前k项(k < m)的分布列为

P (Xi = ni, i = 1, 2, · · · , k) =


n!

n1!···nk!mk!
pn1
1 · · · pnk

k q
mk

k , ni ≥ 0,
∑k

i=1 ni ≤ n,

0, 其它,

其中qk = 1−
∑k

i=1 pi, mk = n−
∑k

i=1 ni.

(B) 随机变量的独立性

称n个随机变量X1, X2, · · · , Xn是独立的, 如果对任意x1, x2, · · · , xn ∈ R,

P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn) = P (X1 ≤ x1)P (X2 ≤ x2) · · ·P (Xn ≤ xn).

称无穷多个随机变量X1, X2, · · · , Xn, · · ·是独立的, 若对任意k ≥ 2, X1, X2, · · · ,

Xk 是独立的.

若X1, X2, · · · , Xn为连续型随机变量, 那么X1, X2, · · · , Xn独立当且仅当它

们的联合概率密度函数等于各自概率密度函数的乘积, 即

f(x1, x2, · · · , xn) = fX1(x1)fX2(x2) · · · fXn(xn).

随机变量相互独立的概念和性质还可推广到多元随机变量的情形.
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♣定义1.1.3. 设Xi = (Xi,1, · · · , Xi,ki), i = 1, · · · , n, 分别是k1, · · · , kn维的

随机变量, 其中每个ki ≥ 1. 称多元随机变量X1, · · · ,Xn 是独立的, 若任意

的xi,j ∈ (−∞,+∞), 其中1 ≤ j ≤ ki, 1 ≤ i ≤ n,

P (Xi,j ≤ xi,j , 1 ≤ j ≤ ki, 1 ≤ i ≤ n) =
n∏
i=1

P (Xi,j ≤ xi,j , 1 ≤ j ≤ ki).

由多元随机变量独立性的定义可知, 若随机变量X1, · · · , Xn是独立的, 将其

分成不相交的任意k组, 将每组看成一个多元随机变量, 记作X1, · · · ,Xk, 那么

这k个多元随机变量也是独立的. 若随机变量Yi只是Xi的函数, 那么Y1, · · · , Yk也

相互独立.

(C) 随机变量函数的分布

设n元随机变量X = (X1, · · · , Xn)的取值区域为D, Φ是从D 到A ∈ Rm的函

数, 令m元随机变量Y = (Y1, · · · , Ym) = Φ(X), 那么对任意集合B ⊂ A,

P (Y ∈ B) = P (X ∈ Φ−1(B)),

其中Φ−1(B)表示集合B在D内的原像集.

特别地, 若m = n且Φ为可逆函数, 那么

(1) 若X是离散的, 对任意y = (y1, · · · , yn), 设Φ−1(y) = (x1, · · · , xn), 那么

P (Y1 = y1, · · · , Yn = yn) = P (X1 = x1, · · · , Xn = xn).

(2) 若X是连续型随机变量, Φ连续、可微且雅可比(Jacobi)行列式

JΦ =

∣∣∣∣ ∂yi∂xj

∣∣∣∣
i,j=1,··· ,n

处处不为0, 其中yi表示函数Φ的第i 个分量. 那么对任意(u1, · · · , un) ∈ A,

fY (u1, · · · , un) =
fX(Φ

−1(u1, · · · , un))
|JΦ|Φ−1(u1,··· ,un)

,

其中fY , fX分别表示Y,X的联合概率密度函数, |JΦ|Φ−1(u1,··· ,un)表示雅可比

行列式JΦ在(x1, · · · , xn) = Φ−1(u1, · · · , un)点的绝对值.

I例1.1.4. 设{Tk; k ≥ 1}是非负随机变量序列{Wi; i ≥ 1}的部分和序列, 即

Tk =

k∑
i=1

Wi, k ≥ 1.

若T = (T1, · · · , Tn)的联合概率密度函数为

fT (t1, · · · , tn) =

λ
ne−λtn , 0 < t1 < t2 < · · · < tn

0, 其它.
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那么Wi, i = 1, · · · , n, 服从参数为λ的指数分布且相互独立.

证明 定义一个从A = {(t1, · · · , tn); 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn}到R̄n+的映射Φ,

使得

Φ(t1, t2, · · · , tn) = (t1, t2 − t1, · · · , tn − tn−1).

显然Φ是连续、可微的可逆函数, 雅可比行列式JΦ ≡ 1. 令

W = (W1, · · · ,Wn) = Φ(T1, · · · , Tn).

那么(W1, · · · ,Wn)在R̄n+ 上的联合概率密度函数

fW (x1, x2, · · · , xn) =
fT (Φ

−1(x1, · · · , xn))
|JΦ|Φ−1(x1,··· ,xn)

= fT (Φ
−1(x1, · · · , xn)) = λne−λ

∑n
i=1 xi .

由此可知W1的概率密度函数为

fW1(x1) =

∫ ∞

0

dx2 · · ·
∫ ∞

0

λne−λ
∑n

i=1 xidxn = λe−λx1 .

类似计算可得Wi, i ≥ 2, 的概率密度函数为fWi(xi) = λe−λxi . 因此

fW (x1, x2, · · · , xn) =
n∏
i=1

fWi(xi).

所以Wi, i = 1, · · · , n, 是服从参数为λ的指数分布的独立同分布随机变量.

(D) 独立随机变量的和与极值的分布

若X,Y独立且分布函数分别为FX(x)和FY (y), 那么Z = X + Y的分布函数

G(z) = P (Z ≤ z) = P (X + Y ≤ z)

可用卷积表示, G = FX ∗ FY , 即对任意z ∈ R,

G(z) = FX ∗ FY (z) =


∑

xk
pX(xk)FY (z − xk), X为离散型随机变量,∫∞

−∞ fX(x)FY (z − x)dx, X为连续型随机变量.

特别地, 若X,Y均是连续型随机变量, 那么Z也是连续型随机变量, 它的概率密度

函数

g(z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx.

若X1, X2, · · · , Xn独立同分布, 设共同分布为F , 那么对任意2 ≤ k ≤ n, Zk =

X1 + · · ·+Xk的分布函数

Fk(z) = P (X1 +X2 + · · ·+Xk ≤ z) = F ∗k(z) = F ∗(k−1) ∗ F,
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其中F ∗1 = F . 若F有概率密度函数f , 那么Zk的概率密度函数

fk(z) =

∫ ∞

−∞
fk−1(x)f(z − x)dx,

其中f1 = f . 此时它们中最大值和最小值的分布函数分别为

Fmax(z) = [F (z)]n, Fmin(z) = 1− (1− F (z))n,

概率密度函数分别是fmax(z) = n[F (z)]n−1f(z)和fmin(z) = n(1− F (z))n−1f(z).

I例1.1.5. (1)若X1, X2,· · · , Xn是分别服从Ga(a1, λ), Ga(a2, λ), · · · , Ga(an, λ)

分布的独立随机变量, 那么X1 + · · ·+Xn服从Ga(a1 + · · ·+ an, λ)分布.

(2)若X1, X2, · · · , Xn是分别服从N(µ1, σ
2
1), N(µ2, σ

2
2), · · · ,N(µn, σ2

n)分布的

独立随机变量, 那么X1 + · · ·+Xn服从N(µ1 + · · ·+ µn, σ
2
1 + · · ·+ σ2

n)分布.

作为本节的结束, 最后我们指出随机变量的两个基本不等式.

(1) 若随机变量X的p阶矩存在, 那么对任意x > 0,

P (|X| ≥ x) ≤ E(|X|p)
xp

, p > 0,

其中p = 1时称不等式为马尔可夫(Markov)不等式, p = 2时称其为切比雪

夫(Chebyshev)不等式.

(2) 若随机变量X,Y的二阶矩都存在, 那么

[E(XY )]2 ≤ E(X2)E(Y 2),

即柯西-施瓦茨(Cauchy-Schwarz)不等式成立.

练习题1.1

1 假定下面出现的条件概率都有意义. 证明

P (AB|C) = P (A|C)P (B|AC) = P (B|C)P (A|BC).

2 对任意随机事件B, 记条件概率P (B|A)为PA(B), 若P (AC) ̸= 0, 证明

PA(B|C) = P (B|AC).

3 假定抛游戏币只有正面或反面两种结果. 现在抛两次游戏币, 分别

以X,Y表示相应的结果: 正面取1, 反面取0. 试写出下面三种情形对应的

概率空间, 分析X与Y是否相同. (1) 抛两次不同材质的游戏币(材质影响

正反面出现的概率); (2)将两次抛游戏币看作是重复的独立试验; (3)若第

一次抛出正面, 则第二次抛一个两面都是正面的游戏币, 反之则抛两面都

是反面的游戏币.
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4 设X1, X2, X3独立且服从均匀分布U(0, 1), 分别用X(1), X(2), X(3)表示其中

最小, 其次和最大的随机变量. 求X(1), X(2), X(3)的联合概率密度函数.

5 若k ≥ 0时非负数列{an(k);n ≥ 1}单调不降且 lim
n→∞

an(k) = a(k). 证明

∞∑
k=0

a(k) = lim
n→∞

∞∑
k=0

an(k).

6 利用习题5证明

(1) 若随机变量X的取值为0, 1, 2, · · · , 那么E(X) =
∑∞

k=1 P (X ≥ k).

(2) 若X是非负连续型随机变量, 那么E(X) =
∫∞
0 P (X > x)dx.

7 任取整数集的子集S,U , 若对任意i ∈ S, j ∈ U , bi,j非负, 试用习题5证明∑
i∈S

∑
j∈U

bi,j =
∑
j∈U

∑
i∈S

bi,j .

8∗ 利用习题5证明(无穷求和或积分的交换次序公式)

(1) 若对任意n, k, bn,k是非负实数, 证明
∞∑
n=1

n∑
k=1

bn,k =
∞∑
k=1

∞∑
n=k

bn,k.

(2) 若f(x, y)非负可积, 那么
∫∞
0 dx

∫ x
0 f(x, y)dy =

∫∞
0 dy

∫∞
y f(x, y)dx.

9 证明若X的二阶矩存在, 那么P (|X| > 0) ≥ [E(X)]2/E(X2).

10∗ 设正整数k1, · · · , km的最大公因数为d. 证明存在正整数N , 当n > N时存

在非负整数c1, · · · , cm使得nd = c1k1 + c2k2 + · · ·+ cmkm.
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1.2 条件数学期望

条件数学期望是概率计算时的重要工具. 这一节我们将在回顾条件数学期

望的定义与性质基础上进一步补充与介绍条件数学期望的一些内容.

1.2.1 随机事件发生条件下的分布与期望

任意给定的两个随机变量X,Y , 利用初等概率中随机事件 发生条件下的条

件概率定义可知, 在事件{Y ∈ A}发生的条件下X的条件分布函数为

F (x|A) = P (X ≤ x|Y ∈ A) =
P (X ≤ x, Y ∈ A)

P (Y ∈ A)
.

注意到随机事件发生条件下的条件概率实质上是某个新的样本空间上的概率, 因

此我们在初等概率论学习的许多问题可以在条件概率下讨论. 比如, 在Y ∈ A的

条件下我们可以定义X的函数g(X)的条件数学期望为

E(g(X)|Y ∈ A) =


∑

x g(x)P (X=x,Y ∈A)
P (Y ∈A) , X离散,∫∞

−∞ g(x)f(x|A)dx, X连续,

其中f(x|A)为条件分布函数F (x|A)的概率密度函数.

I例1.2.1. 设(X,Y )服从(0, 1)× (0, 2)上的均匀分布, 求E(X|Y > 1).

解 令A = (1,∞). 当(X,Y )为连续型随机变量时,

f(x|A) =
∫
A f(x, y)dy∫∞

−∞ dx
∫
A f(x, y)dy

,

其中f(x, y)为(X,Y )的联合概率密度函数. 由于(X,Y )服从(0, 1) × (0, 2)上均匀

分布,

f(x, y) = 1/2, 0 < x < 1, 0 < y < 2.

代入计算得

f(x|A) = 1, 0 < x < 1.

从而

E(X|Y > 1) =

∫ 1

0

xf(x|A)dx = 1/2. �

特别地, 对二元离散型随机变量(X,Y ), 设y是Y的一个可能值, 在{Y = y}的
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条件下, X的条件分布列为

P (X = x|Y = y) =
P (X = x, Y = y)

P (Y = y)
,

其中x表示X的可能取值. 在{Y = y}的条件下, X的条件数学期望为

E(X|Y = y) =

∑
x xP (X = x, Y = y)

P (Y = y)
=
∑
x

xP (X = x|Y = y). (1.2.1)

二元函数Φ(X,Y )在{Y = y}的条件下变成Φ(X, y), 从而条件数学期望为

E(Φ(X,Y )|Y = y) =

∑
xΦ(x, y)P (X = x, Y = y)

P (Y = y)

=
∑
x

Φ(x, y)P (X = x|Y = y).

I例1.2.2. 设X,X1分别服从二项分布b(n, p)和b(m, p)且独立, 其中1 ≤ m ≤

n. 求E(X|X +X1 = n).

解 令Y = X +X1, 则Y ∼ b(n+m, p). 因此

E(X|X +X1 = n) =

∑
k kP (X = k, Y = n)

P (Y = n)

=

∑n
k=n−m kP (X = k,X1 = n− k)

P (Y = n)

=

∑n
k=n−m kC

k
nC

n−k
m

Cn
n+m

=

∑m
k=0(n− k)Cn−k

n Ck
m

Cn
n+m

.

注意到
m∑
k=0

(n− k)Cn−k
n Ck

m =
m∑
k=0

nCn−1−k
n−1 Ck

m = nCn−1
n+m−1,

我们可得

E(X|X +X1 = n) =
n
∑m

k=0C
k
n−1C

m−k
m

Cm
n+m

= n
Cn−1
n+m−1

Cn
n+m

=
n2

n+m
. �

当(X,Y )是二元连续型随机变量时,虽然随机事件{Y = y}发生的概率为0,

但由初等概率论可知, 此时我们可以引进X的条件概率密度函数

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
=

f(x, y)∫∞
−∞ f(x, y)dx

,

其中f(x, y)为(X,Y )的联合概率密度函数. 从而在{Y = y}的条件下, X的条件

数学期望定义为

E(X|Y = y) =

∫ ∞

−∞
xf(x|y)dx =

∫∞
−∞ xf(x, y)dx

fY (y)
. (1.2.2)

类似, 对二元函数Φ(X,Y )在{Y = y}的条件下的条件数学期望为

E(Φ(X,Y )|Y = y) =

∫ ∞

−∞
Φ(x, y)f(x|y)dx.
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I例1.2.3. 对任意y > 0, 求E(X|Y = y), 其中(X,Y )的联合概率密度函数为

f(x, y) = 6/(1 + x+ y)4, 0 < x, y <∞.

解 对任意x > 0,

f(x|y) = f(x, y)∫∞
0 f(x, y)dx

=
3(1 + y)3

(1 + x+ y)4
.

因此

E(X|Y = y) =

∫ ∞

0

xf(x|y)dx = (1 + y)3
∫ ∞

0

3x

(1 + x+ y)4
dx =

1 + y

2
. �

1.2.2 随机变量下的条件数学期望

一般而言, 当条件事件{Y = y}变化时, 对应的条件数学期望也会发生改变,

从而我们可以设计一个从Ω −→ R的映射, 使得对任意ω ∈ Ω ,

ω ∈ Ω −→ E(X|Y = y), 其中 y = Y (ω). (1.2.3)

然而这个映射可能有缺陷, 因为若(1.2.1)或(1.2.2)的分母为0, 表达式E(X|Y =

y)没有意义. 但此时若令

Y =

{y; P (Y = y) > 0}, Y离散,

{y; fY (y) ̸= 0}, Y连续,

以及ΩY = {ω; Y (ω) ∈ Y}, 那么映射在集合ΩY上是明确、可行的.

♣定义1.2.4. 设(X,Y )是连续型或离散型二元随机变量, X的数学期望存在.

若存在随机变量Z使得

(1) Z为随机变量Y的函数, 即存在函数g使得Z = g(Y );

(2) 对任意ω ∈ ΩY ,

Z(ω) = g(Y (ω)) = E(X|Y = y), 其中 y = Y (ω). (1.2.4)

那么我们称Z为X关于随机变量Y的条件数学期望, 简称为条件数学期望.

从条件数学期望定义可看出函数g满足: 对任意y ∈ Y, g(y) = E(X|Y = y).

进一步, 条件数学期望Z只能保证在ΩY上是明确、唯一的. 对ΩY外的ω, 定义本

身并没有明确要求; 因此条件数学期望可能是不唯一的. 但这样定义出来的任意
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两个可能的条件数学期望Z1, Z2必满足ΩY ⊂ {Z1 = Z2}. 注意到

P (ΩY ) =


∑

y∈Y P (Y = y) = 1, Y离散,∫
Y fY (y)dy = 1, Y连续.

这表明由定义1.2.4给出的任意两个条件数学期望在一个概率为1的事件上是完全

一致的. 因此在几乎处处相等意义下, 定义1.2.4中的条件数学期望是唯一的.

♠注记1.2.5. 通常把该“ 唯一”的条件数学期望记作E(X|Y ). 此后凡涉及条

件数学期望及其性质时, 若有必要都在“几乎处处成立”这一前提下理解, 即除了

一个零概率事件, 对应的性质成立.

I例1.2.6. 设Ω = (0, 1)且对任意(a, b) ⊂ Ω, P ((a, b)) = b − a. X, Y是Ω上的

随机变量, 满足

X(ω) =

−1, ω ∈ (0, 1/2),

1, ω ∈ [1/2, 1),

Y (ω) =


0, ω ∈ (0, 1/4),

1, ω = 1/4,

2, ω ∈ (1/4, 1).

求E(X|Y ).

解 由题设可知

P (Y = 0) = 1/4, P (Y = 1) = 0且 P (Y = 2) = 3/4.

因此Y = {0, 2}. 从而

g(0) = E(X|Y = 0) =
−P (X = −1, Y = 0) + P (X = 1, Y = 0)

P (Y = 0)
= −1,

g(2) = E(X|Y = 2) =
−P (X = −1, Y = 2) + P (X = 1, Y = 2)

P (Y = 2)
= 1/3.

因此

E(X|Y )(ω) =

g(0) = −1, ω ∈ (0, 1/4),

g(2) = 1/3, ω ∈ [1/4, 1),

这里我们补充(自由)定义E(X|Y )在ω = 1/4的值为1/3.

I例1.2.7. 设(X,Y )为二元正态随机变量,联合概率密度函数如下,求E(X|Y ).

f(x, y) =
1√
3π

e−
2
3
(x2−xy+y2), (x, y) ∈ R2.

解 注意到

f(x, y) =
1√
3π

e−
2
3
(x−y/2)2e−

y2

2 ,
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直接计算可知

fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx =

1√
2π

e−
y2

2 .

因此

f(x|y) = f(x, y)

fY (y)
=

1√
3π/2

e
− (x−y/2)2

3/2 ,

由此可得, 对任意y ∈ R,

g(y) = E(X|Y = y) =

∫ ∞

−∞
xf(x|y)dx =

y

2
.

所以E(X|Y ) = g(Y ) = Y/2.

I例1.2.8. (X,Y )的联合概率密度函数为f(x, y). 设a < b 且P (a ≤ Y ≤ b) >

0. 证明 ∫ b

a

E(X|Y = y)fY (y)dy = E(X|a ≤ Y ≤ b)P (a ≤ Y ≤ b),

其中fY (y)为Y的概率密度函数.

证明 随机事件A = {a ≤ Y ≤ b}发生条件下, 随机变量X的概率密度函数为

fX|A(x) =

∫ b
a f(x, y)dy∫∞

−∞
∫ b
a f(x, y)dxdy

,

因此

E(X|a ≤ Y ≤ b) =

∫ ∞

−∞
xfX|A(x)dx =

∫∞
−∞ dx

∫ b
a xf(x, y)dy∫∞

−∞
∫ b
a f(x, y)dxdy

=

∫∞
−∞ dx

∫ b
a xf(x, y)dy

P (A)
.

另一方面, 记E(X|Y )为g(Y ), 那么∫ b

a

E(X|Y = y)fY (y)dy =

∫ b

a

dy

∫ ∞

−∞
xf(x|y)fY (y)dx

=

∫ ∞

−∞
dx

∫ b

a

xf(x, y)dy.

因此

P (a ≤ Y ≤ b)E(X|a ≤ Y ≤ b) =

∫ b

a

E(X|Y = y)fY (y)dy. �

随机变量下的条件数学期望有如下重要性质.

�性质1.2.9. 假设以下数学期望与条件数学期望总有意义.

(1) 若X与Y独立, 则E(X|Y ) = E(X).

(2) 若a ≤ Φ(X,Y ) ≤ b, 则

a ≤ E(Φ(X,Y )|Y ) ≤ b,
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从而E(a|Y ) = a, 其中a, b为常数.

(3) E(
n∑
i=1

aiXi|Y ) =
n∑
i=1

aiE(Xi|Y ), 其中ai非随机.

(4) |E(X|Y )| ≤ E(|X||Y ).

(5) E(X) = E(E(X|Y )). (重期望公式)

(6) 对几乎处处的ω ∈ Ω, 记y = Y (ω), 那么

E(Φ(X,Y )|Y )(ω) = E(Φ(X, y)|Y = y).

特别地,

E(f(X)g(Y )|Y ) = g(Y )E(f(X)|Y ) 且 E(g(Y )|Y ) = g(Y ).

证明 我们仅以连续型随机变量为例证明(1),(5)和(6).

(1) 按此前关于条件数学期望的解释, 我们只需要证明对任意ω ∈ ΩY , 等式

成立即可. 任取ω ∈ ΩY , 记y = Y (ω),

E(X|Y )(ω) = E(X|Y = y) =

∫ ∞

−∞
xf(x|y)dx

=

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx = E(X),

其中fX(x)表示随机变量X的概率密度函数.

(5) 直接计算得

E(E(X|Y )) =

∫ ∞

−∞
E(X|Y = y)fY (y)dy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xf(x|y)dxfY (y)dy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xf(x, y)dxdy = E(X).

(6) 为叙述简单, 仅考虑对任意给定的y函数ϕy(x) = Φ(x, y)关于x单调的情

形. 此时记Z = Φ(X,Y ), 那么(Z, Y )的联合概率密度函数为

g(z, y) =
f(x, y)

|ϕ′y(x)|

∣∣∣
x=ϕ−1

y (z)
.

此时由随机变量下条件期望定义

E(Φ(X,Y )|Y )(ω) = E(Z|Y )(ω) = E(Z|Y = y) =

∫∞
−∞ zg(z, y)dz∫∞
−∞ g(z, y)dz

,

其中y = Y (ω). 作变量代换x = ϕ−1
y (z), 那么

E(Φ(X,Y )|Y )(ω) =

∫∞
−∞ ϕy(x)f(x, y)dx∫∞

−∞ f(x, y)dx

=

∫∞
−∞Φ(x, y)f(x, y)dx∫∞

−∞ f(x, y)dx
= E(Φ(X, y)|Y = y).

其他性质请读者自己完成; 参见习题2.6.
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I例1.2.10. 某矿工身陷在有三个门的矿井中, 选择第1个门的通道行进2小时

后他将到达安全地, 选择第2个门的通道后将在3个小时后回到原地, 选择第3 个

门的通道后将在5个小时后回到原地. 假定这个矿工每次都随机地选取一个门,

问他到达安全地的平均时间是多少？

解 记X为矿工到达安全地的时间, N为矿工第一次选择的通道. 由于矿工回

到原地后仍然是随机选择通道, 因此当矿工回到原地后面对的问题与开始时相

同. 由问题假设我们可得

E(X|N = 1) = 2, E(X|N = 2) = 3 + E(X), E(X|N = 3) = 5 + E(X).

由重期望公式可得

E(X) = E(E(X|N))

= E(X|N = 1)P (N = 1) + E(X|N = 2)P (N = 2) + E(X|N = 3)P (N = 3)

=
1

3
(2 + 3 + 5 + 2E(X)).

由此可知E(X) = 10.

1.2.3 条件数学期望的推广与一般化

条件数学期望还可推广到多个条件随机变量的情形. 下面的定义以多元连

续型随机变量为例. 对离散情形, 可类似定义.

♣定义1.2.11. 设(X,Y1, · · · , Yn)是连续型随机变量且X的数学期望存在. 令

Y = {(y1, · · · , yn); fY (y1, · · · , yn) ̸= 0},

ΩY = {ω; (Y1(ω), · · · , Yn(ω)) ∈ Y},

其中fY (y1, · · · , yn)为Y = (Y1, · · · , Yn)的联合概率密度函数. 若随机变量

Z = g(Y1, Y2, · · · , Yn)

满足: 对任意ω ∈ ΩY ,

Z(ω) = g(Y1(ω), · · · , Yn(ω)) = E(X|Y1 = y1, · · · , Yn = yn)

=

∫ ∞

−∞

xf(x, y1, · · · , yn)
fY (y1, · · · , yn)

dx,

其中yk = Yk(ω), f(x, y1, · · · , yn)为(X,Y1, · · · , Yn)的联合概率密度函数, 则称Z

为X关于随机变量Y1, · · · , Yn的条件数学期望, 记作E(X|Y1, · · · , Yn).
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此时条件数学期望仍遵循定义1.2.4后对条件数学期望概念的解释和说明, 并

且对应的性质1.2.9仍然成立. 比如

(1) 若X与Y1, · · · , Yn独立, 则E(X|Y1, · · · , Yn) = E(X).

(2) E(
n∑
i=1

aiXi|Y1, · · · , Yn) =
n∑
i=1

aiE(Xi|Y1, · · · , Yn), 其中对任意1 ≤ i ≤ n,

ai为常数.

(3) E(Φ(X,Y1, · · · , Yn)|Y1 = y1, · · · , Yn = yn)

= E(Φ(X, y1, · · · , yn)|Y1 = y1, · · · , Yn = yn).

(4) E
(
E(Φ(X,Y1, · · · , Yn)|Y1, · · · , Yn)

)
= E(Φ(X,Y1, · · · , Yn)).

作为重期望公式的拓展, 我们还有如下的所谓平滑性质.

�性质1.2.12. 对任意n > m,

E
(
E(h(X)|Y1, · · · , Yn)

∣∣Y1, · · · , Ym) = E(h(X)|Y1, · · · , Ym).

证明* 只考虑连续型随机变量的情形.

设(X,Y1, · · · , Yn)的联合概率密度函数为f(x, y1, · · · , yn), (Y1, · · · , Yn)的联

合概率密度函数

fY1:n(y1, · · · , yn) =
∫ ∞

−∞
f(x, y1, · · · , yn)dx,

而对任意1 ≤ m ≤ n, (Y1, · · · , Ym)的联合概率密度函数

fY1:m(y1, · · · , ym) =
∫
Rn−m+1

f(x, y1, · · · , ym, ym+1, · · · , yn)dxdym+1 · · ·dyn.

记g(Y1, · · · , Yn) = E(h(X)|Y1, · · · , Yn), 对任意k ≤ n, 令

Y1:k = {(y1, · · · , yk) : fY1:k(y1, · · · , yk) ̸= 0}.

任取(y1, · · · , ym) ∈ Y1:m,

E
(
E(h(X)|Y1, · · · , Yn)

∣∣Y1 = y1, · · · , Ym = ym
)

= E(g(Y1, · · · , Yn)|Y1 = y1, · · · , Ym = ym)

=

∫∞
−∞ dym+1 · · ·

∫∞
−∞(gfY1:n)(y1, · · · , ym, ym+1, · · · , yn)dyn

fY1:m(y1, · · · , ym)
.

由条件数学期望定义, 当(y1, · · · , yn) ∈ Y1:n时,

g(y1, · · · , ym+1, · · · , yn) =
∫∞
−∞ h(x)f(x, y1, · · · , ym, ym+1, · · · , yn)dx

fY1:n(y1, · · · , ym+1, · · · , yn)
,

而当(y1, · · · , yn) ̸∈ Y1:n时,可以令g(y1, · · · , ym, ym+1, · · · , yn) = 0. 因此

E
(
E(h(X)|Y1, · · · , Yn)

∣∣Y1 = y1, · · · , Ym = ym
)
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=

∫∞
−∞ dym+1 · · ·

∫∞
−∞ dyn

∫∞
−∞ h(x)f(x, y1, · · · , ym, ym+1, · · · , yn)dx
fY1:m(y1, · · · , ym)

= E(h(X)|Y1 = y1, · · · , Ym = ym).

由条件数学期望定义及其说明可知结论成立.

♠注记1.2.13. 条件数学期望还可推广到更一般的情形, 具体的细节不再展开.

要指出的是此后凡涉及随机变量下的条件期望时, 我们总认为它已有恰当定义,

而且相应的性质1.2.9 和性质1.2.12也成立.

I例1.2.14. 设X,Y为独立同分布随机变量, 求E(X|X + Y ).

解 由X,Y为独立同分布随机变量可知

E(Y |X + Y ) = E(Y |Y +X) = E(X|X + Y ).

因此　

2E(X|X + Y ) = E(X|X + Y ) + E(Y |X + Y )

= E(X + Y |X + Y ) = X + Y.

由此可得E(X|X + Y ) = (X + Y )/2.

I例1.2.15. 设{Xn;n ≥ 1}是一族独立随机变量, 对任意n ≥ 1, Sn = X1 +

· · ·+Xn, 证明对任意n ≥ 1, E(Sn+1|S1, · · · , Sn) = E(Sn+1|Sn).

证明由独立性假设可知Sn+1−Sn = Xn+1与X1, · · · , Xn独立,进而与S1, · · · , Sn
独立, 因此由条件数学期望性质可得

E(Sn+1|S1, · · · , Sn) = E(Sn|S1, · · · , Sn) + E(Xn+1|S1, · · · , Sn)

= Sn + E(Xn+1)

= E(Sn|Sn) + E(Xn+1|Sn) = E(Sn+1|Sn). �

I例1.2.16. 设某仪器寿命服从参数为λ的指数分布, 假定仪器损坏后能及时

更换新仪器, 而且仪器之间的寿命相互没有影响, 问从仪器新装上开始的t时间

内平均使用的仪器数量.

[分析] 记N(t)为t时间内使用的仪器数量, 问题所求为E(N(t)). 记第一个仪

器的寿命为W . 显然,当W = w > t时N(t) = 1. 当W = w ≤ t时,记从w 到t这段

时间用的仪器个数为N(w, t), 那么N(t) = 1 +N(w, t). 注意到N(w, t) 只与w时
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刻之后用的新仪器有关, 根据假设, 作为一个随机变量与第一台仪器的寿命W无

关而且与从0开始t−W时间内的仪器使用数量N(t− w) 分布相同, 即

E(N(t)|W = w) =

1, w > t,

1 + E(N(t− w)), w ≤ t.

解 记N(t)为[0, t]内使用仪器数, 第一台仪器寿命为W , 那么W ∼ Exp(λ).

由条件数学期望性质可知

E(N(t)) = E(E(N(t)|W )) =

∫ ∞

0

E(N(t)|W = w)λe−λwdw

=

∫ ∞

t

λe−λwdw +

∫ t

0

(1 + E(N(t− w)))λe−λwdw.

令u(t) = E(N(t)), 则

u(t) = 1 +

∫ t

0

λe−λ(t−s)u(s)ds = 1 + λe−λt
∫ t

0

eλsu(s)ds.

两边关于t求导得,

u′(t) = −λ(u(t)− 1) + λu(t) = λ.

故u(t) = λt+ c. 再由u(0) = E(N(0)) = 1得c = 1. 因此

E(N(t)) = u(t) = 1 + λt. �

利用其示性函数1A(ω) =

1, ω ∈ A;

0, ω ̸∈ A,

我们也可以定义随机事件A在给定

随机变量下的条件概率.

♣定义1.2.17. 对任意随机事件A, 称

P (A|Y1, · · · , Yn) = E(1A|Y1, · · · , Yn)

为随机事件A在随机变量Y1, · · · , Yn条件下的条件概率.

显然随机变量条件下的条件概率是个[0, 1] 区间取值的随机变量.

I例1.2.18. 设二维连续型随机变量的联合概率密度函数

f(x, y) = λ2ye−λy(1+x), x, y ≥ 0,

求条件概率P (X < Y |Y ).

解 对任意y ≥ 0, 由定义可知

P (X < Y |Y = y) = E(1{X<y}|Y = y) =

∫ y
0 λ

2yeλy(1+x)dx∫∞
0 λ2yeλy(1+x)dx
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=
λ(e−λy − e−λy(1+y))

λe−λy
= 1− e−λy

2

,

因此P (X < Y |Y ) = 1− e−λY
2
.

与数学期望和方差的关系一样, 利用条件数学期望也可定义条件方差

V ar(X|Y ) = E
(
(X − E(X|Y ))2|Y

)
= E(X2|Y )−

(
E(X|Y )

)2
.

显然, 条件方差仍是随机变量. 对几乎处处ω ∈ Ω , 记y = Y (ω),

V ar(X|Y )(ω) = E
(
(X − E(X|Y ))2|Y = y

)
= E

(
(X − E(X|Y = y))2|Y = y

)
.

I例1.2.19. 接例1.2.3, 求V ar(X|Y ).

解 由例1.2.3易知E(X|Y ) = (1 + Y )/2, 而且对任意y > 0,

E(X2|Y = y) = (1 + y)3
∫ ∞

0

3x2

(1 + x+ y)4
dx = (1 + y)2.

因此E(X2|Y ) = (1 + Y )2, 进而

V ar(X|Y ) = (1 + Y )2 − (1 + Y )2/4 = 3(1 + Y )2/4. �

N命题1.2.20. 若X的二阶矩存在, 那么

V ar(X) = E(V ar(X|Y )) + V ar(E(X|Y )).

证明 由重期望公式可得

V ar(X) = E
(
(X − E(X))2

)
= E

(
E
(
(X − E(X))2|Y

))
= E

(
E
(
(X − E(X|Y ) + E(X|Y )− E(X))2|Y

))
= E

(
E
[
(X − E(X|Y ))2|Y

])
+ E

(
E
[
(E(X|Y )− E(X))2|Y

])
= E(V ar(X|Y )) + E

(
(E(X|Y )− E(X))2

)
= E(V ar(X|Y )) + V ar(E(X|Y )). �

I例1.2.21. 给定一簇随机变量{Xt; t ∈ T}. 设N是取值在T上的随机变

量. 由此可定义复合随机变量XN使得对任意ω, XN (ω) = XN(ω)(ω). 现假设Yk,

k = 1, 2, · · · ,是独立同分布的随机变量, 二阶矩存在. N 是非负整数值的随机变

量, 与{Yk; k ≥ 1} 独立且二阶矩也存在. 令XN =
∑N

k=1 Yk. 求复合随机变量XN

的均值与方差.

解 对任意ω ∈ Ω , 记n = N(ω) . 由独立性和条件期望性质可得

E(XN |N)(ω) = E
( N∑
k=1

Yk

∣∣∣N = n
)
= E

( n∑
k=1

Yk

∣∣∣N = n
)
= nE(Y1),
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V ar(XN |N)(ω) = E
(( N∑

k=1

Yk − nE(Y1)
)2∣∣∣N = n

)
= E

(( n∑
k=1

(
Yk − E(Yk)

))2∣∣∣N = n
)

= E
(( n∑

k=1

(
Yk − E(Yk)

))2)
= nV ar(Y1).

因此E(XN |N) = NE(Y1), V ar(XN |N) = NV ar(Y1). 从而

E(XN ) = E(E(XN |N)) = E(N)E(Y1);

V ar(XN ) = E(V ar(XN |N)) + V ar(E(XN |N))

= E(N)V ar(Y1) + [E(Y1)]
2V ar(N). �

练习题1.2

1 已知Xm,m = 1, · · · , n, 是独立同分布的随机变量, 而且

P (X1 = 1) = p, P (X1 = 0) = 1− p.

任取整数1 ≤ k ≤ n以及1 ≤ m ≤ n, 求P (Xm = 1|X1 +X2 + · · ·+Xn = k).

2 若连续型随机变量X,Y独立, 概率密度函数分别为f(x)和g(x), 证明

E(Φ(X,Y )|X) =

∫
R
Φ(X, y)g(y)dy.

3 设二元随机变量(X,Y )的联合概率密度函数为

f(x, y) = 6x2y, 0 < x, y < 1.

求E(X|Y ), E(X|X + Y ).

4 设抛游戏币出现正反面的概率分别是p, 1 − p. 每次抛游戏币都是独立的.

若连续出现k次正面才结束抛币, 证明抛掷游戏币次数N的平均值

E(N) =
1− pk

pk(1− p)
.

5 从一个只有红球和黑球的罐子中反复有放回地随机抽球, 直到红、黑两种

颜色的球都被抽出为止. 设罐子中红球比例为p, 且每次只抽出一个球, 求该

试验中抽出红球的次数在整个试验抽球次数中占比的平均值.

6 在连续型随机变量情形下证明性质1.2.9中(2),(3),(4).

7 设X,Y是两有界随机变量且E(X|Y ) = Y , E(Y |X) = X, 证明

P (X = Y ) = 1.
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1.3 特征函数

这一节我们回顾与介绍刻画随机变量分布的三个主要工具: 特征函数, 拉普

拉斯(Laplace)变换与概率母函数.

1.3.1 特征函数

♣定义1.3.1. 设随机变量X的分布函数为F . 我们称复值函数

ψX(t) = E(eitX) =

∫ ∞

−∞
eitxdF (x)

=

∫ ∞

−∞
cos(tx)dF (x) + i

∫ ∞

−∞
sin(tx)dF (x)

= E(cos(tX)) + iE(sin(tX))

为随机变量X(或分布F )的特征函数, 其中t ∈ (−∞,∞), i为虚数单位.

由定义可知ψX作为变量t的函数在R上一致连续, 而且对任意t ∈ R,

|ψX(t)| ≤ ψX(0) = 1.

特征函数与分布函数之间有如下关联.

⋆定理1.3.2. (唯一性定理) 特征函数与概率分布相互唯一确定. 即不同的分

布函数有不同的特征函数; 特征函数不同则对应的分布函数也不同.

⋆定理1.3.3. (连续性定理) 设随机变量Xn的特征函数为ψXn(t). 那么存在随

机变量X使得Xn依分布收敛到X(记作Xn
d→ X, 其中依分布收敛的定义可参见

本章第四节)的充要条件是对任意t ∈ R, ψXn(t) 收敛而且

lim
t→0

lim
n→∞

ψXn(t) = 1.

�性质1.3.4. 特征函数具有如下性质:

(1) ψX(t) = ψX(−t) = ψ−X(t), 其中ψX(t)表示复函数ψX(t)的共轭.

(2) ψaX+b(t) = ψX(at)e
ibt.

(3) 若X,Y独立, 那么ψX+Y (t) = ψX(t)ψY (t), t ∈ R.

利用特征函数我们还可以方便地求出X的各阶原点矩.
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�性质1.3.5. 若X的n阶绝对矩E(|X|n) <∞, 那么对任意k ≤ n,

E(Xk) = i−kψ
(k)
X (0).

几个常用的分布的特征函数如下:

(1) 指数分布Exp(λ)的特征函数为ψ(t) = λ/(λ− it).

(2) 伽马分布Ga(a, λ)的特征函数为ψ(t) = [λ/(λ− it)]a.

(3) 正态分布N(µ, σ2)的特征函数是ψ(t) = exp
{
iµt− σ2t2

2

}
.

特征函数也可推广到多元随机变量的情形. 设X = (X1, · · · , Xn)为n元随机

变量, 称n元复值函数

ψ(X1,X2,··· ,Xn)(t1, · · · , tn) = E(ei(t1X1+···+tnXn))

为X的特征函数, 其中t1, · · · , tn ∈ R.

与一元随机变量的特征函数一样, 多元特征函数也具有唯一性.

⋆定理1.3.6. n元特征函数与n维随机变量的分布函数相互唯一确定.

由此我们可得如下利用特征函数判别随机变量独立性的方法.

N命题1.3.7. 随机变量X1, · · · , Xn相互独立当且仅当对任意的t1, · · · , tn ∈ R,

ψ(X1,X2,··· ,Xn)(t1, · · · , tn) =
n∏
k=1

ψXk
(tk).

I例1.3.8. 设X = (X1, · · · , Xn)服从n元正态分布N(µ,D), 其中µ为n维向量,

D为n阶正定矩阵, 求X的特征函数.

解 对任意t1, t2, · · · , tn ∈ R, X的特征函数

ϕ(t1, t2, · · · , tn) = E(ei
∑n

k=1 tkXk).

为了表示方便, 令t = (t1, t2, · · · , tn)T , x = (x1, x2, · · · , xn)T , 那么

ϕ(t1, t2, · · · , tn) =
∫
Rn

eit
T x 1

(2π)n/2
√

|D|
e−

(x−µ)T D−1(x−µ)
2 dx1 · · · dxn.

由矩阵D的对称性可得

(x− µ− iDt)TD−1(x− µ− iDt)

2

=
(x− µ)TD−1(x− µ)

2
− tTDTD−1Dt

2

− i(x− µ)TD−1Dt+ itTDTD−1(x− µ)

2

=
(x− µ)TD−1(x− µ)

2
− tTDt

2
+ itTµ− itTx.
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因此

ϕ(t1, t2, · · · , tn) =
∫
Rn

eit
Tµ− tT Dt

2

(2π)n/2
√

|D|
e−

(x−µ−iDt)T D−1(x−µ−iDt)
2 dx1 · · ·dxn

= eit
Tµ− tT Dt

2 . �

1.3.2 拉普拉斯变换

对非负随机变量分布的刻画, 用所谓的拉普拉斯(Laplace)变换会更方便.

♣定义1.3.9. 若X为非负随机变量, 称函数LX(θ) = E(e−θX) 为X的拉普拉斯

变换, 其中变量θ ∈ [0, +∞).

记X的分布函数为F . 拉普拉斯变换LX(θ)可用积分形式表示成

LX(θ) =

∫ ∞

0

e−θxdF (x).

此时也称LX(θ)是分布F的拉普拉斯变换, 也常记做LF (θ).

当F (x)是具有密度为f(x)的连续分布时,

LF (θ) =

∫ ∞

0

e−θxf(x)dx.

当F (x)是具有分布列pk = P (X = xk), k = 1, 2, · · · ,∞, 的离散分布时,

LF (θ) =
∞∑
k=1

e−θxkpk.

特别地, 若xk取非负整数, 令pk = P (X = k), 那么

LX(θ) =
∞∑
k=0

e−θkpk.

⋆定理1.3.10. (拉普拉斯变换反演公式) 设F是[0,∞)上的分布函数, LF (θ)

是F的拉普拉斯变换, 那么对F的任意连续点x, 有

F (x) = lim
n→∞

⌊nx⌋∑
k=0

(−1)k

k!
nkL

(k)
F (n),

其中⌊·⌋表示不超过 ·的最大整数.

证明* 只证明F为连续分布的情形. 设其概率密度函数为f .

对拉普拉斯变换LF (θ)在(0,∞)内求其k阶导数得

L
(k)
F (θ) =

∫ ∞

0

(−y)ke−θyf(y)dy.



27

对任意给定的x ≥ 0, 取θ = n, 则
⌊nx⌋∑
k=0

(−1)k

k!
nkL

(k)
F (n) =

∫ ∞

0

⌊nx⌋∑
k=0

e−ny
(ny)k

k!
f(y)dy.

设Xi, i ≥ 1, 独立且服从强度为y的泊松分布, 那么E(X1) = V ar(X1) = y且

X1 +X2 + · · ·+Xn

服从强度为ny的泊松分布. 此时

P (X1 +X2 + · · ·+Xn ≤ ⌊nx⌋) =
⌊nx⌋∑
k=0

e−ny
(ny)k

k!
.

对任意ε > 0, 当y − x ≥ ε时, 由切比雪夫不等式,
⌊nx⌋∑
k=0

e−ny
(ny)k

k!
= P

(X1 +X2 + · · ·+Xn − ny

n
≤ ⌊nx⌋ − ny

n

)
≤ P

( |X1 +X2 + · · ·+Xn − ny|
n

≥ |⌊nx⌋ − ny|
n

)
≤ n2

(ny − ⌊nx⌋)2
V ar(X1)

n
≤ y

n(y − x)2
≤ 1

n
(
x

ε2
+

1

ε
).

另一方面, 当y − x ≤ −ε时,

1−
⌊nx⌋∑
k=0

e−ny
(ny)k

k!
= P (X1 +X2 + · · ·+Xn > ⌊nx⌋)

≤ P (X1 +X2 + · · ·+Xn ≥ nx)

= P
(X1 +X2 + · · ·+Xn − ny

n
≥ x− y

)
≤ 1

(x− y)2
y

n
≤ x

nε2
.

因此∣∣∣ ⌊nx⌋∑
k=0

(−1)k

k!
nkL

(k)
F (n)− F (x)

∣∣∣ ≤ ∫ (x−ε)∨0

0

∣∣∣ ⌊nx⌋∑
k=0

e−ny
(ny)k

k!
− 1
∣∣∣f(y)dy

+

∫ ∞

x+ε

⌊nx⌋∑
k=0

e−ny
(ny)k

k!
f(y)dy + 2

∫ x+ε

(x−ε)∨0
f(y)dy

≤ 1

n
(
x

ε2
+

1

ε
) + 2(F (x+ ε)− F (x− ε)),

其中对任意a, b ∈ R, a ∨ b = max{a, b}. 令n→ ∞, 我们可得

lim sup
n→∞

∣∣∣ ⌊nx⌋∑
k=0

(−1)k

k!
nkL

(k)
F (n)− F (x)

∣∣∣ ≤ 2(F (x+ ε)− F (x− ε)).

由于ε的任意性以及

lim
ε→0

F (x+ ε)− F (x− ε) = 0,
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我们可得

lim sup
n→∞

∣∣∣ ⌊nx⌋∑
k=0

(−1)k

k!
nkL

(k)
F (n)− F (x)

∣∣∣ = 0.

因此

lim
n→∞

⌊nx⌋∑
k=0

(−1)k

k!
nkL

(k)
F (n) = F (x).

由定理1.3.10 我们可以立即得到如下的拉普拉斯变换的唯一性定理.

⋆定理1.3.11. [0,∞)上不同的概率分布有不同的拉普拉斯变换.

对于拉普拉斯变换也有所谓的连续性定理. 定理的证明超出了本课程范畴,

省略. 感兴趣的同学可以参考 [1]和 [12]中有关内容.

⋆定理1.3.12. 设非负随机变量Xn的拉普拉斯变换为LXn(θ). 那么存在随机

变量X使得Xn
d→ X的充要条件是对任意θ > 0, LXn(θ)收敛而且

lim
θ→0

lim
n→∞

LXn(θ) = 1.

♠注记1.3.13. 定理1.3.12可以推广为如下的所谓广义连续性定理: 非负随机

变量Xn
d→ X当且仅当存在λ > 0使得对任意θ > λ, LXn(θ) → LX(θ).

此外, 由拉普拉斯变换定义容易验证如下性质成立.

�性质1.3.14. (1) 对任意θ > 0, 0 ≤ LX(θ) ≤ LX(0) = 1.

(2) 对任意a > 0, b > 0, LaX+b(θ) = LX(aθ)e
−bθ.

(3) 若X,Y独立非负随机变量, 那么LX+Y (θ) = LX(θ)LY (θ), θ ≥ 0.

(4) 对任意正整数k, E(Xk) = (−1)kL
(k)
X (0), 其中L(k)

X 表示LX的k阶导数.

I例1.3.15. 若X服从均匀分布U(0, 1), 那么LX(θ) = (1− e−θ)/θ.

I例1.3.16. 若X服从指数分布Exp(λ), 那么

LX(θ) =

∫ ∞

0

e−θxλe−λxdx = λ/(θ + λ).

I例1.3.17. 若X服从伽马分布Ga(a, λ), 那么

LX(θ) =

∫ ∞

0

e−θx
λaxa−1

Γ(a)
e−λxdx =

∫ ∞

0

λaxa−1

Γ(a)
e−(θ+λ)xdx =

( λ

θ + λ

)a
.

I例1.3.18. 若Xn服从二项分布b(n,
1
n), 那么对任意θ > 0, 当n→ ∞时

LXn(θ) =
n∑
k=0

Ck
n(1−

1

n
)n−k

1

nk
e−θk
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= (1− 1− e−θ

n
)n → e−(1−e−θ).

注意e−(1−e−θ)是强度为1的泊松分布的拉普拉斯变换. 因此当n → ∞时, Xn依分

布收敛到一个强度为1的泊松分布的随机变量.

1.3.3 概率母函数

在研究只取有限或无限多个非负整数值的随机变量时, 用所谓概率母函数来

代替特征函数或拉普拉斯变换较为方便.

♣定义1.3.19. 设X为非负整数值的随机变量, 称函数ϕX(s) = E(sX) 为X的

概率母函数, 其中变量s ∈ [−1, 1].

设X的分布列为

pk = P (X = k), k ≥ 0,

那么

ϕX(s) =
∞∑
k=0

pks
k.

对照拉普拉斯变换定义, 容易看出s ∈ (0, 1]时, 概率母函数

ϕX(s) = LX(− ln s).

因此我们容易将拉普拉斯变换的性质平移到概率母函数. 对此我们不再赘述, 请

读者自己补充. 下面我们主要介绍和解释概率母函数性质的一些变化.

�性质1.3.20. 若非负整数值随机变量X的n阶矩存在, 那么对任意k ≤ n以

及s ∈ [−1, 1],概率母函数ϕX的k阶导数ϕ
(k)
X (s)存在,且X的n阶矩可由ϕX(s)前n阶

导数在s = 1的值表示. 特别地,

E(X) = ϕ′X(1), E(X2) = ϕ′′X(1) + ϕ′X(1).

证明 由微积分中幂级数一致收敛性质可知结果成立, 细节请读者补充.

⋆定理1.3.21. (反演公式) 若非负整数值随机变量X的概率母函数为ϕX(s).

那么对任意k ≥ 0, P (X = k) = ϕ
(k)
X (0)/k!.

证明 由ϕX(s) =
∑∞

n=0 pns
n可知

ϕ
(k)
X (s) =

∞∑
n=k

pns
n−kn(n− 1) · · · (n− k + 1).
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因此ϕ
(k)
X (0) = k!pk.

I例1.3.22. 设X服从几何分布Ge(p), 那么

ϕX(s) =
∞∑
k=1

skp(1− p)k−1 = ps
∞∑
k=0

sk(1− p)k =
ps

1− (1− p)s
.

I例1.3.23. 设X1, X2, · · · 是一列服从均匀分布U(0, 1)的独立随机变量. Y服

从几何分布Ge(p)且与{Xm;m ≥ 1} 独立, 令S =
Y∑

m=1
Xm, 求S的拉普拉斯变

换LS(θ).

解 由定义和条件数学期望的性质可得

LS(θ) = E(e−θS) = E(E(e−θS|Y )) = E(E(e−θ
∑Y

m=1Xm |Y ))

=
∞∑
k=1

E(e−θ
∑Y

m=1Xm |Y = k)p(1− p)k−1

=
∞∑
k=1

E(e−θ
∑k

m=1Xm |Y = k)p(1− p)k−1.

由于

E(e−θ
∑k

m=1Xm |Y = k) = E(e−θ
∑k

m=1Xm) = [E(e−θX1)]k =
(1− e−θ

θ

)k
,

因此

LS(θ) =
∞∑
k=1

(1− e−θ

θ

)k
p(1− p)k−1 =

p(1− e−θ)

θ − (1− p)(1− e−θ)
. �

容易将概率母函数的定义推广到多元非负整数值的随机变量, 得到联合分布

的概率母函数. 为简单, 下面仅介绍二元随机变量情形, 三元及以上情形有类似

的结果.

♣定义1.3.24. 设X1, X2为非负整数值的随机变量, 联合分布列为

pn,m = P (X1 = n,X2 = m), n,m ≥ 0,

称[−1, 1]× [−1, 1]上的二元函数

ϕ(X1,X2)(s, t) = E(sX1tX2) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

sntmpn,m

为二元随机变量(X1, X2)的概率母函数.

与定理1.3.21一样, 此时我们有反演公式

pn,m =
∂n+mϕ(X1,X2)(s, t)

n!m!∂sn∂tm

∣∣∣
s=0
t=0

.
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N命题1.3.25. 非负整数值随机变量X1, X2相互独立的充要条件是对任意

的s, t ∈ [−1, 1],

ϕ(X1,X2)(s, t) = ϕX1(s)ϕX2(t) = ϕ(X1,X2)(s, 1)ϕ(X1,X2)(1, t).

♠注记1.3.26. 拉普拉斯变换和概率母函数可以不做任何改变地适用于以正

概率取+∞的非负随机变量. 此时, 独立随机变量和的拉普拉斯变换(概率母函

数)仍为各自拉普拉斯变换(概率母函数)的乘积.

练习题1.3

1 设X是连续型非负随机变量, 证明LX(t)在[0,+∞)内是一致连续的.

2 设X是连续型非负随机变量, 分布函数为F (x), 证明对任意t > 0, 其拉普拉

斯变换LX(t)满足

1− LX(t)

t
=

∫ ∞

0

e−tx(1− F (x))dx.

3 {Xk; k ≥ 1}是一列独立同分布的随机变量, 服从指数分布Exp(λ). 假

定{Xk; k ≥ 1}与服从泊松分布P(λ)的随机变量N独立. 令S =
∑N

m=1Xm.

求S的拉普拉斯变换LS(θ).

4 X是连续型非负随机变量, E(X2n) < +∞. 对任意k ≤ 2n, 令µk = E(Xk).

证明对任意θ > 0,
2n−1∑
k=0

(−θ)kµk
k!

≤ LX(θ) ≤
2n∑
k=0

(−θ)kµk
k!

.

5 设独立同分布的标准正态分布随机变量簇Wm,m ≥ 1与{N(n), n ≥ 1} 独

立, 其中N(n)服从泊松分布P(n). 令Yn =
∑N(n)

k=1 Wk. 求Yn的特征函数, 并

证明n→ +∞时Yn/
√
n依分布收敛到一个服从标准正态分布的随机变量.

6 记非负整数值随机变量ξ的概率母函数为A(s). 证明

(1) 若E(ξ) > 1(包括E(ξ) = +∞), 那么在区间[0, 1) 内A(s) = s有唯一解;

(2) 若E(ξ) ≤ 1且P (ξ = 1) < 1, 那么A(s) = s在[0, 1) 内无解.

7 若随机变量X的分布列为P (X = n) = n/2n+1, n ≥ 1, 求X的概率母函

数ϕ(s).

8 已知概率母函数ϕ(s) = s+ 1
1+γ (1− s)1+γ , γ ∈ (0, 1], 求对应的概率分布列.

9 证明性质1.3.20.



32

1.4 收敛性与极限定理

在初等概率论中我们还简单地研究过随机变量序列的收敛问题. 主要介绍了

三类收敛, 并得到了一些大数定律与中心极限定理. 为了后续方便, 这一节我们

将对这些内容做一些展开和补充.

1.4.1 三类收敛性

在概率论中我们已经了解随机变量的依分布收敛, 依概率收敛和几乎必然收

敛这三种收敛方式. 回顾它们的定义如下: 设{Xn;n ≥ 1}为概率空间(Ω ,F, P )上

一列随机变量.

(1) 依分布收敛: 对任意n, 记Xn的分布函数为Fn(x), 称Xn依分布收敛到随机

变量X(记作Xn
d→ X), 若对X分布函数F (x)的每个连续点x 都有

lim
n→∞

Fn(x) = F (x).

(2) 依概率收敛: 称Xn依概率收敛到随机变量X(记作Xn
P→ X), 若对任意

ε > 0,

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0,

即对任意ε > 0以及任意δ > 0, 存在N(ε, δ), 当n ≥ N时,

P (|Xn −X| > ε) ≤ δ.

(3) 几乎必然(处处)收敛: 称随机变量Xn几乎必然(几乎处处, 以概率1)收敛到

随机变量X(记作Xn
a.s.→ X), 若

P ( lim
n→∞

Xn = X) = 1.

♠注记1.4.1. 依概率收敛和几乎必然收敛意义下的极限, 在几乎处处相等意

义下是唯一的. 此外

(1) Xn
d→ X当且仅当Xn的特征函数ψn(t)收敛到X 的特征函数ψ(t).

若Xn是非负随机变量, 还可将特征函数用拉普拉斯变换代替.

(2) Xn几乎必然收敛到X还可以等价地表述成: 存在一个集合A ⊂ Ω使

得P (A) = 0且对任意ω ∈ Ω \ A, 数列Xn(ω) → X(ω). 用ε − N 语言表示如下.

Xn
a.s.→ X 当且仅当存在一个集合A ∈ F 满足P (A) = 0, 对任意ω ∈ Ω \ A 以及
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任意ε > 0, 存在一个N = N(ε, ω) 使得当n > N时|Xn(ω)−X(ω)| < ε.

(3) 几乎必然收敛蕴含了依概率收敛, 依概率收敛蕴含了依分布收敛; 但是,

反过来都不成立.

下面这个例子主要帮助大家进一步认识几乎必然收敛概念.

I例1.4.2. 给定三个随机变量序列{Xn;n ≥ 1}, {Yn;n ≥ 1}, {Zn;n ≥ 1}. 已

知对任意n ≥ 1, P (Xn ≤ Yn ≤ Zn) = 1而且当n → ∞时, Xn和Zn几乎必然收敛

到同一个极限X. 证明n→ ∞时Yn也几乎必然收敛到X.

证明 记A = {ω;Xn(ω) ̸→ X(ω)}, B = {ω;Zn(ω) ̸→ X(ω)}以及

Cn = {ω;Xn(ω) ≤ Yn(ω) ≤ Zn(ω)不成立}.

那么由题设可知P (A) = P (B) = P (Cn) = 0. 令

D = A ∪B ∪
( ∞∪
n=1

Cn

)
.

那么P (D) = 0, 而且对任意ω ∈ Ω \D,

Xn(ω) → X(ω), Zn(ω) → X(ω), Xn(ω) ≤ Yn(ω) ≤ Zn(ω), n = 1, 2, · · ·

同时成立. 此时由数列收敛的夹逼准则可知Yn(ω) → X(ω). 这表明Yn
a.s.→ X.

关于这三类收敛的更多例子, 性质和应用, 感兴趣的同学可以回顾概率论中

有关内容. 比如: 利用这三种收敛, 初等概率论已经介绍了如下的大数定律和中

心极限定理.

⋆定理1.4.3. (弱大数定律) 设{Xn;n ≥ 1}为一列独立同分布的随机变量.

若E(|Xn|) <∞, 那么当n→ ∞时 1
n

∑n
k=1Xk依概率收敛到E(X1).

⋆定理1.4.4. (中心极限定理) 设{Xn;n ≥ 1} 为一列独立同分布的随机变量,

二阶矩存在, 记其均值和标准差分别为µ和σ, 那么对任意x ∈ (−∞,+∞),

P
(∑n

i=1(Xi − µ)

σ
√
n

≤ x
)
→
∫ x

−∞

1√
2π

e−
u2

2 du,

即n→ ∞时,
∑n

i=1(Xi−µ)
σ
√
n

依分布收敛到一个服从标准正态分布的随机变量.

极限与收敛性是研究和了解随机过程性质的常用手段. 在本节剩余部分, 我

们将对几乎必然收敛和依概率收敛做些必要的补充.
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1.4.2 Borel-Cantelli 引理

H引理1.4.5. 已知随机变量X以及一列随机变量{Xn;n ≥ 1}, 令

An,m = {|Xn −X| < 1

m
},

那么

{ lim
n→∞

Xn = X} =
∞∩
m=1

∞∪
N=1

∩
n≥N

An,m.

证明 对任意ω ∈ { lim
n→∞

Xn = X}以及任意m > 0, 存在N(m,ω), 当n ≥ N时,

|Xn(ω)−X(ω)| < 1/m,

因此

ω ∈
∩

n≥N(m,ω)

{|Xn −X| < 1

m
} ⊂

∞∪
N=1

∩
n≥N

{|Xn −X| < 1

m
}.

再由m的任意性可得

ω ∈
∞∩
m=1

∞∪
N=1

∩
n≥N

{|Xn −X| < 1

m
} =

∞∩
m=1

∞∪
N=1

∩
n≥N

An,m.

反之, 任取

ω ∈
∞∩
m=1

∞∪
N=1

∩
n≥N

An,m,

对任意m > 1, 存在N , 当n > N时ω ∈ An,m. 这表明

|Xn(ω)−X(ω)| ≤ 1

m
.

所以 lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω), 即ω ∈ { lim
n→∞

Xn = X}. 因此引理结论成立.

⋆定理1.4.6. 已知随机变量X以及一列随机变量{Xn;n ≥ 1}. 下列结论等价:

(1) Xn
a.s.→ X.

(2) P
(∪∞

m=1

∩∞
N=1

∪
n≥N{|Xn −X| ≥ 1

m}
)
= 0.

(3) 对任意ε > 0, P
(∩∞

N=1

∪
n≥N{|Xn −X| ≥ ε}

)
= 0.

(4) 对任意ε > 0, lim
N→∞

P
(∪

n≥N{|Xn −X| ≥ ε}
)
= 0.

证明 (1) ⇔ (2): 引理1.4.5的自然推论.

(2) ⇒ (3): 显然成立.

(3) ⇒ (2): 注意到对任意m > 0, 存在ε > 0使得1/m > ε, 从而由(3)可知

P
( ∞∩
N=1

∪
n≥N

{|Xn −X| ≥ 1

m
}
)
= 0.
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因此

P
( ∞∪
m=1

∞∩
N=1

∪
n≥N

{|Xn −X| ≥ 1

m
}
)
≤

∞∑
m=1

P
( ∞∩
N=1

∪
n≥N

{|Xn −X| ≥ 1

m
}
)
= 0.

即(2)成立.

(3) ⇔ (4): 此时注意到∪
n≥N+1

{|Xn −X| ≥ ε} ⊂
∪
n≥N

{|Xn −X| ≥ ε}.

由概率的连续性可得

P
( ∞∩
N=1

∪
n≥N

{|Xn −X| ≥ ε}
)
= lim

N→∞
P
( ∪
n≥N

{|Xn −X| ≥ ε}
)
= 0,

从而(3)与(4)等价.

♠注记1.4.7. 注意到若ω ∈
∩∞
n=1

∪
k≥nAk, 则意味着对任意n > 1, 至少存在

一个Ak, k > n, 使得ω ∈ Ak, 反之也成立. 这意味着, 事件
∩∞
n=1

∪
k≥nAk发生当

且仅当有无穷多个Ak事件发生. 即
∞∩
n=1

∪
k≥n

Ak = {无穷多个Ak事件发生} ∧
= {Ak, i.o.},

其中i.o是infinitely often的缩写.

H引理1.4.8. (Borel-Cantelli引理) 设{An;n ≥ 1}是(Ω ,F, P )中一列随机事件,

pk = P (Ak),

1) 若
∑∞

k=1 pk <∞, 那么P (Ak, i.o.) = 0.

2) 若
∑∞

k=1 pk = ∞且Ak相互独立, 那么P (Ak, i.o.) = 1.

证明 1)当
∑∞

k=1 pk <∞时, 对任意ε > 0, 存在正整数N , 使得

0 ≤ P (
∞∩
n=1

∪
k≥n

Ak) ≤ P (
∪
k≥N

Ak) ≤
∑
k≥N

P (Ak) =
∑
k≥N

pk < ε.

令ε→ 0, 可得P (Ak, i.o.) = 0.

2) 由不等式1− x ≤ e−x及随机事件独立性可得, 对任意n ≥ 1,

0 ≤ P (
∩
k≥n

Āk) =
∏
k≥n

P (Āk) =
∏
k≥n

(1− P (Ak))

≤
∏
k≥n

e−pk = e−
∑

k≥n pk = 0.

因此P (
∪
n≥1

∩
k≥n Āk) = 0, 即P (Ak, i.o) = 1.
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引理结论(1)告诉我们, 当(1)中条件成立时,

P (Ak, i.o.) = P
( ∞∩
n=1

∪
k≥n

Ak

)
= 0.

那么

P
( ∞∪
n=1

∩
k≥n

Āk

)
= 1.

这表明几乎所有的基本事件ω都落在集合∪∞
n=1 ∩k≥n Āk内. 从而存在一个N(ω),

使得ω ∈ ∩k≥N Āk, 也就是说当k > N后, 事件Ak不再发生. 因此该定理的第一个

结论告诉我们, 若条件成立, 那么对几乎所有的ω, 事件Ak只发生有限次.

利用定理1.4.6和 引理1.4.8我们还可以得到如下判断几乎必然收敛的充分条

件. 我们用一个注记的形式给出.

♠注记1.4.9. 若对任意ε > 0,
∞∑
n=1

P (|Xn −X| > ε) <∞, (1.4.1)

那么Xn
a.s.→ X.

N命题1.4.10. 若Xn
P→ X, 那么存在{Xn}的一个子列{Xnk

}使得

Xnk

a.s.→ X.

证明因为Xn
P→ X,对任意k ≥ 1, P (|Xn−X| > 1/2k) → 0. 因此,存在nk使

得

P (|Xnk
−X| > 1/2k) < 1/2k,

而且nk 单调不降. 由此, 对任意ε > 0, 令M为正常数使得ε > 1/2M ,
∞∑
k=1

P (|Xnk
−X| > ε) ≤

M∑
k=1

P (|Xnk
−X| > ε) +

∞∑
k=M+1

P (|Xnk
−X| > 1/2k)

≤ M +
∞∑

k=M+1

1

2k
≤M + 1 <∞,

即(1.4.1)对序列{Xnk
}成立, 从而由注记1.4.9可知本命题成立.

I例1.4.11. 设{Xk; k ≥ 1}为一列独立同分布的随机变量, 且Xk服从二项分

布b(1, p), 试用Borel-Cantelli引理证明

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk = p, a.s. (1.4.2)
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证明 对任意ε > 0, 令

Ak =
{∣∣1
k

k∑
i=1

Xi − p
∣∣ > ε

}
.

那么

P (Ak) = P
(∣∣ k∑

i=1

(Xi − p)
∣∣ > kε

)
≤ 1

k4ε4
E
(( k∑

i=1

(Xi − p)
)4)

.

直接计算可知

E
(( k∑

i=1

(Xi − p)
)4)

= kpq(p3 + q3) + 3k(k − 1)p2q2. (1.4.3)

因此
∞∑
k=1

P (Ak) <∞. 由Borel-Cantelli引理可知(1.4.2)成立.

事实上例1.4.11的结论对一阶矩存在的独立同分布的随机变量序列都成立.

我们不加证明地给出如下的所谓强大数定律.

⋆定理1.4.12. (强大数定律) 设{Xn;n ≥ 1}为一列独立同分布的随机变量.

若E(|Xn|) <∞, 那么

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk = E(X1), a.s.

1.4.3 柯西基本列*

♣定义1.4.13. 称随机变量序列{Xn;n ≥ 1}是几乎必然意义下的基本列或柯

西列, 若存在一个零概率集A, 使得对任意ω ∈ Ω \ A 以及任意ε > 0, 存在一

个N = N(ε, ω), 当n,m > N时, |Xn(ω)−Xm(ω)| < ε.

由于数列收敛当且仅当它是基本列, 我们可得如下结论.

N命题1.4.14. {Xn;n ≥ 1}几乎必然收敛当且仅当{Xn;n ≥ 1}是几乎必然意

义下的基本列.

与定理1.4.6类似, 我们有如下结果. 证明请读者自己补充.

⋆定理1.4.15. 设{Xn;n ≥ 1}为一列随机变量, 下列结论等价:

(1) {Xn;n ≥ 1} 是几乎必然意义下的基本列.

(2) 对任意ε > 0,

P (
∞∩
n=1

∞∪
v=1

{|Xn+v −Xn| ≥ ε}) = 0.
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(3) 对任意ε > 0, 当n→ ∞时,

P (
∞∪
v=1

{|Xn+v −Xn| ≥ ε}) → 0.

由定理1.4.15, 我们易得下面的推论.

�推论1.4.16. {Xn;n ≥ 1}为几乎必然意义下的基本列, 若存在非负数列

{δn;n ≥ 1}使得
∞∑
n=1

δn <∞而且
∞∑
n=1

P (|Xn+1 −Xn| ≥ δn) <∞.

证明 注意到对任意ε > 0, 存在k 使得
∞∑
n=k

δn < ε, 进而对任意m > k,

∞∪
v=1

{|Xm+v −Xm| ≥ ε} ⊂
∞∪
v=1

{|Xm+v −Xm| ≥
m+v−1∑
n=m

δn}

⊂
∞∪
v=1

m+v−1∪
n=m

{|Xn+1 −Xn| ≥ δn} =
∞∪
n=m

{|Xn+1 −Xn| ≥ δn}.

因此由假设条件以及定理1.4.15可知本推论成立.

♣定义1.4.17. 称随机变量序列{Xn;n ≥ 1}是依概率收敛意义下的基本列或

柯西列, 若对任意ε > 0, δ > 0 存在一个N = N(ε, δ) 使得当n,m > N 时,

P (|Xn(ω)−Xm(ω)| ≥ ε) ≤ δ.

由关系式{|Xn −Xm| ≥ ε} ⊂ {|Xn −X| ≥ ε/2} ∪ {|Xm −X| ≥ ε/2} 可知

依概率收敛的序列一定是依概率收敛的基本列, 进而几乎必然收敛的基本列一定

是依概率收敛的基本列.

N命题1.4.18. 依概率收敛的基本列存在子列使其为几乎必然收敛的基本列.

证明 设{Xn;n ≥ 1}是任一依概率收敛的基本列. 取ε = 1/2k, δ = 1/2k. 存

在单调增加的nk, 使得对任意m > nk,

P (|Xm(ω)−Xnk
(ω)| ≥ 1/2k) ≤ 1/2k.

取子列{Xnk
; k ≥ 1}, 那么

∞∑
k=1

P (|Xnk+1
−Xnk

| ≥ 1/2k) <∞.

由推论1.4.16可知{Xnk
; k ≥ 1}就是几乎必然意义下的基本列.
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记依概率收敛意义下的基本列{Xn;n ≥ 1}的极限为X, 由

{|Xn −X| ≥ ε} ⊂ {|Xnk
−X| ≥ ε/2} ∪ {|Xn −Xnk

| ≥ ε/2},

可知{Xn;n ≥ 1}依概率收敛. 因此{Xn;n ≥ 1}依概率收敛当且仅当它是依概率

收敛的基本列.

1.4.4 收敛的简单性质

�性质1.4.19. 对依概率收敛和几乎必然收敛, 以下运算性质成立.

(1) 若对任意k,X(k)
n

a.s.→ X(k) (或X(k)
n

P→ X(k)), ck为常数, 那么
m∑
k=1

ckX
(k)
n

a.s.→
m∑
k=1

ckX
(k)
(
相应地

m∑
k=1

ckX
(k)
n

P→
m∑
k=1

ckX
(k)
)
.

(2) 若Xn
a.s.→ X(或Xn

P→ X), Yn
a.s.→ Y (相应地Yn

P→ Y ), 那么

XnYn
a.s.→ XY (相应地XnYn

P→ XY ).

(3) 若Yn
a.s.→ Y (或Yn

P→ Y )且P (Y = 0) = 0, 那么

1/Yn
a.s.→ 1/Y (相应地1/Yn

P→ 1/Y ),

其中当Yn = 0时1/Yn可以恰当地补充定义.

证明 我们只证(2), 其他作为习题请读者自己完成(参见本节习题8).

若Xn
a.s.→ X 且Yn

a.s.→ Y , 那么存在零概率集A,B使得对任意ω ∈ Ω \ A和任

意ω1 ∈ Ω \B有

Xn(ω) → X(ω), Yn(ω1) → Y (ω1).

令C = A ∪B, 那么C也是零概率集, 而且对任意ω ∈ Ω \ C,

Xn(ω)Yn(ω) → X(ω)Y (ω).

这表明XnYn
a.s.→ XY .

若Xn
P→ X 且Yn

P→ Y . 对任意δ > 0, 存在M > 0 使得

P (|Y | ≥M) < δ/4, P (|X| ≥M − 1) < δ/8.

由于Xn
P→ X, 因此存在N1, 当n > N1时, P (|Xn −X| > 1) < δ/8, 进而

P (|Xn| < M) ≥ P (|Xn −X| ≤ 1, |X| < M − 1)

≥ 1− P (|Xn −X| > 1)− P (|X| ≥M − 1) = 1− δ/4.

由此可得P (|Xn| ≥ M) ≤ δ/4. 进一步地, 由依概率收敛条件, 对任意ε > 0, 存
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在N > N1, 使得当n ≥ N时,

P (|Yn − Y | ≥ ε/(2M)) ≤ δ/4, P (|Xn −X| ≥ ε/(2M)) ≤ δ/4.

因此当n > N时,

P (|XnYn −XY | ≥ ε) = P (|XnYn −XnY +XnY −XY | ≥ ε)

≤ P (|XnYn −XnY |+ |XnY −XY | ≥ ε)

≤ P (|Xn||Yn − Y | ≥ ε/2) + P (|Y ||Xn −X| ≥ ε/2)

≤ P (|Xn| ≥M) + P (|Yn − Y | ≥ ε/2M)

+P (|Y | ≥M) + P (|Xn −X| ≥ ε/2M)

≤ δ/4 + δ/4 + δ/4 + δ/4 = δ.

这表明XnYn
P→ XY .

♠注记1.4.20. 上面我们介绍的几乎必然收敛和依概率收敛隐含地假定了极

限X几乎必然有限. 在几乎必然收敛意义下, 利用微积分中数列收敛到无穷的定

义, 我们也可以考虑极限X 以正概率取到正无穷和/或负无穷的情形, 比如当收

敛到正无穷时,

{Xn(ω) → +∞} =
∞∩
m=1

∞∪
N=1

∞∩
n=N

{Xn ≥ m}, (1.4.4)

而Xn → +∞ a.s. 则意味着除去一个零概率的例外集A, 对任意ω ∈ Ω \ A都

有Xn(ω) → +∞.

对于依分布收敛而言, 类似于性质1.4.19 的运算性质一般不成立, 但我们不

加证明地给出如下的斯卢茨基(Slutsky)引理.

H引理1.4.21. 若Xn
d→ X, Yn

P→ c, 其中c为常数. 那么

Xn + Yn
d→ X + c, XnYn

d→ cX.

为了后面引用方便, 在本节最后, 我们介绍一个与随机变量数学期望有关的

极限定理. 为此, 我们先给出数学期望的全期望公式.

H引理1.4.22. 设事件集{Ai; i ≥ 1}两两不交且∪∞
i=1Ai = Ω, 即{Ai; i ≥ 1}是样

本空间Ω的一个分割. 若X是非负随机变量或X的数学期望存在, 那么

E(X) =

∞∑
i=1

E(X1Ai). (全期望公式)
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证明 只证X是非负连续的情形, 对其他情形感兴趣的读者可参阅[9]. 此时,

E(X) =

∫ ∞

0

xfX(x)dx = lim
M→∞

∫ M

0

xfX(x)dx = lim
M→∞

E(X1{X≤M}).

由于{Ai; i ≥ 1}是样本空间Ω的一个分割, 对任意n ≥ 1,

1Ω =
n∑
i=1

1Ai + 1∪∞
i=n+1Ai .

因此

E(X1{X≤M}) = E
(
X1{X≤M}

( n∑
i=1

1Ai + 1∪∞
i=n+1Ai

))
=

n∑
i=1

E(X1{X≤M}1Ai) + E(X1{X≤M}1∪∞
i=n+1Ai).

再由1 =
∑∞

i=1 P (Ai)可知n→ ∞时,

E(X1{X≤M}1∪∞
i=n+1Ai) ≤MP (∪∞

i=n+1Ai) → 0.

所以

E(X1{X≤M}) = lim
n→∞

n∑
i=1

E(X1{X≤M}1Ai)

=
∞∑
i=1

E(X1{X≤M}1Ai) ≤
∞∑
i=1

E(X1Ai).

由此可得

E(X) ≤
∞∑
i=1

E(X1Ai).

另一方面, 对任意n ≥ 1,

E(X) ≥ E(X1∪n
i=1Ai) =

n∑
i=1

E(X1Ai).

令n→ ∞得

E(X) ≥
∞∑
i=1

E(X1Ai).

综合两方面, 可知本引理成立.

⋆定理1.4.23. (单调收敛定理) 设Xn为非负随机变量且Xn ≤ Xn+1对任

意n ≥ 1几乎处处成立. 那么Xn几乎处处收敛. 记其极限为X, 则

E(X) = lim
n→∞

E(Xn).

证明由条件可知,存在一个概率为0的事件A,使得在Ω\A上, {Xn, n ≥ 1}为

单调不降数列, 从而极限存在(可能为∞), 记其为X. 因此Xn
a.s.→ X.
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(1) 若P (X = ∞) = p > 0, 由(1.4.4)可知对任意M > 0,

p = P (Xn → +∞) = P (
∩
m≥1

∪
N≥1

∩
n>N

{Xn > m})

≤ P (
∪
N≥1

∩
n>N

{Xn > M}) = lim
N→∞

P (
∩
n>N

{Xn > M}).

这表明存在m(M), 当n > m 时,

P (Xn > M) > p/2,

从而E(Xn) > Mp/2. 先令n→ ∞, 再令M → ∞, 可得

lim
n→∞

E(Xn) = ∞ = E(X).

(2) 若P (X = ∞) = 0. 此时由全期望公式可得

E(Xn) =

∞∑
k=1

E(Xn1{k−1≤X<k}), E(X) =

∞∑
k=1

E(X1{k−1≤X<k}).

对任意n, k ≥ 1, 记

an(k) = E(Xn1{k−1≤X<k}), a(k) = E(X1{k−1≤X<k}).

显然an(k), a(k)非负, 而且an(k)随n 增加单调不降. 注意到

|an(k)− a(k)| ≤ E(|Xn −X|1{k−1≤X<k})

= E(|Xn −X|1{k−1≤X<k}∩{|Xn−X|>ε})

+E(|Xn −X|1{k−1≤X<k}∩{|Xn−X|≤ε})

≤ kP (|Xn −X| > ε) + ε.

由于Xn → X, a.s. 因此随n → ∞, kP (|Xn −X| > ε) → 0. 再由ε的任意小性可

知, n→ ∞时an(k) → a(k). 由数列级数收敛知识(见本章第一节习题5)可得

E(X) =
∞∑
k=1

a(k) = lim
n→∞

∞∑
k=1

an(k) = lim
n→∞

E(Xn). �

练习题1.4

1 若存在随机变量X使得随机序列Sn/n → X, a.s. 成立, 而且非负整数值随

机序列Nn → ∞, a.s. 成立. 证明SNn/Nn → X, a.s.

2 证明: 若对任意ε > 0, 存在N使得当n > N时P (|Xn − X| < ε) = 1, 那

么Xn
a.s.→ X. 举例说明逆命题不成立.

3 试构造两个随机变量序列{Xn;n ≥ 1},{Yn;n ≥ 1}使得Xn
d→ X, Yn

P→

Y但Xn + Yn
d

̸→ X + Y .
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4 设f(x)在[0,+∞)上连续有界, 单调上升且f(0) = 0, 证明随机变量Xn依概

率收敛于0当且仅当 lim
n→∞

E(f(|Xn|)) = 0.

5 设{Xk; k ≥ 1}为一列相互独立随机变量, 而且对任意k ≥ 1, E(Xk) = 0,

V ar(Xk) = k. 对任意n ≥ 1, 令

Yn =
n∑
k=1

Xk/k.

证明对任意r > 1/2, 当n→ ∞时Yn/nr几乎必然收敛到0.

6 对任意给定的随机变量序列{Xn;n ≥ 1}, 令Yn = sup
k≥1

|Xn+k − Xn|. 证

明Xn几乎必然收敛当且仅当对任意ε > 0, lim
n→∞

P (Yn > ε) → 0.

7 验证(1.4.3)成立.

8∗ 试给出性质1.4.19中(1)和(3)的证明.

9∗ 试给出定理1.4.15的证明.



第二章 简单随机模型

本章我们将简要地引入随机过程的基本概念并介绍两类简单随机模型: 直

线上简单随机游动与泊松过程. 这两类随机过程在一定意义上可以看作是独立

同分布随机变量部分和序列以及部分和序列的“逆”, 在应用领域被广泛使用.

2.1 随机过程简介

直观而言, 随机过程是人们为认识复杂随机现象动态变化规律而建立的一种

数学模型, 通常以一族(通常是无穷多的)随机变量的形式出现.

2.1.1 随机过程的基本概念

先看下面这个例子.

I例2.1.1. 观察一只股票的价格波动, 是否存在“稳赢”的投资策略？一般地,

股票价格变化具有一定的随机性(如下图所示).

用随机变量X(t) 表示股票在t 时刻的价格, 如果想通过买卖该股票获利, 那

么我们应该掌握随机变量族{X(t); t ≥ 0}的统计规律. 当我们想通过某种策略获

44



45

利, 比如5元买入6元卖出, 我们首先要解决的问题就是对应的买入时机和卖出时

机是否存在？在什么时候？

以上例子表明, 许多问题会涉及动态变化的随机现象. 为了解决问题, 我们

可以用一族(一般是无穷多)随机变量刻画(描述)这些现象. 通常我们就称这族随

机变量是一个随机过程. 介绍随机过程的各种统计规律和研究方法就是随机过

程课程的主要内容.

♣定义2.1.2. 称X = {X(t); t ∈ T}为概率空间(Ω ,F, P ) 上的随机过程, 若它

是该概率空间上一族随机变量(可以是向量值的). 称X(t), t ∈ T , 的所有可能取

值域S为随机过程X的状态空间, 称T为指标集或参数集, 特别地, 若指标集具有

时间属性时, 也称之为时间参数.

为表示方便, 我们有时也把随机过程X = {X(t); t ∈ T}记成X = (Xt)t∈T

或X = {Xt; t ∈ T}, 简记成(Xt)t∈T或{Xt; t ∈ T}. 无需强调参数集时还可简记

成(Xt)或{Xt}. 特别地, 无需强调随机过程中的变量时可简写为随机过程X.

从映射(函数)角度看, 随机过程也是T × Ω 7→ S的二元映射. 当t和ω都给

定时, X(t, ω)是一个实数或向量; 当只给定t时, X(t, ·)就是随机变量; 当只给

定ω ∈ Ω时, X(·, ω)就是一个指标集T 上的函数:

X(·, ω) : T → S 对任意t ∈ T, X(·, ω)(t) = X(t, ω).

通常我们称函数X(·, ω) 为随机过程X的轨道(函数)或样本(函数).

按照指标集和状态空间的不同, 通常我们把随机过程分成四类: 连续参数离

散状态、连续参数连续状态、离散参数离散状态、离散参数连续状态随机过程.

♠注记2.1.3. 对随机过程还可从其他角度进行分类. 比如, 若对所有t ∈ T ,

X(t) ∈ Rd, 其中d > 1, 那么我们称X为d-维随机过程或d-维向量值随机过程;

若T ⊂ Rn, 其中n > 1(此时T往往对应空间或时空指标), 我们又称X 为随机场.

若无特别说明, 本书此后只讨论实值随机过程, 即S, T 都是R或R的子集, 比如自

然数集N, 整数集Z, 正整数集Z+, 非负实数集R̄+, 正实数集R+或者某个实数区

间等等.
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2.1.2 随机过程的刻画

对有限个随机变量X1, · · · , Xm, 我们一般用联合分布函数

F (x1, x2, · · · , xm) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xm ≤ xm),

刻画它们的统计规律. 对于随机过程, 我们可以借鉴这种思想.

♣定义2.1.4. 任取X = {Xt; t ∈ T}的k个参数, t1, t2, · · · , tk, 称Xt1 , · · · , Xtk

的联合分布函数

Ft1,t2,··· ,tk(x1, x2, · · · , xk) = P (Xt1 ≤ x1, Xt2 ≤ x2, · · · , Xtk ≤ xk)

为随机过程X的一个k阶有限维分布, 称函数族

{Ft1,t2,··· ,tk(x1, x2, · · · , xk); t1, · · · , tk ∈ T, k ≥ 1}

为随机过程X的有限维分布族.

随机过程X在t ∈ T的一阶有限维分布, 即Xt的分布, 有时也被称为X在t的

边际(边缘)分布. 若指标集T含最小元素, 记作t0, 则人们常称Xt0的分布为X的初

始分布, 称Xt0的值为X的初值.

♠注记2.1.5. 当S只有至多可数个元素时, 有限维分布族可用如下有限维分布

列代替,

Pt1,··· ,tk(x1, · · · , xk) = P (Xt1 = x1, · · · , Xtk = xk), x1, · · · , xk ∈ S.

�性质2.1.6. 随机过程的有限维分布族满足

(1) 对称性, 即对任意k以及(1, 2, · · · , k)的一个置换(i1, i2, · · · , ik),

Ft1,t2,··· ,tk(x1, x2, · · · , xk) = Fti1 ,ti2 ,··· ,tik (xi1 , xi2 , · · · , xik).

(2) 相容性, 即对任意n > m,

Ft1,··· ,tm,··· ,tn(x1, · · · , xm,+∞, · · · ,+∞) = Ft1,··· ,tm(x1, · · · , xm).

证明 性质由有限维分布定义直接可得.

下面的柯尔莫哥洛夫存在性定理(Kolmogorov Existence Theorem)表明任

何给定的具有相容性的有限维分布族都存在随机过程与之对应. 证明省略.

⋆定理2.1.7. 设{Ft1,t2,··· ,tk(x1, x2, · · · , xk); t1, · · · , tk ∈ T, k ≥ 1}是满足对称

性和相容性的概率分布函数族, 则存在概率空间(Ω ,F, P )及其上的一个随机过

程X = {X(t); t ∈ T} 使得X的有限维分布族恰好是给定的概率分布函数族.
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直观地看, 若能就某个随机现象给出分布函数或分布函数族, 我们就在一定

意义上刻画了该随机现象的统计规律. 柯尔莫哥洛夫存在性定理为人们提供了在

保证不改变统计规律的前提下用随机过程模型研究随机现象的理论支撑.

♣定义2.1.8. 设X = {Xt; t ∈ T}, Y = {Yt; t ∈ T}都是概率空间(Ω ,F, P )上

的随机过程, 称Y是X 的一个版本(Version), 若X,Y的有限维分布族相同;

称Y是X的一个修正(Modification), 若对任意t ∈ T , P (Xt = Yt) = 1; 称X与Y不

可区分的(Indistinguishable), 若存在一个集合A ∈ F, 使得P (A) = 1而且对任

意ω ∈ A, Xt(ω) = Yt(ω)对所有t ∈ T 都成立.

由定义容易看出, 在上述三个衡量两个过程关系的概念中“不可区分”要求最

苛刻. 两个随机过程是不可区分的, 那么他们一定互为修正; 两个过程互为修正

则一定互为版本. 一般而言, 这两个结论的逆都不真. 但若X,Y 为离散参数随机

过程, 那么“不可区分”与“ 修正”等价(参见本节习题1).

♣定义2.1.9. 设X = {Xt; t ∈ T}, Y = {Yu;u ∈ S}都是概率空间(Ω ,F, P )上

的随机过程, 若对任意k,m ≥ 1, t1, · · · , tk ∈ T , u1, · · · , um ∈ S,

(Xt1 , · · · , Xtk)与 (Yu1 , · · · , Yum)

独立, 则称X和Y是独立的.

I例2.1.10. 设{Wi; i ≥ 1}为一列独立随机变量, {Sn;n ≥ 1}为{Wi; i ≥ 1}的

部分和序列, N为一个固定常数. 对任意k ≥ 1, 令Tk = SN+k − SN . 那么随机过

程{Tk; k ≥ 1}与{Sn; 1 ≤ n ≤ N}独立.

事实上, 对任意m ≥ 1, 任取k1, · · · , km ≥ 1, 由Wi, i ≥ 1独立同分布可知

(Tk1 , Tk2 , · · · , Tkm) =
( N+k1∑
i=N+1

Wi,
N+k2∑
i=N+1

Wi, · · · ,
N+km∑
i=N+1

Wi

)
与

(S1, S2, · · · , SN ) = (W1,W1 +W2, · · · ,
N∑
i=1

Wi)

是独立的.

我们也可以通过随机变量的数值特征在一定程度上了解随机过程.

♣定义2.1.11. 设X = {X(t); t ∈ T}是定义在概率空间(Ω ,F, P )上的随机过
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程, 分别称如下的函数

mX(t) = E(X(t)), DX(t) = V ar(X(t)),

RX(s, t) = E(X(s)X(t)), CovX(s, t) = Cov(X(s), X(t)),

为随机过程X的均值函数, 方差函数, 自相关函数与协方差函数.

2.1.3 典型随机过程

♣定义2.1.12. 称随机过程X = {X(t); t ∈ T}是独立增量过程, 若对任意n以

及t1 < · · · < tn ∈ T ,

X(t2)−X(t1), · · · , X(tn)−X(tn−1)

相互独立(若指标集T有最小元素t0, 那么还要求

X(t0), X(t1)−X(t0), X(t2)−X(t1), · · · , X(tn)−X(tn−1)

相互独立). 进一步, 若对任意t, t+ h, s, s+ h ∈ T ,

X(t+ h)−X(t) 与 X(s+ h)−X(s)

的分布相同, 则称X为平稳独立增量过程.

如果X = {X(t); t ∈ R̄+}为平稳独立增量过程, 均值函数m(t)与方差函

数D(t)都存在且连续. 那么对任意t ≥ 0,

mX(t) = Ct+ E(X(0)), DX(t) = C1t+ V ar(X(0)), (2.1.1)

其中C = E(X(1))− E(X(0)), C1 = V ar(X(1)−X(0)).

当T = N时独立增量过程就是一列相互独立随机变量的部分和, 而初值

为0的平稳独立增量过程就是一列独立同分布随机变量的部分和.

平稳独立增量过程有很多, 常见的例子包括本章后面要介绍的随机游动, 泊

松过程以及第六章介绍的布朗运动.

数学期望有限的独立增量过程还具有如下两个重要性质: (为了方便理解,

假设T = N)

(1) 对任意s, t ∈ T且s < t, 以及对任意x ∈ R,

P (X(t) ≤ x|X(0), · · · , X(s)) = P (X(t) ≤ x|X(s)).
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(2) 若对任意s, t ∈ T , E(X(t)−X(s)) = 0, 那么对任意s < t ∈ T ,

E(X(t)|X(0), · · · , X(s)) = X(s).

下面我们检验性质(1),对性质(2)的检验留请读者自己完成.

首先注意到

P (X(t) ≤ x|X(0), · · · , X(s)) = P (X(t)−X(s) ≤ x−X(s)|X(0), · · · , X(s)).

记Y = X(t)−X(s), 由于X是独立增量过程, 因此Y与

X(0), X(1)−X(0), · · · , X(s)−X(s− 1)

独立, 进而与X(0), · · · , X(s)独立. 注意上面条件概率中X(0), · · · , X(s)是已知

条件, 记z = X(s), 那么

P (X(t) ≤ x|X(0), · · · , X(s)) = P (Y < x− z|X(0), · · · , X(s− 1), X(s) = z)

= P (Y ≤ x− z)|z=X(s).

另一方面, 类似推理可知

P (X(t) ≤ x|X(s)) = P (X(t)−X(s) ≤ x−X(s)|X(s))

= P (Y ≤ x−X(s)|X(s)) = P (Y ≤ x− z)|z=X(s).

综合这两方面可得性质(1).

通常称满足性质(1)的随机过程为马氏过程, 满足性质(2)的过程为鞅(过程).

我们将分别在第三,四章和第七章进一步介绍这两类过程.

除了独立增量过程, 马氏过程和鞅外, 在随机过程领域讨论比较多的还有所

谓的严平稳过程和平稳过程. 我们以指标集T = R̄+或N为例给出定义如下.

♣定义2.1.13. 若对任意的t1 < · · · < tn ∈ T以及h ∈ T ,

(X(t1), · · · , X(tn))与 (X(t1 + h), · · · , X(tn + h))

同分布, 则称对随机过程X = {X(t); t ∈ T}为严平稳过程.

严平稳过程的一个具体例子就是独立同分布随机变量序列. 在应用时严平

稳过程要求较苛刻, 人们更多考虑如下的所谓平稳过程.

♣定义2.1.14. 称随机过程X为平稳过程, 若对任意t ∈ T , E(X(t))与t无关,

且对任意t, h ∈ T , 协方差Cov(X(t), X(t+ h))与t无关.

显然若X是平稳过程, 那么对任意t ∈ T , E(X2(t)) < ∞, 即X(t)的二阶矩存

在(简称这样的过程为二阶矩过程); 二阶矩存在的严平稳过程一定是平稳过程.
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平稳过程的理论是时间序列分析的基础, 本书对平稳过程的介绍从略.

在本节最后, 我们介绍一个具体的简单随机过程并举例说明它的应用.

♣定义2.1.15. 称随机过程X = {Xn;n ∈ Z+}为伯努利过程, 若{Xn;n ∈ Z+}

为独立同分布(i.i.d )的随机变量序列, 而且

P (Xn = 1) = p, P (Xn = 0) = q = 1− p, 0 < p < 1.

伯努利过程常用来描述一列独立重复实验, 通常将P (Xn = 1) = p看作

第n次实验成功概率, P (Xn = 0) = q 看作第n次实验失败的概率. 显然, 伯努利

过程是严平稳的.

令T1 = inf{n > 0;Xn = 1}, 其中约定inf ∅ = +∞. 直观地看T1表示第一次

实验成功的时刻. 但是这个时刻是随机的, 而且可以取+∞. 进一步分析可知, 判

定{T1 = n}这个事件是否发生, 我们可以通过观察n及n之前实验的结果: 若n之

前实验都没成功而在n时刻实验恰好成功, 那么事件{T1 = n}发生; 否则该事件

没有发生, 即

{T1 = n} = {Xn = 1, X1, · · · , Xn−1均不为1}. (2.1.2)

在随机过程研究中, 具有像T1这种性质的(广义)随机变量是非常重要的工具;

一般地, 我们称这种随机变量为停时, 具体定义如下.

♣定义2.1.16. 称非负整数值的随机变量(可取+∞) T是 关于随机过程 X =

{Xn;n ≥ 0} 的停时(Stopping time), 若对任意非负整数n, 随机事件{T =

n}可以通过随机变量 X0, · · · , Xn 表示, 也即随机变量1{T=n} 可表示成随机变

量X0, · · · , Xn的函数. 当无需强调“参考”过程X时, 我们简称T为停时.

♠注记2.1.17. 定义2.1.16只是给出了 关于离散时间随机过程的停时定义; 对

这类停时性质的讨论, 我们将在第七章第一节展开. 对于更一般的停时定义, 感

兴趣的同学可以参阅 [9].

回到伯努利过程. 对任意k > 1, 同样可定义Tk = inf{n > Tk−1;Xn = 1}. 那

么Tk 表示第k 次伯努利实验成功的时刻, 而且也是停时.

任取数列{f(n);n ≥ 1}. 由

f(Tk) = f(Tk−1 + 1)XTk−1+1 + · · ·+ f(Tk − 1)XTk−1 + f(Tk)XTk
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可知, 若
∑
n≥1

|f(n)| <∞, 那么

∞∑
k=1

f(Tk) =
∞∑
n=1

f(n)Xn.

此时, 对任意ε > 0, 存在m > 0使得
m∑
n=1

f(n)Xn − ε ≤
∞∑
k=1

f(Tk) ≤
m∑
n=1

f(n)Xn + ε,

进而我们可得

E
( ∞∑
k=1

f(Tk)
)
= lim

m→∞
E(

m∑
n=1

f(n)Xn) = p
∞∑
n=1

f(n). (2.1.3)

I例2.1.18. 设在某种仪器在单位时间内损坏事件构成一个伯努利过程. 假

定仪器损坏后更换的费用为c元. 为使仪器损坏时用户能免费更换, 厂方在

卖出产品时应合理定价, 假设投资1元到下一个单位时间可增值到1/α元, 其

中0 < α < 1. 问厂家预期应至少多定价多少？

解: 以Tk表示第k次损坏一个仪器的时间, 此时更换仪器要c元, 为保证此时

能免费更换, 厂家需额外收取cαTk 元费用. 因此, 要保证长期免费更换厂家应多

收取的费用为
∑∞

k=1 cα
Tk . 由(2.1.3)可知, 预期应增收费用为

E
( ∞∑
k=1

cαTk
)
= cp

∞∑
k=1

αk =
cpα

1− α
. �

练习题2.1

1 试解释对离散参数随机过程而言, “不可区分”与“修正”等价.

2 验证(2.1.1)中m(t)与D(t)的表达式对任意t ≥ 0成立.

3 在参数T为非负整数的条件下验证独立增量过程的性质(2).

4 证明随机过程{Xt; t ∈ T}与{Yt; t ∈ T}独立当且仅当对任意m ≥ 1 以及任

意选取的t1, · · · , tm ∈ T , (Xt1 , · · · , Xtm)与(Yt1 , · · · , Ytm)独立.

5 已知{X(t); t ∈ [0,+∞)}为平稳独立增量过程. 对任意s > 0, 令Y (t) =

X(s+ t)−X(s), 证明{Y (t); t ∈ [0,+∞)}也是平稳独立增量过程.

6 证明伯努利过程不是独立增量过程.
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2.2 直线上简单随机游动

随机游动是一类简单、直观的随机模型, 有着广泛的应用. 本节将简要地介

绍直线上简单随机游动的理论和应用.

2.2.1 模型及其刻画

♣定义2.2.1. 已知{Xn;n ≥ 0}为相互独立的随机变量序列而且对任意n ≥ 1,

Xn的分布相同, 令

Wn =
n∑
k=0

Xk, n ≥ 0.

称随机过程W = {Wn; n ≥ 0}为(一维或直线上)随机游动(Random Walk).

♠注记2.2.2. 若Xn ∈ Rd, n ≥ 0, 但定义2.2.1的其他条件不变, 那么我们

称W为d-维随机游动.

为讨论方便, 若无特别声明, 本节我们介绍的随机游动都是整数值的随机游

动, 即Xn, n ≥ 0, 都是整数值随机变量. 称满足

P (Xn = 1) = p, P (Xn = −1) = q = 1− p, n ≥ 1,

的整数值随机游动为简单随机游动或(q, p)-简单随机游动, 其中p = q = 1/2时简

称W为简单对称随机游动.

从初等概率论角度看, 随机游动W实质就是独立同分布随机变量的部分和

序列. 从而随机游动是平稳独立增量过程. 当我们把Xn形象地理解成沿直线

随机走出的一步或一个单位时间的位移时, W就描述了沿直线上行走时随机走

过的路线. 这也是我们称W 为随机游动的一种直观解释, 相应地,我们有时也

称Xn为(第n步的)步长.

对于描述随机现象动态变化的模型, 人们除了因为关心随机现象的趋势变化

而研究它的长期、整体性质外, 还会因为关心随机现象发展过程中的随机事件而

研究模型的局部, 微观性质. 对随机游动而言, 其长期趋势我们可以通过概率论

里学过的大数定律和中心极限定理有所了解. 在对随机游动局部性质研究中一

个基本问题就是: 给定随机游动的初始位置(即初始值), 过了一段时间后它会到
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哪里？用概率的语言来说, 就是对任意x, y ∈ Z, 讨论条件概率

pn(x, y) = P (Wn = y|W0 = x), n ≥ 0.

通常我们称该条件概率为n步转移概率. 其中0步转移概率(即n = 0)定义如下:

p0(x, y) = δx(y) =

1, y = x;

0, y ̸= x.

为表示方便, 我们常简记pn(0, y)为pn(y), 并将一步转移概率p1(x, y)和p1(y)分别

简记为p(x, y)和p(y).

对n步转移概率pn(x, y), 利用随机事件下条件概率的定义以及Xi, i ≥ 0, 的

独立性可知

pn(x, y) =
P (Wn = y,W0 = x)

P (W0 = x)

=
P (
∑n

i=1Xi = y − x,X0 = x)

P (X0 = x)

= P (
n∑
i=1

Xi = y − x). (2.2.1)

由此可知

pn(y − x) = pn(0, y − x) = P (
n∑
i=1

Xi = y − x) = pn(x, y). (2.2.2)

进一步地, 对任意k ≥ 0, n ≥ 1, 利用Xi, i ≥ 1, 的独立同分布性质可知, 条件概率

P (Wk+n = y|Wk = x) =
P (Wn+k = y,Wk = x)

P (Wk = x)

=
P (
∑n+k

i=k+1Xi = y − x,Wk = x)

P (Wk = x)

= P
( n+k∑
i=k+1

Xi = y − x
)

(2.2.3)

= P (
n∑
i=1

Xi = y − x).

将这个结果与(2.2.1),(2.2.2)联系后可知

P (Wk+n = y|Wk = x) = pn(x, y) = pn(y − x) = P (
n∑
i=1

Xi = y − x). (2.2.4)

因此pn(x, y)不仅表示随机游动从时刻0由x出发经n步到达位置y的概率, 也表

示从任一时刻所在位置x出发经过n步到位置y的概率, 他们都等于从位置0出发
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经n步到达位置y − x 的概率. 若已知步长Xn的分布为F , 那么

pn(x, y) = F ∗n({y − x}), (2.2.5)

这里F ∗n({y − x})表示分布为F的n重卷积的随机变量落在y − x点的概率, 即

F ∗n({y − x}) = F ∗n(y − x)− F ∗n((y − x)−),

其中F ∗n((y − x)−)为函数F ∗n(·)在y − x点的左极限.

I例2.2.3. 设随机游动W的步长分布为

P (Xn = −2) = P (Xn = −1) = P (Xn = 1) = 1/3.

求转移概率p4(3, 1).

[分析] 由p4(3, 1) = p4(0,−2)可知所求概率等价于从0出发, 经过4步最终位

移为−2的概率. 由于每步只有三种可能+1,−1,−2, 问题相当于在三个分别放有

标号为+1,−1和−2的球的坛子里总共随机地选取四个球, 问最后四个球的标号

之和为−2 的概率.

解 分别以m,n, k表示选择−2, −1和1的次数, 那么m+ n+ k = 4,

−2m− n+ k = −2.

由此可得m = 2k − 2, n = 6− 3k. 由于m,n, k均为非负整数, 因此

(m,n, k) = (0, 3, 1)或(2, 0, 2).

所以 p4(3, 1) = C1
4

1
34 + C2

4
1
34 = 10/81.

对简单随机游动, 我们可以非常方便地计算{pn(x, y);x, y ∈ Z, n ∈ N}.

事实上根据上面的分析, 对于简单随机游动而言每次步长只能是+1(向前一

步)或−1(向后一步), 要从位置x出发经n步到达y, 意味着其中有(n+ y − x)/2 步

向前, (n+ x− y)/2 步向后. 所以

pn(x, y) =

C
(n+y−x)/2
n p(n+y−x)/2q(n+x−y)/2, n− |y − x|为非负偶数,

0, 其他.

(2.2.6)

利用转移概率, 我们还能方便地写出随机游动的任意有限维分布. 任取

0 ≤ k0 < k1 < · · · < kn, r0, r1, · · · , rn ∈ Z.

由(2.2.3)和(2.2.4)可得

P (Wk0 = r0,Wk1 = r1, · · · ,Wkn = rn)
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= P
(
Wk0 = r0,

k1∑
i=k0+1

Xi = r1 − r0, · · · ,
kn∑

i=kn−1+1

Xi = rn − rn−1

)

= P (Wk0 = r0)P
( k1∑
i=k0+1

Xi = r1 − r0

)
· · ·P

( kn∑
i=kn−1+1

Xi = rn − rn−1

)
= P (Wk0 = r0)pk1−k0(r0, r1)pk2−k1(r1, r2) · · · pkn−kn−1(rn−1, rn). (2.2.7)

进一步, 若我们已知W的初始分布, 记作µ, 那么由全概率公式可得

P (Wk0 = r0) =
∑
i∈Z

P (W0 = i,Wk0 = r0)

=
∑
i∈Z

P (W0 = i)P (Wk0 = r0|W0 = i)

=
∑
i∈Z

µ(i)pk0(i, r0). (2.2.8)

可见初始分布以及转移概率族{pn(x, y);x, y ∈ Z, n ≥ 1}是我们认识随机游动的

随机规律的基础.

I例2.2.4. 已知初值为0的随机游动W的步长分布为

P (Xn = k) =
1

2k+2
, k ≥ −1.

求概率P (W1 = 1,W2 = 0,W7 = 1).

解 注意到W的初值为0. 由有限维分布计算公式(2.2.7)和(2.2.8)可知

P (W1 = 1,W2 = 0,W7 = 1) = P (W1 = 1)p(1, 0)p5(0, 1)

= P (W0 = 0)p(0, 1)p(1, 0)p5(0, 1) = p(0, 1)p(1, 0)p5(0, 1).

记W的步长分布为F , 那么由(2.2.5)可知

p(0, 1) = F ({1}) = 1/8; p(1, 0) = F ({−1}) = 1/2;

p5(0, 1) = F ∗5({1}) = P
( 5∑
i=1

Xi = 1
)
= P

( 5∑
i=1

(Xi + 1) = 6
)
.

注意到Xi + 1是独立同分布的非负随机变量, 对应的概率母函数

g(s) =
∞∑
k=0

P (Xi + 1 = k)sk =
∞∑
k=0

sk

2k+1
=

1

2− s
,

因此
∑5

i=1(Xi + 1)的概率母函数为

G(s) = [g(s)]5 =
1

(2− s)5
.
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由概率母函数的反演公式可知

P
( 5∑
i=1

(Xi + 1) = 6
)
=

1

6!
G(6)(0) =

10!

6!4!

1

211
= C4

10/2
11.

综上可得P (W1 = 1,W2 = 0,W7 = 1) = C4
10/2

15.

2.2.2 基本性质及其应用

随机游动也是平稳独立增量过程. 利用这一特性我们可以得到随机游动的

许多重要性质, 我们用定理形式介绍其中两条.

⋆定理2.2.5. 设W是整数值随机游动. 对任意m, k ∈ N以及i0, i1, · · · , im+1 ∈

Z,

P (Wm+k = im+1|Wm = im, · · · ,W0 = i0) = P (Wm+k = im+1|Wm = im).

证明 对任意m ≥ 1, 由(2.2.7)可知

P (Wm+k = im+1, · · · ,W1 = i1,W0 = i0)

= P (X0 = i0)

m−1∏
r=0

p(ir, ir+1)pk(im, im+1),

并且

P (Wm = im, · · · ,W0 = i0) = P (X0 = i0)
m−1∏
r=0

p(ir, ir+1).

两式做商后可得

P (Wm+1 = im+1|Wm = im, · · · ,W0 = i0) = pk(im, im+1).

由此及(2.2.4)可知定理2.2.5成立.

本质上定理2.2.5是上一节介绍平稳独立增量过程时提到的马氏性在随机游

动上的具体展现. 这里我们结合随机游动的特性, 表达更具体、证明更简洁.

⋆定理2.2.6. (对称原理) 对任意n ≥ 1, 区间I ⊂ R以及任意随机游动,

P (W1 > 0, · · · ,Wn−1 > 0,Wn ∈ I|W0 = 0)

= P (W1 < Wn, · · · ,Wn−1 < Wn,Wn ∈ I|W0 = 0).

证明令Y1 = Xn, Y2 = Xn−1, · · · , Yn = X1, Y0 = X0. 对任意k = 0, 1, · · · , n,

定义新的随机游动S = {Sk; k ≥ 0} 使得

Sk =
k∑
i=0

Yi.
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那么由Yk的设定, 对任意k = 1, · · · , n,

Sk =
n−k+1∑
i=n

Xi +X0 =Wn −
n−k∑
i=1

Xi =Wn −Wn−k +W0.

由于X1, · · · , Xn是独立同分布的随机变量, 因此(X1, · · · , Xn) 与 (Y1, · · · , Yn)有

相同分布. 从而

(W0,W1, · · · ,Wn)与 (S0, S1, · · · , Sn)

分布相同. 因此

P (W1 > 0, · · · ,Wn−1 > 0,Wn ∈ I|W0 = 0)

= P (S1 > 0, · · · , Sn−1 > 0, Sn ∈ I|S0 = 0)

= P (Wn −Wn−1 +W0 > 0, · · · ,Wn −W1 +W0 > 0,Wn ∈ I|W0 = 0)

= P (W1 < Wn, · · · ,Wn−1 < Wn,Wn ∈ I|W0 = 0). �

♠注记2.2.7. 从上述对称原理的证明可以看出, 对称原理只依赖于Xn, n ≥ 0,

的相互独立性以及Xn, n ≥ 1, 的同分布性质, 与Xn的值域形态无关.

为了进一步说明对称原理的应用, 我们引入一类特殊的随机游动:

♣定义2.2.8. 称整数值随机游动W是右连续的(或不带右跳的), 若其步长满

足:

P (Xn = 1) > 0而且
1∑

k=−∞

P (Xn = k) = 1.

显然简单随机游动是右连续的随机游动.

对任意整数i, 令τi = inf{n ≥ 1, Wn = i}. 那么τi是一个停时. 事实上

{τi = n} = {W1 ̸= i, · · · ,Wn−1 ̸= i,Wn = i}. (2.2.9)

通常我们称这样定义的τi为状态i的首回时. 直观地看, 若W0 = i, τi表示随机游

动W首次回到位置i的时间. 当W0 ̸= i时τi也是随机游动W首次到达i的时间. 注

意, 当整数值随机游动W右连续且初值为0时对任意i > 0,

{τi = n} = {W1 < Wn, · · · ,Wn−1 < Wn,Wn = i}.

⋆定理2.2.9. 若整数值随机游动W右连续, 那么对任意正整数m和n,

P (τm = n|W0 = 0) =
m

n
P (Wn = m|W0 = 0).

我们先证明一个排列组合方面的结论.
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H引理2.2.10. 对任意正整数m, 在满足x1 + · · · + xn = m, 其中xi ≤ 1,

i = 1, · · · , n, 的任意一个整数解(可以是负数)(u1, u2, · · · , un)的n个循环排列中

恰有m个循环排列使得其前n− 1 项部分和都严格小于m.

例如, 取n = 5, m = 2, 那么(−2, 1, 1, 1, 1) 是方程x1 + · · · + xn = m满足条

件的一组解, 这一组的循环排列有5种, 分别是

(−2, 1, 1, 1, 1), (1,−2, 1, 1, 1), (1, 1,−2, 1, 1), (1, 1, 1,−2, 1), (1, 1, 1, 1,−2),

其中只有第一, 第二两种排列满足前n− 1 = 4项部分和严格小于m = 2. 事实上

排列(−2, 1, 1, 1, 1) 和(1,−2, 1, 1, 1)的前4项部分和分别是

(−2,−1, 0, 1)和 (1,−1, 0, 1).

证明*设(u1, · · · , un)是方程x1+ · · ·+xn = m的整数解. 由于(u1, · · · , un)的

循环都是整数解, 因此我们可以选择一个好的循环作为分析的对象. 记{ui}的部

分和序列为S1, · · · , Sn. 设该部分和序列的最大值为M并令l = min{k, Sk = M}.

那么M ≥ m, ul = 1且对任意l < i ≤ n, ul+1 + · · · + ui ≤ 0. 选择循环排

列(ul+1, · · · , un, u1, · · · , ul) 作为我们分析对象, 并将其重新记为(v1, v2, · · · , vn).

可得:

(1) 对任意k < n, 部分和v1 + · · ·+ vk < v1 + · · ·+ vn = m.

(2) 由于部分和v1 + · · ·+ vn−l = ul+1 + · · ·+ un ≤ 0而且vi最大只能取到+1, 因

此对任意1 ≤ j ≤ m, 一定存在一个指标nk 使得部分和

v1 + · · ·+ vnk
= j

并记这些指标中最小的指标为kj, 其中k0规定为0. 由(1)知km = n,并且由于

部分和序列v1 + · · ·+ vi是从0值开始而且vi最大只能取到+1可得kj 随着j的

增加而增加.

(3) 对任一j < m, (vkj+1, · · · , vkj+1)一定满足

vkj+1 + · · ·+ vkj+1 = 1, vkj+1 = 1.

若kj + 1 ≤ i < kj+1, 则vkj+1 + · · ·+ vi ≤ 0 (否则由i ≥ kj+1导出矛盾).

由此我们可以验证: (v1, v2, · · · , vn)的循环排列中所有的

(vkj+1, · · · vn, v1, · · · , vkj), j = 0, 1, · · · ,m− 1,

都满足引理要求, 而其他的任何一个循环

(vi, · · · , vn, v1, · · · , vi−1)
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都不满足要求,因为此时存在一个j使得kj+1 < i ≤ kj+1,该循环的前n−i+kj项

的部分和为

vi + · · ·+ vn + v1 + · · ·+ vkj = v1 + · · ·+ vn − (vkj+1 + · · ·+ vi−1)

= m− (vkj+1 + · · ·+ vi−1) ≥ m.

所以在(v1, v2, · · · , vn)的循环排列中有且仅有m个满足引理要求.

利用该引理, 我们很容易证明定理2.2.9. 证明如下.

证明 记A = {Wn = m,W0 = 0} = {X1 + · · ·+Xn = m},

B = {τm = n,W0 = 0}

= {W1 < Wn, · · · ,Wn−1 < Wn,Wn = m,W0 = 0}

= {X1 + · · ·+Xk < m, k = 1, · · · , n− 1, X1 + · · ·+Xn = m}.

任取A中一个基本事件u = (u1, · · · , un), 记由该基本事件通过循环所得到

的n个(包括可能相同的)排列构成的集合为Tu, 剔除其中重复的排列后所得到的

集合为Γu. 显然Γu中的每个排列都是A中的基本事件. 此时

A =
∪

Γu∈A

且互不相交

Γu,

并且由于A中至多有可数个基本事件u, 上式只涉及至多可数个事件Γu的并.

(1) 若Tu = Γu, 由引理2.2.10, 对任意u ∈ A, Γu中有且仅有m 个循环排列事件

属于B. 注意到Xi是独立同分布的随机变量, 每个循环排列发生概率相同,

因此

P (B ∩ Γu)

P (A ∩ Γu)
=
m

n
. (2.2.10)

(2) 若Tu ̸= Γu, 则必有Γu中一个基本事件对应的排列在Tu中出现了多次, 比

如k(> 1)次. 不妨假设这个基本事件就是u,并且对u分别轮换了0 = i1−1 <

i2 − 1 < · · · < ik − 1次后回到u, 这表明

(u1, · · · , ui2−1, ui2 , · · · , uik , · · · , un)

= (ui2 , · · · , uik , · · · , un, u1, · · · , ui2−1, )

= · · · = (uik , · · · , un, u1, · · · , ui2 , · · · , uik−1).

因此

(u1, · · · , ui2−1) = (ui2 , · · · , ui3−1) = · · · = (uik , · · · , un).

由此可知Γu中所有基本事件都在Tu中恰好出现k次. 进而由引理2.2.10可
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知B ∩ Γu与A ∩ Γu中的基本事件数之比仍然是m/n, 从而(2.2.10)也成立.

因此, 由B ⊂ A可得

P (B ∩ Γu) = P (B ∩A ∩ Γu) =
P (B ∩ Γu)

P (A ∩ Γu)
P (A ∩ Γu) =

m

n
P (A ∩ Γu).

进而, 由全概率公式,

P (B) = P (B ∩
∪

Γu∈A

且互不相交

Γu) =
∑
Γu∈A

且互不相交

P (B ∩ Γu) =
m

n

∑
Γu∈A

且互不相交

P (A ∩ Γu) =
m

n
P (A).

所以定理2.2.9成立.

I例2.2.11. 设W是(q, p)简单随机游动. 对任意i ≥ 0, 求P (τi = n|W0 = 0).

解 先考虑i > 0的情形. 注意到(q, p)简单随机游动是右连续的. 由定

理2.2.9以及(2.2.6) 可知,

P (τi = n|W0 = 0) =
i

n
P (Wn = i|W0 = 0)

=


i
nC

(n+i)/2
n p(n+i)/2q(n−i)/2, n− i为非负偶数,

0, 其他.

下面考虑i = 0的情形. 此时由于简单随机游动必须偶数步才可能从位置0回到0,

因此, 对任意k ≥ 0,

P (τ0 = 2k + 1|W0 = 0) = 0.

另一方面, 由全概率公式可得

P (τ0 = 2k|W0 = 0) = P (τ0 = 2k,W1 = 1|W0 = 0)

+P (τ0 = 2k,W1 = −1|W0 = 0).

利用随机事件下条件概率公式

P (AB|C) = P (A|C)P (B|AC)

可得

P (τ0 = 2k,W1 = 1|W0 = 0)

= P (W1 = 1|W0 = 0)P (τ0 = 2k|W1 = 1,W0 = 0)

= pP (W2k = 0,Wi ̸= 0, 1 < i < 2k|W1 = 1,W0 = 0),

其中最后一个等号由(2.2.9)可得. 利用随机游动的平稳独立增量性质可知

P (W2k = 0,Wi ̸= 0, 1 < i < 2k|W1 = 1,W0 = 0)
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= P
(
W2k −W1 = −1,Wi −W1 ̸= −1, 1 < i < 2k

∣∣∣W1 = 1,W0 = 0
)

= P
(
W2k −W1 = −1,Wi −W1 ̸= −1, 1 < i < 2k

)
= P

(
W2k−1 −W0 = −1,Wi −W0 ̸= −1, 0 < i < 2k − 1

)
= P

(
W2k−1 −W0 = −1,Wi −W0 ̸= −1, 0 < i < 2k − 1

∣∣∣W0 = 0
)

= P (W2k−1 = −1,Wi ̸= −1, 0 < i < 2k − 1|W0 = 0)

= P (τ−1 = 2k − 1|W0 = 0),

其中第二个等号用到增量独立性, 第三个等号用到增量平稳性, 第四个等号又用

到增量独立性.

注意从0出发的(q, p)简单随机游动首达−1的时间与从0出发的(p, q)简单随

机游动首达1的时间分布相同, 由前面i ≥ 1部分的计算可知

P (τ−1 = 2k − 1|W0 = 0) =
1

2k − 1

(2k − 1)!

k!(k − 1)!
qkpk−1 =

(2k − 2)!

k!(k − 1)!
qkpk−1.

从而

P (τ0 = 2k,W1 = 1|W0 = 0) = pP (τ−1 = 2k − 1|W0 = 0) =
(2k − 2)!

k!(k − 1)!
qkpk.

同理可得

P (τ0 = 2k,W1 = −1|W0 = 0) = qP (τ1 = 2k − 1|W0 = 0) =
(2k − 2)!

k!(k − 1)!
qkpk.

因此

P (τ0 = 2k|W0 = 0) = 2
(2k − 2)!

k!(k − 1)!
qkpk =

2pq, k = 1,

(2k−3)!!
2k

(4pq)k

k! , k ≥ 2.

�

对简单随机游动还有如下的反射原理.

H引理2.2.12. (反射原理)设W为简单随机游动,对任意正整数x, y,从(n, x)到

(n+m, y)并途中位置回到零点的轨道数与从(n,−x)到 (n+m, y)的轨道数相同.

这里所谓随机游动的轨道是指将随机游动W中各位置(n,Wn)在平面上绘点并

按n从小到大的次序用直线依次相连所得到的折线.

证明 令A表示从(n, x)到(n +m, y)并在中间某个时刻到达零点的所有轨道,

B 为从(n,−x)到 (n+m, y)的所有轨道.

任取A中一个轨道

(n, x), (n+ 1, s1), · · · , (n+ k, sk), · · · , (n+m, y).
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设沿轨道从n开始首次到达位置零点的时刻为n + k, 即sk = 0, 但s1到sk−1都大

于0(如下图蓝色折线所示). 将(n, x)到 (n+k, 0)的轨道沿时间轴翻转得到一条连

接(n,−x) 与(n+ k, 0)的轨道(如下图红线所示), 再与原来(n+ k, 0) 到(n+m, y)

轨道拼接, 得到一条从(n,−x)到(n +m, y)的轨道. 显然这种轨道产生方式是一

对一的, 因此A中轨道数不超过B中轨道数.

反过来, 任取B中一轨道

(n,−x), (n+ 1, s1), · · · , (n+ k, sk), · · · , (n+m, y).

由于简单随机游动每次只能移动一步, 而−x < 0 < y, 因此由(n,−x)到(n +

m, y)的过程中必有某个时刻到达位置0. 设n + k是首个这样的时刻. 同样可

将(n,−x)到(n + k, 0)的轨道沿时间轴翻转得到一条由(n, x)到(n + k, 0)的轨道,

进而得到一条从(n, x)到(n +m, y)的轨道. 显然这种轨道产生方式也是一对一

的, 因此B中轨道数不超过A中轨道数.

综合两方面可知A,B中轨道数相同.

N命题2.2.13. 若W是简单对称随机游动, 那么对任意x, y > 0,

P (Wn+m = y, min
n<k<n+m

Wk ≤ 0|Wn = x) = P (Wn+m = y|Wn = −x).

证明 注意到简单对称随机游动每一步向上或向下走的机会是相等的.

将W的任意两个可能点(n, x), (n +m, y)连接起来的任一轨道都是等可能的, 而

且与从(n, x)出发走过m步的任一轨道发生的概率一样. 注意到从(n, x) 出发走

过m 步的轨道数为2m, 由引理2.2.12得

P (Wn+m = y, min
n<k<n+m

Wk ≤ 0|Wn = x)

=
A中轨道数

2m
=
B中轨道数

2m
= P (Wn+m = y|Wn = −x). �

下面我们举两个应用随机游动基本性质解决问题的例子.
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I例2.2.14. 娱乐公司推出一种答题游戏. 游戏共十道问题, 顾客依次回答. 具

体游戏规则如下: 顾客在回答第一道问题前积分为0, 每答对一道题积分加1, 答

错一道题积分减1, 在答题过程中每答完一道题都要检查顾客的积分, 若积分为0

或负数则终止该顾客的游戏, 否则游戏继续. 每一位顺利回答十道问题的顾客都

会获得公司赠与的一份奖品. 若一个顾客对每一题都随机地给出答案(即认为每

一道题答对和答错的概率各50%), 求该顾客获得奖品的概率(假定该顾客只参与

了一次游戏).

解 以Wn表示该顾客回答完第n道题时的积分, 那么W是初值为0的简单对称

随机游动. 该顾客要在一次游戏后获得奖品当且仅当

W1 > 0,W2 > 0, · · · ,W9 > 0,W10 ≥ 0

同时成立. 注意到W1 > 0意味着W1 = 1, 而且W9 > 0保证了W10 ≥ 0. 因此所求

概率为

P (W1 > 0, · · · ,W10 ≥ 0|W0 = 0)

= P (W1 > 0,W2 > 0, · · · ,W9 > 0|W0 = 0)

=
∞∑
k=1

P (W1 = 1, min
1<m<9

Wm > 0,W9 = 2k − 1|W0 = 0).

利用{ min
1<m<9

Wm > 0}的对立事件{ min
1<m<9

Wm ≤ 0}得

P (W1 > 0, · · · ,W10 ≥ 0|W0 = 0)

=
∞∑
k=1

[
P (W1 = 1,W9 = 2k − 1|W0 = 0)

−P (W1 = 1, min
1<m<9

Wm ≤ 0,W9 = 2k − 1|W0 = 0)
]
.

由随机事件下条件概率性质(参见习题1.1)可得

P (W1 > 0, · · · ,W10 ≥ 0|W0 = 0)

=
∞∑
k=1

P (W1 = 1|W0 = 0)
[
P (W9 = 2k − 1|W1 = 1,W0 = 0)

−P ( min
1<m<9

Wm ≤ 0,W9 = 2k − 1|W1 = 1,W0 = 0)
]
.

定理2.2.5表明

P (W9 = 2k − 1|W1 = 1,W0 = 0) = P (W9 = 2k − 1|W1 = 1) = p8(1, 2k − 1).
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此外, 由随机游动的独立增量性可以证明(细节请读者补充)

P ( min
1<m<9

Wm ≤ 0,W9 = 2k − 1|W1 = 1,W0 = 0)

= P ( min
1<m<9

Wm ≤ 0,W9 = 2k − 1|W1 = 1).

因此, 结合命题2.2.13可得

P (W1 > 0, · · · ,W10 ≥ 0)

= P (W1 = 1|W0 = 0)
∞∑
k=1

[
p8(1, 2k − 1)− p8(−1, 2k − 1)

]
=

1

2

∞∑
k=1

[
p8(2k − 2)− p8(2k)

]
=
p8(0)

2
=

35

256
. �

I例2.2.15. 在一次选举中候选人A得到了n张票, 候选人B得到m张票, n >

m. 问计票过程中A始终领先B的可能性有多大?

解 令X0 = 0. 对i ≥ 1, 以Xi = 1表示第i个人投票给了A, Xi = −1表示

第i个人投票给了B. 假定Xi, i ≥ 1, 是独立同分布的, 投票给A,B的概率分别

为p, q = 1− p. 以随机游动Wk = X0 +X1 + · · ·+Xk表示计票过程中得票变化情

况. 结果为Wn+m = n−m > 0. 所求问题转为求(q, p)随机游动的如下条件概率

P (W1 > 0,W2 > 0, · · · ,Wn+m−1 > 0|Wn+m = n−m,W0 = 0).

由对称原理及定理2.2.9可得

P (W1 > 0,W2 > 0, · · · ,Wn+m−1 > 0,Wn+m = n−m|W0 = 0)

= P (W1 < Wn+m, · · · ,Wn+m−1 < Wn+m,Wn+m = n−m|W0 = 0)

=
n−m

n+m
P (Wn+m = n−m|W0 = 0).

从而

P (W1 > 0,W2 > 0, · · · ,Wn+m−1 > 0|Wn+m = n−m,W0 = 0) =
n−m

n+m
. �

练习题2.2

1 已知W是初值为0的随机游动, 步长分布为

P (Xn = −2) = P (Xn = −1) = P (Xn = 1) = 1/3.

(1) 求概率P (W3 = −2), (2) 求概率P (W3 = −2,W7 = 0).

(3) 求概率P (W1 > 0,W2 > 0, · · · ,W5 > 0,W6 = 2).
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2 设整数值随机游动W的步长分布为

P (Xn = k) =
1

(k + 1)!e
, k ≥ −1.

(1) 对任意x ∈ Z, 求pn(x).

(2) 求概率P (W1 < 2,W2 < 2, · · · ,W5 < 2,W6 = 0|W0 = 2).

3 (接例2.2.14) 若该顾客获得奖品, 求他在游戏结束时所得积分的平均值.

4 考虑一个简单的股票价格变化模型. 假设股票只有涨跌两种状态, 且机会均

等. 当股票上涨时涨幅为6%, 当股票下跌时跌幅以同等概率取−4%, −8%.

若股票每日的波动是独立的. 自某个设定的观察日开始,

(1) 求在首次下跌时, 股票平均总涨跌幅.

(2) 求在10天内上涨天数总比下跌天数多的概率.

(3) 在首次观察到上涨比下跌多一天时, 计算股票平均总涨跌幅.

5 分别记甲乙两种药物对某种疾病的治愈率为p1, p2. 为了比较它们的治愈率

大小, 安排了 一系列如下的临床对比试验: 每次试验同时治疗两个病人, 一

个接受甲药治疗, 另一个接受乙药治疗. 观察每次治疗效果. 假设每次试验

是独立的; 病人对药物的疗效无本质影响. 试用恰当的整数值随机游动模型

对 这样一系列的试验中治愈病人数差异的变化建模. 对任意x ∈ Z, 试写该

模型的一步转移概率p(x).

6 对初值为0的简单对称随机游动W ,

(1) 对任意n ≥ 1, 证明P (W1 ̸= 0,W2 ̸= 0, · · · ,W2n ̸= 0) = P (W2n = 0).

(2) 令F1(s) =
∑∞

k=1 P (τ1 = k|W0 = 0)sk 其中|s| < 1, 求F1(s).

7 对初值为0的简单随机游动W , 证明: 对任意正整数N以及与N同奇偶的整

数a ∈ [−N,N ],

P (Wk < k, k = 1, · · · , N − 1|WN = a) =
N − a

2N
.
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2.3 泊松过程

泊松过程是一种应用广泛的简单随机过程, 它与指数分布密切相关, 因而具

有良好的性质.

2.3.1 计数过程

用数学模型刻画随机现象时, 最基本的工作就是统计随机现象发生的次数.

由此所得到的数学模型常被称为计数过程, 其准确定义如下:

♣定义2.3.1. 称非负整数值的随机过程N = {N(t); t ≥ 0}为计数过程或点

过程, 若其样本函数N(·, ω)为右连续的单调不降函数. 若还存在一个集合A使

得P (A) = 1而且

A ⊂ {ω;N(t, ω)−N(t−, ω) ≤ 1对任意t ≥ 0},

则称N 是简单计数过程, 其中N(t−, ω) 表示函数N(·, ω)在t 点的左极限.

本质上, 简单计数过程要求依概率1保证在任一时刻至多发生一次随机事件.

对任意给定的ω ∈ Ω , 由于计数过程的样本函数N(t, ω)关于t单调不降且右

连续. 因此对任意给定的整数k ≥ 0,

Tk(ω) = inf{t ≥ 0; N(t, ω) ≥ k}

有意义. 由定义可知,

(1) Tk是第k次事件发生的时刻, 通常称之为第k次(随机事件)到达时刻.

由N(t)关于t的单调不降性可知Tk随k增加也是单调不降的而且T0 = 0.

(2) 对任意u ≥ 0以及ω ∈ Ω ,

u ∈ {t ≥ 0;N(t, ω) ≥ N(u, ω)},

因此TN(u,ω)(ω) ≤ u. 这表明对任意t ≥ 0, TN(t) ≤ t. 因此由Tn单调不降性可知

N(t) ≤ sup{k;Tk ≤ t}.

(3) 对任意ω ∈ Ω , 若Tk(ω) ≤ t, 那么由Tk定义, 存在一列tn单调下降地收敛

到Tk(ω)并且N(tn, ω) ≥ k. 由N 的右连续性,

N(Tk(ω), ω) = lim
n→∞

N(tn, ω) ≥ k.
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即对任意ω, N(Tk(ω), ω) ≥ k, (若N为简单计数过程, 则对几乎所有的ω都

有N(Tk) = k.) 因此由N(t)关于t的单调不降性可知

N(t) ≥ sup{N(Tk);Tk ≤ t} ≥ sup{k;Tk ≤ t}.

综上所述可知, 计数过程N可表示成

N(t) = sup{k ≥ 0;Tk ≤ t}, (2.3.1)

即对任意ω, N(t, ω) = sup{k;Tk(ω) ≤ t}, 其中约定sup ∅ = 0. 由此可知

{N(t) = k} = {Tk ≤ t < Tk+1} = {Tk+1 > t} \ {Tk > t}, (2.3.2)

即N(t)表示时刻t之前(包含t)发生的随机事件总数.

若记Wk = Tk − Tk−1, 那么Wk表示第k − 1个事件与第k个事件之间的时间

间隔. 一般地我们称Wk为N的第k个间隔时间, 称W = {Wk; k ≥ 1}为N 的时间

间隔序列. 此时事件发生的时间{Tk; k ≥ 0}就是时间间隔序列的部分和, 即对任

意k ∈ N,

Tk =
k∑
i=1

Wi,

其中约定
0∑

n=1
= 0. 进而

N(t) = sup{n ≥ 0;
n∑
k=1

Wk ≤ t}. (2.3.3)

♠注记2.3.2. 设S = {Sk; k ≥ 0}是随机变量Xi, i ≥ 1, 的部分和序列. 对任意

给定的ω, 当Xi恒正时, Sk是严格增加的. 映射k → Sk 可逆. 逆映射

S−1 : D = {xk; xk = Sk, k ≥ 0} 7→ N使得 S−1(xk) = k.

容易看出这个逆映射还可推广到非负实数集R̄+上, 使得对任意x ∈ R̄+, 当xk ≤

x < xk+1时S−1(x) = k, 即

S−1(x) = sup{k ≥ 0; Sk ≤ x}. (2.3.4)

如果Xi可以为0, 那么Sk作为k的函数不一定可逆, 但(2.3.4)定义的函数S−1(x)

仍有意义, 而且S−1(x)就是使部分和Sk ≤ x成立的最大求和项数. 通常, 我们称

过程

S−1 = {S−1(t); t ≥ 0}

为部分和序列{Sk; k ≥ 0}的逆过程.

对照(2.3.3)和(2.3.4) 可以发现, 计数过程N可以看作是部分和序列{Tk; k ≥
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0} 的逆过程.

2.3.2 泊松过程及其刻画

许多时候人们会把碰到的计数过程简化成一种特殊的计数模型, 使得事件发

生的时间间隔构成一列相互独立且服从同一个指数分布的随机变量. 例如

I例2.3.3. 假设某房间只有一盏电灯, 而且电灯泡坏了能得到及时更换. 灯泡

的寿命通常假定在一段时间内服从相同的指数分布, 而且不同灯泡的寿命是独

立的, 若以N(t)表示在[0, t] 时间内更换下来的灯泡数, 此时N 对应的时间间隔

序列就可以看成是一列服从相同指数分布的独立随机变量.

我们称这样一类特殊的计数随机模型为泊松(Poisson)过程.

♣定义2.3.4. 称计数过程N = {N(t); t ≥ 0}是强度为λ的泊松(Poisson)过程,

若N 具有独立同分布的时间间隔序列{Wk; k ≥ 1}且间隔时间服从参数为λ的指

数分布.

若无特别说明, 在本节剩下部分我们总以{Wk; k ≥ 1}表示泊松过程的时间

间隔序列, 以Tk =
∑k

i=1Wi表示第k个事件达到的时刻.

由(2.3.3)可知

N(t) = sup{k ≥ 0;Tk ≤ t} = sup{k ≥ 0;
k∑

n=1

Wn ≤ t}, t ≥ 0.

进一步, 由{N(0) > 0} ⊂ {W1 = 0}以及

{存在t ≥ 0使得N(t)−N(t−) ≥ 2} = {存在某个k使得Wk = 0},

可得

P (N(0) = 0) = 1− P (N(0) ≥ 1) ≥ 1− P (W1 = 0) = 1,

而且

P (存在t ≥ 0使得N(t)−N(t−) ≥ 2) ≤
∞∑
k=1

P (Wk = 0) = 0.

因此泊松过程是初值为0的简单计数过程.

下面的命题在一定程度上解释了为什么我们称N = {N(t)}为泊松过程, 同

时也告诉我们, 泊松过程的所谓“强度”其实就是就是泊松过程记录的随机事件在

单位时间内发生次数的平均数.



69

N命题2.3.5. 记强度为λ的泊松过程为N , 那么对任意t > 0, N(t)服从强度

为λt的泊松分布. 因此E(N(t)) = V ar(N(t)) = λt.

证明 注意到泊松过程的时间间隔Wk是独立同分布的指数随机变量. 由概率

论知识可知任意n个相互独立且服从参数为λ的指数分布的随机变量之和服从伽

马分布Ga(n, λ)，其概率密度函数

γn(x) =


λnxn−1e−λx

(n−1)! , x > 0,

0, x ≤ 0.

因此对任意k ≥ 1, Tk =
∑k

i=1Wi的密度函数为γk(x). 由(2.3.2)可知

P
(
N(t) = k) = P (Tk ≤ t < Tk+1) = P (Tk ≤ t)− P (Tk+1 ≤ t)

=

∫ t

0

[γk(x)− γk+1(x)]dx =

∫ t

0

[ λkxk−1

(k − 1)!
− λk+1xk

k!

]
e−λxdx.

由分部积分可得

P
(
N(t) = k) =

(λt)k

k!
e−λt.

这表明N(t)服从强度为λt的泊松分布.

我们知道泊松过程是独立同分布随机变量部分和序列的“逆过程”, 由于独立

同分布随机变量部分和序列是平稳独立增量过程, 因此也可以说泊松过程是一类

平稳独立增量过程的逆过程. 不仅如此, 下面定理还告诉我们, 泊松过程自己也

是平稳独立增量过程.

⋆定理2.3.6. 强度为λ的泊松过程是一个平稳独立增量过程且对任意t, s ≥ 0,

N(t+ s)−N(s)服从强度为λt的泊松分布, 即对任意整数k ≥ 0,

P (N(s+ t)−N(s) = k) =
(λt)k

k!
e−λt. (2.3.5)

证明* 只需证明对任意n ≥ 1以及0 = t0 < t1 < · · · < tn和非负整

数k1, · · · , kn, 总有

P
(
N(tr) =

r∑
i=1

ki, r = 1, 2, · · · , n
)
= e−λtn

n∏
i=1

[λ(ti − ti−1)]
ki

ki!
, (2.3.6)

(参见本节习题11). 对任意r ≥ 1, 记sr =
∑r

i=1 ki. 由等式(2.3.2)可得{
N(tr) =

r∑
i=1

ki, r = 1, 2, · · · , n
}
=

n∩
r=1

{Tsr ≤ tr, Tsr+1 > tr}.

为表示方便, 对任意n ≥ 1, 令

An =
n∩
r=1

{Tsr ≤ tr, Tsr+1 > tr}
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= {Ts1 ≤ t1, Ts1+1 > t1, · · · , Tsn ≤ tn, Tsn+1 > tn},

以及

Bn = {Tsn ≤ tn, Tsn+1 > tn},

Cn = {Ts1 ≤ t1, Ts1+1 > t1, · · · , Tsn ≤ tn}.

此时(2.3.6)可改写为

P
(
An
)
= e−λtn

n∏
i=1

[λ(ti − ti−1)]
ki

ki!
. (2.3.7)

当n = 1时由命题2.3.5可知(2.3.7)显然成立. 下设n = m− 1时成立, 即

P
(
Am−1

)
= e−λtm−1

m−1∏
i=1

[λ(ti − ti−1)]
ki

ki!
.

当n = m时, 注意到Am = Am−1Bm. 我们分情况讨论如下:

(1)当km = 0时, sm = sm−1, Bm = {Tsm−1 ≤ tm, Tsm−1+1 > tm}. 由重期望

公式可知

P (Am) = P (Am−1Bm) = P (Cm−1 ∩ {Tsm−1+1 > tm}) = E(1Cm−11{Tsm−1+1>tm})

= E(E(1Cm−11{Tsm−1+1>tm}|T1, · · · , Tsm−1)).

注意到Cm−1是一个由T1, · · · , Tsm−1表示的随机事件, 而Tk是服从相同指数分布

的独立随机变量的部分和序列, Tsm−1+1 − Tsm−1 = Wsm−1+1与T1, · · · , Tsm−1独

立, 利用条件期望性质可得

P (Am) = E
(
1Cm−1P (Tsm−1+1 > tm|T1, · · · , Tsm−1)

)
= E

(
1Cm−1P (Wsm−1+1 > tm − Tsm−1 |T1, · · · , Tsm−1)

)
= E

(
1Cm−1P (Wsm−1+1 > tm − Tsm−1)

)
= E

(
1Cm−1e

−λ(tm−Tsm−1)
)

= e−λ(tm−tm−1)E
(
1Cm−1e

−λ(tm−1−Tsm−1)
)
. (2.3.8)

(2)当km = 1时, sm = sm−1 + 1, Bm = {Tsm ≤ tm, Tsm+1 > tm}, 因此

P (Am) = P (Am−1Bm) = P (Cm−1, tm−1 < Tsm ≤ tm, Tsm+1 > tm)

= E
(
1Cm−1

∫ tm−Tsm−1

tm−1−Tsm−1

λe−λsds

∫ ∞

tm−Tsm−1−s
λe−λudu

)
= E

(
1Cm−1λ(tm − tm−1)e

−λ(tm−Tsm−1)
)

= λ(tm − tm−1)e
λ(tm−tm−1)E

(
1Cm−1e

−λ(tm−1−Tsm−1 )
)
, (2.3.9)
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其中在第三个等号与上面推导一样用了条件期望和Wk独立同指数分布等性质.

(3)当km > 1时, sm ≥ sm−1 + 2, Bm = {Tsm ≤ tm, Tsm+1 > tm}, 因此

P (Am) = P (Am−1Bm) = P (Cm−1 ∩ {Tsm−1+1 > tm−1} ∩Bm)

= P (Cm−1, tm − Tsm−1 > Tsm−1+1 − Tsm−1 > tm−1 − Tsm−1 ,

Tsm − Tsm−1+1 ≤ tm − Tsm−1+1, Tsm+1 − Tsm > tm − Tsm). (2.3.10)

因为对任意k > l, Tk − Tl =
∑k

i=l+1Wi的密度函数为γk−l(x), 与(2.3.8)的同样推

导可知, (2.3.10)等于

E
(
1Cm−1

∫ tm−Tsm−1

tm−1−Tsm−1

γ1(s)ds

∫ tm−s−Tsm−1

0

γkm−1(u)du

∫ ∞

tm−s−u−Tsm−1

γ1(v)dv
)
.

直接积分计算可得∫ tm−Tsm−1

tm−1−Tsm−1

γ1(s)ds

∫ tm−s−Tsm−1

0

γkm−1(u)du

∫ ∞

tm−s−u−Tsm−1

γ1(v)dv

=

∫ tm−Tsm−1

tm−1−Tsm−1

λe−λsds

∫ tm−s−Tsm−1

0

γkm−1(u)du

∫ ∞

tm−Tsm−1−s−u
λe−λvdv

= e−λ(tm−Tsm−1)

∫ tm−Tsm−1

tm−1−Tsm−1

ds

∫ tm−s−Tsm−1

0

λkmukm−2

(km − 2)!
du

= e−λ(tm−Tsm−1)
λkm(tm − tm−1)

km

km!
.

因此

P (Am) = E
(
1Cm−1e

−λ(tm−Tsm−1)
λkm(tm − tm−1)

km

km!

)
=
λkm(tm − tm−1)

km

km!
e−λ(tm−tm−1)E

(
1Cm−1e

−λ(tm−1−Tsm−1)
)
. (2.3.11)

另一方面重, 复(2.3.8)的推导过程可知(事实上只需在(2.3.8)中令tm = tm−1),

P
(
Am−1

)
= E

(
1Cm−1e

−λ(tm−1−Tsm−1)
)
. (2.3.12)

由归纳假设以及(2.3.8), (2.3.9),(2.3.11) 和(2.3.12)可知n = m时(2.3.7)也成立.

进而由归纳原理, (2.3.7)对一切n ≥ 1 都成立.

更有意思的是, 下一个定理在一定程度上告诉我们具有平稳独立增量性质的

简单计数过程是且只能是泊松过程.

⋆定理2.3.7. N为泊松过程当且仅当N是初值为0的非零简单计数过程且具有

平稳独立增量.

为证明定理2.3.7, 我们需要如下的引理.
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H引理2.3.8. {Wk; k ≥ 1} 是服从参数为λ的指数分布的独立随机变量序列当

且仅当对任意n ≥ 1及任意0 < t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn,

P (Tk ≤ tk, k = 1, 2, · · · , n) =
∫ t1

0

ds1

∫ t2

s1

ds2 · · ·
∫ tn

sn−1

λne−λsndsn, (2.3.13)

其中对任意k ≥ 1, Tk =
∑k

i=1Wi.

证明由数学归纳法可得必要性, 留作习题. 充分性由例1.1.4可得, 此略.

H引理2.3.9. 若计数过程N初值为零且具有平稳独立增量, 那么对任意0 ≤

t0 < t1 < · · · < tn < tn+1以及非负整数k0 < k1 < · · · < kn+1,

P
(
N(tn+1) ≥ kn+1|N(tm) = km, N(tm−) = km − 1, 0 ≤ m ≤ n

)
= P

(
N(tn+1 − tn) ≥ kn+1 − kn

)
.

证明 由于计数过程单调不降, 对任意t ≥ 0, N(t−) = lim
s→t−

N(s). 因此,

P
(
N(tn+1) ≥ kn+1, N(tm) = km, N(tm−) = km − 1, 0 ≤ m ≤ n

)
= lim

ε→0
P
(
N(tn+1) ≥ kn+1, N(tm) = km, N(tm − ε) = km − 1, 0 ≤ m ≤ n

)
.

不妨设0 < ε < min1≤k≤n{tk − tk−1}, 由平稳独立增量性可得

P
(
N(tn+1) ≥ kn+1, N(tm) = km, N(tm−) = km − 1, 0 ≤ m ≤ n

)
= P

(
N(tn+1)−N(tn) ≥ kn+1 − kn

)
× lim
ε→0

P
(
N(tm) = km, N(tm − ε) = km − 1, 0 ≤ m ≤ n

)
= P

(
N(tn+1 − tn) ≥ kn+1 − kn

)
×P
(
N(tm) = km, N(tm−) = km − 1, 0 ≤ m ≤ n

)
.

由此可知引理2.3.9成立.

定理2.3.7的证明* 必要性由定理2.3.6和泊松过程简单性质可得. 下证充分

性. 为此, 我们需证明Wk, k ≥ 1, 为独立同分布随机变量且服从参数为λ 的指数

分布. 由引理2.3.8, 我们只需证明(2.3.13) 对任意n ≥ 1 成立.

当n = 1时, 对任意t ≥ 0, 注意到

P (T1 ≤ t) = P (N(t) ≥ 1) = 1− P (N(t) = 0).

令f(t) = P (N(t) = 0). 对任意s, t > 0, 由平稳独立增量性以及N(0) = 0可得

f(s+ t) = P (N(s+ t) = 0) = P (N(s+ t) = 0, N(t) = 0) = f(s)f(t).
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由于N(t)右连续且不恒为0, 0 ≤ f(t) < 1且右连续. 因此

f(t) ≡ 0 或存在λ > 0使得f(t) = e−λt.

若f(t) ≡ 0, 则P (N(t+ s)−N(s) ≥ 1) = 1− f(t) = 1, 从而对任意1 > s > 0, 由

{N(1)−N(s) ≥ 2} ⊃ {N(1)−N(
1 + s

2
) ≥ 1} ∩ {N(

1 + s

2
)−N(s) ≥ 1},

可知

P (N(1)−N(s) ≥ 2) = 1.

令s→ 1−, 得

P (N(1)−N(1−) ≥ 2) = 1.

这与N为简单计数过程矛盾, 因此

P (T1 ≤ t) = P (N(t) ≥ 1) =

∫ t

0

λe−λsds, (2.3.14)

即n = 1时(2.3.13)成立.

下设n = m− 1时(2.3.13)也成立. 那么n = m时, 由归纳假设得

P (Tk ≤ tk, 1 ≤ k ≤ m) =

∫ t1

0

ds1 · · ·
∫ tm−1

sm−2

[
λm−1e−λsm−1

×P (Tm ≤ tm|Tk = sk, 1 ≤ k < m)
]
dsm−1.(2.3.15)

由于N是初值为0的简单计数过程且有平稳独立增量, 由引理2.3.9和(2.3.14)可知

P (Tm ≤ tm|Tk = sk, 1 ≤ k < m)

= P (N(tm) ≥ m|N(sk) = k,N(sk−) = k − 1, 1 ≤ k < m)

= P (N(tm − sm−1) ≥ 1)

=

∫ tm−sm−1

0

λe−λsmdsm =

∫ tm

sm−1

λe−λ(sm−sm−1)dsm.

将其代入(2.3.15)整理后即得(2.3.13).

由定理2.3.6和2.3.7容易推出, 强度为λ的泊松过程的增量Ñ(t) = N(t+ s)−

N(s)服从泊松分布P(λt)并且随机过程{Ñ(t); t ≥ 0}是N的一个版本, 即Ñ(t)是

与N有相同有限维分布族的泊松过程.

I例2.3.10. 假设某银行顾客按强度为λ的泊松过程N到达, 已知到s时刻为止,

到达银行的顾客数是10. 问(1)再经过s单位时间, 新增顾客的平均数c. (2) 再等

待5位顾客的平均时间t.
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解 (1) 所求新增顾客平均数c = E(N(2s)−N(s)). 由平稳独立增量性可知

c = E(N(s)) = λs.

(2)对任意t, 令Ñ(t) = N(t+ s)−N(s). 那么由N的平稳独立增量性可知Ñ 仍然

具有平稳增量性, 从而还是强度为λ的泊松过程. 因此要再等待5位顾客对Ñ 而

言意味着还要计数到5. 所以所求平均时间t = E(T5). 由T5服从Ga(5, λ)分布可

知t = 5/λ.

2.3.3 到达时间的条件分布

由引理2.3.8可知强度为λ的泊松过程的前n个事件发生时间(T1, · · · , Tn)的联

合概率密度函数

f(t1, · · · , tn) = λne−λtn , 0 ≤ t1 < · · · < tn.

下面这个结果刻画了在给定N(t) = n条件下它们联合分布的变化.

⋆定理2.3.11. 设{Tn; n ≥ 1}是强度为λ的泊松过程N = {N(t); t ≥ 0}的到

达时刻序列, 那么对任意0 ≤ s1 < t1 ≤ s2 < · · · ≤ sn < tn ≤ t,

P
(
Tj ∈ (sj, tj ], 1 ≤ j ≤ n|N(t) = n

)
=
n!

tn

n∏
j=1

(tj − sj).

证明 任取0 = t0 ≤ s1 < t1 ≤ s2 < · · · ≤ sn < tn ≤ t. 我们有

P
(
Tj ∈ (sj , tj], 1 ≤ j ≤ n

∣∣N(t) = n
)

= P
(
N(tj)−N(sj) = 1, N(sj)−N(tj−1) = 0, 1 ≤ j ≤ n

∣∣∣N(t) = n
)

=
P
(
N(tj)−N(sj) = 1, N(sj)−N(tj−1) = 0, 1 ≤ j ≤ n,N(t)−N(tn) = 0

)
P (N(t) = n)

.

由于泊松过程是平稳独立增量过程,

P
(
N(tj)−N(sj) = 1, N(sj)−N(tj−1) = 0, 1 ≤ j ≤ n,N(t)−N(tn) = 0

)
= P (N(t)−N(tn) = 0)

n∏
j=1

[
P (N(tj)−N(sj) = 1)P (N(sj)−N(tj−1) = 0)

]
= P (N(t− tn) = 0)

n∏
j=1

[
P (N(tj − sj) = 1)P (N(sj − tj−1) = 0)

]
.

再由N(t)服从强度为λt的泊松分布可知

P (N(tj − sj) = 1) = λ(tj − sj)e
−λ(tj−sj),
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P (N(sj − tj−1) = 0) = e−λ(sj−tj−1),

P (N(t− tn) = 0) = e−λ(t−tn),

P (N(t) = n) =
(λt)n

n!
e−λt.

综合上述结果可得

P
(
Tj ∈ (sj , tj ], 1 ≤ j ≤ n|N(t) = n

)
= e−λ(t−tn)

n∏
j=1

[
λ(tj − sj)e

−λ(tj−tj−1)
]/[(λt)n

n!
e−λt

]
=
n!

tn

n∏
j=1

(tj − sj).

定理得证.

已知n个独立(0, t]上均匀分布随机变量X1, X2, · · · , Xn的次序统计量

(X(1), X(2), · · · , X(n))

的概率密度函数为

p(x1, · · · , xn) = n!t−n, 0 < x1 < x2 < · · · < xn ≤ t,

从而对任意0 ≤ s1 < t1 < · · · ≤ sn < tn ≤ t, 概率

P (X(j) ∈ (sj , tj), 1 ≤ j ≤ n) =
n!

tn

n∏
j=1

(tj − sj).

比较上式与定理2.3.11的结论, 我们可知(X(1), X(2), · · · , X(n))的联合分布与给

定N(t) = n的条件下的(T1, T2, · · · , Tn)的联合分布相同. 即给定条件N(t) = n后,

从随机规律性上看, T1, · · · , Tn可看作n个独立的(0, t]上均匀分布随机变量的次序

统计量.

I例2.3.12. (接例2.3.10) 求第10位顾客到达的时间T10的分布和均值.

解 由定理2.3.11, 在N(s) = 10条件下, T10与10个独立的(0, s]上均匀分布随

机变量的最大次序统计量分布相同. 因此T10的概率密度函数为

f(x) = 10
x9

s10
, x ∈ (0, s].

平均时间

E(T10) =

∫ s

0

xf(x)dx = 10s

∫ 1

0

x10dx =
10s

11
. �

I例2.3.13. 已知{N(t); t ≥ 0}是强度为λ的泊松过程, (1) 求前n个事件中最

小到达时间间隔的分布. (2) 若已知N(t) = n, 求前n个事件中最小到达时间间隔
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的分布.

解 (1)以Wk表示第k次事件发生的时间间隔.那么Wk服从指数分布Exp(λ)而

且相互独立. 记前n个事件中最小时间间隔为T , 那么

T = min{W1,W2, · · · ,Wn}.

进而对任意x > 0,

P (T > x) = P (Wk > x, k = 1, · · · , n) = e−nλx.

因此T服从指数分布Exp(nλ).

(2) 记Tk为第k个事件的到达时间, 由定理2.3.11可知, (T1, · · · , Tn)的联合概

率密度函数在N(t) = n条件下为

f(t1, · · · , tn) =
n!

tn
, 0 < t1 < t2 < · · · < tn ≤ t.

此时, 对0 < x < t/n, 由

{T > x} = {Tk − Tk−1 > x, k = 1, 2, · · · , n},

其中T0 = 0, 以及在N(T ) = n条件下

{Tk − Tk−1 > x, k = 1, 2, · · · , n},

= {x < T1 < T2 − x < T2 < · · · < Tn − x < Tn ≤ t}

= {x < T1 < t− (n− 1)x, T1 + x < T2 < t− (n− 2)x, · · · ,

Tn−2 + x < Tn−1 < t− x, Tn−1 + x < Tn ≤ t},

可知

P (T > x|N(t) = n) = P (Tk − Tk−1 > x, k = 1, · · · , n|N(t) = n)

=

∫ t−(n−1)x

x

dt1

∫ t−(n−2)x

t1+x

dt2 · · ·
∫ t−x

tn−2+x

dtn−1

∫ t

tn−1+x

n!

tn
dtn

=
(
1− nx

t

)n
.

因此

P (T ≤ x|N(t) = n) =


0, x ≤ 0,

1−
(
1− nx

t

)n
, 0 < x < t/n,

1, x ≥ t/n.

�

作为定理2.3.11的应用, 我们有如下推论.
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�推论2.3.14. 设n元函数f(x1, x2 · · · , xn)对于任意n级排列(t1, t2, · · · , tn)都有

f(x1, x2, · · · , xn) = f(xt1 , xt2 , · · · , xtn),

那么

E(f(T1, T2, · · · , Tn)|N(t) = n) = E(f(X1, X2, · · · , Xn)),

其中X1, · · · , Xn服从(0, t]上均匀分布的独立随机变量.

证明 由定理2.3.11可知

E(f(T1, T2, · · · , Tn)|N(t) = n) = E(f(X(1), X(2), · · · , X(n))).

由于次序统计量只是X1, · · · , Xn的一种排列, 由f的条件假设可知

E(f(X(1), X(2), · · · , X(n))) = E(f(X1, · · · , Xn)),

进而结论成立.

I例2.3.15. 旅客依强度为λ的泊松过程到达车站, 若火车在时刻t离站, 求

在(0, t) 区间内到达的旅客的平均总等待时间.

解 记第k位旅客到达时刻为Tk, t之前到达总旅客数位N(t), 则总等待时间为

T =

N(t)∑
i=1

(t− Ti).

所求平均总等待时间为

E(T ) = E
(N(t)∑
i=1

(t− Ti)
)
= E

(
E
(N(t)∑
i=1

(t− Ti)|N(t)
))

=
∞∑
n=1

E
( n∑
i=1

(t− Ti)|N(t) = n
)
P (N(t) = n).

显然改变Ti的顺序不会影响
∑n

i=1(t− Ti)的结果, 由推论2.3.14,

E(T ) =
∞∑
n=1

E
( n∑
i=1

(t−Xi)
)
P (N(t) = n)

=
∞∑
n=1

(
nt− E

( n∑
i=1

Xi

))
P (N(t) = n)

=
∞∑
n=1

nt

2
P (N(t) = n) =

t

2
E(N(t)) =

λt2

2
. �

I例2.3.16. 对任意k ≥ 1, 设Tk是强度为λ的泊松过程N的第k个到达时刻, 证

明: 若
∫∞
0 |f(t)|dt <∞, 那么

E
( ∞∑
n=1

f(Tn)
)
= λ

∫ ∞

0

f(s)ds.
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证明* 先设f非负. 注意到t → ∞时N(t) → ∞ a.s. (参见本节习题9). 由单

调收敛定理(定理1.4.23)以及全期望公式,

E
( ∞∑
n=1

f(Tn)
)
= lim

t→∞
E
(N(t)∑
n=1

f(Tn)
)

= lim
t→∞

∞∑
k=1

E
( k∑
n=1

f(Tn)
∣∣∣N(t) = k

)
P (N(t) = k).

由推论2.3.14可知

E
( k∑
n=1

f(Tn)
∣∣∣N(t) = k

)
= k

∫ t

0

f(s)

t
ds =

k

t

∫ t

0

f(s)ds.

因此

E
( ∞∑
n=1

f(Tn)
)
= lim

t→∞

[1
t

∫ t

0

f(s)ds
∞∑
k=1

kP (N(t) = k)
]

= λ lim
t→∞

∫ t

0

f(s)ds = λ

∫ ∞

0

f(s)ds.

对一般的f , 注意到f = f+ − f− = f ∨ 0− (−f) ∨ 0. 由f非负情形的讨论可知

E
( ∞∑
n=1

|f(Tn)|
)
<∞, E

( ∞∑
n=1

f+(Tn)
)
<∞, E

( ∞∑
n=1

f−(Tn)
)
<∞.

这表明级数
∞∑
n=1

f(Tn),
∞∑
n=1

f+(Tn) 和
∞∑
n=1

f−(Tn) 都几乎必然收敛. 因此

∞∑
n=1

f(Tn) =
∞∑
n=1

(f+(Tn)− f−(Tn)) =
∞∑
n=1

f+(Tn)−
∞∑
n=1

f−(Tn)

几乎处处成立. 从而

E
( ∞∑
n=1

f(Tn)
)
= E

( ∞∑
n=1

f+(Tn)
)
− E

( ∞∑
n=1

f−(Tn)
)

= λ

∫ ∞

0

[f+(t)− f−(t)]dt = λ

∫ ∞

0

f(t)dt. �

2.3.4 稀疏过程

有时我们需要对计数过程N = {N(t)}记录的随机事件进行分类. 比如我们

记录到达银行的顾客, 可以将顾客按性别分成两类, 对应地计数过程就会被分

拆. 特别地, 如果我们要求每个事件独立于其他事件以概率pi归为第i 类事件,

其中 i = 1, · · · ,m且
∑m

i=1 pi = 1, 那么我们称记录第i类事件发生次数的计数过

程Ni = {Ni(t)}为N的稀疏(Thinning)过程.
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显然, 对任意t,

N(t) =
m∑
i=1

Ni(t).

而且根据稀疏过程的构造要求, 我们容易知道: 对任意s < t, 在给定(s, t]时段内

总的随机事件数N(t)−N(s)条件下, 该区间内各类事件发生次数

(N1(t)−N1(s), N2(t)−N2(s), · · · , Nm(t)−Nm(s))

的联合分布是以p1, p2, · · · , pm为发生概率的多项分布(参见例1.1.2), 而且与其它

不相交区间发生的事件独立. 即对任意非负整数ki, 1 ≤ i ≤ m, 令k =
∑m

i=1 ki,

那么

P (Ni(t)−Ni(s) = ki, 1 ≤ i ≤ m|N(t)−N(s) = k)

=
k!

k1!k2! · · · km!
pk11 p

k2
2 · · · pkmm , (2.3.16)

而且对任意0 = t0 < t1 < · · · < tn, 以及非负整数ki,j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

P
(
Ni(tj)−Ni(tj−1) = ki,j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n|N(tl)−N(tl−1), l = 1, · · · , n

)
=

n∏
j=1

P
(
Ni(tj)−Ni(tj−1) = ki,j , 1 ≤ i ≤ m|N(tj)−N(tj−1)

)
. (2.3.17)

⋆定理2.3.17. 若N是强度为λ的泊松过程,那么它的稀疏过程N1, N2, · · · , Nm是

独立的泊松过程, 强度分别λp1, · · · , λpm.

证明* 我们先证明对任意i ≥ 1, Ni是强度为λpi的泊松过程.

对任意n ≥ 1, 任取0 = t0 < t1 < · · · < tn以及非负整数k1, · · · , kn. 由N 的

独立增量性和(2.3.17) 可知

P (Ni(tj)−Ni(tj−1) = kj, j = 1, · · · , n)

= E
[
P
(
Ni(tj)−Ni(tj−1) = kj , j = 1, · · · , n|N(tl)−N(tl−1), l = 1, · · · , n

)]
= E

[ n∏
j=1

P
(
Ni(tj)−Ni(tj−1) = kj|N(tj)−N(tj−1)

)]
=

n∏
j=1

E
[
P
(
Ni(tj)−Ni(tj−1) = kj|N(tj)−N(tj−1)

)]
=

n∏
j=1

P (Ni(tj)−Ni(tj−1) = kj).
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因此Ni具有独立增量. 注意到对任意t > s ≥ 0以及非负整数k,

P (Ni(t)−Ni(s) = k) =

∞∑
r=0

P (Ni(t)−Ni(s) = k,N(t)−N(s) = k + r)

=

∞∑
r=0

P (Ni(t)−Ni(s) = k|N(t)−N(s) = k + r)P (N(t)−N(s) = k + r).

由(2.3.16)得

P (Ni(t)−Ni(s) = k) =

∞∑
r=0

Ck
k+rp

k
i (1− pi)

r [λ(t− s)]k+r

(k + r)!
e−λ(t−s)

=
[piλ(t− s)]ke−λ(t−s)

k!

∞∑
r=0

[λ(1− pi)(t− s)]r

r!

=
[piλ(t− s)]ke−λ(t−s)

k!
eλ(1−pi)(t−s) =

[piλ(t− s)]k

k!
e−λpi(t−s).

因此Ni有平稳增量且增量Ni(t) − Ni(s)服从强度为piλ(t − s)的泊松分布. 由定

理2.3.7 可知Ni是强度为λpi的泊松过程.

对任意n ≥ 1以及任意0 = t0 < t1 < · · · < tn, 任取非负整数ki,j , 1 ≤ i ≤

m, 1 ≤ j ≤ n, 并令kj =
∑m

i=1 ki,j以及

A = {N(tj)−N(tj−1) = kj, 1 ≤ j ≤ n}.

由条件概率公式和(2.3.17)可得

P (Ni(tj)−Ni(tj−1) = ki,j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)

= P
(
Ni(tj)−Ni(tj−1) = ki,j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

∣∣A)P (A)
= P (A)

n∏
j=1

P
(
Ni(tj)−Ni(tj−1) = ki,j , 1 ≤ i ≤ m

∣∣N(tj)−N(tj−1) = kj
)
.

再由(2.3.16)以及N的增量独立且服从泊松分布可知

P (Ni(tj)−Ni(tj−1) = ki,j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)

=
n∏
j=1

[ kj !

k1,j !k2,j ! · · · km,j !
p
k1,j
1 · · · pkm,j

m

[λ(tj − tj−1)]
kj

kj!
e−λ(tj−tj−1)

]
=

m∏
i=1

[ n∏
j=1

[λpi(tj − tj−1)]
ki,j

ki,j !
e−λpi(tj−tj−1)

]
=
∏
i=1

P
(
Ni(tj)−Ni(tj−1) = ki,j , 1 ≤ j ≤ n

)
.

因此(Ni(t1), · · · , Ni(tn)), i = 1, · · · ,m 相互独立. 由随机过程独立性判别条

件(参见本章第一节习题4)可知稀疏过程Ni, i = 1, · · · ,m, 独立.
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I例2.3.18. 某商场顾客以一个强度为每小时20人的泊松过程到达, 其中每个

到达的顾客独立地以10%的可能为男性, 以90%的可能为女性. (1) 问半个小时

内至少有1个男顾客到达的概率p. (2) 在一小时内恰有4个男顾客到达条件下, 求

这一小时到达顾客总数的期望n.

解 以N1(t), N2(t)分别记录t之前男, 女顾客到达的人数. 那么N1, N2分别是

强度为2和18的泊松过程且独立. 所以

(1)所求概率p = P
(
N1(0.5) ≥ 1

)
= 1− P

(
N1(0.5) = 0

)
= 1− e−1.

(2)所求期望为

n = E(N(1)|N1(1) = 4) = E(N1(1) +N2(1)|N1(1) = 4)

= 4 + E(N2(1)|N1(1) = 4) = 4 + E
(
N2(1)

)
= 4 + 18 = 22. �

2.3.5 非齐次泊松过程

泊松过程要求强度为常数, 这个条件使泊松过程简单易处理, 但与现实情况

会有较大差异. 所谓非齐次泊松过程是泊松过程的一种推广, 它的定义如下:

♣定义2.3.19. 称计数过程N = {N(t); t ≥ 0}是一个强度为λ(t)的非齐次泊松

过程, 若

(1) N(0) = 0;

(2) N具有独立增量;

(3) 对任意0 ≤ s < t, N(t)−N(s)服从强度为
∫ t
s λ(u)du的泊松分布.

由定义可知非齐次的泊松过程N在任意时刻t服从强度为
∫ t
0 λ(u)du 的泊松

分布. 因此此计数过程首个事件发生时间T1的分布满足

P (T1 > t) = P (N(t) = 0) = e−
∫ t
0
λ(u)du,

从而T1的概率密度函数为

f(t) = λ(t)e−
∫ t
0
λ(u)du, t ≥ 0.

I例2.3.20. 若某网店在不同时段顾客访问事件是独立的,在晚上11:00到11:30,

顾客按10人/小时的速度访问, 而11:30-12:00按6人/小时的速度访问. 求在晚

上11:00-12:00没有顾客访问该网店的概率.
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解 由于假定不同时间段顾客访问事件是独立的, 而且不同时间访问

速度不同, 因此可以用非齐次泊松过程刻画N(t). 以晚11:00为起始时间,

在0 < t ≤ 0.5时间段内N(t)的强度为10, 在0.5 < t ≤ 1时间段内强度为6.

因此所求概率

p = P (N(1) = 0) = e−
∫ 1
0
λ(u)du = e−

∫ 0.5
0

10du+
∫ 1
0.5

6du = e−8. �

非齐次泊松过程也会自然出现在泊松过程的稀疏过程中, 推广定理2.3.17得

⋆定理2.3.21. 若强度为λ的泊松过程在任意时刻t记录的事件以概率pi(t) 归

为第i类事件, 而且与其他事件独立, 其中 i = 1, · · · ,m 且
∑m

i=1 pi(t) = 1. 那么

记录第i类事件发生次数的计数过程Ni = {Ni(t)}就是一个强度为λpi(t)的非齐次

泊松过程, 而且N1, N2, · · · , Nm相互独立.

证明* 首先, 从定理条件假设容易看出, (2.3.17)仍然成立.

对任给的0 ≤ s < t和非负整数n, 任取非负整数n1, · · · , nm使得

n1 + · · ·+ nm = n.

将指标1, 2, · · · , n随机地分成m组使得每组中指标个数分别是n1, n2, · · · , nm. 将

所有这种分法的集合记成A. 由组合数计算可知A中共有K = n!
n1!n2!···nm! 种分法,

并用记号bi, 1 ≤ i ≤ K 表示. 以Bi(j), 1 ≤ j ≤ m 表示在bi这种分法下落入第j组

的nj 个指标构成的集合. 对任意(x1, x2, · · · , xn) ∈ (s, t]n, 定义

f(x1, x2, · · · , xn) =
K∑
i=1

∏
r∈Bi(1)

p1(xr)
∏

r∈Bi(2)

p2(xr) · · ·
∏

r∈Bi(m)

pm(xr).

(1) 任意调换(x1, x2, · · · , xn)的次序
(
记调换后的结果为(y1, y2, · · · , yn)

)
, 由

组合的无次序性以及乘法的可交换性可知

f(y1, y2, · · · , yn) =
K∑
i=1

∏
r∈Bi(1)

p1(yr)
∏

r∈Bi(2)

p2(yr) · · ·
∏

r∈Bi(m)

pm(yr)

=
K∑
i=1

∏
r∈Bi(1)

p1(xr)
∏

r∈Bi(2)

p2(xr) · · ·
∏

r∈Bi(m)

pm(xr)

= f(x1, x2, · · · , xn).

(2) 考察条件概率

P
(
Ni(t)−Ni(s) = ni, 1 ≤ i ≤ m|T1, · · · , Tn, N(t)−N(s) = n

)
,
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其中T1, · · · , Tn表示N在(s, t)内n次事件发生的时刻. 此时事件

{Ni(t)−Ni(s) = ni, 1 ≤ i ≤ m}

可看作在n个具有m种可能结果的独立随机实验中(每次实验结果出现的概率可

以不同), 各种结果出现次数分别为n1, n2, · · · , nm的随机事件. 因此构成该随机

事件的所有可能的组合方法恰为集合A, 而A每种组合bi出现的概率为∏
r∈Bi(1)

p1(Tr)
∏

r∈Bi(2)

p2(Tr) · · ·
∏

r∈Bi(m)

pm(Tr).

因此

P (Ni(t)−Ni(s) = ni, 1 ≤ i ≤ m|T1, · · · , Tn, N(t)−N(s) = n)

=
K∑
i=1

∏
r∈Bi(1)

p1(Tr)
∏

r∈Bi(2)

p2(Tr) · · ·
∏

r∈Bi(m)

pm(Tr)

= f(T1, T2, · · · , Tn).

由泊松过程的平稳独立增量性质, 推论2.3.14以及条件数学期望的性质可知

P (Ni(t)−Ni(s) = ni, 1 ≤ i ≤ m|N(t)−N(s) = n)

= E(fn(T1, · · · , Tn)|N(t)−N(s) = n) = E(f(X1, · · · , Xn))

=

K∑
i=1

E
( ∏
r∈Bi(1)

p1(Xr)
∏

r∈Bi(2)

p2(Xr) · · ·
∏

r∈Bi(m)

pm(Xr)
)

=
n!

n1!n2! · · ·nm!

[ 1

t− s

∫ t

s

p1(u)du
]n1

· · ·
[ 1

t− s

∫ t

s

pm(u)du
]nm

,(2.3.18)

其中X1, · · · , Xn为n个独立的服从(s, t)上均匀分布的随机变量.

将(2.3.18)替换(2.3.16), 重复定理2.3.17的证明可知定理成立.

I例2.3.22. 假设商场顾客按强度为K人/小时的泊松过程到达, 每个顾客在

商场停留的时间服从参数为λ的指数分布. 商场监控系统在c时开始工作、c+d时

停止. 假设顾客被监控系统捕捉到的概率p 与商场监控系统工作时顾客在商场停

留的时间u满足关系式p = 1 − e−u, 求商场监控系统工作d 小时捕捉到的平均顾

客数m (假定顾客行为是相互独立的).

解 记任意时刻t进入商场的顾客停留时间为Ut. 那么由题设可知, 当t ≤ c时,

顾客被监控到的概率

pt = E(1{c−t≤Ut}(1− e−(Ut−c+t)∧d)) =
1− e−d(1+λ)

1 + λ
eλ(t−c),

其中对任意x, y ∈ R, x ∧ y = min{x, y}. 当d+ c > t > c时, 顾客被监控到的概
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率

pt = E(1− e−Ut∧(d+c−t)) =
1− e(1+λ)(t−c−d)

1 + λ
.

因此在[0, c+ d]时段内, 被监控到的顾客按强度为Kpt的非齐次泊松过程到达. 从

而被监控的平均顾客数为

m = K

∫ d+c

0

ptdt = K
[(1− e−d(1+λ))(1− e−λc)

λ(1 + λ)
+

d

1 + λ
− 1− e−(1+λ)d

(1 + λ)2

]
. �

2.3.6 复合泊松过程

♣定义2.3.23. 若N = {N(t); t ≥ 0}为泊松过程, {Yn; n ≥ 1}为一列独立同分

布的随机变量且与N独立. 对任意t ≥ 0, 令

X(t) =

N(t)∑
n=1

Yn,

称X = {X(t); t ≥ 0}为复合泊松过程.

复合泊松过程X(t)的特征函数

E(eiuX(t)) = E(eiu
∑N(t)

k=1 Yk) = E
(
E
(
eiu

∑N(t)
k=1 Yk |N(t)

))
.

假定E(eitYn) = ψ(t), 由于{Yn}独立同分布, 而且与泊松过程N独立,

E(eiu
∑N(t)

k=1 Yk |N(t)) = ψN(t)(u),

进而

E(eiuX(t)) = E(ψN(t)(u)).

若N是强度为λ的泊松过程, 那么由N(t) ∼ P(λt)可得,

E(eiuX(t)) =
∞∑
k=0

ψk(u)
(λt)k

k!
e−λt = e−λteλtψ(u) = eλt(ψ(u)−1).

由此及特征函数与矩的关系(性质1.3.5)可得(细节请读者自己补充)

E(X(t)) = λtE(Y1),

以及

E(X2(t)) = [λtE(Y1)]
2 + λtE(Y 2

1 ).

这也是例1.2.21中的一般公式在复合泊松情形下的结果.

复合泊松过程在包括管理, 金融, 保险等许多领域有着广泛的应用.

I例2.3.24. 假设汽车以强度为10辆/分钟的泊松过程到达某高速公路收费站,
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并且每辆汽车交的通行费是独立同分布的, 平均每辆车的通行费为10元. 问该高

速收费站1小时能平均收费多少?

解 以N = {N(t)}表示强度为10辆/分钟的泊松过程, Yk表示第k辆车交的通

行费. 那么复合泊松过程

X(t) =

N(t)∑
n=1

Yn,

就表示到t时刻, 收费站收取的汽车通行费用. 依题设, 所求平均收费为

E(X(60)) = λtE(Y1)
∣∣∣
λ=10
t=60

= 6000元. �

对于泊松过程的更多推广我们将在第五章进一步介绍, 本节不再赘述.

练习题2.3 以下总设N = {N(t); t ≥ 0}是强度为λ的泊松过程.

1 已知T服从参数为µ的指数分布且与N独立, 对任意k ∈ N, 求P (N(T ) = k).

2 对任意0 < s < t, 求条件概率P (N(s) = k|N(t) = n), 其中0 ≤ k ≤ n为整

数.

3 以Tk表示N的第k次随机事件发生的时间. 对任意t > x > 0, 求

(1) P (t− Tk > x|N(t) = k), (2) P (t− TN(t) > x).

4 以Wk表示N的第k次事件的间隔时间, 对任意x > 0, 求P (WN(t)+1 > x).

5 电影院观众到达服从强度为50人每小时的泊松过程, 其中40%是男性,

60%是女性. 假定观众到达是完全独立的. (1)求前三个到达的观众是女性

的概率. (2)已知最后两名观众离放映不到5分钟到达, 问他们到达时距离放

映不到2分钟的概率. (3) 假定观众50% 可能不买爆米花, 30% 买1袋爆米

花, 20%买两袋爆米花. 以N0, N1, N2分别表示一小时内没买, 买一袋, 买两

袋爆米花人数, 求(N0, N1, N2)的联合分布.

6 考虑一个简单的高速公路入口模型. 假设汽车以速率为每分钟5辆的泊松

过程到达高速公路甲入口, 进入高速后每辆汽车立即独立地以40%的可能

去A 地, 60%的可能去往方向不同的B地, 并且以均匀分布选择(80, 120) 间

的某一速度匀速行驶. 某车从甲入口进入高速后以100公里每小时速度前

往B地, 求20分钟内超过该车或被该车超过的汽车数量平均数.

7 保险公司要为承保的意外事件理赔. 假设意外事件以强度为λ的泊松过程

到达, 每个意外事件的理赔金额服从参数为µ的指数分布且相互独立, 试用
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复合泊松过程模型计算一个单位时间内总的理赔金额的方差.

8 设T0 = 0, {Tk; k ≥ 1} 是单调不降的非负随机变量序列. 对任意t ≥ 0,

令N(t) = sup{k ≥ 0; Tk ≤ t}. 证明

(1) 对任意k ≥ 1, Tk = inf{t; N(t) ≥ k}. (2) N(t) + 1 = inf{k; Tk > t}.

9 证明, t→ ∞时N(t)几乎必然收敛到∞.

10∗ 证明引理2.3.8的必要性.

11∗ 若N(0) = 0且对任意n ≥ 1以及0 = t0 < t1 < · · · < tn和非负整

数k1, · · · , kn, (2.3.6)总成立, 证明N = {N(t); t ≥ 0}是平稳独立增量

过程且对任意t, s ≥ 0, N(t+ s)−N(s)服从强度为λt的泊松分布.

12∗ 设N1, N2分别是强度为λ1, λ2的泊松过程且相互独立. 证明N = N1 +N2是

强度为λ1 + λ2的泊松过程.

13∗ 证明复合泊松过程仍然是平稳独立增量过程.

14∗ 若例2.3.10中N的强度λ未知, 试给出λ的极大似然估计, 并由此计算c和t.



第三章 离散时间马尔可夫链

上一章介绍的两类随机过程都具有平稳独立增量性质. 这种性质给我们讨

论带来很大的方便, 但在现实问题中这样的性质并不常有. 人们更容易观察或更

能近似观察到所谓的马尔可夫性质. 对这种现象建模可以使用所谓的马尔可夫

过程. 本章介绍其中一类简单的模型――离散时间离散状态的马尔可夫过程.

3.1 马尔可夫链与转移概率矩阵

3.1.1 条件独立与马尔科夫链

♣定义3.1.1. 称随机事件A,B在事件C(要求P (C) > 0)发生条件下独立, 若

P (AB|C) = P (A|C)P (B|C).

简称A,B条件独立.

对条件独立, 我们还有下面的性质.

�性质3.1.2. 设C, BC,以及AC均为概率非0事件, 那么以下三条等价:

(1) A,B在事件C下条件独立.

(2) P (A|BC) = P (A|C).

(3) P (B|AC) = P (B|C).

证明 (1) ⇒ (2), (3): 由P (AB|C) = P (A|C)P (B|C)可得

P (ABC) = P (A|C)P (B|C)P (C) = P (AC)P (B|C) = P (A|C)P (BC),

从而

P (A|BC) = P (A|C), P (B|AC) = P (B|C).

87
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(2) ⇒ (1): 由P (A|BC) = P (A|C)可知

P (ABC) = P (A|C)P (BC).

两边除以P (C)得P (AB|C) = P (A|C)P (B|C).

类似可得(3) ⇒ (1). 证毕.

♠注记3.1.3. 由条件独立定义可以看出, 在P (C) > 0条件下，若P (BC) =

0或P (AC) = 0, 那么A,B关于C必然条件独立. 因此根据命题3.1.2, 我们约定:

P (BC) = 0 而P (C) > 0时,

P (A|BC) = P (A|C),

P (AC) = 0而P (C) > 0时,

P (B|AC) = P (B|C).

将条件独立的假设用到随机过程上就可定义所谓的马尔科夫性质(Markov

Property). 直观而言就是要求在随机过程已知任一时刻t的确切状态后, t之后发

生的随机事件与t 之前的随机事件独立. 比如

I例3.1.4. 观察例2.2.14中某位参与者的得分。若已知他在某个时刻t(现

在)的得分为x, 经验告诉我们, 他在此后(未来)的得数变化取决于此刻的分数而

与t 之前( 过去) 的分数无关.

I例3.1.5. 假定一个罐子里有红白两种颜色共2N个球, 做如下的抽球游戏并

观察其中红球的动态变化: 从罐中无放回地随机抽出一个球, 如果抽出的是红球

就放回一个白球, 如果抽出是白球就放入一个红球. 以Xn 表示第n次抽取后罐

里红球数. 若已知第k(现在)次抽取后罐里有m个红球, 那么k 之后(未来)从罐里

取出红/白球的情况与k之前(过去)取出红/白球情况无关.

称具有这种马尔可夫性质的随机过程为马尔可夫过程. 本课程只介绍其中

具有离散参数和离散状态的情形, 由于可数状态空间中元素总可以通过适当标号

区分, 因此本章内容对状态离散的向量值随机过程也成立. 但为叙述方便, 以下

我们总设状态空间S 为Z 或它的子集. 离散时间离散状态条件下的马尔可夫性

质定义如下:

♣定义3.1.6. 设X = {Xn; n ≥ 0}是概率空间(Ω ,F, P )上的随机过程, 状

态空间S ⊂ Z, 称X具有马尔可夫性质(简称为马氏性), 若对任意n ≥ 1,
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i0, · · · , in−1, i, j ∈ S, 只要P (Xn = i) > 0, 就有

P (Xn+1 = j|X0 = i0, · · · , Xn−1 = in−1, Xn = i) = P (Xn+1 = j|Xn = i). (3.1.1)

此时称X为离散时间的马尔可夫链, 简称为马氏链.

注意, 虽然在马氏性定义中我们要求对任意n ≥ 1, i0, · · · , in−1, i, j ∈ S, 只

要P (Xn = i) > 0, 就有(3.1.1)成立, 但结合注记3.1.3 可知, 其实我们只需在

P (X0 = i0, · · · , Xn−1 = in−1, Xn = i) > 0 (3.1.2)

条件下检验(3.1.1)是否成立即可. 此后, 在检验(3.1.1)是否成立时, 我们总是不加

说明地假定(3.1.2)成立.

需要指出的是,在定义3.1.6中,我们只考虑了参数集T = N的情形. 对更一般

的参数集T = {k, k + 1, · · · , k +N}(其中k ∈ Z, N是一个有限或无穷的正整数),

我们可以非常容易地平移马氏链的定义――将定义3.1.6中X0, X1, · · · , Xn, Xn+1

替换为Xk, Xk+1, · · · , Xk+n, Xk+n+1, 其中n ∈ {k + 1, k + 2, · · · , k + N − 1}, 其

它保持不变. 尽管如此, 为了讨论方便, 若无特别申明, 此后我们都默认马氏链的

参数集T = N.

下面我们看一个利用定义验证马氏链的例子.

I例3.1.7. 设ξ1, ξ2, · · ·为一列独立同分布的非负整数值随机变量. 令

X0 = K, Xn =

0 ∨ (Xn−1 − ξn), k < Xn−1 ≤ K,

0 ∨ (K − ξn), Xn−1 ≤ k,

n ≥ 1,

其中k < K为给定的两个正整数. 那么X = {Xn;n ≥ 0}为离散时间马氏链.

证明 显然X的状态空间S = {0, 1 · · · ,K}. 对任意n ≥ 1 以及i1, · · · , in+1 ∈

S, 当P (Xn = in) > 0时,

P (Xn+1 = in+1|Xn = in, · · · , X1 = i1, X0 = K)

=

P ((K − ξn+1) ∨ 0 = in+1|Xn = in, · · · , X0 = K), in ≤ k,

P ((in − ξn+1) ∨ 0 = in+1|Xn = in, · · · , X0 = K), k < in ≤ K.

对任意i ≥ 1, 由Xi的定义可知Xi为Xi−1与ξi的函数, 如此递归代入后可知Xi是随

机变量ξ1, · · · , ξi的函数. 这表明事件

{Xn = in, · · · , X1 = i1, X0 = K}
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由随机变量ξ1, · · · , ξn确定. 再由{ξi; i ≥ 1}的独立性可知

P (Xn+1 = in+1|Xn = in, · · · , X1 = i1, X0 = K)

=

P ((K − ξn+1) ∨ 0 = in+1), in ≤ k,

P ((in − ξn+1) ∨ 0 = in+1), k < in ≤ K,

=

P ((K − ξn+1) ∨ 0 = in+1|Xn = in), in ≤ k,

P ((in − ξn+1) ∨ 0 = in+1|Xn = in), k < in ≤ K,

= P (Xn+1 = in+1|Xn = in).

所以X为离散时间马氏链.

需要强调的是, 在马氏链的定义中, 随机过程X在时刻n的状态必须是完全

已知的. 若n时刻的状态不明确, 那么即使是马氏链, 相应的(3.1.1)也可能不成立.

例如, 由马氏链定义和第二章第二节定理2.2.5可知(q, p)-随机游动W是一个马氏

链, 现在设P (W0 = 0) = P (W0 = 2) = 1/2 且p ̸= q, 那么

p = P (W2 = 2|W1 ∈ {1, 3},W0 = 0),

但是

P (W2 = 2|W1 ∈ {1, 3}) = P (W2 = 2,W1 ∈ {1, 3})
P (W1 ∈ {1, 3})

=
P (W2 = 2,W1 ∈ {1, 3},W0 = 0) + P (W2 = 2,W1 ∈ {1, 3},W0 = 2)

P (W1 ∈ {1, 3},W0 = 0) + P (W1 ∈ {1, 3},W0 = 2)
.

注意到

P (W2 = 2,W1 ∈ {1, 3},W0 = 0) = P (W2 = 2,W1 = 1,W0 = 0) =
1

2
p2,

P (W2 = 2,W1 ∈ {1, 3},W0 = 2)

= P (W2 = 2,W1 = 1,W0 = 2) + P (W2 = 2,W1 = 3,W0 = 2)

=
1

2
qp+

1

2
pq,

P (W1 ∈ {1, 3},W0 = 0) + P (W1 ∈ {1, 3},W0 = 2)

= P (W1 = 1,W0 = 0) + P (W1 = 1,W0 = 2) + P (W1 = 3,W0 = 2)

=
1

2
(p+ 1).

因此

P (W2 = 2|W1 ∈ {1, 3}) = p(1 + q)

1 + p
̸= p = P (W2 = 2|W1 ∈ {1, 3},W0 = 0).
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3.1.2 马氏链的等价刻画

在马氏性中我们还可以对代表过去与未来的随机事件用更宽泛的形式表示.

⋆定理3.1.8. X是马氏链当且仅当对任意n ≥ 1, 非负整数0 ≤ t1 < t2 < · · · <

tn < t, 以及整数i1, · · · , in+1 ∈ S, 若P (Xtn = in) > 0, 则有

P (Xt = in+1|Xt1 = i1, Xt2 = i2, · · · , Xtn = in) = P (Xt = in+1|Xtn = in). (3.1.3)

证明* 只需证明必要性. 对任意n ≥ k ≥ 0, 由全概率公式和(3.1.1)可得

P (Xn+1 = in+1|Xk = ik, · · · , Xn−1 = in−1, Xn = in)

=
P (Xn+1 = in+1, Xn = in, · · · , Xk = ik)

P (Xn = in, · · · , Xk = ik)
.

=
∑

j0,··· ,jk−1∈Dk

P (Xn+1 = in+1, · · · , Xk = ik, Xk−1 = jk−1, · · · , X0 = j0)

P (Xn = in, · · · , Xk = ik)

=
∑

j0,··· ,jk−1∈Dk

[P (Xn+1 = in+1, · · · , Xk = ik, Xk−1 = jk−1, · · · , X0 = j0)

P (Xn = in, · · · , Xk = ik, Xk−1 = jk−1, · · · , X0 = j0)

×P (Xn = in, · · ·Xk = ik, Xk−1 = jk−1, · · · , X0 = j0)

P (Xn = in, · · · , Xk = ik)

]
= P (Xn+1 = in+1|Xn = in), (3.1.4)

其中

Dk = {(j0, · · · , jk); P (Xn = in, · · ·Xk = ik, Xk−1 = jk−1, · · · , X0 = j0) > 0}.

下面我们证明对任意m ≥ 1, n ≥ 0,

P (Xn+1 = in+1, · · · , Xn+m = in+m|Xk = ik, Xk+1 = ik+1 · · · , Xn = in)

= P (Xn+1 = in+1, · · · , Xn+m = in+m|Xn = in), 0 ≤ k ≤ n. (3.1.5)

当m = 1时(3.1.5)就是我们已证明的(3.1.4), 因而对任意n ≥ 0以及0 ≤ k ≤ n成

立. 设m ≤ l − 1时(3.1.5)对任意n ≥ 0以及0 ≤ k ≤ n成立, 那么当m = l 时, 对任

意n ≥ 0 以及0 ≤ k ≤ n, 记

A = {Xk = ik, · · · , Xn−1 = in−1}, B = {Xn = in}, C = {Xn+1 = in+1},

D = {Xn+2 = in+2, · · · , Xn+l = in+l}.

此时由归纳假设可得

P (D|ABC) = P (D|C) = P (D|BC), P (C|AB) = P (C|B).
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因此

(3.1.5)的左边 = P (CD|AB) = P (ABCD)/P (AB)

= P (D|ABC)P (C|BA) = P (D|C)P (C|B) = P (D|CB)P (C|B)

= P (DC|B) = (3.1.5)的右边.

由数学归纳法可知(3.1.5)显然对任意m ≥ 1, n ≥ 0以及0 ≤ k ≤ n成立.

最后我们注意到, 由全概率公式可知

P (Xt = in+1|Xt1 = i1, Xt2 = i2, · · · , Xtn = in)

=
P (Xt = in+1, Xt1 = i1, Xt2 = i2, · · · , Xtn = in)

P (Xt1 = i1, Xt2 = i2, · · · , Xtn = in)

=
∑

0≤s<t, js∈S
s ̸=t1,··· ,tn

P (Xt = in+1, Xtk = ik, Xs = js, t1 ≤ s < t, s ̸= tk, 1 ≤ k ≤ n)

P (Xt1 = i1, Xt2 = i2, · · · , Xtn = in)
.

再由(3.1.5)并结合注记3.1.3得

P (Xt = in+1|Xt1 = i1, Xt2 = i2, · · · , Xtn = in)

=
∑

js∈S, tn<s<t

P (Xt = in+1, Xs = js, tn < s < t|Xtn = in)

×
∑

0≤s<tn js∈S
s ̸=t1,··· ,tn

P (Xtk = ik, Xs = js, t1 ≤ s < tn, s ̸= tk, 1 ≤ k ≤ n)

P (Xt1 = i1, Xt2 = i2, · · · , Xtn = in)

= P (Xt = in+1|Xtn = in).

因此X是马氏链.

进一步, 由(3.1.5)易证对任意一个时刻n之后的随机事件

A = {Xn+k1 = in+1, · · · , Xn+kl = in+l},

和任意一个n之前的随机事件

B = {Xt1 = i1, · · · , Xtm = im},

其中0 ≤ t1 < · · · < tm < n, 都有

P (A|Xn = in, B) = P (A|Xn = in). (3.1.6)

具体证明请读者完成(参见本节习题10).
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3.1.3 转移概率矩阵与C-K方程

由(3.1.3)和(3.1.1)可知, 对离散时间马氏链, 下面的条件概率是基本的

P (Xn+m = j|Xn = i).

♣定义3.1.9. 称条件概率P (Xn+m = j|Xn = i)为马氏链X由时刻n状态i经m

步转移到状态j的转移概率, 记作p(n,n+m)
i,j 或p(n, i;n + m, j). 若对任意i, j,m,

p
(n,n+m)
i,j 与n无关, 即

P (Xn+m = j|Xn = i) = P (Xm = j|X0 = i)

对任意i, j, n,m成立, 则称转移概率是时齐的(或平稳的). 此时常将p(n,n+m)
i,j 简

记成p(m)
i,j 或pm(i, j), 称之为从状态i到状态j 的m步转移概率. 特别地, 简记p(1)i,j

为pi,j或p(i, j), 并简称为从状态i 到状态j 的转移概率. 约定

p
(0)
i,j = δij =

1, i = j,

0, i ̸= j.

♣定义3.1.10. 称马氏链X是时齐的, 如果X的转移概率是时齐的.

⋆定理3.1.11. 设X = {Xn; n ≥ 0}是时齐马氏链, 则对任意n,m ≥ 1及i, j ∈

S,

p
(n+m)
i,j =

∑
k∈S

p
(n)
i,k p

(m)
k,j . (3.1.7)

由此可知p(n)i,j =
∑
j1∈S

· · ·
∑

jn−1∈S
pi,j1pj1,j2 · · · pjn−1,j .

证明 只需证明(3.1.7). 由全概率公式可知

p
(n+m)
i,j = P (Xn+m = j|X0 = i) =

∑
k∈S

P (Xn+m = j,Xn = k|X0 = i).

再由条件概率公式与马氏性(3.1.3)可得

P (Xn+m = j,Xn = k|X0 = i) =
P (Xn+m = j,Xn = k,X0 = i)

P (X0 = i)

=
P (Xn+m = j,Xn = k,X0 = i)

P (Xn = k,X0 = i)

P (Xn = k,X0 = i)

P (X0 = i)

= P (Xn+m = j|Xn = k)P (Xn = k|X0 = i) = p
(m)
k,j p

(n)
i,k .

由此可知(3.1.7)成立.

通常称(3.1.7)为Chapmann-Kolmogorov(C-K)方程. 证明C-K方程中所用全
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概率公式、条件概率公式以及马氏性的组合方法是研究马氏链的基本技巧.

若无特别说明, 本书此后所涉及马氏链X都假定是时齐的.

♣定义3.1.12. 对任意给定的n ∈ N, 将马氏链X = {Xk; k ≥ 0}所有的n步转

移概率排成矩阵形式(p
(n)
i,j )i,j∈S, 其中所有p

(n)
i,i 的连线构成矩阵主对角线. 我们称

此矩阵为X的n步转移概率矩阵, 记作P(n). 特别地, 当n = 1 时简称为转移概率

矩阵, 记作P; 当n = 0时P(0) = I为与恒同变换对应的单位矩阵.

当n步转移概率矩阵需要被显式地表达出来时, 我们会面临一个状态作为出

发状态该安排在哪一行或作为到达状态该安排在哪一列这样的问题. 也就是确

定状态空间与行、列的一一对应问题. 这样的一一对应往往是不唯一的. 通常会

根据p
(n)
i,j 的规律选择恰当的对应法则使得n步转移概率矩阵易于书写和便于理解.

若无特别声明, 本书此后总按状态从小到大的排序从上到下与矩阵的行对应. 无

论怎样, 我们强调, 按照n 步转移概率矩阵的表示, 状态i 对应的行刻画了马氏链

从状态i 出发, 经过n 步后的分布; 而与状态j对应的列, 则由从不同状态出发, 经

过n步到达状态j的概率构成.

当S只有有限个状态时, 若我们还要求所有的n步转移矩阵中状态空间与矩

阵行、列之间的一一对应关系是不变的, 那么由C-K方程以及矩阵乘法可知, 对

任意n,m > 0,

P(n+m) =
(
p
(n+m)
i,j

)
i,j∈S =

(∑
k∈S

p
(n)
i,k p

(m)
k,j

)
i,j∈S

=
(
p
(n)
i,j

)
i,j∈S

(
p
(m)
i,j

)
i,j∈S = P(n)P(m) = Pn+m.

因此, 对状态有限的马氏链, 若转移概率矩阵已知, 那么我们可以通过矩阵运算

获得它的n步转移概率矩阵, 而且状态与行、列之间的对应保持不变.

I例3.1.13. 人们在进行资产投资时通常会对资产质量进行评估, 为了简单我

们把资产分成三类: 正常资产，关注资产与不良资产, 分别以1, 2, 3表示. 为了研

究资产质量的年度变化情况, 任意选取一种资产, 以Xn 表示该资产第n年的质量

分类. 在一种简单的分析模型中人们假定资产第n+ 1 年的质量是一个依赖于它

在第n年质量的随机变量. 若假定

P (Xn+1 = 1|Xn = 1) = 0.8, P (Xn+1 = 2|Xn = 1) = 0.1,

P (Xn+1 = 3|Xn = 1) = 0.1, P (Xn+1 = 1|Xn = 2) = 0.3,
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P (Xn+1 = 2|Xn = 2) = 0.4, P (Xn+1 = 3|Xn = 2) = 0.3,

P (Xn+1 = 1|Xn = 3) = 0.05, P (Xn+1 = 2|Xn = 3) = 0.1,

P (Xn+1 = 3|Xn = 3) = 0.85.

那么{Xn}构成一个时齐马氏链, 状态空间S = {1, 2, 3}, 转移概率是

p1,1 = 0.8, p1,2 = 0.1, p1,3 = 0.1;

p2,1 = 0.3, p2,2 = 0.4, p2,3 = 0.3;

p3,1 = 0.05, p3,2 = 0.1, p3,3 = 0.85.

显然转移概率矩阵P = (pi,j)i,j∈S是一个3阶方阵. 我们将矩阵的第1, 2, 3行分别

标记为出发状态1, 2, 3, 相应地, 矩阵的第1, 2, 3列就要标记为到达状态1, 2, 3. 这

样, 得到转移概率矩阵为

P =


0.8 0.1 0.1

0.3 0.4 0.3

0.05 0.1 0.85

 .

为了利用转移概率矩阵P计算一般的n步转移概率矩阵P(n), 我们首先利用

代数知识对矩阵P做些分析: 容易算出P有三个不同特征值1, 0.3和0.75, 对应特

征向量可取为

a1 = (1, 1, 1)T , a2 = (1,−6, 1)T 和 a3 = (−26,−6, 19)T .

令矩阵A = (a1,a2,a3). 直接计算可知

A−1 =
1

315


108 45 162

25 −45 20

−7 0 7

 .

从而由矩阵的相似对角化理论可得

P =
1

315


1 1 −26

1 −6 −6

1 1 19




1 0 0

0 0.3 0

0 0 0.75




108 45 162

25 −45 20

−7 0 7

 .

因此, 对任意n ≥ 1,

P(n) = Pn =
1

315


1 1 −26

1 −6 −6

1 1 19




1 0 0

0 0.3n 0

0 0 0.75n




108 45 162

25 −45 20

−7 0 7

 .



96

计算后可知n步转移概率矩阵P(n)为

1

315


108 + 25 · 0.3n + 182 · 0.75n 45− 45 · 0.3n 162 + 20 · 0.3n − 182 · 0.75n

108− 150 · 0.3n + 42 · 0.75n 45 + 270 · 0.3n 162− 120 · 0.3n − 42 · 0.75n

108 + 25 · 0.3n − 133 · 0.75n 45− 45 · 0.3n 162 + 20 · 0.3n + 133 · 0.75n


.

比如n = 5时可算得

P(5) =


0.480 0.143 0.377

0.373 0.145 0.482

0.243 0.143 0.614

 .

这表明, 在这个模型下, 现在处于正常的资产, 5年后仍以48%的概率为正常资

产, 以14.3%的概率为关注资产, 而以37.7%的概率变成不良资产; 而现在为关注

和不良的资产则在5年后分别有37.3%和24.3%的概率成为正常资产.

如果我们令n→ ∞, 那么

lim
n→∞

P(n) =
1

315


108 45 162

108 45 162

108 45 162

 .

由此可以看出在该模型下, 无论资产现在处于哪种分类, 经过足够多年后, 有相

同的机会成为正常资产、关注资产和不良资产.

对状态无穷的马氏链我们注意到, 对给定了行标和列标的无穷阶矩阵A =

(aij)i,j∈S, B = (bi,j)i,j∈S, 我们仍然可以利用计算

ci,j =
∑
k∈S

ai,kbk,j

定义一个新的无穷阶矩阵C = (ci,j)i,j∈S并将其仍记作AB. 借助于这种运算与记

号, 由C-K方程容易看出, 对无穷状态的转移概率矩阵同样有下面的关系成立.

P(n+m) = P(n)P(m) = Pn+m.

I例3.1.14. 由(2.2.4)易知直线上的(q, p)随机游动是一个时齐马氏链. 对任

意i ∈ Z, 转移概率pi,i+1 = p, pi,i−1 = q, 当j ̸= i + 1, i − 1时pi,j = 0. 显然转移

该率矩阵P = (pi,j)i,j∈Z是一个行列数均无穷的矩阵. 为了写出该转移矩阵, 我们

先任意指定一行以及一列对应到状态0, 然后将指定行上下的行以及指定列左右

的列按由近及远的次序依次与状态−1, 1,−2, 2, · · ·对应(如果没有对应的行或列,
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则在相应位置添补); 最后对任意i, j, 令状态i对应的行与状态j对应的列交叉位

置上的元素为pi,j, 由此我们得到(q, p) 随机游动的转移概率矩阵如下

P = (pi,j)i,j∈Z =



· · · · · · · · · ·

· · · 0 p 0 0 · · ·

· · · q 0 p 0 · · ·

· · · 0 q 0 p · · ·

· · · 0 0 q 0 · · ·

· · · · · · · · · ·



·

−1

0

1

2

·

可以检验当n ≥ 2时, P(n) = (p
(n)
i,j )i,j∈Z = Pn, 其中p(n)i,j 为公式(2.2.6)中pn(i, j).

具体的检验过程请读者自己完成.

♠注记3.1.15. 对任意的n ≥ 1, 马氏链的n步转移概率矩阵都满足:

(1) p
(n)
i,j ≥ 0, i, j ∈ S, (2)

∑
j∈S p

(n)
i,j = 1, i ∈ S.

一般称满足这两条件的矩阵为随机矩阵.

3.1.4 有限维分布

下面我们用转移概率给出马氏链的有限维分布.

⋆定理3.1.16. 设马氏链X的转移概率矩阵为(pi,j)i,j∈S, 初始分布为(µi)i∈S.

那么对任意0 = t0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn以及i1, · · · , in ∈ S,

P (Xt1 = i1, Xt2 = i2, · · · , Xtn = in) =
∑
i∈S

µip
(t1−t0)
i,i1

p
(t2−t1)
i1,i2

· · · p(tn−tn−1)
in−1,in

, (3.1.8)

其中对任意k = 1, 2, · · · , n, 记nk = tk − tk−1, 由C-K方程可知

p
(tk−tk−1)
ik−1,ik

= p
(nk)
ik−1,ik

=
∑
j1∈S

· · ·
∑

jnk−1∈S

pik−1,j1pj1,j2 · · · pjnk−1,ik . (3.1.9)

证明 只需证明(3.1.8). 由条件概率公式与马氏性, P (Xt1 = i1, · · · , Xtn =

in)等于

P (Xtn = in|Xtn−1 = in−1, · · · , Xt1 = i1)P (Xtn−1 = in−1, · · · , Xt1 = i1)

= p
(tn−tn−1)
in−1,in

P (Xtn−1 = in−1, · · · , Xt1 = i1) = · · ·

= p
(tn−tn−1)
in−1,in

· · · p(t2−t1)i1,i2

∑
i∈S

P (Xt1 = i1, X0 = i)
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=
∑
i∈S

µip
(t1)
i,i1
p
(t2−t1)
i1,i2

· · · p(tn−tn−1)
in−1,in

. �

注意到(3.1.8)中多步转移概率通过(3.1.9)转化为一步转移概率.定理3.1.16表

明只要知道了马氏链的初始分布和转移概率矩阵就可以算出它的任意有限维分

布函数, 继而计算出由该马氏链确定的随机事件的概率.

I例3.1.17. 设{ξn;n ≥ 1} 为一列独立同分布的非负整数值随机变量且与非

负整数值随机变量X0独立. 对n ≥ 1, 令

Xn =

Xn−1 − 1 + ξn, Xn−1 > 0,

ξn, Xn−1 = 0.

证明X = {Xn; n ≥ 0}为时齐马氏链. 若记pk = P (ξ1 = k), 求X的转移概率矩

阵. 进一步若设µk = P (X0 = k), 求P (X0 = 1, X1 = 2, X3 = 4).

证明显然X的状态空间S = N. 对任意n ≥ 1以及非负整数i0, i1, · · · , in, in+1,

当P (Xn = in) > 0时,

P (Xn+1 = in+1|Xn = in, · · · , X1 = i1, X0 = i0)

=

P (in − 1 + ξn+1 = in+1|Xn = in, · · · , X0 = i0), in > 0,

P (ξn+1 = in+1|Xn = in, · · · , X0 = i0), in = 0.

与例3.1.7类似分析可知{Xn = in, · · · , X1 = i1, X0 = i0}由随机变量X0, ξ1, · · · , ξn
确定. 由独立性假设可得

P (Xn+1 = in+1|Xn = in, · · · , X1 = i1, X0 = i0)

=

P (in − 1 + ξn+1 = in+1), in > 0,

P (ξn+1 = in+1), in = 0,

=

P (in − 1 + ξn+1 = in+1|Xn = in), in > 0,

P (ξn+1 = in+1|Xn = in), in = 0,

= P (Xn+1 = in+1|Xn = in).

所以X为离散时间马氏链. 直接计算可知对任意n ∈ N,

P (Xn+1 = j|Xn = i) =

P (ξn+1 = j + 1− i), i ̸= 0,

P (ξn = j), i = 0,
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=


pj+1−i, i ̸= 0且j + 1− i ≥ 0,

0, i ̸= 0且j + 1− i < 0,

pj, i = 0.

因此X是时齐的马氏链, 而且当i = 0时, p0,j = pj, j ∈ N; 当i > 0时,

pi,j = pj+1−i, j ≥ i− 1; pi,j = 0, j < i− 1.

进而X的转移概率矩阵可写成

P = (pi,j)i,j∈N =



p0 p1 p2 p3 p4 · · ·

p0 p1 p2 p3 p4 · · ·

0 p0 p1 p2 p3 · · ·

0 0 p0 p1 p2 · · ·

0 0 0 p0 p1 · · ·

· · · · · · · ·



0

1

2

3

4

·
由定理3.1.16以及C-K方程可知, 所求概率

P (X0 = 1, X1 = 2, X3 = 4) = µ1p1,2p
(2)
2,4 = µ1p1,2

5∑
k=1

p2,kpk,4

= µ1p2(p0p4 + p1p3 + p22 + p3p1 + p4p0)

= µ1p2(2p0p4 + 2p1p3 + p22). �

练习题3.1

1 设X = {Xn;n ≥ 0}是定义在概率空间(Ω ,F, P )上的时齐马氏链. 以Pi表示

事件{X0 = i}发生情形下的条件概率, 即对任意A ∈ F, Pi(A) = P (A|X0 =

i). 证明, 对任意时间m > n > 0以及任意状态i, j, k,

Pi(Xm = k|Xn = j) = P (Xm−n = k|X0 = j).

2 设{N(t); t ≥ 0}为泊松过程. 任取t0 > 0. 证明{N(nt0);n ≥ 0}是马氏链.

3 以X = {Xn;n ≥ 0}表示成功概率为p的伯努利过程, 对任意n ≥ 1, 令Yn =

Xn +Xn−1. 试判断过程Y = {Yn;n ≥ 1}是否是马氏链, 并写明理由.

4 已知X = {Xn;n ≥ 0}为马氏链, 对任意N ≥ 1以及0 ≤ n ≤ N , 令Yn =

XN−n. 证明Y = {Yn; 0 ≤ n ≤ N}也是马氏链.

5 在例3.1.7中设ξ1取0, 1, 2, 3, 4的概率分别为0.1, 0.2, 0.3, 0.2, 0.2. 再
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设k = 2, K = 4. 试写出该马氏链的转移概率矩阵.

6 (Wright-Fisher 模型) 考虑一个有N个基因的固定群体, 基因是A或a这两

种类型. 假定这个群体在n + 1时基因的状态是通过时刻n 的状态变异得

到. 进一步假设每个基因发生变异的机会是等可能的, 由A变异为a的概率

为p, 由a 变异为A 的概率为q. 以Xn表示n时刻基因中A 的个数, 那么此

时{Xn}就是个时齐马氏链. 试写出该模型的转移概率矩阵.

7 证明一般马氏链的C-K方程: 设马氏链X = {Xn;n ≥ 0}的状态空间为S,

证明对任意n,m, k ≥ 0, i, j ∈ S, 都有

p
(n,n+m+k)
i,j =

∑
l∈S

p
(n,n+m)
i,l p

(n+m,m+m+k)
l,j .

8 设X = {Xn;n ≥ 0}是状态空间为S的一般马氏链, 证明X是时齐的当且仅

当对任意n,m ≥ 0, i, j ∈ S, 都有p
(n,n+1)
i,j = p

(m,m+1)
i,j .

9 已知马氏链X的转移概率矩阵P =


1 0 0

1/4 1/2 1/4

0 0 1

, 求P(n).

10∗ 试证明(3.1.6).

11∗ 设X是状态空间为S的时齐马氏链, 证明对任意n ≥ 1, i ∈ S以及Sm ⊂ S,

m ≥ 0,

P

( ∞∩
m=n+1

{Xm ∈ Sm}
∣∣∣Xn = i,

n−1∩
m=0

{Xm ∈ Sm}

)

= P

( ∞∩
m=1

{Xm ∈ Sn+m}
∣∣∣X0 = i

)
.
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3.2 状态分类

对马氏链的状态分类有助于我们在一定程度上掌握各种状态动态出现

的关联与特征, 并引导我们进一步了解马氏链的一般规律. 为了叙述简洁,

我们强调, 此后若无特别说明, 总设马氏链.X = {Xn; n ≥ 0}的转移概率

矩阵P = (pi,j)i,j∈S. 为书写方便, 我们还分别简记E(·|X0 = i)和P (·|X0 = i)

为Ei(·) 和Pi(·).

3.2.1 互通、本质与不可约

在研究动态变化的随机现象时, 人们常常会问两个给定的随机现象是否会先

后出现？对于用马氏链刻画的动态随机现象而言, 这样的问题可以借助于n步转

移概率来刻画. 我们给出如下刻画状态之间关联的概念.

♣定义3.2.1. 如果存在n ≥ 0使得p(n)i,j > 0, 则称状态i可达状态j, 记作i → j.

反之, 则对任意n ≥ 0, p
(n)
i,j = 0, 称状态i不可达状态j, 记作i ̸→ j. 若i→ j且j →

i, 则称i, j互通, 记作i↔ j.

根据定义, 由p
(0)
i,j = δ(i, j)可知i↔ i, 即每一个状态都与自己是互通的. 对于

马氏链模型的两个不同状态i, j, 可达与互通的直观地解释就是: i → j当且仅当

在观察到状态i之后我们有机会观察到状态j ; i ̸→ j当且仅当在观察到状态i之后

我们几乎不可能观察到状态j; i ↔ j当且仅当先观察到i之后可能观察到j, 先观

察到j之后也可能观察到i.

N命题3.2.2. 互通是一种等价关系. 即互通关系满足

(1) 反身性 i↔ i; (2)对称性; i↔ j ⇒ j ↔ i; (3)传递性 i↔ j, j ↔ k ⇒ i↔ k.

证明 只需证明(3)传递性. 由i↔ j, j ↔ k可知, 存在非负整数n,m, r, l使得

p
(n)
i,j > 0, p

(m)
j,i > 0, p

(r)
j,k > 0, p

(l)
k,j > 0.

由C-K方程可知,

p
(n+r)
i,k =

∑
l∈S

p
(n)
i,l p

(r)
l,k ≥ p

(n)
i,j p

(r)
j,k > 0.

类似可知p
(l+m)
k,i ≥ p

(l)
k,jp

(m)
j,i > 0. 因此i↔ k.
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对于任意状态i, 利用互通关系我们可以构造一个集合使其包含所有与i互通

的状态并将其记作C(i), 即

C(i) = {k ∈ S; k ↔ i}.

通常我们称这个集合为包含状态i的互通类. 由互通等价性可知C(i)中任意两状

态互通而且对不同的状态i, j

C(i) ∩ C(j) ̸= ∅ ⇔ C(i) = C(j).

这表明若C(i) ̸= C(j), 则C(i) ∩ C(j) = ∅.

I例3.2.3. 若马氏链X的状态空间为S = {0, 1, 2, 3, 4}, 转移概率矩阵为

P =



1/3 2/3 0 0 0

0 1/2 1/2 0 0

3/4 1/4 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0


.

由0 → 1, 1 → 2, 2 → 0可知{0, 1, 2} ⊂ C(0). 再由0 ̸→ 3, 0 ̸→ 4 可知C(0) =

{0, 1, 2}. 同样可知C(3) = {3}, C(4) = {4}.

对于有限状态的马氏链, 我们可以通过观察所谓状态一步转移图来写出包含

各个状态的互通类. 一步转移图构造如下: 先将状态空间中各元素用点分开表

示, 并将各点用对应的状态标记, 然后对任意两点i, j, 若pi,j > 0 则从i引一条方

向指向j 的有向连线, 否则则不连线. 例如, 根据例3.2.3的转移概率矩阵我们可以

画出马氏链X的一步转移图如下.

通常我们称这些与状态对应的点为顶点. 若顶点i, j之间的存在从i指向j的连线,

则称该连线为从i到j的边, 记作
−→
ij . 若边

−→
ij 存在或者若存在若干顶点j1, · · · , jk使

得边
−→
ij1,

−−→
j1j2, · · · ,

−−−−→
jk−1jk,

−→
jkj 都存在, 则称顶点i, j是有向连通的, 仍记作i → j.

若i→ j且j → i, 则称顶点i, j是双向连通的, 也记作i↔ j. 比如从例3.2.3 的一步

转移图可知: 作为顶点, 0 ↔ 1, 0 ↔ 2, 1 ↔ 2, 但没有顶点与3或4双向连通.

容易证明i ̸= j时, 状态i → j当且仅当在一步转移图中对应顶点i → j(参见
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本节习题1). 因此

C(i) = {i} ∪ {j;顶点i, j双向连通}.

利用这个等式, 结合上面关于例3.2.3 的一步转移图的分析, 我们可以直接写出

例3.2.3 的各个互通类.

利用互通关系, 我们还可以考虑一类特殊的状态如下.

♣定义3.2.4. 若对任意j ∈ S, 由i→ j可得j → i, 则称状态i是本质的.

由定义可知, 由任意本质状态i出发的所有可达状态必然落在互通类C(i)中.

由此我们容易得到下面的结果.

�性质3.2.5. 若i是本质的, 那么C(i)中所有状态都是本质的. 此时我们称C(i)

为本质类.

证明 任取j ∈ C(i), 若j → k, 则由i → j可知i → k, 再由i本质可知, k → i,

从而k ∈ C(i), k → j. 即j是本质的.

一种特别的本质状态是所谓的吸收态.

♣定义3.2.6. 若pi,i = 1, 则称i为吸收的.

显然若i是吸收的, 那么C(i) = {i}, 从而是本质的; 但反之不成立.

利用本质互通类可以帮助我们在一定条件下简化状态空间. 事实上由性

质3.2.5可知, 若i是本质的, 那么对任意j ∈ C(i), j可达的状态只能在C(i)中. 换

句话说, 若X0 ∈ C(i)且C(i)是本质的, 那么对所有n ≥ 1, Xn ∈ C(i); 此时我们可

以将X 的状态空间简化为C(i).

♣定义3.2.7. 若马氏链X的所有状态都是互通的, 即存在i ∈ S, S = C(i), 则

称X是不可约的(irreducible).

由互通类性质可知, 若X是不可约的, 那么对任意i ∈ S都有C(i) = S.

I例3.2.8. 若马氏链X的状态空间S = {0, 1, 2, 3, 4}, 转移概率矩阵为

P =



1/3 2/3 0 0 0

0 1/2 1/2 0 0

3/4 0 0 0 1/4

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0


.
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那么X的状态一步转移图为

由图容易看出C(0) = {0, 1, 2, 3, 4}, 从而X是不可约的.

I例3.2.9. 若马氏链X的状态空间仍为{0, 1, 2, 3, 4}, 但转移概率矩阵为

P =



1/3 2/3 0 0 0

0 1/2 1/2 0 0

3/4 1/4 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0


.

那么它的状态一步转移图为

由图容易看出C(0) = {0, 1, 2}, C(3) = {3, 4}. 从而X的状态空间包含2个互通

类C(0), C(3).

对不可约马氏链而言所有状态都是本质的. 从而无论现在观察到什么状态,

面对不确定的未来, 我们可以断言所有的状态都有可能出现.

3.2.2 周期性

下面我们讨论研究动态变化随机现象时常会问的另外一个问题, 如果某个随

机现象会反复出现, 那么它可能出现的时间有什么规律呢？下面这个概念可以帮

助我们对这个问题做些初步的分析.

♣定义3.2.10. 设i是马氏链X的一个状态, 若存在一个正整数m使得p(m)
i,i > 0,

则称使得p(n)i,i > 0的所有正整数n(n ≥ 1)的最大公约数为状态i的周期, 记作di.

若对所有n ≥ 1, p
(n)
i,i = 0, 则约定i 的周期是∞. 若i 的周期为1, 即di = 1, 则称i

是非周期的.
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直观地看, {n ≥ 1; p
(n)
i,i > 0}就是马氏链模型先观察到状态i之后能重复观察

到状态i的所有可能的间隔时间, 因此周期就是这些间隔时间的最大公约数, 这

表明, 若n不是di的倍数, 那么在间隔为n的时间状态i不可能出现. 严格地说就是

若di - n, 则p(n)i,i = 0.

N命题3.2.11. 同一个互通类中的状态周期相同, 即对任意j ∈ C(i), di = dj.

证明 由i ↔ j可知, 存在正整数n,m > 0使得p
(n)
i,j > 0, p

(m)
j,i > 0. 由C-K方程

可得

p
(n+m)
i,i ≥ p

(n)
i,j p

(m)
j,i > 0, p

(n+m)
j,j ≥ p

(m)
j,i p

(n)
i,j > 0.

因此di|n+m, dj |n+m. 另外, 对任意l > 0, 若p
(l)
i,i > 0, 则

p
(n+m+l)
j,j ≥ p

(m)
j,i p

(l)
i,ip

(n)
i,j > 0.

这表明dj |l +m+ n, 从而dj|l. 由此可得dj|di. 类似可得di|dj . 因此di = dj.

♣定义3.2.12. 若马氏链X的每一个状态都有相同的周期d, 则称X是d周期马

氏链. 特别地, 若d = 1, 则称X是非周期的.

I例3.2.13. (q, p)-简单随机游动W是个周期d = 2的不可约马氏链. 事实上,

对任意i, j ∈ Z (不妨设j > i),

p
(j−i)
i,j = pj−i > 0, p

(j−i)
j,i = qj−i > 0.

所以i↔ j, 即Z = C(0), 从而W是不可约的. 对任意i ∈ Z, 由

p
(n)
i,i = p

(n)
0,0 =

0, n = 2k − 1,

Ck
2kp

kqk, n = 2k,

可知di = 2, 因此W的周期d = 2.

I例3.2.14. 考虑例3.1.17中定义的马氏链X, 若0 < p0且p0+p1 < 1, 那么X是

不可约的非周期马氏链.

证明 由0 < p0以及0 < p0 + p1 < 1可知, 必存在k ≥ 2使得pk > 0. 对任

意i, j ≥ 0, 不妨设j > i,

(1) 由p
(j−i)
j,i = pj−i0 > 0可知j → i.

(2)当i ̸= 0时,令n = ⌈ j−ik−1⌉,其中⌈·⌉表示不小于 ·的最小整数. 对任意m ≥ 1,

记lm = i+ (k − 1)m. 由

p
(n)
i,ln

≥ pi,l1pl1,l2 · · · pln−1,ln = pnk > 0,
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可知i→ ln. 注意到ln ≥ j, 而且, 若ln > j, 则由(1)可知ln → j. 因此i→ j.

(3) 当i = 0时, 由pk > 0可知0 → k, 而(1)和(2)表明k → j, 因此0 → j.

综上可知对任意i, j ∈ S, i ↔ j. 因此X不可约. 注意到p0,0 = p0 > 0, 状

态0的周期为d0 = 1. 由命题3.2.11可知X的所有状态周期均为1, 因此X是非周期

的.

⋆定理3.2.15. 设状态i的周期为d, 则存在正整数N使得对任意n ≥ N , p
(nd)
i,i >

0.

证明 由周期定义, 存在1 ≤ n1, · · · , ns使得p(nk)
i,i > 0, k = 1, · · · , s, 而

且n1, · · · , ns 的最大公约数为d. 由第一章第一节习题10, 存在正整数N , 对任

意n ≥ N , 存在正整数r1, · · · , rs 使得

nd = r1n1 + r2n2 + · · ·+ rsns.

从而

p
(nd)
i,i ≥

s∏
k=1

(p
(nk)
i,i )rk > 0.

这表明结论成立.

由此易得如下两个推论.

�推论3.2.16. 记状态i的周期为di, 若p
(m)
j,i > 0, 则存在N > 0使得p(m+ndi)

j,i >

0对所有的n ≥ N都成立.

�推论3.2.17. 若状态i是非周期的, 那么存在N > 0使得对任意n > N ,

p
(n)
i,i > 0.

需要指出的是, 许多周期马氏链的问题都可以借助适当的转化变成非周期马

氏链的相关问题. 对于不可约马氏链, 本节习题13给了一种将周期马氏链转化为

非周期马氏链的方法.

3.2.3 常返与非常返

前面我们介绍了刻画马氏模型两个状态是否可能先后出现的指标和一个状

态可能重复出现的时间规律性的指标, 现在我们来讨论一个状态是否必然可重复
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观察到, 更准确地说是否几乎必然可重复观察到. 为此, 我们定义状态被首次重

复观察到的时间如下.

对任意状态i ∈ S, 令τi = inf{n ≥ 1; Xn = i}, 其中按约定inf ∅ = +∞. 通常

我们称τi为X首次回到状态i的时刻, 简称为首回时.

当X0 = i时, τi就是状态i首次重复出现的时间. 这样的τi在我们介绍随机游

动时也定义过. 与(2.2.9)一样, 我们可知τi是一个停时, 而且

{τi ≤ n} =

n∪
k=1

{τi = k} =

n∪
k=1

{Xk = i,Xk−1 ̸= i, · · · , X1 ̸= i}.

进一步, 对任意i, j ∈ S, 令

f
(n)
i,j = Pi(τj = n) = P (Xn = j,Xn−1 ̸= j, · · · , X1 ̸= j|X0 = i), (3.2.1)

fi,j = Pi(τj <∞) =
∞∑
n=1

f
(n)
i,j . (3.2.2)

由此可知,

fi,j =
∞∑
n=1

P (Xn = j,Xn−1 ̸= j, · · · , X1 ̸= j|X0 = i) = Pi(
∞∪
k=1

{Xk = j}),

进而我们可以得到如下不等式

0 ≤ f
(n)
i,j ≤ p

(n)
i,j ≤ fi,j ≤ 1. (3.2.3)

特别, 若i ̸→ j, 则fi,j = 0,

直观地看, 当j ̸= i时, f
(n)
i,j 表示从i出发后在第n步首次到达j的概率, 而fi,j表

示从状态i出发, 在有限时间内达到状态j的概率. 当i = j时f
(n)
i,i 表示从i出发后

第n步首次回到i的概率, 而fi,i表示从i 出发有限时间内回到状态i的概率. 因此

若fi,i = 1, 则表示在已经观察到状态i的条件下, 几乎必然可以重复观察到状态i.

♣定义3.2.18. 称状态i是常返的(recurrent), 如果fi,i = 1; 否则称为非常返的、

暂留的或瞬过的(transient).

下面我们分析常返状态的性质并给出一个等价判别准则.

�性质3.2.19. 若i是常返的而且i→ j, 那么fj,i = 1.

证明 只需考虑j ̸= i的情形, 对任意n ≥ 1, 定义

e
(n)
i,j = Pi(Xn = j,Xv ̸= i, v = 1, · · · , n− 1). (3.2.4)

它表示从i出发, 中途不仅过i而在第n步到达j的概率(也被称为禁忌概率). 因
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为i→ j, 我们可以观察到一列状态i = i0, i1, i2, · · · , im = j使得

pi,i1pi1,i2 · · · pim−1,j > 0.

令k = m−max{u; iu = i, 0 ≤ u ≤ m− 1}, 那么k > 0而且

e
(k)
i,j ≥ pi,im−k+1

pim−k+1,im−k+2
· · · pim−1,j > 0.

若fj,i < 1, 那么

Pi(τi = ∞) ≥ Pi(Xk = j,Xn ̸= i, 1 ≤ n ̸= k)

= Pi(Xk = j,Xn ̸= i, 1 ≤ n < k)P (Xv ̸= i, v > k|Xk = j,Xn ̸= i, 1 ≤ n < k)

= e
(k)
i,j P (Xn ̸= i, n ≥ 1|X0 = j) = e

(k)
i,j (1− fj,i) > 0.

此与i常返矛盾, 因此fj,i = 1.

由性质3.2.19以及(3.2.3)可知, 若i常返, 那么i是本质的.

⋆定理3.2.20. 状态i常返当且仅当
∞∑
n=0

p
(n)
i,i = ∞. 若i非常返, 则

∞∑
n=0

p
(n)
i,i =

1

1− fi,i
<∞.

证明 对任意i, j ∈ S, 利用首次到达j的时间, 可将事件分拆为不相交事件的

并集

{Xn = j} =
n∪
k=1

{τj = k,Xn = j}.

因此由全概率公式和概率乘法公式可得

p
(n)
i,j =

n∑
k=1

Pi(τj = k,Xn = j) =
n∑
k=1

Pi(Xn = j|τj = k)Pi(τj = k)

=
n∑
k=1

Pi(Xn = j|τj = k)f
(k)
i,j .

由马氏性和时齐性可知

Pi(Xn = j|τj = k) = P (Xn = j|Xk = j,Xv ̸= j, 1 ≤ v < k,X0 = i)

= P (Xn−k = j|X0 = j) = p
(n−k)
j,j . (3.2.5)

因此

p
(n)
i,j =

n∑
k=1

p
(n−k)
j,j f

(k)
i,j . (3.2.6)

由此可得, 对任意s ∈ [0, 1),
∞∑
n=0

p
(n)
i,i s

n = 1 +
∞∑
n=1

p
(n)
i,i s

n = 1 +
∞∑
n=1

n∑
k=1

skf
(k)
i,i s

n−kp
(n−k)
i,i .
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由第一章第一节习题8可知, 上式右边我们可以交换求和次序, 从而
∞∑
n=0

p
(n)
i,i s

n = 1 +

∞∑
k=1

f
(k)
i,i s

k
∞∑
n=k

p
(n−k)
i,i sn−k

= 1 +
∞∑
k=1

f
(k)
i,i s

k
∞∑
n=0

p
(n)
i,i s

n.

注意到对所有的s ∈ [0, 1),
∞∑
n=0

p
(n)
i,i s

n <∞,
∞∑
k=1

f
(k)
i,i s

k < 1.

因此我们有
∞∑
n=0

p
(n)
i,i s

n =
1

1−
∑∞

k=1 f
(k)
i,i s

k
, s ∈ [0, 1).

再注意到fi,i = lim
s→1−

∑∞
k=1 f

(k)
i,i s

k, 上式两边令s→ 1−后可得
∞∑
n=0

p
(n)
i,i =

1

1− fi,i
.

由此可知若fi,i = 1, 则
∞∑
n=0

p
(n)
i,i = ∞, 而且

fi,i < 1 ⇒
∞∑
n=0

p
(n)
i,i =

1

1− fi,i
,

即定理结论成立.

♠注记3.2.21. 由定理证明中(3.2.6)还可知
∞∑
n=1

p
(n)
i,j =

∞∑
n=1

n∑
k=1

f
(k)
i,j p

(n−k)
j,j =

∞∑
k=1

f
(k)
i,j

∞∑
r=0

p
(r)
j,j = fi,j

∞∑
n=0

p
(n)
j,j .

注意到fi,j ≤ 1, 我们总有
∞∑
n=1

p
(n)
i,j ≤

∞∑
n=0

p
(n)
j,j .

由定理3.2.20还容易推出

�推论3.2.22. 若状态i常返, 那么C(i)中所有状态都常返, 此时称C(i)为常返

类.

证明 对任意j ∈ C(i), i↔ j. 存在m,n > 0使得p
(m)
i,j > 0, p

(n)
j,i > 0. 因此

∞∑
k=0

p
(k)
j,j ≥

∞∑
k=m+n

p
(n)
j,i p

(k−n−m)
i,i p

(m)
i,j = p

(n)
j,i p

(m)
i,j

∞∑
k=0

p
(k)
i,i = +∞,

这表明j是常返的.

由推论3.2.22 可知, 一个互通类中状态或全是常返的或全是非常返的, 若全
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是常返的称该互通类为常返类, 否则称为非常返类. 若不可约链的状态空间为常

返类, 则称该马氏链为不可约常返链, 否则称为不可约非常返链.

I例3.2.23. (q, p)-简单随机游动的任意状态i是常返的当且仅当p = q = 1/2.

证明 由于(q, p)-随机游动是不可约的, 我们只需考虑状态0. 由p
(2n+1)
0,0 = 0以

及

p
(2n)
0,0 = Cn

2n(pq)
n =

(2n)!

n!n!
(pq)n =

(2n− 1)!!

2nn!
(4pq)n,

可得
∞∑
k=0

p
(k)
0,0s

k = 1 +
∞∑
n=1

p
(2n)
0,0 s

2n = 1 +
∞∑
k=1

(2n− 1)!!

2nn!
(4pqs2)n.

由幂函数展式

(1− x)−
1
2 = 1 +

1

2
x+

1 · 3
222!

x2 + · · ·+ (2n− 1)!!

2nn!
xn + · · · , |x| < 1,

可知
∞∑
k=0

p
(k)
0,0s

k = (1− 4pqs2)−1/2, |s| < 1.

因此

∞∑
k=0

p
(k)
0,0 = lim

s→1−

∞∑
k=0

p
(k)
0,0s

k = lim
s→1−

1√
1− 4pqs2

=

+∞, p = q = 1/2,

1/|p− q|, p ̸= q.

可见(q, p)-简单随机游动常返当且仅当p = q = 1/2, .

I例3.2.24. (高维简单对称随机游动) 直线上简单随机游动也可推广到高维

空间. 以对称随机游动为例:

(1) 若X = {Xn;n ≥ 0}是取值在Z2 = {(i, j); i, j ∈ Z}的时齐马氏链使得对任

意(i, j) ∈ Z2,

p(i,j),(i+1,j) = p(i,j),(i−1,j) = p(i,j),(i,j+1) = p(i,j),(i,j−1) = 1/4,

则称X是平面上简单对称随机游动(或平面整数格子点上对称随机游动).

(2) 若X = {Xn;n ≥ 0}是取值在Z3 = {(i, j, k); i, j, k ∈ Z}的时齐马氏链使得对

任意(i, j, k) ∈ Z3,

p(i,j,k),(i+1,j,k) = p(i,j,k),(i−1,j,k) = p(i,j,k),(i,j+1,k) = p(i,j,k),(i,j−1,k)

= p(i,j,k),(i,j,k+1) = p(i,j,k),(i,j,k−1) = 1/6,

则称X是空间简单对称随机游动(或空间整数格子点上对称随机游动).
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容易证明平面和空间的简单对称随机游动都是周期为2、不可约的马氏链.

此外我们还容易证明平面上简单对称随机游动是常返的, 但空间简单对称随机游

动是非常返的. 事实上, 对空间简单对称随机游动, 其n步转移概率

p
(n)
(0,0,0),(0,0,0) =

∑
r+l+s=k

(2k)!

r!r!l!l!s!s!

1

62k
, n = 2k为偶数,

而当n = 2k − 1为奇数时p
(n)
(0,0,0),(0,0,0) = 0. 因此

∞∑
n=0

p
(n)
(0,0,0),(0,0,0) =

∞∑
k=0

∑
r+l+s=k

(2k)!

r!r!l!l!s!s!

1

62k

=
∞∑
k=0

1

62k
(2k)!

k!k!

k∑
r=0

k−r∑
l=0

[ k!

r!l!(k − r − l)!

]2
≤

∞∑
k=0

1

62k
(2k)!

k!k!
max

0≤r≤m≤k

{ k!

r!(m− r)!(k −m)!

} k∑
r=0

k−r∑
l=0

k!

r!l!(k − r − l)!
.

注意到 k!
r!l!(k−r−l)!是多项式(x+ y + z)k展开后的系数, 因此

k∑
r=0

k−r∑
l=0

k!

r!l!(k − r − l)!
= 3k.

另一方面, 对任意满足条件0 ≤ r ≤ m ≤ k的非负整数r,m,

k!

r!(m− r)!(k −m)!
= Cm

k C
r
m.

当正整数m ≥ r时, 组合数Cr
m ≤ C

⌊m/2⌋
m . 因此

k!

r!(m− r)!(k −m)!
≤ Cm

k C
⌊m/2⌋
m .

又由
Cm
k C

⌊m/2⌋
m

Cm−1
k C

⌊(m−1)/2⌋
m−1

=
k + 1−m

m− ⌊m/2⌋
, 1 ≤ m ≤ k,

可知Cm
k C

⌊m/2⌋
m 在m = mk = k − ⌊k/3⌋处取最大值. 由此可得
∞∑
n=0

p
(n)
(0,0,0),(0,0,0) ≤

∞∑
k=0

3k

62k
(2k)!

k!(k −mk)!⌊mk/2⌋!(mk − ⌊mk/2⌋)!
.

利用Stirling公式

k! ≍
√
2πk(k/e)k,

其中符号“≍”表示它两边的值相比随k → ∞而收敛到1, 并注意到mk ≍ 2k/3,

当k充分大时由近似计算可得

(2k)!

k!(k −mk)!⌊mk/2⌋!(mk − ⌊mk/2⌋)!
≍ 3

√
3

2π
√
π

22k3k

k3/2
.
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因此存在常数M > 0使得
∞∑
n=0

p
(n)
(0,0,0),(0,0,0) ≤M

∞∑
k=1

1

k3/2
<∞.

这表明(0, 0, 0)是非常返的, 从而由不可约性可知空间简单对称随机游动是非常

返的. 平面上简单对称随机游动的常返性检验更简单, 参见本节习题9.

N命题3.2.25. 对任意m ≥ 1, 记gi,i(m) = Pi(至少有m个n ≥ 1使得Xn = i),

并记gi,i = Pi({Xn = i}, i.o.), 那么gi,i(m) = fmi,i . 从而若i常返, 则gi,i = 1; 若i非

常返, 则gi,i = 0.

证明 由全概率公式以及条件概率公式可得

gi,i(m+ 1) = Pi(至少有m+ 1个n ≥ 1使得Xn = i)

=
∞∑
k=1

Pi(τi = k,至少有m个n ≥ k + 1使得Xn = i)

=

∞∑
k=1

Pi(至少有m个n ≥ k + 1使得Xn = i|τi = k)Pi(τi = k).

由本章第一节习题11不难证明

Pi(至少有m个n ≥ k + 1使得Xn = i|τi = k)

= P (至少有m个n ≥ 1使得Xn = i|X0 = i) = gi,i(m).

因此

gi,i(m+ 1) =
∞∑
k=1

gi,i(m)Pi(τi = k) = gi,i(m)
∞∑
k=1

f
(k)
i,i = gi,i(m)fi,i.

由此递归关系并注意到gi,i(1) = fi,i可得, 对任意m ≥ 1,

gi,i(m) = fmi,i .

令m→ ∞, 由概率连续性可知gi,i = lim
m→∞

fmi,i , 因此后一结论自然成立.

概念“常返”的定义中只要求状态几乎必然重复出现, 由命题3.2.25 可知, 这

样的状态几乎必然可以无穷次地出现; 反之, 若一个状态是非常返的, 那么对几

乎所有的ω, 都存在一个时刻N(ω) 使得在N(ω) 后该状态不再出现, 对后一论断

的解释、证明, 我们留给同学自己完成(参见本节习题14).

⋆定理3.2.26. 记马氏链X首次回到状态i的时间为τi. 设τi < ∞. 令Yn =

Xτi+n, 即对任意ω, Yn(ω) = Xτi(ω)+n(ω). 那么Y = {Yn; n ≥ 0} 是与X 有相同

转移概率矩阵的马氏链且与(τi, X0, · · · , Xτi) 相互独立.
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证明 首先注意到Y0 = Xτi = i是常量, 对任意n ≥ 1, k0 ∈ S, k1, · · · , kn−1 ∈

S \ {i}, m ≥ 1, 0 ≤ n1 < · · · < nm, j1, · · · , jm ∈ S. 令kn = i,

P
( n−1∩
l=0

{Xl = kl} ∩ {τi = n} ∩
m∩
r=1

{Ynr = jr}
)

= P
( n∩
l=0

{Xl = kl} ∩
m∩
r=1

{Xn+nr = jr}
)

= P
( n−1∩
l=0

{Xl = kl} ∩ {Xn = i}
)
P
( m∩
r=1

{Xn+nr = jr}|Xn = i
)

= P
( n−1∩
l=0

{Xl = kl} ∩ {Xn = i}
)
Pi

( m∩
r=1

{Xnr = jr}
)
.

两边对全部的n ≥ 1, k0 ∈ S以及k1, · · · , kn−1 ∈ S \ {i}求和得

P
( m∩
r=1

{Ynr = jr}
)
= Pi

( m∩
r=1

{Xnr = jr}
)
.

进而

P
( n−1∩
l=0

{Xl = kl} ∩ {τi = n} ∩
m∩
r=1

{Ynr = jr}
)

= P
( n−1∩
l=0

{Xl = kl} ∩ {Xn = i}
)
Pi

( m∩
r=1

{Ynr = jr}
)
.

因此Y是与X有相同转移概率函数的马氏链且与(τi, X0, · · · , Xτi)相互独立.

定理3.2.26 表明将τi看作起点, 此后的随机过程Y本质就是0点从i出发的马

氏链X, 而且τi之后的随机事件与τi之前的事件相互独立.

练习题3.2 (除特别说明外,以下总设X为马氏链,转移概率矩阵为(pi,j)i,j∈S.)

1 若状态i ̸= j, 证明i→ j当且仅当在对应的一步转移图中顶点i, j有向连通.

2 设X的状态空间S = {0, 1, 2, 3, 4}, 转移概率矩阵为

1/3 2/3 0 0 0

0 1/3 1/3 1/3 0

3/4 1/4 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1/2 1/2


.

试写出状态空间S中所有互通类, 判断它们是否是本质类并说明理由.

3 若X的状态空间S可分为有限个不同的互通类, 那么这些互通类中至少存
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在一个本质互通类. 试以S中包含3个不同互通类为例给出详细证明.

4 若i↔ j且记它们的周期为d, 若p
(n)
i,j > 0, p

(m)
i,j > 0, 证明d|n−m.

5 若状态i非常返, 那么对任意j ∈ S, lim
n→∞

p
(n)
j,i = 0.

6 若j为吸收状态, 那么 lim
n→∞

p
(n)
i,j = fi,j .

7 若C(i), C(j)是两不相同的本质互通类, 那么fi,j = 0.

8 元素有限的本质类必是常返类.

9 证明平面上简单对称随机游动是常返的.

10∗ 试构造马氏链X, 使得它的状态空间至少包含一个具有无穷多状态的非本

质互通类(记作S1), 而且当X0 ∈ S1时P (Xn ∈ S1, n ≥ 1) > 0.

11∗ 设S1是X的一个具有有限状态的非本质互通类, X0 ∈ S1. 证明对几乎所

有的ω, 存在N(ω) 使得对所有的n ≥ N(ω), Xn(ω) ̸∈ S1.

12∗ 若马氏链X的转移概率矩阵能用分块矩阵表示为

A B

O C

, 其中子

块A,C都是方阵. 证明若B不是零子块, 那么B 中非零行对应的状态都是

非本质的.

13∗ 设X是不可约d周期马氏链, 状态空间为S.对任意i ∈ S, 令

Sk = {j ∈ S; p
(nd+k)
i,j > 0, n ≥ 0}, k = 0, · · · , d− 1.

证明(1) Sk, 0 ≤ k ≤ d− 1, 互不相交而且S = ∪d−1
k=0Sk. (2)令Yn = Xnd, 那

么Y = {Yn; n ≥ 0}是以P(d)为一步转移概率矩阵的非周期马氏链. 特别

地, 若X0 ∈ Sk, 那么Y是状态空间为Sk的非周期马氏链.

14∗ 若i是马氏链X = {Xn;n ≥ 0}的非常返状态, 证明对几乎所有的ω, 都存在

一个时刻N(ω) 使得对任意n ≥ N(ω), Xn(ω) ̸= i.

15∗ 对任意k ≥ 1, 令τ
(k)
i = inf{n > τ

(k−1)
i ; Xn = i}以及W (k)

i = τ
(k)
i − τ

(k−1)
i ,

其中τ
(0)
i = 0. 证明: W

(k)
i , k ≥ 1, 相互独立并且当k ≥ 2时分布相同.

16∗ 若状态j的周期为d, 证明{n ≥ 1; f
(n)
j,j > 0}中元素的最大公约数也为d.

17∗ 令τ = inf{n ≥ 0; Xn ≥ 1}, 证明: 对任意n ≥ 0,

P (Xτ+n = j|Xτ = i) = P (Xn = j|X0 = i), i ≥ 1.

18∗ 设不可约链X的状态空间S = {0, 1, 2, · · · }, 若存在{yi; i ∈ S}及某个状

态j使得对任意i ̸= j,
∑
k∈S

pi,kyk ≤ yi, 而且 lim
i→+∞

yi = +∞, 证明X常返.
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3.3 首访概率与时间

在马氏链的研究和应用当中, 状态的首次到达时间或首次回访时间是非常重

要的观察变量. 这一节我们将刻画这类观察变量的一些统计特征.

3.3.1 访问概率与分布

上一节我们定义了状态j的首回时τj , 并利用fj,j = Pj(τj < ∞)是否为1定义

了状态的常返性. 稍多做一点分析后大家就会发现对任意的状态i 而言,

fi,j = Pi(τj <∞) (3.3.1)

给出了从i出发有限时间内能观察到状态j的概率, 从而一定程度上定量地给出了

状态i,j先后出现的可能性.不仅如此,

f
(n)
i,j = Pi(τj = n), n ≥ 1,

还告诉我们在哪些时间上能观察到状态j并定量地给出了这种可能性大小. 这一

小节我们就如何计算fi,j和f
(n)
i,j 做些初步的介绍.

对任意i, j ∈ S以及任意u ∈ [0, 1], 定义

Fi,j(u) =
∞∑
n=1

f
(n)
i,j u

n.

显然当fi,j = 1时, 序列{f (n)i,j }就是随机变量τj在初值为i条件下的分布列, Fi,j(u)

就是该条件分布的概率母函数; 当fi,j < 1 时, 尽管{f (n)i,j ; n ≥ 1}不再是τj的条件

分布列了, 但由幂级数与系数关系可知序列{f (n)i,j } 与函数Fi,j(u) 仍是一一对应

的. 特别地, 若i ̸→ j, 则Fi,j(u) ≡ 0. 因此, 无论怎样, Fi,j(u)决定了所有f
(n)
i,j 的值,

并且总有fi,j = Fi,j(1).

关于Fi,j(u) 我们有下面的结论.

⋆定理3.3.1. 对任意给定的j ∈ S以及u ∈ [0, 1], {Fi,j(u); i ∈ S}是线性方程组

zi =
∑
k ̸=j

upi,kzk + upi,j , i ∈ S, (3.3.2)

的最小非负解. 即{Fi,j(u); i ∈ S}本身是方程组(3.3.2)的非负解而且对该方程组

的任意非负解 {gi(u); i ∈ S}, Fi,j(u) ≤ gi(u) 对一切i ∈ S 都成立.
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证明 对任意m ≥ 1, 我们可知

f
(m)
i,j = Pi(τj = m) =

∑
k ̸=j

Pi(Xm = j,X1 = k,Xv ̸= j, 1 < v < m)

=
∑
k ̸=j

Pi(X1 = k)P (Xm = j,Xv ̸= j, 2 < v < m|X1 = k) =
∑
k ̸=j

pi,kf
(m−1)
k,j .

对任意n ≥ 1, 记A(i, n, u) =
n∑

m=1
f
(m)
i,j u

m, 那么

A(i, n+ 1, u) =
n+1∑
m=1

f
(m)
i,j u

m = f
(1)
i,j u+

n+1∑
m=2

f
(m)
i,j u

m = pi,ju+
n+1∑
m=2

f
(m)
i,j u

m

= upi,j +
∑
k ̸=j

n+1∑
m=2

upi,kf
(m−1)
k,j um−1 = upi,j + u

∑
k ̸=j

pi,kA(k, n, u).

注意到 lim
n→∞

A(i, n, u) = Fi,j(u), 上式两边令n→ ∞得(参见第一章第一节习题5)

Fi,j(u) = upi,j + u
∑
k ̸=j

pi,kFk,j(u).

因此{Fi,j(u); i ∈ S}确实为方程组(3.3.2)的非负解.

任取(3.3.2)的一组非负解{gi(u); i ∈ S}, 由

gi(u) = upi,j + u
∑
k ̸=j

pi,kgk(u)

可知, 对任意i ∈ S,

gi(u) ≥ A(i, 1, u) = upi,j .

设对任意i ∈ S, gi(u) ≥ A(i, k, u)对 k = n− 1成立, 那么由

A(i, n, u) = upi,j +
∑
k ̸=j

upi,kA(k, n− 1, u)

≤ upi,j +
∑
k ̸=j

upi,kgk(u) = gi(u)

可知对任意i ∈ S, gi(u) ≥ A(i, k, u)对k = n也成立.

由数学归纳法可知, 对任意i ∈ S以及任意n都有gi(u) ≥ A(i, n, u). 对任

意i ∈ S, 令n→ ∞得gi(u) ≥ Fi,j(u). 故Fi,j(u)为(3.3.2)的最小非负解.

由定理3.3.1为通过求解代数方程找到{Fi,j(u); i ∈ S}分布提供了理论基础.

若X是有限状态马氏链, 我们就可以用代数方法求解线性方程组(3.3.2), 然后

从中找到最小非负解即可. 特别地, 若线性方程组只有唯一解那么该唯一解就

是{Fi,j(u); i ∈ S}.
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I例3.3.2. 设X的转移概率矩阵为


1/4 1/4 1/4 1/4

0 1/3 2/3 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 ,状态空间为{0, 1, 2, 3}.

求P0(τ1 = k)和 Fi,1(u), 其中i = 0, 1, 2, 3, k为任意正整数.

解 由转移概率矩阵我们可以画出状态一步转移图如下.

由此可知3 ̸→ 1, 因此对任意u ∈ [0, 1], F3,1(u) = 0, 进而由定理3.3.1可得
F0,1(u) = up0,0F0,1(u) + up0,2F2,1(u) + up0,1,

F2,1(u) = up2,0F0,1(u) + up2,2F2,1(u) + up2,1,

F1,1(u) = up1,0F0,1(u) + up1,2F2,1(u) + up1,1.

由前两个方程得 1− up0,0 −up0,2
−up2,0 1− up2,2

F0,1(u)

F2,1(u)

 =

 up0,1

up2,1

 .

将p0,0 = p0,2 = p0,1 = 1/4, p2,0 = p2,2 = 0, p2,1 = 1代入并计算得

F0,1(u) =
u+ u2

4− u
, F2,1(u) = u.

将此结果代入第三个方程并注意到p1,0 = 0, p1,1 = 1/3, p1,2 = 2/3, 我们可得

F1,1(u) =
2

3
u2 +

1

3
u.

对任意0 ≤ u ≤ 1, 由幂级数展开式
∞∑
k=1

f
(k)
0,1 u

k = F0,1(u) =
[u
4
+
u2

4

] ∞∑
k=0

uk

4k
=
u

4
+

∞∑
k=2

5uk

4k
,

可知f
(1)
0,1 = 1/4, f

(k)
0,1 = 5/4k, k ≥ 2.

I例3.3.3. 设W为直线上(q, p)-简单随机游动, 求F0,1(u), u ∈ [0, 1].

解 由定理3.3.1可知{Fi,1(u)}i∈Z是方程组

zi =
∑
k ̸=1

upi,kzk + upi,1, i ∈ Z,

的最小非负解. 从而

F0,1(u) = up+ uqF−1,1(u). (3.3.3)
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注意到对任意n ≥ 1以及任意i ∈ Z, j ≥ 2, 由独立增量性可得

f
(n)
i,i+j = P (τi+j = n|W0 = i) = P (Wn = i+ j,Wk < i+ j, 0 < k < n|W0 = i)

= P (Wn −W0 = j,Wk −W0 < j, 0 < k < n)

= P (Wn = j,Wk < j, 0 < k < n|W0 = 0) = f
(n)
0,j .

特别地,

f
(n)
0,2 = P (Wn = 2,Wk < 2, 0 < k < n|W0 = 0)

=

n−1∑
j=1

P (Wn = 2,Wk < 2, j < k < n,Wj = 1,Wl < 1, 0 < l < j|W0 = 0).

由马氏性可得

P (Wn = 2,Wk < 2, j < k < n,Wj = 1,Wl < 1, 0 < l < j|W0 = 0)

= P (Wj = 1,Wl < 1, 0 < l < j|W0 = 0)

×P (Wn = 2,Wk < 2, j < k < n|Wj = 1).

注意到W还是时齐的,

P (Wn = 2,Wk < 2, j < k < n|Wj = 1)

= P (Wn−j = 2,Wk < 2, 0 < k < n− j|W0 = 1) = f
(n−j)
1,2 .

因此

f
(n)
0,2 =

n−1∑
j=1

f
(j)
0,1f

(n−j)
1,2 =

n−1∑
j=1

f
(j)
0,1f

(n−j)
0,1 .

由此可得

F−1,1(u) = F0,2(u) =
∞∑
n=2

f
(n)
0,2 u

n =
∞∑
n=2

n−1∑
j=1

f
(j)
0,1u

jf
(n−j)
0,1 un−j

=

∞∑
j=1

f
(j)
0,1u

j
∞∑
k=1

f
(k)
0,1 u

k =
[
F0,1(u)

]2
.

将其代入(3.3.3), 此时方程两个可能的解分别为

1 +
√

1− 4pqu2

2qu
,

1−
√

1− 4pqu2

2qu
.

注意到F0,1(u)为最小非负解, 因此

F0,1(u) =
1−

√
1− 4pqu2

2qu
=

2pu

1 +
√
1− 4pqu2

, u ∈ [0, 1]. �

注意到fi,j = Fi,j(1), 由定理3.3.1我们容易得到如下结论.
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�推论3.3.4. 对任意给定的j ∈ S, {fi,j ; i ∈ S}是线性方程组

zi =
∑
k ̸=j

pi,kzk + pi,j , i ∈ S, (3.3.4)

的最小非负解.

I例3.3.5. 一家银行将贷款分类为全部付清(0), 信誉良好(1), 拖欠(2)或者呆

账(3). 在银行每次清算时, 贷款按照如下转移概率在不同的类别之间转移:
1 0 0 0

0.1 0.8 0.1 0

0.1 0.4 0.4 0.1

0 0 0 1

 .

求处于信誉良好级别的贷款最终全部付清的比例.

解 以X = {Xn;n ≥ 0}表示贷款每次清算时状态的变化. 那么X是个时齐马

氏链. 所求比例为概率f1,0. 由转移概率矩阵我们可以画出状态一步转移图如下:

由于3 ̸→ 0, f3,0 = 0. 由推论3.3.4可知f1,0 = p1,1f1,0 + p1,2f2,0 + p1,0 = 0.8f1,0 + 0.1f2,0 + 0.1,

f2,0 = p2,1f1,0 + p2,2f2,0 + p2,0 = 0.4f1,0 + 0.4f2,0 + 0.1.

由此解得f1,0 = 7/8, f2,0 = 3/4. 因此最终付清得比例为f1,0 = 87.5%.

方程组(3.3.2)与(3.3.4)在理论上也很重要, 它给我们提供了一种通过判断方

程组的解的性质确定马氏链常返性的方法.

⋆定理3.3.6. 设X不可约, 那么X常返当且仅当存在一个状态j ∈ S使得方程

组(3.3.4)的任意一组非负解{ui; i ∈ S}满足ui ≥ 1 对一切i ∈ S成立.

证明 “必要性”: 若不可约链X常返, 则由推论3.2.22和性质3.2.19可知对任

意i, j ∈ S, fi,j = 1. 从而方程组(3.3.2)的最小非负解{fi,j ; i ∈ S}恒为1, 因

此ui ≥ 1 对一切i ∈ S成立.

“充分性”: 由假设可知{ui ≡ 1; i ∈ S}为(3.3.4)的最小非负解, 从而由推

论3.3.4 可知fj,j = 1, 即j常返, 再由推论3.2.22 可知不可约链X为常返的.
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I例3.3.7. 设马氏链X的状态空间为非负整数, 转移概率矩阵为

P =



r0 p0 0 0 0 · · ·

q1 r1 p1 0 0 · · ·

0 q2 r2 p2 0 · · ·

0 0 q3 r3 p3 · · ·
...

...
...

...
...

...


,

其中p0 > 0, r0 + p0 = 1, qi + ri + pi = 1, pi, qi > 0, i ≥ 1. 讨论X的常返性.

解 在条件假设下容易证明X是不可约马氏链. 考察{fn,0, n ≥ 0}满足的方程

组 
z0 =

∑
k ̸=0 p0,kzk + p0,0 = p0z1 + r0

z1 =
∑

k ̸=0 p1,kzk + p1,0 = r1z1 + p1z2 + q1

zn =
∑

k ̸=0 pz,kzk + pn,0 = qnzn−1 + rnzn + pnzn+1, n ≥ 2.

(3.3.5)

可得

zn+1 − zn =
qn
pn

(zn − zn−1) = · · · = q1q2 · · · qn
p1p2 · · · pn

(z1 − 1).

由此可知(3.3.5)的非负解必满足z0 = p0z1 + r0, 而且对任意n ≥ 1,

zn+1 = z1 + (z1 − 1)
n∑
k=1

q1 · · · qk
p1 · · · pk

.

(1)当
∑∞

k=1
q1···qk
p1···pk = ∞时, 由{zn, n ≥ 0}非负可知z1 ≥ 1, 从而zn ≥ 1, n ≥ 0.

由定理3.3.6, 此时X常返.

(2)当A =
∑∞

k=1
q1···qk
p1···pk <∞时, 可取z1 ∈ (A/(1 +A), 1), 使得

0 < z0 = p0z1 + r0 < 1 而且 0 < z1 +A(z1 − 1) < zn ≤ z1 < 1

对所有n ≥ 1都成立, 即(3.3.4)存在非负解{zi, i ≥ 0}使得z1 < 1. 此时由定

理3.3.6可知X是非常返的.

3.3.2 平均访问时间

前面我们给出了函数Fi,j(u)满足的方程, 借助Fi,j(u)我们可以获得τj的分

布信息. 自然地, 我们也可以考虑τj的一些数值特征. 比如当fi,j = 1即Pi(τj <
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∞) = 1时,
∞∑
n=1

nf
(n)
i,j =

∞∑
n=1

nPi(τj = n) = Ei(τj)

表示了从i出发首次回到或到达状态j的平均时间. 虽然fi,j < 1时, 上面这个等式

不再成立, 但求和式
∞∑
n=1

nf
(n)
i,j = fi,j

∞∑
n=1

n
f
(n)
i,j

fi,j
= fi,j

∞∑
n=1

nPi(τj = n|τj <∞) = fi,jEi(τj|τj <∞)

仍能给我们提供一些重要信息. 在这一小节, 我们就来讨论这个求和式的计算与

应用. 为此对任意i ∈ S和j ∈ S, 我们记

mi,j =
∞∑
n=1

nf
(n)
i,j . (3.3.6)

显然, 若i ̸→ j, 那么mi,j = 0; 若i为吸收态, 那么mi,i = 1; 若i是常返的, 那

么mi,i就是从i出发首次回到自己的平均时间间隔.

注意到

mi,j =
dFi,j(u)

du

∣∣∣
u=1

.

因此若解方程(3.3.2)得到函数Fi,j(u), 我们便可以通过求导运算方便地算出mi,j .

I例3.3.8. 对例3.3.2中X, 求mi,1, 其中i = 0, 1, 2, 3.

解 对例3.3.2中结果Fi,1(u)求导, 并在导函数中令u = 1可得

m0,1 = 11/9, m1,1 = 5/3, m2,1 = 1, m3,1 = 0. �

通过求解方程组(3.3.2)得到函数Fi,j(u)有时候并不方便, 下面的定理给出了

直接通过解方程组得到mi,j的方法.

⋆定理3.3.9. 对任意给定的j ∈ S, {mi,j ; i ∈ S}是线性方程组

zi =
∑
k ̸=j

pi,kzk + fi,j , i ∈ S (3.3.7)

的最小非负解.

证明 对任意i, j ∈ S以及k ≥ 1, 记bi,j(n) =
∑n

m=1mf
(m)
i,j . 显然n →

∞时bi,j(n)单调不降且收敛到mi,j . 此外, 我们有

bi,j(n+ 1) =
n+1∑
m=1

mf
(m)
i,j =

n∑
m=1

mf
(m+1)
i,j +

n+1∑
m=1

f
(m)
i,j

=
n+1∑
m=1

f
(m)
i,j +

n∑
m=1

∑
k ̸=j

mPi(Xm+1 = j,X1 = k,Xv ̸= j, 2 ≤ v ≤ m)
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=
n+1∑
m=1

f
(m)
i,j +

∑
k ̸=j

pi,k

n∑
m=1

mf
(m)
k,j =

∑
k ̸=j

pi,kbk,j(n) +
n+1∑
m=1

f
(m)
i,j .

两边令n→ ∞得

mi,j = fi,j +
∑
k ̸=j

pi,kmk,j .

因此{mi,j}i∈S为方程组(3.3.7)的非负解. 任取(3.3.7)的一组非负解{ui}i∈S, 由

ui = fi,j +
∑
k ̸=j

pi,kuk

可知ui ≥ bi,j(1) = f
(1)
i,j 对任意i ∈ S成立.

设对任意i ∈ S, ui ≥ bi,j(k)对k = n− 1成立, 那么由

bi,j(n) =

n+1∑
m=1

f
(m)
i,j +

∑
k ̸=j

pi,kbk,j(n− 1) ≤ fi,j +
∑
k ̸=j

pi,kuk = ui,

我们可知ui ≥ bi,j(k)对k = n也成立.

由数学归纳法可知, 对任意i ∈ S以及任意n ≥ 1都有

ui ≥ bi,j(n).

令n→ ∞ 得ui ≥ mi,j对所有i ∈ S成立, 因此mi,j为(3.3.7)的最小非负解.

I例3.3.10. (接例3.3.5) 在假定信誉良好级别的贷款最终全部付清的条件下,

问平均要多少个周期才能让信誉良好级别的贷款最终全部付清(每清算一次算一

个周期).

解 令X0 = 1, τ0 = min{n ≥ 1; Xn = 0}. 那么X = {Xn;n ≥ 0}表示信誉良

好级别的贷款在偿付过程中的状态变化, {τ0 < ∞}表示信誉良好级别的贷款最

终全部付清. 因此所求平均付清周期数

E(τ0|τ0 <∞, X0 = 1) =
∞∑
k=1

kP (τ0 = k|τ0 <∞, X0 = 1)

=
∞∑
k=1

k
P (τ0 = k, τ0 <∞, X0 = 1)

P (τ0 <∞, X0 = 1)
=

∞∑
k=1

k
P (τ0 = k,X0 = 1)

P (τ0 <∞, X0 = 1)

=
∞∑
k=1

k
P (τ0 = k|X0 = 1)

P (τ0 <∞|X0 = 1)
=

∞∑
k=1

k
f
(k)
1,0

f1,0
=
m1,0

f1,0
.
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由定理3.3.9可知, mi,0, i = 0, 1, 2, 3, 满足下列方程组.

m0,0 = p0,1m1,0 + p0,2m2,0 + p0,3m3,0 + f0,0,

m1,0 = p1,1m1,0 + p1,2m2,0 + p1,3m3,0 + f1,0,

m2,0 = p2,1m1,0 + p2,2m2,0 + p2,3m3,0 + f2,0,

m3,0 = p3,1m1,0 + p3,2m2,0 + p3,3m3,0 + f3,0,

其中由例3.3.5可知f1,0 = 0.875, f2,0 = 0.75. 注意到3 ̸→ 0, 因此m3,0 = 0. 将这些

信息以及pi,j的值代入上述方程组后可得m1,0 = 0.8m1,0 + 0.1m2,0 + 0.875,

m2,0 = 0.4m1,0 + 0.4m2,0 + 0.75.

由此可解得m1,0 = 7.5. 因此所求平均付清周期数为7.5/0.875 = 60/7.

I例3.3.11. 设有n + 1个选手依次两两进行比赛(n ≥ 1), 获胜者接连比赛下

去直到有一名选手连续地击败其余n名选手才结束. 假设每场比赛中两名选手获

胜的概率各为1/2, 求平均需比赛次数.

解 以Xk表示第k次比赛结束时比赛胜者的连赢场次, 并令X0 = 0. 那

么X = {Xk; k ≥ 0}为时齐马氏链, 转移概率矩阵

P =



0 1 0 0 0 0 · · ·

0 1/2 1/2 0 0 0 · · ·

0 1/2 0 1/2 0 0 · · ·

0 1/2 0 0 1/2 0 · · ·

0 1/2 0 0 0 1/2 · · ·
...

...
...

...
...

...
...



0

1

2

3

4
...

由此可知状态集C(1) = {1, 2, · · · }是X的一个互通类,

f1,1 =
∞∑
m=1

f
(m)
1,1 =

∞∑
m=1

1

2m
= 1.

所以C(1)是X的不可约常返类, 进而fi,j = 1, i, j ≥ 1. 比赛结束的条件是Xk = n,

比赛结束的时间为τn = inf{k ≥ 1, Xk = n}. 从而平均比赛次数

T = E0(τn) = m0,n.
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显然m0,n = m1,n + 1, 由定理3.3.9可知mi,n, 1 ≤ i < n,是方程组zi = z1/2 + zi+1/2 + 1, 1 ≤ i < n− 1,

zn−1 = z1/2 + 1.

的最小非负解. 由此可得zi = 2zi−1 − z1 − 2, 2 ≤ i ≤ n− 1,

zn−1 = z1/2 + 1.

因此对任意2 ≤ i ≤ n− 1,

zi = 22zi−2 − 2z1 − 22 − z1 − 2

= 2i−1z1 − (2i−2 + · · ·+ 2 + 1)z1 − (2i−1 + · · ·+ 2)

= z1 − (2i − 2).

从而由zn−1 = z1 − 2n−1 + 2 = z1/2 + 1可知z1 = 2n − 2. 因此所求比赛次数

T = m0,n = m1,n + 1 = z1 + 1 = 2n − 1. �

I例3.3.12. 在例3.3.7中令r0 = 0, p0 = 1, 并且对一切i ≥ 1, ri = 0, qi = q,

pi = p. 由此得到的马氏链X通常被称为带一个反射壁的(q, p)- 随机游动或非负

整数值的反射(q, p)-随机游动(直观看就是在正半轴上运动的简单随机游动, 一旦

到达位置0, 下一步就返回位置1). 对任意n ≥ 2, 求m0,n.

解 我们将q ≤ p的情形留给同学做练习, 这里我们只考虑q > p的情形. 此时

由例3.3.7可知X常返, 对任意i, j ≥ 0, fi,j = 1. {ml,n}0≤l<n为下列方程组的解.

z0 =
∑
k ̸=n

p0,kzk + 1 = z1 + 1,

zl =
∑
k ̸=n

pl,kzk + 1 = qzl−1 + pzl+1 + 1, 1 ≤ l ≤ n− 2, (3.3.8)

zn−1 =
∑
k ̸=n

pn−1,kzk + 1 = qzn−2 + 1.

记r = q/p. 由(3.3.8)可知, 对任意2 ≤ l ≤ n− 1,

zl − zl−1 = r(zl−1 − zl−2)− (1 + r),

以及

zl − rzl−1 = zl−1 − rzl−2 − (1 + r).
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结合方程z0 − z1 = 1, 进一步可得

zn−1 − zn−2 = rn−2(z1 − z0)− (1 + r)(1 + r + · · ·+ rn−3)

= −rn−2 − (1 + r)(1 + · · ·+ rn−3),

以及

zn−1 − rzn−2 = z1 − rz0 − (n− 2)(1 + r)

= (1− r)z0 − 1− (n− 2)(1 + r).

再结合方程zn−1 = qzn−2 + 1, 即

(1 + r)zn−1 = rzn−2 + 1 + r,

我们可得 
1+r−zn−1

r = −rn−2 − (1 + r)(1 + · · ·+ rn−3),

1 + r − rzn−1 = (1− r)z0 − 1− (n− 2)(1 + r).

解方程得

zn−1 =
2rn − r − 1

r − 1
, z0 =

2rn+1 + n− nr2 − 2r

(r − 1)2
.

后者即为所求的m0,n.

♠注记3.3.13. 注意到当i ̸= j时fi,j ,mi,j只依赖于到达j之前各状态的转移概

率, 与从j出发的转移概率pj,·无关. 从而改变pj,·不影响fi,j, mi,j的取值与判断.

I例3.3.14. 考虑在整数点{0, 1, 2, · · · , N}上的(q, p)-随机游动, 使得当X落

在0位置时下一步就反弹为位置1, 当X落在位置N时下一步就反弹回N − 1. 通

常我们称这样的随机过程为带两个反射壁的随机游动. 它的转移概率矩阵为

P =



0 1 0 0 · · · 0 0

q 0 p 0 · · · 0 0

0 q 0 p · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 0 p

0 0 0 0 · · · 1 0



0

1

2
...

N − 1

N

对这样的随机过程, 当我们考虑f0,k和m0,k时(0 < k ≤ N), 我们可以发现: 在到

达k之前, 随机过程只是在状态集{0, 1, · · · , k − 1}内变化, 而且这期间状态变化

规律与例3.3.12中带单个反射壁的随机游动一致. 因此根据上面的注记, 这两种
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带反射壁的随机游动有相同的f0,k和m0,k.

练习题3.3

1 设X的状态空间为{1, 2, 3}, 转移概率矩阵为


0 1/2 1/2

1/2 0 1/2

0 1/3 2/3

. 对任
意n ≥ 1, 求f

(n)
1,2 .

2 一个盗窃犯长期在A = 1, B = 2, C = 3三地流传作案, 治安部门调查后发

现他每年作案次数服从强度为3的泊松分布, 而连续两次作案的地点变化

服从转移概率矩阵


0 0 1

1/2 1/2 0

0 1 0

, 并且作案次数与作案地点无关. 已知

此人刚刚在A 地作案, 试估计一年内他在A地再作案的概率.

3 设X的状态空间为{1, 2, 3}, 转移概率矩阵为


1/2 1/2 0

2/3 1/3 0

0 1/3 2/3

. 求f3,2 和
m3,2.

4 若一篇文稿有n个错误, 每次校阅至少能发现一个, 但留下来的错误数

在0到n− 1之间等可能存在. 设原稿共有a个错误, 问为了改正全部错误平

均需要校阅几次?

5 若马氏链X只有三个状态且(mi,j)i,j=1,2,3 =


2 3 3

1 4 4

1 4 4

, 求转移概率矩

阵P.

6 (Ehrenfest模型) 设一个坛子内装有红白两色共N个球, 每次随机地从坛

子中抽出一个球, 把它换成另一种颜色后放回. 以Xn表示经n次抽放后坛

中的红球数, 那么X = {Xn;n ≥ 0} 为时齐马氏链. 若开始时坛内只有一

个红球, 问平均要抽放多少次才能使坛内全是白球?

7 设X是(q, p)-随机游动. 对任意k ∈ Z, 求f0,k和m0,k.

8 设X是非负整数值的反射(q, p)-随机游动. (1) 对任意k ≥ 0, 求fk,0, mk,0,

(2) 设q ≤ p, 对任意k ≥ 0; 求f0,k, m0,k.
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9∗ 设X是非负整数值的带黏性壁的反射(q, p)-随机游动(就是在例3.3.12中

令1 > r0 > 0, 0 < p0 = 1 − r0 < 1, 其他设定不变), 对任意k ≥ 0, 求f0,k,

m0,k.

10∗ 设X是状态空间为{0, 1, 2, · · · , N}的带两个反射壁的(q, p)-随机游动, 对

任意0 ≤ i ≤ j ≤ N , 求fi,j , mi,j .

11∗ 对任意给定的有限阶方阵A以及向量b, 证明: 若线性方程组AX = b存在

恒正的最小非负解(即解的每个分量都是正的), 那么该最小非负解就是此

方程组的唯一解.
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3.4 正常返与平稳分布

转移概率极限与平稳分布是我们研究与描述马氏链长期行为的常用方法与

工具. 借助于这些方法与工具, 这一节我们将揭示状态动态变化规律与随机现象

长期规律之间的联系.

3.4.1 正常返与零常返

上一节我们介绍了计算首回时(回访周期)的分布及探讨了mi,j的计算方法.

我们知道当i是常返状态时, mi,i就是从i出发并再次回到i的平均时间. 利用这个

回访周期的平均值, 我们可以把X的常返状态进一步区分为:

♣定义3.4.1. 设i ∈ S为X的常返状态. 称i是正常返的, 若mi,i < ∞; 称i是零

常返的, 若mi,i = +∞.

由常返、非常返的定义以及停时τi = inf{n ≥ 1;Xn = i}中inf ∅ = +∞的约

定, 我们可用随机变量与数学期望等基本概念将非常返、零常返、正常返这三者

区别如下:

(A) i常返⇔X0 = i条件下τi是正常随机变量, 即Pi(τi < +∞) = 1. 在此基础上

(A.1) i正常返⇔ τi的数学期望有限.

(A.2) i零常返⇔ τi的数学期望无穷.

(B) i非常返⇔ X0 = i条件下τi是广义随机变量, 即Pi(τi = +∞) > 0.

直观地说, 状态i是正常返的意味着从i出发后, X能“较大概率”地在短时

间内回访自己; 而零常返则意味着从i出发后, 虽然X一定会回访自己, 但那些需

要非常长的时间后才能回到自己的事件发生概率较大, 以至于从平均角度看, 回

访自己的时间间隔长得“ 遥不可及”. 显然正常返描述的仍然是状态随机变化现

象. 有趣的是它还是区分马氏链转移概率平均极限是否为零的关键.

⋆定理3.4.2. 对一切i ∈ S,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
i,i =

1/mi,i, i正常返,

0, 其他.
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证明定理之前我们先介绍一个关于数列的比极限的结论.

H引理3.4.3. 设{an; n ≥ 0}为一个不全为0的非负数列且满足条件

lim
n→∞

an∑n
k=0 ak

= 0.

若{bn; n ≥ 0}为收敛数列, 那么

lim
n→∞

∑n
k=0 akbn−k∑n
k=0 ak

= lim
n→∞

bn.

证明 由所设条件, 对任意给定N ≥ 1, 有

lim
n→∞

∑n
k=n−N+1 ak∑n

k=0 ak
= 0.

若bn极限有限, 记作b, 那么对任意ε > 0, 存在N , 使得当n ≥ N时,

|bn − b| < ε.

于是存在B <∞使得|bn − b| < B对一切n 成立. 进而∣∣∣ n∑
k=0

ak(bn−k − b)
∣∣∣ ≤ ε

n−N∑
k=0

ak +B
n∑

k=n−N+1

ak.

两边同除以
∑n

k=0 ak, 不难看出此时结论成立.

若bn的极限为无穷, 不妨设是正无穷, 那么对任意M > 0, 存在N , 使得

当n ≥ N时, bn ≥M. 于是
n∑
k=0

akbn−k ≥M
n−N∑
k=0

ak + ( min
0≤n≤N

bn)
n∑

k=n−N+1

ak.

同样两边同除以
∑n

k=0 ak, 不难看出此时结论也成立.

定理3.4.2的证明 按n之前最后离开状态i的时刻可将随机事件{Xn = j}分

解为不相容事件的并集,

{Xn = j} =
n−1∪
k=0

{Xn = j,Xk = i,Xv ̸= i, v = k + 1, · · · , n− 1}.

从而由马氏性及(3.2.4)可得

p
(n)
i,j = Pi(Xn = j) = Pi(

n−1∪
k=0

{Xn = j,Xk = i,Xv ̸= i, v = k + 1, · · · , n− 1})

=
n−1∑
k=0

p
(k)
i,i Pi(Xn = j,Xv ̸= i, v = k + 1, · · · , n− 1|Xk = i)

=

n−1∑
k=0

p
(k)
i,i e

(n−k)
i,j , (3.4.1)
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这里e
(n−k)
i,j 为(3.2.4)定义的禁忌概率. 进而

n =
∑
j∈S

n∑
m=1

p
(m)
i,j =

∑
j∈S

n∑
m=1

m−1∑
k=0

p
(k)
i,i e

(m−k)
i,j

=
∑
j∈S

n−1∑
k=0

p
(k)
i,i

n−k∑
m=1

e
(m)
i,j =

n−1∑
k=0

p
(k)
i,i

n−k∑
m=1

∑
j∈S

e
(m)
i,j .

注意到 ∑
j∈S

e
(m)
i,j = Pi(

∪
j∈S

{Xm = j,Xv ̸= i, v = 1, · · · ,m− 1})

= Pi(Xv ̸= i, v = 1, · · · ,m− 1) = Pi(τi ≥ m).

因此

n =
n−1∑
k=0

p
(k)
i,i

n−k∑
m=1

Pi(τi ≥ m).

记bn =
n∑

m=1
Pi(τi ≥ m), 那么

n =
n−1∑
k=0

p
(k)
i,i bn−k.

若i正常返, lim
n→∞

bn = mi,i < ∞; 若i零常返或非常返, lim
n→∞

bn = ∞. 由引

理3.4.3可知定理成立.

由定理3.4.2, 容易得到如下结果, 证明简单, 此略.

�推论3.4.4. i正常返当且仅当lim sup
n→∞

1
n

n∑
k=1

p
(k)
i,i > 0.

�推论3.4.5. 设状态i是正常返的, 如果i→ j, 那么j也是正常返的且j ∈ C(i).

证明 由i常返可知i本质进而j ∈ C(i), 因此存在m,n > 0使得p
(m)
j,i > 0,

p
(n)
i,j > 0. 由C-K方程,

lim
k→∞

1

k

k∑
v=1

p
(v)
j,j = lim

k→∞

1

k

k∑
v=m+n+1

p
(v)
j,j ≥ p

(m)
j,i p

(n)
i,j lim

k→∞

1

k

k−n−m∑
v=1

p
(v)
i,i > 0,

因此j正常返.

推论3.4.5表明若i正常返那么C(i)中所有状态都正常返, 即正常返性也是互

通类中元素共有的性质, 此时称C(i)为正常返类. 结合此前关于常返与非常返的

讨论, 我们可将互通类按其中状态的常返性分成正常返类, 零常返类和非常返类

这三种情形. 类似, 我们也可以定义正常返、零常返和非常返马氏链, 若它的每

个状态都是正常返、零常返和非常返的.
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I例3.4.6. 直线上(q, p)-随机游动W当p = q = 1/2时是零常返的.

解 已知W是不可约的, 而且p = q = 1/2时常返. 此时对n = 2k, 2k + 1,

当k ≥ 1充分大时由Stirling公式可知
n∑

m=0

p
(m)
0,0 = 1 +

k∑
m=1

Cm
2m

4m
= 1 +

k∑
m=1

(2m)!

m!m!4m

≍
k∑

m=1

√
4πm(2m)2me2m

4me2m(
√
2πmmm)2

=
k∑

m=1

1√
πm

≍
∫ k

0

dx√
πx

= 2

√
k

π
=

√
4k

π
≍
√

2n

π
.

因此
1

n

n∑
m=0

p
(m)
0,0 ≍

√
2

πn
→ 0.

这表明状态0为零常返的, 进而W零常返.

⋆定理3.4.7. 对任意i, j ∈ S以及u ∈ [0, 1],

lim
n→∞

∑n
k=1 p

(k)
i,j u

k∑n
k=0 p

(k)
j,j u

k
= Fi,j(u),

其中Fi,j(u)是由(3.3.1)定义的幂级数.

证明 显然u = 0时结果成立. 下设u ∈ (0, 1]. 由(3.2.5)可得对任意n ≥ 1,
n∑
k=1

p
(k)
i,j u

k =
n∑
k=1

k∑
r=1

f
(r)
i,j p

(k−r)
j,j uk

=
n∑
r=1

f
(r)
i,j u

r
n−r∑
k=0

p
(k)
j,j u

k

=
n−1∑
k=0

p
(k)
j,j u

k
n−k∑
r=1

f
(r)
i,j u

r.

令

an = p
(n)
j,j u

n, bn =
n∑
r=1

f
(r)
i,j u

r.

那么bn → Fi,j(u), 而且不论j是否常返引理3.4.3的条件都成立. 由此可知定

理3.4.7成立.

�推论3.4.8. 对任意i, j ∈ S, 当n→ ∞时 1
n

∑n
k=1 p

(k)
i,j的极限存在, 而且

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
i,j =

fi,j/mj,j , j正常返,

0, j为其他状态.
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证明 由定理3.4.2与定理3.4.7(令u = 1)立刻可得.

♠注记3.4.9. 对任意i ∈ S, 若j是非周期正常返的, 那么 lim
n→∞

p
(n)
i,j = fi,j/mj,j;

若j是零常返的, 那么 lim
n→∞

p
(n)
i,j = 0; 若j是非常返的, lim

n→∞
p
(n)
i,j = 0. 前两结论我

们将在第五章第二节给出解释, 最后一个结论是定理3.2.20和定理3.4.7的推论.

对任意i, j ∈ S, 令Pi,j(s) =
∞∑
n=1

p
(n)
i,j s

n. 由定理3.4.7可得

�推论3.4.10. 对任意i, j ∈ S, u ∈ [0, 1), Pi,j(u) = Fi,j(u)/(1− Fj,j(u)). 此外

当u = 1时

∞∑
n=1

p
(n)
i,j = Pi,j(1−) =


fi,j/(1− fj,j), fj,j < 1;

0, fi,j = 0且fj,j = 1;

∞, fi,j > 0且fj,j = 1.

3.4.2 平稳分布

♣定义3.4.11. 称不恒为零的非负有限数列u = (ui, i ∈ S) 为马氏链的不变测

度, 若对任意i ∈ S

ui =
∑
k∈S

ukpk,i. (3.4.2)

当
∑

i∈S ui = 1, 即(ui, i ∈ S)是概率分布时, 称u是X的平稳分布.

若分布u = (ui, i ∈ S)为X的初始分布, 即对任意j ∈ S, P (X0 = j) = uj , 那

么对任意一个时刻n ≥ 0, 由定理3.1.16可知, Xn的分布为

P (Xn = i) =
∑
j∈S

ujp
(n)
j,i , i ∈ S.

由此我们看出, 若u是平稳分布, 则由C-K方程可得

P (Xn = i) =
∑
j∈S

ujp
(n)
j,i =

∑
j∈S

uj
∑
k∈S

pj,kp
(n−1)
k,i

=
∑
k∈S

(∑
j∈S

ujpj,k

)
p
(n−1)
k,i =

∑
k∈S

ukp
(n−1)
k,i

= · · · =
∑
k∈S

ukpk,i = ui.

这表明以平稳分布为初始分布的马氏链在任意一个时刻的分布都是一样的.
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I例3.4.12. 设X的状态空间S = N, 对任意k ≥ 0, 转移概率p0,k = pk, 其

中
∑∞

k=0 pk = 1, 而当n ≥ 1时pn,n−1 = 1. 已知
∑∞

k=1 kpk <∞, 求X的平稳分布.

解 记X的平稳分布为(πj, j ≥ 0), 那么根据定义, πj要满足以下方程.
∑∞

j=0 πj = 1,

πj =
∑∞

k=0 πkpk,j = pjπ0 + πj+1, j ≥ 0.

由后一个方程可得, 对任意j ≥ 0

πj+1 = πj − pjπ0 = πj−1 − pj−1π0 − pjπ0 = · · ·

= (1− p0 − · · · − pj)π0 = π0

∞∑
k=j+1

pk.

将该关系式代入前面方程组中第一个方程可得

1 =
∞∑
j=0

πj = π0 +
∞∑
j=1

∞∑
k=j

pkπ0 = π0

(
1 +

∞∑
k=1

kpk

)
.

由条件
∑∞

k=1 kpk <∞可知

π0 =
1

1 +
∑∞

k=1 kpk
,

进而对任意j ≥ 1

πj = π0

∞∑
k=j

pk =

∑∞
k=j pk

1 +
∑∞

k=1 kpk
. �

对只有有限个状态的马氏链, 我们可以借助线性方程组, 方便地找到它可能

的平稳分布. 设X是有n个状态的马氏链, 转移概率矩阵P = (pi,j), 记其可能的平

稳分布为

π = (π1, π2, · · · , πn)T ,

那么π是下列方程组的解

p1,1π1 + p2,1π2 + · · ·+ pn,1πn = π1;

· · ·

p1,n−1π1 + p2,n−1π2 + · · ·+ pn,n−1πn = πn−1;

p1,nπ1 + p2,nπ2 + · · ·+ pn,nπn = πn;

π1 + · · ·+ πn = 1.

由于转移概率矩阵满足
∑n

j=1 pi,j = 1, 因此前n− 1个方程加到第n个方程会得到
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恒等式

π1 + · · ·+ πn = π1 + · · ·+ πn.

这意味着该方程组与把第n个方程去掉的方程组

p1,1π1 + p2,1π2 + · · ·+ pn,1πn = π1;

· · ·

p1,n−1π1 + p2,n−1π2 + · · ·+ pn,n−1πn = πn−1;

π1 + · · ·+ πn = 1,

同解, 也即我们只须求解如下的矩阵方程

QTπ = π′,

其中矩阵Q是将转移概率矩阵P最后一列替换为(1, 1, · · · , 1)T后所得到的矩阵,

而π′是将π最后一个分量替换为1后所得向量.

I例3.4.13. 设X的转移概率矩阵为


0 1/2 1/2

0 1/4 3/4

1 0 0

, 求X的平稳分布.

解 令Q =


0 1/2 1

0 1/4 1

1 0 1

, 解方程组QTπ = π′, 即


π3 = π1;

π1/2 + 3π2/4 = π2;

π1 + π2 + π3 = 1,

可得唯一非负解(π1, π2, π3) = (3/8, 1/4, 3/8). 此即为X的平稳分布.

不是所有马氏链都有平稳分布. 不可约马氏链的平稳分布与回访周期相关.

⋆定理3.4.14. 若X为不可约马氏链, 那么X是正常返的当且仅当X存在平稳

分布. 不可约正常返马氏链X的平稳分布(πi, i ∈ S)是唯一的, 而且

πi =
1

mi,i
> 0, i ∈ S.

证明先证前一结论的必要性. 为此我们只需验证(1/mj,j, j ∈ S)是平稳分布.
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由C-K方程可知

1

n

n∑
k=1

p
(k)
j,j =

1

n

n∑
k=1

∑
i∈S

p
(k−1)
j,i pi,j =

∑
i∈S

[ 1
n

n∑
k=1

p
(k−1)
j,i

]
pi,j . (3.4.3)

因为X是不可约正常返链, 对任意i, j ∈ S,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
j,j = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
i,j =

1

mj,j
> 0.

在(3.4.3)式两边令n→ ∞, 得

1

mj,j
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
j,j ≥ lim

N→∞

∑
i∈AN

pi,j
mi,i

=
∑
i∈S

pi,j
mi,i

, (3.4.4)

其中AN表示S中元素个数为N的有限子集, 而且

AN ⊂ AN+1 ⊂ · · · ,
∪
N

AN = S.

因此 ∑
j∈S

1

mj,j
≥
∑
j∈S

∑
i∈S

pi,j
mi,i

=
∑
i∈S

∑
j∈S

pi,j
mi,i

=
∑
i∈S

1

mi,i
. (3.4.5)

另一方面, 注意到

1 =
∑
i∈S

[ 1
n

n∑
k=1

p
(k)
j,i

]
.

用证明(3.4.4)的相同方法可得

1 ≥
∑
i∈S

1

mi,i
.

这表明(3.4.5)中不等号应该为等号, 从而对任意j ∈ S,

1

mj,j
=
∑
i∈S

pi,j
mi,i

.

由此进一步可得对任意k ≥ 1,

1

mj,j
=
∑
i∈S

p
(k)
i,j

mi,i
.

因此
1

mj,j
=
∑
i∈S

1

mi,i

[ 1
n

n∑
k=1

p
(k)
i,j

]
.

注意到1 ≥
∑

i∈S
1

mi,i
, 由一致收敛级数求和与极限可交换性质可得, 当n→ ∞时,

1

mj,j
=
∑
i∈S

1

mi,imj,j
. (3.4.6)

这表明 ∑
i∈S

1

mi,i
= 1.
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因此(1/mj,j, j ∈ S)为X 的平稳分布.

再证前一结论的充分性. 设(πj , j ∈ S)是X的任一平稳分布. 由

pj =
∑
i∈S

πipi,j = · · · =
∑
i∈S

πip
(k)
i,j , j ∈ S, k ≥ 1,

可知对任意j ∈ S,

πj =
∑
i∈S

πi

[ 1
n

n∑
k=1

p
(k)
i,j

]
.

注意到上式右边关于n是一致收敛的, 由推论3.4.8可得

πj =
∑
i∈S

πi

[
lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
i,j

]
=


[
∑
i∈S

πifi,j ]/mj,j, j正常返,

0, 其他.

(3.4.7)

另一方面, 由
∑
j∈S

πj = 1可知存在j0 ∈ S使得πj0 > 0. 从而j0正常返, 进而由X不

可约可知X是正常返的.

由于对任意i, j ∈ S, fi,j = 1, 由(3.4.7)知0 < πj = 1/mj,j. 这表明平稳分布

必唯一. 因此定理后一个结论也成立.

对不可约的马氏链而言, 由定理3.4.14可知, 只有正常返链才有平稳分布, 这

时我们可以选择这个平稳分布为初始分布使得对应的马氏链为严平稳过程. 更

有意思的是:

⋆定理3.4.15. 若X是不可约正常返马氏链, 记其平稳分布为π = (πi, i ∈ S).

那么对任意i, j ∈ S,

πj = lim
n→∞

1

n

n∑
k=0

p
(k)
i,j =

1

mj,j
. (3.4.8)

进一步, 对任意初始分布,

lim
n→∞

E
( 1
n

n∑
k=1

1{Xk=j}

)
= πj.

证明 由于X是不可约常返的, 由性质3.2.19可知, 对任意i, j ∈ S, fi,j = 1. 由

推论3.4.8和定理3.4.14可知前半部分结论成立.

进一步, 设X的初始分布为µ = (µi, i ∈ S). 那么

E(
1

n

n∑
k=1

1{Xk=j}) =
1

n

n∑
k=1

E(1{Xk=j}) =
1

n

n∑
k=1

∑
i∈S

µip
(k)
i,j

=
∑
i∈S

µi

[ 1
n

n∑
k=1

p
(k)
i,j

]
.



137

由于
∑

i∈S µi = 1, 级数
∑

i∈S µip
(n)
i,j 对n一致收敛. 因此

lim
n→∞

E(
1

n

n∑
k=1

1{Xk=j}) =
∑
i∈S

µi lim
n→∞

[ 1
n

n∑
k=1

p
(k)
i,j

]
=
∑
i∈S

µiπj = πj. �

注意到Nn(j) =
∑n

k=1 1{Xk=j}表示过程X在时刻n之前(含n)到达状态j的次

数, Nn(j)/n 表示X在时刻n之前(含n)到达状态j比率(频率), 而E(Nn(j)/n)则表

示到达状态j的平均比率. 因此定理3.4.15表明平稳分布还是马氏链在长时间内访

问各状态的比率极限.

I例3.4.16. 在研究人们消费习惯时常会调查人们对具有相同功能不同品牌

的产品的消费情况. 假设有三个品牌的手机1, 2, 3, 令Xn表示消费者在第n次

购买时选择的品牌. 顾客购买这三个品牌后下次选择相同品牌的概率分别

为0.8, 0.6, 0.8, 若他们改变品牌则会在另外两个品牌中随机挑选一个. 问顾客长

期消费后在各个品牌上的平均消费比例？

解 容易看出X = {Xn}是一个转移概率矩阵为

P =


0.8 0.1 0.1

0.2 0.6 0.2

0.1 0.1 0.8


的时齐马氏链. X是不可约非周期的. 令

Q =


0.8 0.1 1

0.2 0.6 1

0.1 0.1 1

 .

解方程QTπ = π′ 可得唯一非负解

(π1, π2, π3) = (2/5, 1/5, 2/5).

此即为顾客在长期消费当中各个品牌的消费比例.

与定理3.4.15的后半部分证明一样, 由注3.4.9可得

⋆定理3.4.17. 若X是非周期不可约正常返的, 那么对任意初始分布µ =

(µi, i ∈ S), 随着n→ ∞, Xn的分布收敛到π, 即对任意j ∈ S, P (Xn = j) → πj.

I例3.4.18. (例3.1.13续) 问如果社会阶层的转换机制不改变, 长时间后社会

阶层的比例是多少.

解 由转移概率矩阵可知, 表示社会阶层变化的马氏链X是不可约非周期的.
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令

Q =


0.8 0.1 1

0.3 0.4 1

0.05 0.1 1

 .

解方程QTπ = π′得唯一非负解

(π1, π2, π3) = (12/35, 5/35, 18/35).

此即为长时间后社会阶层的比例.

由定理3.4.14可知, 不可约链X的平稳分布中每一分量都为正数. 由此我们

得到一个判别马氏链是否正常返的方法.

�推论3.4.19. 不可约马氏链X是正常返的当且仅当方程组

ui =
∑
k∈S

ukpk,i

存在一个全不为零的非负解(ui, i ∈ S)使得
∑
i∈S

ui <∞.

证明 此时(ui/
∑

i∈S ui, i ∈ S)为平稳分布, 从而推论成立.

I例3.4.20. 讨论例3.3.7中马氏链的正常返性.

解 由例3.3.7 可知X常返⇔
∞∑
k=1

q1···qk
p1···pk = ∞. 记ρk =

q1···qk
p1···pk . 解方程组

zi =
∞∑
k=0

zkpk,i, i ≥ 0.

由r0 + p0 = 1, rn + pn + qn = 1, n ≥ 1, 可得q1z1 − p0z0 = 0

qn+1zn+1 − pnzn = qnzn − pn−1zn−1, n ≥ 1.

因此对任意n ≥ 0, qn+1zn+1 = pnzn, 继而

zn+1 =
pn · · · p0
qn+1 · · · q1

z0 =
p0

pn+1ρn+1
z0.

由推论3.4.19, X正常返当且仅当
∞∑
n=0

zi <∞ ⇔ z0

∞∑
n=1

p0
pnρn

<∞ ⇔
∞∑
n=1

1

pnρn
<∞.

此即为X正常返的条件.

练习题3.4
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1 对有限状态马氏链X, 证明(1)X没有状态零常返, (2)若X不可约, 那

么X是正常返的.

2 设马氏链X存在状态j使得方程组

zi =
∑
k ̸=j

pi,kzk + fi,j , i ̸= j

存在一组满足条件
∑
k ̸=j

pj,kuk < ∞的非负有限解{ui; i ̸= j}. 证明若j是常

返的, 那么j 是正常返的.

3 设X是一个不可约非常返的马氏链, 令

lj = sup{n ≥ 0, Xn = j,Xk ̸= j, k > n},

即lj是X最后一次到达状态j的时间. 假定X 从j 出发, 求lj的分布和均值.

4 设X的转移概率矩阵为

 0 1 0

1/4 1/2 1/4

0 1 0

, 求X的平稳分布.

5 一个月后小明有两天假期, 他就打算只要假期里有一天的天气晴朗就出去

旅行. 为此他查阅了气象资料, 发现每日天气晴朗(0)与非晴朗(1)之间的

变化可以近似用时齐马氏链来刻画, 转移概率矩阵为

(
1/2 1/2

1/4 3/4

)
. 试估计

小明能出去旅行的概率.

6 某人有M把伞并在办公室和家之间往返: 出门上班时下雨并家里有伞就

带把伞去办公室; 下班回家时下雨且办公室有伞就带把伞回家. 其它时候

都不带伞. 假设每天上下班时是否下雨是独立同分布的, 下雨的概率为p,

不下雨的概率为1− p, 问此人出门上班时碰到下雨且没有雨伞的概率.

7 设X的状态空间S = N, 对任意n ≥ 0, 转移概率pn,n+1 = pn, pn,0 = 1− pn,

其中pn ∈ (0, 1). 求(1) 能保证0是常返状态的条件; (2) 能保证0是正常返

状态的条件; (3)平稳分布.

8 设X的转移概率满足: 对任意i, j ∈ S = N, pi,i = λi+(1−λi)ui;而i ̸= j时,

pi,j = (1− λi)uj , 其中uj > 0,
∞∑
j=0

uj = 1, 0 < λi < 1. 证明

(1) X是常返的; (2) X正常返当且仅当
∞∑
i=0

ui/(1− λi) <∞.

9 设X为不可约正常返马氏链, 证明对任意i, j ∈ S, πj = πiei,j , 其中(πi, i ∈

S) 为X的平稳分布, ei,j =
∞∑
n=1

e
(n)
i,j .

10∗ 设不可约正常返马氏链X的转移概率矩阵为(pi,j)i,j∈S, π = (πi, i ∈ S)为
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平稳分布. 令Yn = (Xn, Xn+1). 证明Y = {Yn;n ≥ 0} 是状态空间

为M = {(i, j); i, j ∈ S, pi,j > 0}的不可约正常返马氏链, 平稳分布

为(πipi,j , (i, j) ∈ M).

11∗ 证明不可约链X正常返的充要条件是存在非负数列{zi; i ∈ S}及一个状

态(或任一状态)j使得对任意i ̸= j,
∑
k∈S

pi,kzk ≤ zi−1, 而且
∑
k∈S

pj,kzk <∞.

12∗ 证明不可约正常返马氏链的不变测度µ必是有限测度(即
∑
i∈S

µ(i) <∞).

13∗ 证明任意不可约常返马氏链都有不变测度, 而且不变测度除一个常数因子

外是唯一的.
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3.5 遍历性定理

遍历性定理是马氏链理论中最重要的结果之一, 也是用马氏链模型解决应用

问题时的理论基础. 这一节我们将介绍最基本的遍历性结论, 并结合例子说明遍

历性定理的应用.

3.5.1 遍历性定理

在上一节定理3.4.15中我们证明了, 对不可约正常返马氏链X,

lim
n→∞

E
( 1
n

n∑
k=1

1{Xk=j}

)
= πj,

并通过一些例子展示了这个结论的应用. 注意到上式左边是数学期望, 从概率统

计的角度看, 这刻画的是总体的规律性, 是具有相同变化规律的动态随机现象的

平均行为. 更直观地说是对随机过程大量观察之后的平均. 然而对许多现实中的

动态随机现象而言, 是不可能做大量观察的, 比如, 研究某地气候的变化时, 我们

在每个时刻就只能有一个观察结果. 面对这种不可重复或不可大量重复观察的动

态随机现象, 一个自然的问题是能否使上述总体规律对个体(样本)仍成立? 准确

地说能否将上述结果加强为

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1{Xk=j} = πj, a.s.

如果能做到这点, 那就意味着, 即使人们只对动态变化的随机现象做了一次长时

间的观察, 我们也能以概率1保证从这个观察结果的时间平均中发现这个动态变

化随机现象的平稳分布.

下面就不可约正常返马氏链X我们给出一个更一般的结果.

⋆定理3.5.1. 记不可约马氏链{Xn; n ≥ 0}的平稳分布为π = (πi, i ∈ S).

若S上函数g满足
∑

j∈S |g(j)|πj <∞, 那么

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

g(Xk) =
∑
j∈S

g(j)πj = Eπ(g), a.s.

证明 由于g = g+ − g− = g ∨ 0− (−g) ∨ 0. 不妨设g非负. 定义τi(0) = 0,

τi(k) = inf{n > τi(k − 1), Xn = i}, Wi(k) = τi(k)− τi(k − 1), k ≥ 1.
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由定理3.2.26易知{Wi(k); k ≥ 2}为i.i.d序列, 且

E(Wi(2)) = mi,i <∞.

由强大数定律(定理1.4.12)可得

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Wi(k) = lim
n→∞

1

n
τi(n) = mi,i, a.s.

再令

Yk =

τi(k+1)∑
n=τi(k)+1

g(Xm).

仍由定理3.2.26可知Yk, k ≥ 1, 为独立同分布随机变量. 注意到

E(Y1) = E
( τi(k+1)∑
m=τi(k)+1

g(Xm)
)
= Ei

( τi(1)∑
m=1

g(Xm)
)
= Ei

( τi∑
m=1

g(Xm)
)

= g(i) +
∞∑
n=1

Pi(τi = n)Ei

( n−1∑
m=1

g(Xm)|τi = n
)

= g(i) +
∞∑
n=1

Pi(τi = n)
n−1∑
m=1

∑
j ̸=i

g(j)Pi(Xm = j|τi = n)

= g(i) +
∞∑
n=1

n−1∑
m=1

∑
j ̸=i

g(j)Pi(Xm = j, τi = n).

由于是非负项求和, 我们可以交换n,m的求和次序, 得

E(Y1) = g(i) +
∞∑
m=1

∑
j ̸=i

g(j)Pi(Xm = j, τi ≥ m+ 1)

= g(i) +
∞∑
m=1

∑
j ̸=i

g(j)e
(m)
i,j = g(i) +

∑
j ̸=i

g(j)ei,j .

由本章第四节习题9及定理3.4.15可知

E(Y1) =
∑
j∈S

g(j)πj/πi = mi,iEπ(g) <∞.

再次由强大数定律可知

lim
n→∞

1

n

n∑
k=0

Yk = mi,iEπ(g), a.s. (3.5.1)

又由于i常返, 由命题3.2.25可知

Nn =
n∑
k=1

1{Xk=i} → ∞, a.s.
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因此由第一章第四节习题1可得

τi(Nn)/Nn → mi,i a.s. 以及
1

Nn

Nn∑
k=1

Yk = mi,iEπ(g), a.s.

注意到

τi(Nn) ≤ n < τi(Nn + 1).

我们有
τi(Nn)

Nn
≤ n

Nn
<
τi(Nn + 1)

Nn
,

以及
Nn−1∑
k=0

Yk =

τi(Nn)∑
m=1

g(Xm) ≤
n∑

m=1

g(Xm) ≤
τi(Nn+1)∑
m=1

g(Xm) =
Nn∑
k=0

Yk,

进而

Nn − 1

n

[ 1

Nn − 1

Nn−1∑
k=0

Yk

]
≤ 1

n

n∑
m=1

g(Xm) ≤
Nn

n

[ 1

Nn

Nn∑
k=0

Yk

]
.

综合上面的分析, 令n→ ∞可知定理结论成立.

由定理3.5.1直接可得

�推论3.5.2. 设不可约马氏链{Xn; n ≥ 0}的平稳分布为π = (πi, i ∈ S). 那

么对任意j ∈ S,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1{Xk=j} = πj , a.s.

注意到不可约正常返马氏链平稳分布π中每个分量都是正数, 因此推

论3.5.2还表明, 任意观察不可约正常返马氏链的一条轨道都能以概率1保证(或者

更直观地说,对不可约马氏链做一次长时间的观察)状态空间S中的每个状态都能

不可忽略地被观察到或者说能遍历S 中所有状态, 而且每个状态出现的频率稳定

到对应的平稳分布. 通常我们称定理3.5.1或推论3.5.2为遍历性定理, 或者称它们

为强遍历性定理而相应地称定理3.4.15为弱遍历性定理. 特别地, 对于非周期不

可约正常返的马氏链, 由定理3.4.17我们还知道P (Xn = j) → πj . 这表明对非周

期不可约正常返的马氏链而言, 无论是对其做一次长时间的观察, 还是大量观察

它在足够长的时间之后某个时刻的随机表现, 直观上都能遍历状态空间中所有元

素. 人们常称不可约非周期正常返马氏链为遍历马氏链, 相应地称非周期正常返

状态为遍历状态.

由定理3.5.1还可得如下推论.
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�推论3.5.3. 设不可约马氏链{Xn; n ≥ 0}的平稳分布为π = (πi, i ∈ S).

若g为非负函数, 那么

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

g(Xk) =
∑
i∈S

g(i)πi, a.s.

证明 若
∑
i∈S

g(i)πi < ∞, 推论3.5.3就是定理3.5.1 的直接应用. 若
∑
i∈S

g(i)πi =

∞, 那么对任意N , 定义函数gN使得gN (i) = g(i) ∧N . 应用定理3.5.1 得

lim inf
n→∞

1

n

n∑
k=1

g(Xk) ≥ lim sup
N→∞

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

gN (Xk)

= lim sup
N→∞

EπgN =
∑
i∈S

g(i)πi = ∞.

因此推论3.5.3成立.

3.5.2 应用举例

下面我们结合几个具体的例子说明遍历性定理的应用.

I例3.5.4. 观察一个动态变化的随机系统X = {Xn;n ≥ 0} 得到一组观察数

据(xn, 0 ≤ n ≤ N). 若已知该随机动态系统构成状态空间S = {0, 1}的两状态时

齐马氏链, 转移概率矩阵

P =

 p 1− p

1− q q

 ,

其中0 < p, q < 1未知. 试给出p, q的极大似然估计量并验证该统计量的

相合性. (记样本观察值x0, · · · , xN中依次相邻地取值为00, 01, 10, 11 的个数

为N0,0, N0,1, N1,0, N1,1).

解 (1)由马氏链的有限维分布计算可知随机变量X0, · · · , XN取值为x0, · · · , xN的

概率为

p(x0, · · · , xN ) = P (X0 = x0, · · · , XN = xN ) = µx0

N∏
k=1

pxk−1,xk

= µx0p
N0,0(1− p)N0,1(1− q)N1,0qN1,1 .

由此可得对数似然函数

L(x0, · · · , xN ) = ln p(x0, · · · , xN )

= N0,0 ln p+N0,1 ln(1− p) +N1,1 ln q +N1,0 ln(1− q) + lnµx0 .
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由极大似然估计典型方法可得p, q的极大似然估计为

p̂
MLE

=
N0,0

N0,0 +N0,1
, q̂

MLE
=

N1,1

N1,0 +N1,1
.

(2) 对任意n ≥ 0 令Yn = (Xn, Xn+1). 由本章第四节习题10可知Y =

{Yn;n ≥ 0}是状态为{(i, j) : i, j = 0, 1}的不可约正常返马氏链, 平稳分布

(π0,0, π0,1, π1,0, π1,1) = (π0p, π0(1− p), π1(1− q), π1q),

其中(π0, π1)为X的平稳分布. 由推论3.5.2可知

lim
N→∞

N0,0

N
= lim

N→∞

1

N

N−1∑
k=0

1{Yk=(0,0)} = π0,0 = π0p, a.s.

以及

lim
N→∞

N0,0 +N0,1

N
= lim

N→∞

[ 1
N

N−1∑
k=0

1{Yk=(0,0)} +
1

N

N−1∑
k=0

1{Yk=(0,1)}

]
= π0,0 + π0,1 = π0p+ π0(1− p) = π0, a.s.

因此由几乎必然收敛的运算性质可得

lim
N→∞

p̂
MLE

= lim
N→∞

N0,0

N0,0 +N0,1
= lim

N→∞

N0,0/N

(N0,0 +N0,1)/N
=
π0p

π0
= p, a.s.

所以p̂
MLE
为p的相合估计. 类似证明可知q̂

MLE
也是q的相合估计.

I例3.5.5. 对零售商而言控制商品的仓储成本是非常重要的. 为此他们常

常会根据商品的性质, 市场需求以及自身的实力选择最佳的采购策略. 一种比

较简单但被广泛采用的策略如下: 先综合考虑确定一个商品库存量上限K, 然

后确定一个补货标准k, 在每一个单位时间末期对商品库存量进行盘点, 当剩

余商品数大于补货标准时, 则不用补充货源, 下一个单位时间内销售剩余商

品；当剩余商品数不超过补货标准时就及时采购货源使库存量达到上限K. 假

定零售商使用这种采购策略, 采购补充的商品在下一个单位时间的期初到货.

以ξi 表示第i个单位时间内的市场需求, 并假定市场需求是独立同分布的. 在这

样的设定下, 若以Xn 表示每个单位时间期末的零售商拥有的商品数, 可以检

验X = {Xn;n ≥ 0} 就是例3.1.7中的模型, 通常我们称它为(k,K) 商品存储模

型, 现在假定K = 3, 表示需求的随机变量ξ 满足

P (ξ = 0) = 0.3, P (ξ = 1) = 0.4, P (ξ = 2) = 0.2, P (ξ = 3) = 0.1.

若每销售一件商品可以获利12元, 每件单位时间内未售出的商品需额外花费2元

的存储费, 试确定最优的k使得从长期看平均收益最大.
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解 为书写方便, 记p0 = 0.3, p1 = 0.4, p2 = 0.2, p3 = 0.1. 根据设定, 给定采

购策略k ∈ {0, 1, 2}后X的转移概率矩阵P与k有关. 记P = (kpi,j)4×4, 其中

kpi,j =

P ((3− ξ) ∨ 0 = j), i ≤ k

P ((i− ξ) ∨ 0 = j), k < i ≤ K

=



p3−j , i ≤ k,

pi−j , k < i ≤ 3, 0 < j ≤ i,

pi + · · ·+ p3, k < i ≤ 3, j = 0,

0, k < i ≤ 3, i < j ≤ 3.

对任意n ≥ 1, 在第n个单位时间获得的净利润r
(k)
n 为

r(k)n =

12(3−Xn)− 2Xn = 36− 14Xn, Xn−1 ≤ k,

12(Xn−1 −Xn)− 2Xn = 12Xn−1 − 14Xn, k < Xn−1 ≤ 3.

对任意0 ≤ i, j ≤ 3, 定义

g(k)(i, j) =

36− 14j, i ≤ k

12i− 14j, k < i ≤ 3.

那么r
(k)
n = g(k)(Xn−1, Xn). 显然无论k取何值, X都是有限状态不可约马氏链, 从

而正常返, 记其平稳分布为

π = (π
(k)
0 , π

(k)
1 , π

(k)
2 , π

(k)
3 ).

可知平均利润
1

n

n∑
m=1

r(k)m =
1

n

n∑
m=1

g(k)(Xm−1, Xm).

令Yn = (Xn, Xn+1), 仍由本章第四节习题10 可知Y = {Yn}在状态空间

S̃ = {(i, j); i, j ∈ S, pi,j ̸= 0}

上仍是不可约正常返的, 平稳分布为

(π
(k)
i kpi,j , (i, j) ∈ S̃).

由定理3.5.1可知, 随n→ ∞,

1

n

n∑
m=1

r(k)m =
1

n

n∑
m=1

g(k)(Ym) →
3∑
i=0

3∑
j=0

g(k)(i, j)π
(k)
i k

pi,j .

显然最后的极限就是采取(k,K)-存储策略的长期平均收益; 将其记作r(k). 利
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用g(k)(i, j)和kpi,j的表达式, r(k)可简化为

r(k) =
k∑
i=0

3∑
j=0

(36− 14j)π
(k)
i p3−j +

3∑
i=k+1

3∑
j=0

(12i− 14j)π
(k)
i k

pi,j ,

= 9.4
k∑
i=0

π
(k)
i + 12

3∑
i=k+1

iπ
(k)
i − 14

3∑
i=k+1

(
π
(k)
i

i∑
j=1

jpi−j

)
.

解决问题的关键就是找到使r(·)取到最大值的k, 为此我们需要知道π(k)
i .

当k = 2时直接计算可知,

r(2) = 9.4
2∑
i=0

π
(2)
i + 36π

(2)
3 − 14π3

3∑
j=1

jp3−j = 9.4
3∑
i=0

π
(2)
i = 9.4.

当k = 1时由转移概率矩阵

(pi,j) =


0.1 0.2 0.4 0.3

0.1 0.2 0.4 0.3

0.3 0.4 0.3 0

0.1 0.2 0.4 0.3


可求得平稳分布

π(1) = (19/110, 30/110, 40/110, 21/110).

此时平均收益极限

r(1) = 9.4(π
(1)
0 + π

(1)
1 ) + 12(2π

(1)
2 + 3π

(1)
3 )− 14(π

(1)
2 + 1.9π

(1)
3 )

= 9.4 + 0.6π
(1)
2 ≈ 9.62.

当k = 0时由转移概率矩阵

(pi,j) =


0.1 0.2 0.4 0.3

0.7 0.3 0 0

0.3 0.4 0.3 0

0.1 0.2 0.4 0.3


可求得平稳分布

π(0) = (343/1070, 300/1070, 280/1070, 147/1070).

此时平均收益极限

r(0) = 9.4π
(0)
0 + 12(π

(0)
1 + 2π

(0)
2 + 3π

(0)
3 )− 14(0.3π

(0)
1 + π

(0)
2 + 1.9π

(0)
3 )

= 9.4− 1.6π
(0)
1 + 0.6π

(0)
2 ≈ 9.11.

因此(1, 3)策略是长期平均利润准则下的最优策略.
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I例3.5.6. 考虑例3.1.17中的马氏链X = {Xn;n ≥ 0}, 并假设

0 < p0, p0 + p1 < 1, ρ =
∞∑
k=1

kpk = E(ξ1) < 1.

求

(1) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk, (2) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1{Xk=0}.

解 由本节习题8可知给定条件下X是不可约正常返的马氏链. 记其平稳分布

为π = (πk, k ≥ 0). 令

A(s) =
∞∑
k=0

pks
k, π(s) =

∞∑
k=0

πks
k.

注意到对任意i ∈ S,

πi =
∑
k∈S

πkpk,i = π0pi +
i+1∑
k=1

πkpi+1−k.

对任意0 ≤ s ≤ 1, 我们有

π(s) =
∞∑
i=0

πis
i = π0

∞∑
i=0

pis
i +

∞∑
i=0

i+1∑
k=1

πkpi+1−ks
i

= π0

∞∑
i=0

pis
i +

∞∑
k=1

∞∑
i=k−1

πkpi−k+1s
i

= π0A(s) +
∞∑
k=1

∞∑
m=0

πkpms
m+k−1

= π0A(s) +
1

s

∞∑
k=1

πks
k

∞∑
m=0

pms
m

= π0A(s) +
1

s
(π(s)− π0)A(s).

由此可得

π(s) =
π0(s− 1)A(s)

s−A(s)
, (3.5.2)

以及
A(s)− 1

s− 1
= 1− π0

A(s)

π(s)
.

令s→ 1−. 我们有

ρ = A′(1) = 1− π0.

因此由推论3.5.2可得

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1{Xk=0} = π0 = 1− ρ.
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另一方面, 将π0 = 1− ρ代入(3.5.2)可得

π(s) = (1− ρ)
(1− s)A(s)

s−A(s)
,

从而

π′(s) = (1− ρ)
{(s− 1)A′(s)

s−A(s)
+
A(s)[s−A(s)− (1−A′(s))(s− 1)]

(s−A(s))2

}
.

注意到

lim
s→1−

s−A(s)

(1− ρ)(s− 1)
= 1.

若还假设

A′′(1−) = E(ξ21)− E(ξ1) <∞,

那么

π′(1−) = lim
s→1−

(1− ρ)
{ (s− 1)A′(s)

(1− ρ)(s− 1)
+
A(s)[s−A(s)− (1−A′(s))(s− 1)]

(1− ρ)2(s− 1)2

}
= A′(1) + lim

s→1−

A(s)[s−A(s)− (1−A′(s))(s− 1)]

(1− ρ)(s− 1)2
.

由微积分中洛必达法则可得

lim
s→1−

A(s)[s−A(s)− (1−A′(s))(s− 1)]

(1− ρ)(s− 1)2
= lim

s→1−

A(s)A′′(s)

2(1− ρ)
=
A′′(1−)

2(1− ρ)
.

因此, 由推论3.5.3可得

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk =
∞∑
k=0

kπk = π′(1−) = ρ+
A′′(1−)

2(1− ρ)
. �

♠注记3.5.7. 例3.5.6与评估服务系统中窗口服务效率这样的实际问题有关.

评估时人们常关心像窗口排队长度、窗口空闲时间等问题. 在适当的假设条件

下, 比如只考虑一个窗口, 设顾客到达服从强度为λ 的泊松过程, 顾客到达后按

“先来先服务”的原则接受服务台的服务, 假设为每个顾客服务的时间服从相同

的G分布并且相互独立, 而且与顾客到达的时间间隔也独立(称满足这些假定的

服务系统为M(λ)/G/1 系统). 为了简单, 假设服务时间服从概率密度函数为g 的

连续分布. 以Xn 表示第n 个顾客服务完毕离开时, 在窗口等待服务的顾客数, 初

始时刻取为第一个顾客到达时刻, 即X0 = 1. 那么可验证X = {Xn; n ≥ 0} 为

例3.1.17中马氏链. 事实上以Un 表示第n个顾客接受服务的时长, ξn 表示在第n

个顾客接受服务期间到达的顾客数, 由指数分布无记忆性可知{ξn; n ≥ 1} 是独

立同分布的随机变量, 分布列

pk = P (ξn = k) = E(P (ξn = k|Un)) =
∫ ∞

0

(λt)k

k!
e−λtg(t)dt, k ≥ 0,
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而且

Xn =

Xn−1 − 1 + ξn, Xn−1 > 0,

ξn, Xn−1 = 0.

一般地, 我们称X为排队系统的嵌入链. 显然例3.5.6就是所关心问题在嵌入

链X上的体现.

练习题3.5

1 在例3.5.5中令p0 = p1 = p2 = p3 = 0.25, 其他条件不变, 求最佳策略(k, 3).

2 对M(λ)/G/1嵌入链X, 若服务台的服务时间G服从参数为µ的指数分布

且λ < µ. 求长时间的平均队长和窗口无人的时间比例.

3 上班族小张每日若不下雨则乘地铁上班, 费用5元; 若下雨则乘出租车上

班, 费用是80元. 已知上班时天气状态可以用一个两状态的时齐马氏链模

拟, 转移概率矩阵为

 0.6 0.4

0.8 0.2

, 其中第一行对应不下雨状态, 第二行对

应下雨状态. 长期看, 小张上班的日平均交通费用是多少？

4 某种生产流水线分正常生产1和停机检修2两种状态, 在检修能及时进行条

件下, 机器每日状态之间的变化可用转移概率矩阵为

 0.9 0.1

0.8 0.2

 的时齐
马氏链来刻画, 若检修时不能及时进行, 那么流水线保持停机检修状态直

到检修后才正常运转. 每条流水线检修时需要1名专业维修工. 现在已知

某工厂有2条这样的生产流水线, 流水线正常生产时独立运转. (1) 分别就

工厂招募了k名维修工(k = 1, 2) 给出每日停机检修流水线数量的转移概

率矩阵. (2) 为了保证流水线90% 以上的时间能正常运转或得到及时检

修, 最少需要招募几名维修工？

5 设X是0, 1两状态的时齐马氏链, 转移概率矩阵P =

 p q

1 0

, 其中0 ≤

p < 1未知, q = 1 − p. 试利用观察值x0, · · · , xN中状态0出现的次数N0给

出p 的一个相合估计并对相合性给出证明.

6 若有限状态的马氏链X存在唯一平稳分布π = (πi, i ∈ S), 对状态空
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间S上的任意函数g. 证明

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

g(Xk) =
∑
i∈S

g(i)πi, a.s.

7∗ 设马氏链X的状态空间S = {1, 2, 3, 4, 5}, X0 = 5, 转移概率矩阵为

1/2 1/2 0 0 0

2/3 1/3 0 0 0

0 0 1/4 3/4 0

0 0 3/4 1/4 0

1/3 0 1/3 0 1/3


.

令τ1 = inf{n ≥ 1;Xn = 1}, τ3 = inf{n ≥ 1;Xn = 3} 并取定π1 = 4/7,

π2 = 3/7, π3 = π4 = 1/2, π5 = 0.

(1) 对任意j ∈ S, 证明

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1{Xk=j} = πj
[
1{τ1<∞}1{1,2}(j) + 1{τ3<∞}1{3,4}(j)

]
, a.s.

(2) 对任意j ∈ S, 证明 lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

P (Xk = j) = πj/2.

8∗ 利用本章第四节习题11证明例题3.5.6中的排队模型X是不可约正常返的.



第四章 马氏链应用模型

马氏链在实际问题中有着广泛应用. 上一章我们已经借助于一些例题对此

做了部分展示. 这一章我们补充介绍可逆马氏链、隐马氏链和分支过程这三个

特殊马氏链模型, 并简要地介绍它们在理论与实践中的一些应用.

4.1 可逆马氏链与蒙特卡罗模拟

马氏链蒙特卡罗(MCMC)模拟是一种常见的随机模拟方法, 本节将在引入

可逆马氏链基础上阐明MCMC方法的基本原理, 并介绍两个经典算法.

4.1.1 可逆马氏链

一个用马氏链描述的动态系统, 常需讨论它在长时间后的稳定表现. 由前面

理论可知, 这个稳定表现体现为平稳分布. 一般地, 平稳分布可以通过求解一个

线性方程组得到, 只是计算量会比较大. 但对一些特殊的马氏链而言, 我们可以

用较简便的方法求出其平稳分布. 下面我们介绍其中的一种特殊马氏链――可逆

马氏链, 它的定义如下.

♣定义4.1.1. 称以P = (pi,j)i,j∈S 为转移矩阵的马氏链X为可逆的, 如果存在

概率分布µ = (µi, i ∈ S)使得对任意i, j ∈ S,

µipi,j = µjpj,i. (4.1.1)

µ称为X的可逆初分布, 简称可逆分布. 物理学中称(4.1.1)为细致平衡条件.

若X是可逆的, 并记可逆分布为µ, 那么由定义容易发现∑
i

µipi,j =
∑
i

µjpj,i = µj ,

152
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即µ也是X的平稳分布. 若进一步假定可逆分布µ是X的初始分布, 那么在任意时

刻k, Xk的分布都是µ. 此时若以Y = {Yn; 0 ≤ n ≤ N}表示X 在时刻N及N之前

的“逆”时间过程, 即Yn = XN−n. 可以证明Y是初始分布为µ, 转移概率矩阵与X

相同的马氏链(参见本节习题8).

由可逆分布一定是平稳分布可知, 如果可逆马氏链X还是不可约的, 那

么X一定是正常返链, 此时唯一的平稳分布就是可逆分布, 进而可以通过方

程(4.1.1) 求出平稳分布.

I例4.1.2. 考察状态空间S = {0, 1, · · · ,M}, 转移概率为

pi,i−1 = pi, pi,i = ri, pi,i+1 = qi, i = 1, · · · ,M − 1,

p0,0 = r0; p0,1 = q0; pM,M−1 = pM ; pM,M = rM ,

的马氏链X, 其中1 ≥ q0, pM > 0, r0 = 1 − q0, rM = 1 − pM 而且对任意1 ≤ i ≤

M − 1, 0 < pi, qi < 1, pi + ri + qi = 1. 求X的平稳分布.

解 容易看出X是不可约的. 对任意M > i ≥ 0, 令

νipi,i+1 = νi+1pi+1,i,

即对任意M > i ≥ 0, νiqi = νi+1pi+1. 由此可得, 对任意M > i ≥ 0,

νi+1 = ν0

i+1∏
k=1

qk−1

pk
.

再令
M∑
i=0

νi = 1可得

ν0 =
1

1 +
∑M

i=1

∏i
k=1

qk−1

pk

.

此时ν = (ν0, ν1, · · · , νM )为X的可逆分布, 进而也是X的唯一平稳分布.

当然, 并不是所有的马氏链都是可逆的. 比如, 对转移概率矩阵

P =


0.8 0.1 0.1

0.1 0.8 0.1

0.1 0.2 0.7


的马氏链而言, 由于方程组

µ1p1,2 = µ2p2,1; µ2p2,3 = µ3p3,2; µ3p3,1 = µ1p1,3,

没有非零解. 即没有不全为零的µ1, µ2, µ3使得

µ1 = µ2; µ2 = 2µ3; µ3 = µ1;
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同时成立, 因此该马氏链不是可逆马氏链.

下面的命题给出了判断可逆马氏链的一个必要条件.

N命题4.1.3. 若X为可逆不可约马氏链, 那么对任意i, j ∈ S, 转移概率pi,j =

0当且仅当pj,i = 0.

证明 记X的可逆分布为µ = (µi, i ∈ S). 那么µ也是X的平稳分布. 由于X不

可约, 由定理3.4.14可知, 对任意i ∈ S, µi > 0. 进而由(4.1.1)可知对任意j ∈ S,

pi,j = 0当且仅当pj,i = 0.

一般地, 对于可逆不可约马氏链而言, 任取i0 ∈ S, 对任意j ∈ S, 存在一条路

径使得i0 → j. 不妨设该路径为

i0 ↪→ i1 ↪→ · · · ↪→ in ↪→ j,

这里↪→表示“一步可达”, 那么

pi0,i1pi1,i2 · · · pin,j > 0.

此时由命题4.1.3可知

pj,in · · · pi2,i1pi1,i0 > 0.

再利用(4.1.1)可得, 对可逆分布µ = (µi, i ∈ S),

µi0pi0,i1pi1,i2 · · · pin,j = µi1pi1,i2 · · · pin,jpi1,i0

= µi2pi2,i3 · · · pin,jpi2,i1pi1,i0

= · · · = µjpj,in · · · pi2,i1pi1,i0 .

记

v(i0, j) =
pi0,i1pi1,i2 · · · pin,j
pj,in · · · pi2,i1pi1,i0

∈ (0,∞),

那么v(i0, i0) = 1且对任意j ∈ S, µj = µi0v(i0, j). 由

1 =
∑
j∈S

µj =
∑
j∈S

v(i0, j)µi0

可知对任意j ∈ S

µj =
v(i0, j)∑
j∈S v(i0, j)

. (4.1.2)

下面定理为我们判断不可约正常返链是否可逆提供了一个更直观的方法.

⋆定理4.1.4. 若不可约正常返马氏链X满足条件: 对任意i, j ∈ S, pi,j = 0当

且仅当pj,i = 0. 那么X是可逆马氏链的充要条件是从它任意一状态出发回
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到该状态的路径与它的反向路径有相同的概率. 即对任意n ≥ 1以及任意状

态i, i1, i2, · · · , in, 若pi,i1pi1,i2 · · · pin,i > 0, 那么

pi,i1pi1,i2 · · · pin,i = pi,inpin,in−1 · · · pi1,i. (4.1.3)

证明 前面分析已给出了必要性, 下证充分性. 任取i, j ∈ S以及对任意n ≥ 1,

由假设可知, 对任意i1, · · · , in,

pi,i1pi1,i2 · · · pin,jpj,i = pi,jpj,in · · · pi2,i1pi1,i.

关于所有i1, · · · , in求和得

p
(n+1)
i,j pj,i = pi,jp

(n+1)
j,i .

进一步关于n求和并求平均得

lim
k→∞

1

k

k∑
n=1

p
(n+1)
i,j pj,i = pi,j lim

k→∞

1

k

k∑
n=1

p
(n+1)
j,i .

由于X不可约且正常返, 由推论3.4.8以及定理3.4.14可知

πjpj,i = πipi,j ,

其中π = (πi, i ∈ S)是X的平稳分布. 因此X可逆.

下面这个定理表明, 对任意离散分布, 都存在一个恰当的可逆不可约过程使

得该过程的可逆分布,也即平稳分布, 就是给定的离散分布.

⋆定理4.1.5. 任取一个离散分布π,记其所有取值概率为正的点构成的集合

为S, 即π = (πi, i ∈ S), 其中πi > 0且
∑
i∈S

πi = 1. 一定存在S上的可逆不可约马氏

链X, 使得π是X的平稳分布.

证明 任取S上不可约的马氏链Y使其转移概率矩阵Q = (qi,j)i,j∈S满足

qi,j = 0 ⇔ qj,i = 0.

对任意i ̸= j ∈ S, 令

αi,j =

min{πjqj,iπiqi,j
, 1}, qi,j > 0,

1, qi,j = 0,

以及

pi,j = qi,jαi,j , pi,i = qi,i +
∑
j ̸=i

qi,j(1− αi,j).

容易检验P = (pi,j)i,j∈S是个随机矩阵而且由构造可知对任意i ̸= j,

pi,j > 0 ⇔ qi,j > 0.
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因此由Y的不可约性可知, 以P为转移概率矩阵的马氏链X也是不可约的. 进一

步, 对任意i ̸= j, 由πipi,j = πiqi,jαi,j可知:

若αi,j < 1, 则αi,j =
πjqj,i
πiqi,j

而且αj,i = 1. 此时

πipi,j = πjqj,i = πjqj,iαj,i = πjpj,i.

若αi,j = 1且πiqi,j = πjqj,i, 则αj,i = 1而且

πipi,j = πiqi,j = πjqj,i = πjpj,i.

若αi,j = 1且πiqi,j > πjqj,i, 则αj,i < 1而且

πipi,j = πiqi,j = πjqj,iαj,i = πjpj,i.

总之, 此时π为X的可逆分布, 从而为X的平稳分布.

♠注记4.1.6. 若对不可约马氏链Y还要求存在某个i使得pi,i > 0, 那么X还是

非周期的, 从而由定理3.4.17可知π还是X的极限分布, 即Xn的分布收敛到π.

♠注记4.1.7. 通常称定理4.1.5证明中采用的构造转移矩阵P进而得到可逆马

氏链的方法为Hastings-Metropolis算法, 称转移矩阵Q = (qi,j)i,j∈S为预选矩阵.

4.1.2 马氏链蒙特卡罗(MCMC)方法*

在复杂的统计问题中有许多问题很难通过直接地理论分析或计算给出准确

回答, 需要借助随机模拟给出近似解答. 比如, 当我们直接计算诸如E(h(X))这样

的算式有困难时, 一种自然的方法是借助大数定律, 通过生成一列与X同分布的

随机数x1, x2, · · · , xn, 然后用
∑n

i=1 h(xi)/n近似. 但当生成X的随机数有困难时,

这种方案实现起来就有一定难度. 马氏链蒙特卡罗(MCMC)方法是能解决这类问

题的一种随机模拟方法. 该方法的主要思想是将特定分布设计成某个马氏链的

平稳分布, 基于马氏链的极限定理(定理3.4.17)和遍历性定理(3.5.1和推论3.5.2),

通过模拟马氏链的轨道(实现), 近似生成特定分布的随机数, 进而估计所需要的

各种统计量. 下面我们结合两种典型采样方法简单介绍MCMC方法.

(A) Metropolis采样

Metropolis采样就是基于Hastings-Metropolis算法生成一个可逆马氏链样本

轨道的抽样方法. 下面是具体的算法解释和说明.
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要对离散分布π = (πi, i ∈ S)采样, 按照定理4.1.5及注记4.1.6, 我们可以构造

一个非周期不可约可逆马氏链X使得π是X的平稳分布. 这样在足够长时间之后,

马氏链X的模拟值就可以近似看作是分布π的采样. 而要模拟出马氏链X关键是

模拟它的转移机制(pi,j). 由定理4.1.5 可知, 这要先模拟具有性质

qi,j = 0 ⇔ qj,i = 0以及 qi,i > 0

的转移机制(qi,j)j∈S, 也即在给定Xn = i 的条件下, 模拟分布列(qi,j , j ∈ S). 然

后注意到j ̸= i 时pi,j = qi,jαi,j . 为了体现因子αi,j , 我们可模拟一次均匀分

布U [0, 1]. 设Y是模拟分布列(qi,j , j ∈ S)所得的样本, Z是模拟U [0, 1]所得的样本

而且与Y独立. 令

W =

Y, Z ≤ αi,Y ;

i, 其它,

那么j ̸= i时,

P (W = j) = P (Y = j)P (Z ≤ αi,j) = qi,jαi,j = pi,j ,

而P (W = i) = 1 −
∑

j ̸=i pi,j = pi,i. 即W是服从分布列(pi,j , j ∈ S)的随机变量.

因此可用如下算法实现模拟转移机制(pi,j).

(s1) 设当前时刻Xn = i;

(s2) 产生一个分布列为(qi,1, qi,2, · · · )的随机数, 假设为j;

(s3) 计算αi,j ;

(s4) 独立地取一个服从[0, 1]上均匀分布的随机数u, 如果u ≤ αi,j , 则将状态更新

为Xn+1 = j并回到(s1), 否则状态不更新, 即令Xn+1 = i, 并回到(s1).

考虑到αi,j =
πjqj,i
πiqi,j

∧ 1, 我们可以将上述算法中(s3),(s4)两步优化为

(s3) 若πjqj,i
πiqi,j

≥ 1, 则将状态更新为Xn+1 = j并回到(s1); 否则进行(s4);

(s4) 独立地取一个服从[0, 1]上均匀分布的随机数u, 如果u ≤ πjqj,i
πiqi,j

, 则将状态更

新为Xn+1 = j并回到(s1), 否则状态不更新, 即令Xn+1 = i, 并回到(s1).

I例4.1.8. 将所有n级排列所组成的集合F看作一个样本空间, 在F上可以定义

一种离散分布π使得对任意v ∈ F, πv = T (v)/c, 其中T (v)表示排列v中数n的位

置, c = (n+ 1)!/2为所有T (v)的和. 试用Metropolis采样法生成n = 50时分布π的

一个样本.

算法设计: 为了利用Metropolis采样法, 我们需要设计一个预选矩阵, 为此对
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任意一个50级排列v ∈ F, 令

N(v) = {u ∈ S, u可由v最多经过一次相邻对换得到}.

对任意v, u, 令

qv,u =

0, u ̸∈ N(v),

1/|N(v)| = 1/50, u ∈ N(v),

其中|N(v)|表示集合N(v)中的元素个数. 由于任意两个不同的50级排列总可通

过相邻对换相互转换, 因此可以验证以(qv,u)为转移概率矩阵的马氏链是不可约

的, 而且

q(v, u) = 0 ⇔ q(u, v) = 0.

由于分布π 满足对任意v ∈ F, πv = cT (v), 其中c为常数. 因此当qv,u > 0时,

αv,u = min

{
πuqu,v
πvqv,u

, 1

}
= min

{
T (u)

T (v)
, 1

}
.

注意到qv,v > 0, 由Hastings-Metropolis算法得到的马氏链X是不可约非周期可逆

马氏链, π是X的极限分布.

下面我们用Metropolis采样法模拟马氏链X在一个样本轨道下的序列{Xk}.

当k足够大时, Xk的值就是π的一个近似取样. 基本模拟流程如下

(s1) 给X0任意赋予一个50级排列;

(s2) 设当前时刻Xk = v, v表示一个n级排列;

(s3) 产生一个在0到49整数点上均匀分布的随机数, 假设为j, 令u表示对换v中

第j 和j + 1位置上的数所得到的排列, 当j = 0时u = v;

(s4) 若T (u)
T (v) ≥ 1, 则将状态更新为Xk+1 = u并回到(s2); 否则进行(s5);

(s5) 独立地取一个U [0, 1]的随机数U , 如果U ≤ T (u)
T (v) , 则将状态更新为Xk+1 =

u并回到(s2), 否则状态不更新,即令Xk+1 = v, 并回到(s2).

基于这些流程, 可以编写计算机程序实现对分布π的采样, 请读者自己完成.

(B) Gibbs 采样

在使用MCMC方法对多维随机变量采样时, 使用最为广泛的方法就是所

谓Gibbs采样. 本质上它仍可以看成是一种采用特殊预选矩阵的Metropolis采样.

记离散多维随机变量X = (X1, · · · , Xn). 其可能的取值集合为S. 记X的分

布为π, 即对任意x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ S,

P (X = x) = πx = g(x1, · · · , xn) > 0.
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对任意x = (x1, · · · , xn) ∈ S以及i = 1, · · · , n, 记

bi(x) = P (Xj = xj ; j ̸= i) =
∑
ui

g(x1, · · · , xi−1, ui, xi+1, · · ·xn).

那么

P (Xi = yi|Xj = xj ; j ̸= i) =
πy
bi(x)

表示给定X除i之外n − 1个分量条件下, 第i个分量取值的条件分布, 其中y =

(x1, · · · , xi−1, yi, xi+1, · · · , xn). 注意到

P (X = x)P (Xi = yi|Xj = xj; j ̸= i) = πx
πy
bi(x)

= P (X = y)P (Xi = xi|Xj = xj; j ̸= i). (4.1.4)

这意味着如果对任意只有一个分量取值不同的x,y ∈ S, 定义

qx,y = aiP (Xi = yi|Xj = xj; j ̸= i), (4.1.5)

其中ai是正常数, i是x与y中值不同的分量序号. 那么我们总有

πxqx,y = πyqy,x.

受此启发, 构造状态空间S上的转移概率如下

px,y =


0, x与y至少有两个分量不同,

qx,y, x与y只有一个分量不同,

1−
∑

x ̸=u px,u, x = y,

其中
∑n

i=1 ai = 1(通常可将ai取成1/n). 容易验证以(px,y)为转移概率的马氏

链(记作Y )是不可约, 非周期的. 而且分布π就是该马氏链的可逆分布, 从而也是

平稳分布. 因此当模拟马氏链Y足够多的步骤后, 即k足够大后, Yk的值就可以看

作分布π的一个取样点.

一般而言, 利用如上构造的转移概率矩阵(px,y)模拟生成非周期不可约可逆

马氏链Y , 并利用Y 的样本轨道对该马氏链的可逆平稳分布π进行采样的方法就

是MCMC模拟中Gibbs采样法. 一种具体的生成马氏链Y的算法如下.

(s1) 假设目前的状态是Yk = x = (x1, x2, · · · , xn);

(s2) 随机地在1到n中选取一个下标, 比如是i;

(s3) 固定所有xj , j ̸= i, 的值, 按条件分布P (Xi = ·|Xj = xj, j ̸= i) 生成Xi的随

机数, 比如Xi = y;

(s4) 将Yk+1的值取成y = (x1, · · · , xi−1, y, xi+1, · · · , xn)并回到(s1).
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♠注记4.1.9. 若在Hasting-Metropolis 算法中构建预选矩阵Q = (px,y), 那么

算法中的函数

αx,y = min

{
πypy,x
πxpx,y

, 1

}
= 1.

这表明Gibbs采样可以看作特殊预选矩阵下的Metropolis采样.

I例4.1.10. 已知离散随机向量X = (X1, · · · , X50)的每一个分量的可能取值

都是1和−1. 对X的每一个可能取值x = (x1, x2, · · · , x50),

P (X = x) = ce−
1
2

∑49
i=1 xixi+1 .

试用Gibbs抽样法给出X分布的一个近似取样.

算法设计: 基本流程如下:

(s1) 给X0任意赋予一个初值(x
(0)
1 , x

(0)
2 , · · · , x(0)50 );

(s2) 假设目前的状态是Yk = x = (x1, x2, · · · , x50);

(s3) 随机地在1到50中选取一个下标, 比如是i;

(s4) 固定所有xj , j ̸= i, 的值, 按条件分布P (Xi = ·|Xj = xj, j ̸= i) 生成xi的随

机数, 比如xi = y;

(s5) 将Yk+1的值取成y = (x1, · · · , xi−1, y, xi+1, · · · , x50) 并回到(s2).

具体的程序编写, 请读者自己完成.

最后我们指出的是MCMC方法应用非常广泛, 不仅可以用来近似模拟离散

分布的随机数, 还可以用来模拟连续分布的随机数; 不仅可以模拟随机数还可以

结合Bayes方法估计参数以及求复杂样本空间上函数的极值, 等等. 对MCMC方

法的系统介绍超出了本书范畴, 从略.

练习题4.1

1 以下转移概率矩阵中哪个矩阵对应的马氏链是可逆马氏链？请给出理由.

(A)


0.7 0.3 0 0

0.2 0.5 0.3 0

0 0.2 0.6 0.2

0 0 0.2 0.8

, (B)


0.7 0.1 0.2 0

0.2 0.6 0.2 0

0.1 0.2 0.6 0.1

0 0 0.2 0.8

, (C)


0.7 0.1 0.2 0

0.2 0.6 0.2 0

0 0.2 0.6 0.2

0 0 0.2 0.8

.
2 总共m个白球和m个黑球分别放在A,B两个坛子中, 每个坛子有m个球, 每

次从这两个坛子中各随机地取一个球并把它们交换后放回. 以Xn表示经

过n次后A坛中黑球个数. 求Xn的平稳分布.
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3 证明当q > p时带一个反射壁的简单随机游动是可逆的, 并由此求m0,0.

4 若X的转移概率矩阵为(pi,j), π = (πi, i ∈ S)是X的可逆分布. 证明对任

意n ≥ 1, πip
(n)
i,j = πjp

(n)
j,i .

5 设不可约马氏链X的转移概率矩阵P是双随机的, 即每行元素之和为1, 每

列元素之和也为1. 证明(1) X是正常返的当且仅当X是有限状态马氏链;

(2) X是可逆的当且仅当P是有限阶的对称矩阵.

6 若对任意i, j ∈ S, pi,j > 0, 那么以(pi,j)i,j∈S为转移概率矩阵的正常返马氏

链是可逆的当且仅当对任意的i, j, k ∈ S, pi,jpj,kpk,i = pi,kpk,jpj,i.

7 若用Hastings-Metropolis算法模拟离散分布π = (πi, 1 ≤ i ≤ N), 其中πi =

2i/[N(N + 1)]. 假设预选矩阵Q = (qi,j)1≤i,j≤N , 其中

q1,1 = qN,N = 1/2, qi,i+1 = qi+1,i = 1/2, i = 1, · · · , N − 1.

试写出Hastings-Metropolis算法中的转移概率矩阵P.

8 设X是以可逆分布µ为初始分布的可逆马氏链, 转移概率矩阵记作P =

(pi,j). 对任意给定的N > 1以及任意0 ≤ n ≤ N , 定义Yn = XN−n. 证

明Y = {Yn; 0 ≤ n ≤ N}也是转移概率矩阵为P, 初始分布为µ 的马氏链.

9 试分别写出例4.1.8和例4.1.10中模拟马氏链的转移概率矩阵.



162

4.2 隐马氏链

隐马氏链是一类具有广泛应用背景的随机模型. 本节我们简要介绍离散时

间离散状态隐马尔可夫模型的有关概念和计算.

4.2.1 隐马氏链及其性质

在研究随机动态系统时人们常会发现所关心的随机状态是不可直接测量的,

能观测到的只是与状态有关的某种随机信号. 比如

I例4.2.1. 评估正在生产的流水线是否正常工作时, 绝大部分情况下, 检测人

员都不能直接观测到流水线是否正常, 能观察到的往往只是流水线生产的产品

的质量. 显然产品的质量既受到机器状态的影响, 也会有其他干扰因素.

如何对这样的现象建模并帮助人们解决相关问题？一个简单的模型就是所

谓的隐马尔可夫链.

♣定义4.2.2. 设Xn, Yn, n ≥ 0, 是分别取值于集合S和W上的离散型随机变

量. 对所有n ≥ 0, 令Zn = (Xn, Yn). 若存在随机矩阵P = (pi,j)i,j∈S 和Q =

(qk,l)k∈S,l∈W 使得对任意n ≥ 0

P (Zn+1 = (in+1, jn+1)|Zk = (ik, jk), 0 ≤ k ≤ n) = pin,in+1qin+1,jn+1 , (4.2.1)

对任意i0, i1, · · · , in+1 ∈ S, j0, j1, · · · , jn+1 ∈W都成立, 并且对任意i ∈ S, j ∈W

P (Y0 = j|X0 = i) = qi,j , (4.2.2)

那么我们称二维随机过程Z = {Zn;n ≥ 0}为隐马尔可夫链, 简称为隐马氏链.

在实际应用时, 模型Z 中X = {Xn;n ≥ 0}表示隐含的、不可观测的随机状

态. 而Y = {Yn;n ≥ 1}表示可观测、可记录的随机信号. 通常我们称X为状态序

列, 称Y为观测序列.

由定义易知, 隐马氏链是一个向量值的时齐马氏链, 其转移概率为

p(in,jn),(in+1,jn+1) = pin,in+1qin+1,jn+1 .

事实上, 由全概率公式和(4.2.1)可知

P (Zn+1 = (in+1, jn+1)|Zn = (in, jn))
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=
P (Zn+1 = (in+1, jn+1), Zn = (in, jn))

P (Zn = (in, jn))

=
∑

(ik,jk)

0≤k<n

P (Zn+1 = (in+1, jn+1), Zn = (in, jn), Zk = (ik, jk), 0 ≤ k < n)

P (Zn = (in, jn))

=
∑

(ik,jk)

0≤k<n

P (Zk = (ik, jk), 0 ≤ k ≤ n+ 1)

P (Zk = (ik, jk), 0 ≤ k ≤ n)

P (Zk = (ik, jk), 0 ≤ k ≤ n)

P (Zn = (in, jn))

= pin,in+1qin+1,jn+1

∑
(ik,jk)

0≤k<n

P (Zk = (ik, jk), 0 ≤ k ≤ n)

P (Zn = (in, jn))

= pin,in+1qin+1,jn+1 .

因此

P (Zn+1 = (in+1, jn+1)|Zk = (ik, jk), 0 ≤ k ≤ n)

= P (Zn+1 = (in+1, jn+1)|Zn = (in, jn)).

类似地, 由全概率公式以及(4.2.1)还可知

P (Zn+1 = (in+1, jn+1)|Xn = in) = pin,in+1qin+1,jn+1 .

因此

P (Zn+1 = (in+1, jn+1)|Zk = (ik, jk), 0 ≤ k ≤ n)

= P (Zn+1 = (in+1, jn+1)|Xn = in). (4.2.3)

这表明对于隐马氏链Z而言, 只要已知状态序列X在n时刻(现在)的值, Z在时

刻n之前“历史”与n之后的“未来”独立.

对于状态序列X = {Xn;n ≥ 0}, 利用全概率公式和(4.2.1), 我们同样可得

P (Xn+1 = in+1|Xk = ik, 0 ≤ k ≤ n) = P (Xn+1 = in+1|Xn = in) = pin,in+1 .

这表明X是一个以P = (pi,j)为转移概率矩阵的时齐马氏链, 因此我们也称X为

状态马氏链.

此外, 对观测序列Y = {Yn;n ≥ 0}以及任意的n ≥ 1,

P (Yn = jn|Xn = in, Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n− 1)

=
P (Yn = jnXn = in, Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n− 1)

P (Xn = in, Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n− 1)

=
P (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n)∑
jn
P (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n)
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=
pin−1,inqin,jnP (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k < n)∑
jn
pin−1,inqin,jnP (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k < n)

= qin,jn .

类似地, 我们还可得

P (Yn = jn|Xn = in, Xk = ik, 0 ≤ k ≤ n− 1)

= P (Yn = jn|Xn = in, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n− 1)

= P (Yn = jn|Xn = in) = qin,jn .

由这些等式以及条件(4.2.2)可知, 在明确已知状态序列的条件下, {Yn;n ≥ 0}是

独立的; 它在任何时刻是一个依赖于同期X 取值的一个随机变量, 并且分布列由

矩阵Q = (qk,l) 的行向量给出.

需要强调的是, 状态序列虽然构成时齐马氏链, 但在实际问题中是不可观测

的, 是被隐含的, 因而真正能观测到的观测序列本身并不一定能表现出相互独立

性, 甚至都不具有马氏性. 这也是我们称这种模型为隐马尔可夫链的主要原因.

下面我们再看两个隐马尔可夫链的具体例子.

I例4.2.3. 以Y = {Yn;n ≥ 0}记录某只股票每日的涨跌幅度. Y是可观测的.

容易设想的是, 股票的涨跌与股票的“牛”, “熊”密切相关, 即与股票是否在上

升(1)、下跌(−1)或者横盘(0)等状态有关. 以X = {Xn;n ≥ 0} 表示股票每日

所处的状态, 显然X是不可直接观测的. 一个简单的股票价格波动模型将(1)每

日股票的涨跌看作是当日股票状态的随机表现, 即给定当日股票状态i之后,

股票涨跌服从某种具有参数i的随机分布, 记该分布列为(qi,l); (2) 每日股票的

状态过程X 看作是一个(时齐)马氏链, 转移概率矩阵为(pi,j). 由此构建的模

型{(Xn, Yn);n ≥ 0}就是一个刻画股票价格波动率的隐马氏链模型.

I例4.2.4. 设Xn是取值于状态空间S = {1, 2, · · · , L}的马氏链, 其样本不能被

实际测量得到, 而能测量到的是如下的Yn 的样本,

Yn = g(Xn) + wn,

其中g是一个未知函数, wn, n ≥ 0, 是独立同分布的随机干扰, 只取有限个值, 且

与随机过程{Xn;n ≥ 0}独立. 那么{(Xn, Yn);n ≥ 0}就是一个隐马氏链模型.

记X0的初始分布π = (πi, i ∈ S), 对任意n ≥ 0 以及i0, i1, · · · , in ∈ S,
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j0, j1, · · · , jn ∈W , 由马氏链的有限维分布表示可知

P (Zk = (ik, jk), 0 ≤ k ≤ n) = πi0qi0,j0

n∏
k=1

pik−1,ikqik,jk . (4.2.4)

这表明初始分布π以及随机矩阵P, Q完全确定了Z的统计特征. 通常称(π,P,Q)

为隐马氏链Z的三要素, 称π为状态马氏链的初始分布或简称为初始分布, 称P为

状态马氏链的转移概率矩阵或简称为转移概率矩阵, 而称Q为观测概率矩阵.

4.2.2 观察结果出现的概率

对于隐马氏链模型{(Xn, Yn);n ≥ 0}, 当它的三要素(π,P,Q)给定后, 人们

关心的第一个问题就是各种观测结果出现的概率. 在应用中也常把这类概率的计

算问题称为是评估问题.

对于任意给定的j0, j1, · · · , jn ∈W . 为了计算概率

P (Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n),

我们对任意0 ≤ m ≤ n, 令

Fm(i) = P (Xm = i, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ m), i ∈ S.

那么由(4.2.2), (4.2.3)和全概率公式可知

F0(i) = πiqi,j0 ,

Fm(i) =
∑

im−1∈S
P (Xm−1 = im−1, Xm = i, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ m)

=
∑

im−1∈S

[
P (Xm = i, Ym = jm|Xm−1 = im−1, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ m− 1)

×P (Xm−1 = im−1, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ m− 1)
]

= qi,jm
∑

im−1∈S
pim−1,iFm−1(im−1), m ≥ 1. (4.2.5)

对任意0 ≤ m < n, 令

Bm(i) = P (Yn = jn, · · · , Ym+1 = jm+1|Xm = i),

类似地, 再由(4.2.3), 条件概率公式和全概率公式可得

Bm(i) =
∑

im+1∈S
pi,im+1qim+1,jm+1Bm+1(im+1), m ≤ n− 1. (4.2.6)

其中约定Bn(i) ≡ 1.

基于公式(4.2.5)和(4.2.6), 我们可以分别通过向前和向后迭代得到所有
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的Fm(i)和Bm(i), 其中0 ≤ m ≤ n. 事实上, 由Fm(i)和Bm(i)的定义可得

P (Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n) =
∑
i∈S

P (Xn = i, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n) =
∑
i∈S

Fn(i),(4.2.7)

以及

P (Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n) =
∑
i∈S

P (X0 = i, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n)

=
∑
i∈S

P (Yk = jk, 1 ≤ k ≤ n|X0 = i, Y0 = j0)P (X0 = i, Y0 = j0)

=
∑
i∈S

P (Yk = jk, 1 ≤ k ≤ n|X0 = i)πiqi,j0 =
∑
i∈S

πiqi,j0B0(i). (4.2.8)

通常我们分别称公式(4.2.7)和(4.2.8)为计算观察出现的向前和向后算法, 或者称

为评估问题的向前和向后算法.

当然我们也可以通过同时计算Fm(i)和Bm(i)得到评估问题的混合计算方法.

对任意0 ≤ m ≤ n, 由马氏性(参见本节习题1),

P (Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n) =
∑
i∈S

P (Xm = i, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n)

=
∑
i∈S

P (Xm = i, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ m)

×P (Yk = jk,m < k ≤ n|Xm = i, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ m)

=
∑
i∈S

Fm(i)P (Yk = jk,m < k ≤ n|Xm = i) =
∑
i∈S

Fm(i)Bm(i). (4.2.9)

在评估问题的基础上, 我们还可以计算未来观测值出现的概率, 仅以考虑未

来一步的观测值为例, 更多步的情形请读者自己写出.

P (Yn+1 = j|Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n)

=
∑

i,in+1∈S
P (Yn+1 = j,Xn+1 = in+1, Xn = i|Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n)

=
∑

i,in+1∈S

pi,in+1qin+1,jFn(i)∑
i∈S Fn(i)

. (4.2.10)

I例4.2.5. 假设例4.2.3中股票价格波动率分−1, 0, 1三个层次, 在股票状态

只有−1, 1两种情形. 在股票状态为1 时, 股票价格波动率为−1, 0, 1 的概率分

别是0.2, 0.3, 0.5, 而在股票状态为−1时, 股票价格波动率分−1, 0, 1 的概率分别

为0.6, 0.2, 0.2. 假定股票状态转移概率为

p−1,1 = 1/4, p−1,−1 = 3/4, p1,1 = 4/5, p1,−1 = 1/5.

若P (X0 = 1) = 4/5, (1) 问前3天的价格波动率恰为Y0 = −1, Y1 = 0, Y2 = 1的概
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率, (2) 若前三天价格波动恰为Y0 = 1, Y1 = 0, Y2 = −1, 求第四天最有可能出现

的价格波动率.

解 (1) 已知前3天的波动恰为Y0 = −1, Y1 = 0, Y2 = 1, 因此给定j0 =

−1, j1 = 0, j2 = 1, 套用公式(4.2.5), 计算可知

F0(1) = π1q1,−1 = 0.8× 0.2 = 0.16, F0(−1) = π−1q−1,−1 = 0.2× 0.6 = 0.12,

F1(1) = q1,0[p−1,1F0(−1) + p1,1F0(1)] = 0.0474,

F1(−1) = q−1,0[p−1,−1F0(−1) + p1,−1F0(1)] = 0.0244,

F2(1) = q1,1[p−1,1F1(−1) + p1,1F1(1)] = 0.02201,

F2(−1) = q−1,1[p−1,−1F1(−1) + p1,−1F1(1)] = 0.005556.

因此由向前算法(4.2.7), 所求概率

P (Y0 = 1, Y1 = 0, Y2 = −1) = 0.02201 + 0.005556 = 0.027566.

(2) 此时前3天Y0 = 1, Y1 = 0, Y2 = −1, 因此给定j0 = 1, j1 = 0, j2 = −1, 仍

然使用向前算法可得

F0(1) = π1q1,1 = 0.8× 0.5 = 0.4, F0(−1) = π−1q−1,1 = 0.2× 0.2 = 0.04,

F1(1) = q1,0[p−1,1F0(−1) + p1,1F0(1)] = 0.099,

F1(−1) = q−1,0[p−1,−1F0(−1) + p1,−1F0(1)] = 0.022,

F2(1) = q1,−1[p−1,1F1(−1) + p1,1F1(1)] = 0.01694,

F2(−1) = q−1,−1[p−1,−1F1(−1) + p1,−1F1(1)] = 0.02178.

为了计算方便, 我们令

a(1) = p1,1q1,1 + p1,−1q−1,1 = 0.44, a(−1) = p−1,1q1,1 + p−1,−1q−1,1 = 0.275;

b(1) = p1,1q1,0 + p1,−1q−1,0 = 0.28, b(−1) = p−1,1q1,0 + p−1,−1q−1,0 = 0.225;

c(1) = p1,1q1,−1 + p1,−1q−1,−1 = 0.28, c(−1) = p−1,1q1,−1 + p−1,−1q−1,−1 = 0.5.

由(4.2.10)可得(取n = 2)

P (Y3 = 1|Y0 = 1, Y1 = 0, Y2 = −1) =
a(1)F2(1) + a(−1)F2(−1)

F2(1) + F2(−1)
≈ 0.347;

P (Y3 = 0|Y0 = 1, Y1 = 0, Y2 = −1) =
b(1)F2(1) + b(−1)F2(−1)

F2(1) + F2(−1)
≈ 0.249;

P (Y3 = −1|Y0 = 1, Y1 = 0, Y2 = −1) =
c(1)F2(1) + c(−1)F2(−1)

F2(1) + F2(−1)
≈ 0.404.
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因此第四个观察日股票价格波动最可能的层次为−1.

4.2.3 状态估计与预测

对隐Markov模型,在应用中我们常碰到这样的问题:已知模型参数(π,P,Q)

和一段观测序列{Yk; k ≤ n}条件下, 估计状态马氏链Xm, m ≤ n或其中一部分的

最合适取值. 应用中常称这类问题为解码问题.下面我们基于极大似然的思想讨

论这类问题, 也即我们认为Xm的最合适的值是在给定观察序列条件下Xm以最

大概率取到的值(为简便, 本小节我们总假定最大概率可以取到).

给定一段序列{Yk; k ≤ n}的观察值y0, · · · , yn. 当我们只估计n之前某一个时

刻m的最佳值时, 由(4.2.9)可知

P (Xm = i|Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n) =
Fm(i)Bm(i)∑
i∈S Fm(i)Bm(i)

.

因此Xm的最佳值就是使得Fm(i)Bm(i)取值最大的i.

若我们需要估计n及n之前所有时刻的最佳值, 那么由(4.2.1)可知

max
ik∈S,0≤k≤n

P (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n)

= max
ik∈S,0≤k≤n

[
P (Xn = in, Yn = jn|Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k < n)

×P (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k < n)
]

= max
ik∈S,0≤k≤n

[
pin−1,inqin,jnP (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k < n)

]
= max

in∈S

{
qin,jn max

ik∈S,0≤k<n

[
pin−1,inP (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k < n)

]}
. (4.2.11)

令M0(i) = πi, 其中π = (π(i), i ∈ S)是X的初始分布. 对任意1 ≤ m ≤ n, 令

Mm(i) = max
ik∈S,0≤k<m

[
pim−1,iP (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ m− 1)

]
,

那么对任意m ≥ 2, 再次由(4.2.1)可得

Mm(i) = max
ik∈S

0≤k<m

[
pim−1,iqim−1,jm−1pim−2,im−1P (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ m− 2)

]
= max

im−1∈S
[pim−1,iqim−1,jm−1Mm−1(im−1)], (4.2.12)

并且直接验证可知上式对m = 1也成立.

利用(4.2.12)以及M0(i), 由向前递归计算可得任意的Mm(i).

为了获得n及n之前所有时刻的X的最佳值, 由(4.2.11)我们可得

max
ik∈S,0≤k≤n

P (Xk = ik, Yk = jk, 0 ≤ k ≤ n) = max
in∈S

[qin,jnMn(in)].
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这表明Xn的最合适取值

(1) in是使函数qi,jnMn(i), i ∈ S, 取到最大值的一个状态.

再由(4.2.12)可知, n之前X的最合适取值i0, i1, · · · , in−1可按如下方式给定.

(2) 对任意1 ≤ m < n, 给定im+1条件下, im就是使得函数

pi,im+1qi,jmMm(i), i ∈ S,

取最大值的一个状态.

对任意0 ≤ m < n以及u ∈ S, 记Im(u) ∈ S 使得

pIm(u),uqIm(u),jmMm(Im(u)) = max
i∈S

pi,uqi,jmMm(i).

那么

in−1 = In−1(in), in−2 = In−2(in−1), · · · , i0 = I0(i1).

给定了观测序列的观测值, 上面寻找最可能的状态序列的方法称为Viterbi算法.

I例4.2.6. (接例4.2.5) 若前三天价格波动恰为Y0 = 1, Y1 = 0, Y2 = −1,问前

三个观察日该股票最可能的状态序列是什么?

解 给定j0 = 1, j1 = 0, j2 = −1. 由假设可知M0(1) = 0.8,M0(−1) = 0.2,

M1(1) = max
i∈{−1,1}

pi,1qi,j0M0(i) = max
i∈{−1,1}

pi,1qi,1M0(i) = 0.32, I0(1) = 1

类似可知

M1(−1) = max
i∈{−1,1}

pi,−1qi,j0M0(i) = 0.08, I0(−1) = 1.

M2(1) = max
i∈{−1,1}

pi,1qi,j1M1(i) = 0.0768, I1(1) = 1.

M2(−1) = max
i∈{−1,1}

pi,−1qi,j1M1(i) = 0.0192, I1(−1) = 1.

由于

max
i∈{−1,1}

qi,j2M2(i) = q1,−1M2(1) = 0.01536.

因此I2 = 1进而前三个观察日该股票最可能的状态序列是

i2 = 1, i1 = I1(1) = 1, i0 = I0(1) = 1. �

4.2.4 隐马氏链的参数估计*

在前面的讨论中我们都假定隐马氏链的三要素是已知的. 但在应用时我们

需要从一段观测序列{Yk; k ≤ n}出发估计这些参数. 这类问题又称为学习问题,
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属于参数估计范畴.

若假设{Xk; k ≥ 0}的样本也已知, 此时作为马氏链Z = {Zk; k ≥ 0}是完全

可观测的. 那么只要有充分长的样本, 对任意i, j ∈ S, 把X中从状态i到下一个

时刻为状态j的频数记为Ai,j , 把状态i出现的频数记作Ai, 由定理3.2.26以及大数

定律可以证明, 只要i常返就可以用p̂i,j = Ai,j/Ai 作为pi,j的相合估计, 同样若

以Bi,l表示X取值i的同时Y取值l的频数, 则类似可证明q̂i,l = Bi,l/Ai 是qi,l相合估

计. 然而这种方法只是“理想”的, 因为实际模型中X常不可测量.

下面我们仅给定Y的一组观测值l0, l1, · · · , lN . 极大似然原理告诉我们θ的极

大似然估计θ̂满足

P (Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θ̂) = max
θ
P (Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θ),

其中P (·|θ)表示给定参数θ下的概率, 这里θ指代的就是三要素(π,P,Q).

一般而言, 直接求解该问题非常困难. 一种折中方案是通过构造一个关于参

数θ的递推算法, 使之能逐步提高条件概率P (Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θ) 的取值, 并将

递推算法的最终结果作为参数θ的估计. 算法的具体步骤如下:

(s1) 给定参数θn = (π(n),P(n) = (pi,j(n))i,j∈S,Q(n) = (qi,l(n))i∈S,l∈W );

(s2) 对任意θ = (π,P = (pi,j)i,j∈S,Q = (qi,l)i∈S,l∈W ), 令

T (θ|θn) =
∑

ik∈S,0≤k≤N

[
P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)

× ln(P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θ))
]
.

(s3) 求θ∗使得T (θ∗|θn) = maxθ T (θ|θn).

(s4) 令θn+1 = θ∗ 并回到(s1).

按上述算法,

0 ≤ T (θn+1|θn)− T (θn|θn)

=
∑

ik∈S,0≤k≤N

[
P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)

× ln
(P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn+1)

P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)

)]
.

因为对任意x ∈ (0,∞), lnx ≤ x− 1, 由上式可得

P (Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn+1) =
∑

ik∈S,0≤k≤N

P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn+1)
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≥
∑

ik∈S,0≤k≤N

P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn) = P (Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn).

这表明上述算法得到的参数θn确实能使条件概率P (Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)随着

算法次数的增加而优化(增加).

根据上述算法(s2)步中的定义, T (θ|θn)等于∑
ik∈S

0≤k≤N

[
P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn) ln(πi0qi0,l0

N∏
n=1

pin−1,inqin,ln)
]

=
∑

ik∈S,0≤k≤N

[
P (Xk = ik, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)

×(lnπi0 +
N∑
n=0

ln qin,ln +
N∑
n=1

ln pin−1,in)
]

=
∑
i0∈S

P (X0 = i0, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn) lnπi0

+
∑
in∈S

N∑
n=0

P (Xn = in, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn) ln qin,ln

+
∑

in−1,in∈S

N∑
n=1

P (Xn−1 = in−1, Xn = in, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn) ln pin−1,in .

或重写为

T (θ|θn) =
∑
i∈S

P (X0 = i, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn) lnπi

+
∑
i∈S
l∈W

N∑
n=0

P (Xn = i, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)1{Yn=l} ln qi,l

+
∑
i,j∈S

N∑
n=1

P (Xn−1 = i,Xn = j, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn) ln pi,j .

由本节习题5可知, 当θ = (π∗,P∗,Q∗)时T (θ|θn)取到最大值, 其中π∗ = (π∗
i ),

P∗ = (p∗i,j), Q
∗ = (q∗i,l)满足: 对任意i, j ∈ S, l ∈W ,

π∗
i =

P (X0 = i, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)∑
i∈S P (X0 = i, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)

, (4.2.13)

p∗i,j =

∑N
n=1 P (Xn−1 = i,Xn = j, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)∑

i,j∈S
∑N

n=1 P (Xn−1 = i,Xn = j, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)
,(4.2.14)

q∗i,l =
P (Xn = i, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)1{Yn=l}∑

i∈S
l∈W

∑N
n=0 P (Xn = i, Yk = lk, 0 ≤ k ≤ N |θn)1{Yn=l}

. (4.2.15)

令θn+1 = (π∗,P∗,Q∗), 我们得到了参数θn+1与θn 之间的递推公式.
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一般称(4.2.13)-(4.2.15)为Welch–Baum 公式. 上面的算法被称为EM 算法.

其中E和M分别指代步骤(s2)和(s3), 求数学期望与求最大值. EM算法是针对在

测量数据不完全时求参数的一种近似于极大似然估计的统计方法. 隐马氏链参

数的估计, 是EM 算法的一种典型运用.

评估问题、解码问题以及学习问题是隐马氏链应用中三个最基本的问

题, 随着应用的不同, 人们还会关心许多其他问题, 比如对于一个特定的观测

链{Yk, k ≤ n}, 已知它可能是由已经学习好的若干模型之一所得的观测, 要决定

此观测究竟是得自其中哪一个模型. 这类问题也称为识别问题. 对于这些问题,

超出了本书的范畴, 我们就不再介绍了.

练习题4.2

1 设{(Xn, Yn); n ≥ 0}是隐马氏链, 其中{Xn;n ≥ 0}. {Yn;n ≥ 0}分别是状

态序列和观察序列, 证明对任意n ≥ 0, m ≥ 1,

P (Yn+k = jn+k, 1 ≤ k ≤ m|Xn = i, Yl = jl, 0 ≤ l ≤ n)

= P (Yn+k = jn+k, 1 ≤ k ≤ m|Xn = i).

2 假设例4.2.1中产品的质量分为1(合格)和0(不合格). 在机器状态为1 时,

产品质量为0, 1 的概率分别为0.05, 0.95, 而在机器状态为2 时, 产品质量

为0, 1 的概率分别为0.5, 0.5. 假设在产品检测的间隔时间内机器状态转移

概率为

p1,1 = 0.9, p1,2 = 0.1, p2,1 = 0, p2,2 = 1.

若初始机器状态为1, 求第4次检测才首次检测到不合格产品的概率并在此

条件下计算第5次抽到合格品的概率.

3 仍考虑上面习题2的模型, 并仍假初始机器状态为1. 若规定从n = 1开始

连续检测到两次不合格品时就对机器检修, 试证明机器检修决策正确(即

检修时发现机器状态为2)的概率不小于1090/1171.

4 在例4.2.5设定下, 若前3天价格波动恰为Y0 = 1, Y1 = 0, Y2 = −1, 求X2的

分布, 并预测X3最可能的取值.

5∗ 对任意i ∈ T , 设zi > 0而且
∑

i∈T zi <∞. 证明∑
i∈T

zi ln
( zi∑

i∈T zi

)
= sup

xi>0,i∈T∑
i xi=1

∑
i∈T

zi lnxi.
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4.3 分支过程

这一节我们介绍一类特殊的过程――分支过程. 这类过程虽然仍是一种马氏

链, 但作为一类非常基础的随机模型, 人们已经为它建立了非常丰富的理论并将

它广泛应用于自然科学和社会科学的各个领域.

4.3.1 Galton-Watson分支过程

最经典的一类分支过程是所谓Galton-Watson分支过程(Branching Pro-

cess). 这类过程源于19世纪Francis Galton爵士对英国家族姓氏消亡的统计调查.

模型的定义如下:

♣定义4.3.1. 设{Yn,k;n ≥ 1, k ≥ 1}为一族独立同分布的非负整数值的随机

变量, X0是给定的非负整数值随机变量且与{Yn,k;n ≥ 1, k ≥ 1} 独立. 对任

意n ≥ 0, 递归地定义随机变量Xn+1 如下

Xn+1 =
Xn∑
k=1

Yn+1,k,

其中约定
∑0

k=1 · = 0. 称随机过程X = {Xn;n ≥ 0}为Galton-Watson分支过程,

简记为G-W过程.

直观地看, 该模型描述了如下图所示的分支现象.

其中对任意的n ≥ 0, Xn表示第n层粒子总数, Yn+1,k则表示第n层中第k个粒子所

分支出来的粒子数量. 通常我们也会把第n层称为第n代, 把由某个粒子分支出来

的所有粒子统称为是该粒子的后代. 要强调的是, G-W 分支过程理想地假设了每

个粒子产生后代的行为是独立同分布的. 这为我们简化讨论带来了方便.

容易证明(参见本节习题1)G-W过程X是一个时齐马氏链, 转移概率

pi,j = P (Y1,1 + · · ·+ Y1,i = j).



174

而且由模型定义可知0为吸收态. 即若某代粒子数为0, 那么此后每一代的粒子数

都为零.

记A = ∪∞
n=1{Xn = 0}, 通常我们称随机事件A为G-W过程的灭绝事件. 若G-

W过程刻画的是某种生物种群数量的代系变化的话, 那么当A发生时, 意味着在

某代之后, 再也没有该种群的新生代了, 从而该种群必将消亡. 对G-W过程而言,

人们关心的一些基本问题包括: 灭绝事件是否发生？什么时候发生？发生的概

率多大? 为了探讨这些问题, 我们记独立同分布随机变量{Yn,k;n ≥ 1, k ≥ 1}的

共同分布为η, 并称其为后代分布. 对任意i ≥ 0,

ηi = P (Yn,k = i).

为避免平凡, 以下总设η1 < 1. 令

τ0 = inf{n ≥ 1, Xn = 0},

称其为X的灭绝时间. 显然A = {τ0 < +∞}. 记P1(A)为q, 那么q表示初始时只有

一个粒子时灭绝事件发生的概率,

q = P1(τ0 < +∞) = f10 = lim
n→∞

p
(n)
1,0 .

注意到若初始时刻有k个粒子, 要使灭绝事件发生, 意味着每个粒子及其后代都

得消亡, 又由于每个粒子及其后代的表现是相互独立的, 因此

fk,0 = Pk(τ0 < +∞) = fk10 = qk, p
(n)
k,0 = Pk(Xn = 0) = (p

(n)
1,0 )

k.

以m表示每个粒子分支出后代的平均数量, 即

m =
∞∑
i=1

iηi = E(Yn,k).

以η(s)表示分布η的概率母函数, 即对任意s ∈ [0, 1],

η(s) =
∞∑
i=0

siηi = E(sYn,k).

那么η′(1) = m.

对于分支过程的灭绝事件, 我们有如下结果.

N命题4.3.2. 若m ≤ 1, 那么X 必然消亡, 即q = 1.

证明 由定理3.3.1可知

q = f1,0 =
∞∑
k=1

p1,kfk,0 + p1,0 =
∞∑
k=1

ηkq
k + η0.

那么q满足方程q = η(q). 由于0 ≤ q ≤ 1, 而由第一章第三节习题6可知该方程
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在[0, 1)内无解. 直接验算可知q = 1.

N命题4.3.3. 若m > 1, 那么X以正概率不消亡, 即q < 1.

证明 在命题4.3.2证明中我们已指出q是η(s) = s在区间[0, 1]上一个解. 注意

到0是吸收状态, 对任意n ≥ 2

p
(n)
1,0 =

∞∑
k=1

p1,kp
(n−1)
k,0 + p1,0 =

∞∑
k=1

pk(p
(n−1)
1,0 )k + p0 = η(p

(n−1)
1,0 ),

其中p
(1)
1,0 = p0. 对任意n ≥ 1, 记

η(n)(s) = η(η(· · · (η︸ ︷︷ ︸
n

(s))))

为η的n次复合. 对方程s = η(s)的任意非负解u以及任意n, 都满足

u = η(n)(u) = η(n−1)(η(u))

≥ η(n−1)(η(p0)) = η(n−1)(p
(2)
1,0)

= · · · =η(p(n)1,0 ) = p
(n+1)
1,0 .

令n → ∞, 得q = f1,0 ≤ u. 这表明q是s = η(s)的最小非负解. 因此, 由第一章第

三节习题6可知当m > 1时, η(s) = s在[0, 1)内有唯一非负解, 从而q < 1.

下面我们通过一个例子来说明如何利用命题4.3.2和命题4.3.3计算灭绝概率.

I例4.3.4. 设G-W过程X的后代服从概率母函数为

η(s) = a+ bs+ cs2

的分布, 其中a, b, c非负, 而且a+ b+ c = 1. 求X0 = 1条件下X的灭绝概率q.

解 直接计算可知, 当c ≤ a时, 平均后代数

m = η′(1) = b+ 2c ≤ 1.

由命题4.3.2可知q = 1. 当a < c时, m > 1. 由命题4.3.3的证明可知q是方程

s = a+ bs+ cs2

的最小非负解. 将1 = a+ b+ c代入得

cq(1− q) = a(1− q).

这表明q = a/c.

利用后代分布的概率母函数η(s)以及它的复合函数η(n)(s), 我们还能非常方

便地写出分支过程X在任意一个时刻k的概率母函数. 我们有如下的结果.
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N命题4.3.5. 记分支过程X的后代分布概率母函数为η(s), 那么对任意k ≥ 1,

在X0 = 1条件下, Xk的概率母函数为η(k)(s).

证明 记X0 = 1条件下, Xk的概率母函数为gk(s). 显然k = 1时,

g1(s) = E1(s
X1) = E(sY1,1 |X0 = 1) = E(sY1,1) = η(s).

那么对k > 1,

gk(s) = E1(s
Xk) = E1(E1(s

∑Xk−1
i=1 Yk,i |Xk−1))

=
∞∑
l=0

E1(s
∑Xk−1

i=1 Yk,i |Xk−1 = l)P1(Xk−1 = l)

=

∞∑
l=0

E1(s
∑l

i=1 Yk,i |Xk−1 = l)P1(Xk−1 = l)

=
∞∑
l=0

E(s
∑l

i=1 Yk,i |Xk−1 = l,X0 = 1)P1(Xk−1 = l)

=
∞∑
l=0

E(s
∑l

i=1 Yk,i)P1(Xk−1 = l)

=
∞∑
l=0

[η(s)]lP1(Xk−1 = l) = gk−1(η(s)).

由此关系式迭代可得

gk(s) = gk−1(η(s)) = gk−2(η(η(s))) = · · · = g1(η(η · · · (η︸ ︷︷ ︸
k−1

(s)))) = η(k)(s).

因此对任意k ≥ 1命题成立.

注意到0是吸收状态, 对任意k ≥ 1, P1(τ0 ≤ k) = p
(k)
1,0, 由命题4.3.5立即可得

P1(τ0 ≤ k) = η(k)(0),

进而, 对任意k ≥ 1,

P1(τ0 = k) = η(k)(0)− η(k−1)(0). (4.3.1)

上式给出了灭绝时间分布的表达式.

I例4.3.6. 设分支过程X的后代分布概率母函数为η(s) = p
1−(1−p)s , 即对任

意k ≥ 0, ηk = p(1− p)k, 其中0 < p < 1. 对任意n ≥ 1, 求P1(τ0 = n).

解 记分布η的数学期望(1 − p)/p为α. 注意到η(s) = s有两个解s1 = 1,

s2 = 1/α, 当p ̸= 1/2 即α ̸= 1时,

η(s)− η(s1)

η(s)− η(s2)
=
η(s)− 1

η(s)− 1
α

= α
s− 1

s− 1
α

.
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对任意s ∈ [0, 1/(1− p))以及s ̸= 1/α成立. 由此可得

η(n)(s)− 1

η(n)(s)− 1
α

= αn
s− 1

s− 1
α

.

解之得: 对任意s ∈ [0, 1],

η(n)(s) =
αs− 1− αn(s− 1)

αs− 1− αn+1(s− 1)
. (4.3.2)

因此

η(n)(0) =
αn − 1

αn+1 − 1
.

进而对任意n ≥ 1,

P1(τ0 = n) =
αn − 1

αn+1 − 1
− αn−1 − 1

αn − 1
.

当p = 1/2即α = 1时, η(s) = 1/(2− s). 用数学归纳法直接验算可知

η(n)(s) =
n− (n− 1)s

n+ 1− ns
.

此时对任意n ≥ 1,

P1(τ0 = n) =
n

n+ 1
− n− 1

n
=

1

n(n+ 1)
. �

更一般地我们有下面的结论.

N命题4.3.7. 设分支过程初值X0 = 1. 若后代分布均值m < 1, 那么平均灭绝

时间是有限的.

证明 m < 1时P1(τ0 <∞) = 1. 平均灭绝时间为

E1(τ0) =

∞∑
n=1

P1(τ0 ≥ n) = 1 +

∞∑
n=2

(1− P1(τ0 ≤ n− 1))

= 1 +

∞∑
n=1

(1− η(n)(0)) ≤ 1 +

∞∑
n=1

[η(n)(s)]′s=1,

其中不等号用到了微分中值定理以及导函数[η(n)(s)]′单调增的性质. 注意到

[η(n)(s)]′s=1 = [η(η(n−1)(s))]′s=1 = η′(ηn−1(1))[η(n−1)(s)]′s=1

= η′(1)[η(n−1)(s)]′s=1 = m[η(n−1)(s)]′s=1

= · · · = mn−1η′(1) = mn. (4.3.3)

因此

E1(τ0) ≤ 1 +
∞∑
n=1

[η(n)(s)]′s=1 ≤ 1 +
∞∑
n=1

mn =
1

1−m
<∞. �

♠注记4.3.8. 在例4.3.6中, 大家可以看到α = 1时P1(τ0 ≥ n)与1/n是同阶无穷

小. 事实上, 在分布η的均值为1, 方差存在的条件下这个结论也成立(具体的结论
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感兴趣的同学可以参阅Athreya和Ney的专著 [7]), 此时平均灭绝时间是无穷的.

♠注记4.3.9. 由(4.3.3)可知对任意n ≥ 1, E1(Xn) = [η(n)(s)]′s=1 = mn.

对于一个灭绝的分支过程而言, 人们有时还会问, 曾经存活过的粒子平均有

多少？注意到n ≥ τ0时Xn = 0. 曾经存活过的粒子总数为

Z =
∞∑
n=0

Xn =
∞∑
n=0

Xn1{n<τ0}

=
∞∑
n=0

Xn1{n+1≤τ0<+∞} +
∞∑
n=0

Xn1{τ0=+∞}.

因此在灭绝条件下存活过的粒子平均数为(假定X0 = 1),

E1(Z|A) = E1(Z|τ0 < +∞) = E1(
∞∑
n=0

Xn1{τ0≥n+1}|τ0 < +∞)

=

∑∞
n=0E1(Xn1{n+1≤τ0<+∞})

P1(τ0 < +∞)
. (4.3.4)

利用分支过程的马氏性和时齐性可得

E1(Xn1{+∞>τ0≥n+1}) = E1(E1(Xn1{+∞>τ0≥n+1}|Xn))

= E1(XnE1(1{+∞>τ0≥n+1}|Xn))

=

∞∑
k=1

kE1(1{+∞>τ0≥n+1}|Xn = k)P1(Xn = k)

=
∞∑
k=1

kE(1{+∞>τ0≥1}|X0 = k)P1(Xn = k). (4.3.5)

在X0 = k条件下要让分支过程灭绝, 意味其中任何一个粒子及其后代最终都要

灭绝, 由于分支过程中每个粒子及其后代都是独立的, 因此

E(1{+∞>τ0≥1}|X0 = k) = [P1(τ0 < +∞)]k.

将其代入(4.3.5)得

E1(Xn1{+∞>τ0≥n+1}) =
∞∑
k=1

k[P1(τ0 < +∞)]kP1(Xn = k).

再将该式代入(4.3.4)得

E1(Z|A) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

k[P1(τ0 < +∞)]k−1P1(Xn = k).

由此, 我们容易得到如下结论.

N命题4.3.10. 设分支过程初值X0 = 1. 若后代分布均值m < 1, 那么存活

过的粒子平均数为1/(1 − m); 若m = 1, 那么存活过的粒子总数为无穷; 如
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果m > 1, 那么在灭绝条件下存活过的粒子平均数为1/(1 − η′(q)) < +∞, 其

中q为灭绝概率.

证明 当m ≤ 1时P1(A) = P1(τ0 < +∞) = 1, 因此存活过的粒子平均数就是

E1(Z|A) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

kP1(Xn = k) =
∞∑
n=0

E(Xn) =
∞∑
n=0

mn.

显然m < 1时该求和式为1/(1−m), 而m = 1时求和式为无穷.

当m > 1时, 由命题4.3.3可知q = P1(τ0 < +∞) < 1. 因此灭绝条件下存活过

的粒子平均数

E1(Z|A) =
∞∑
n=0

∞∑
k=1

kqk−1P1(Xn = k) = 1 +
∞∑
n=1

[η(n)(s)]′s=q.

注意到η(q) = q, 以及类似于(4.3.3)的推导可得

[η(n)(s)]′s=q = η′(ηn−1(q))[η(n−1)(s)]′s=q = η′(q)[η(n−1)(s)]′s=q = [η′(q)]n.

由简单的数学分析可知(参见本节习题11)η′(q) < 1. 因此

E1(Z|A) = 1 +
∞∑
n=1

[η′(q)]n =
1

1− η′(q)
< +∞. �

♠注记4.3.11. 通常我们把后代分布均值m < 1, m = 1和m > 1的分支过程分

别称为下临界, 临界和上临界分支过程.

4.3.2 带移民的Galton-Watson分支过程*

对G-W模型而言, 0是吸收态而所有非零状态都是非常返的(参见本节后习

题15.2), 因此若X不灭绝则意味着Xn要趋向正无穷. 这种两极化现象显然与人

们对许多随机现象的观察不符. 一种对G-W 模型简单的修正是引进所谓的“移

民”, 得到如下的带移民G-W 过程.

♣定义4.3.12. 设{Yn,k;n ≥ 1, k ≥ 1}为一族独立同分布的非负整数值随机

变量, 而{In;n ≥ 1} 是一列独立同分布的非负整数值随机变量且与{Yn,k;n ≥

1, k ≥ 1} 独立, 称随机过程{Xn;n ≥ 0} 为带移民的G-W 过程, 如果

Xn+1 =
Xn∑
k=1

Yn+1,k + In+1, n ≥ 0,

其中X0是非负整数值随机变量且与{Yn,k}以及{In}都独立.



180

与G-W过程一样我们仍称Yn,k的共同分布为后代分布, 记作η = (ηi, i ≥ 0).

不同的是, 在带移民的G-W过程中每一代(比如第n代)粒子中都有(In 个)粒子,

它们不是第n− 1代粒子的后代, 而是作为“移民”新加入到这个随机系统的. 这些

粒子加入后与其他粒子一样产生下一代粒子. 模型中假定移入的粒子数量与n 之

前的粒子数无关, 与第n 代新生的粒子数也无关. 我们称In的共同分布为移民分

布, 记为µ = (µi, i ≥ 0).

与G-W过程一样, 由独立性假设, 容易验证带移民G-W过程X仍为时齐马氏

链. 为叙述方便, 这一小节我们约定1 > η0 > 0并且对所有k ≥ 0, µk > 0. 在此约

定下, 对任意i ≥ 0,

pi,0 = P (Y11 + · · ·+ Y1i + I1 = 0) = ηi0µ0 > 0, p0,i = P (I1 = i) = µi > 0.

由此可知X是不可约非周期的(见本节习题8).

以下总记m = E(Y1,1), σ
2 = V ar(Y1,1), λ = E(I1), β

2 = V ar(I1). 它们分别

表示后代分布的均值和方差以及移民分布的均值和方差. 由本节习题9可知

N命题4.3.13. 对带移民的G-W分支过程X, 如下的条件矩公式成立.

(1) E(Xn|Xn−1) = mXn−1 + λ;

(2) E(X2
n|Xn−1) = (mXn−1 + λ)2 + σ2Xn−1 + β2.

带移民的分支过程在一定条件下是正常返的. 我们有如下简单结论.

N命题4.3.14. 若带移民的G-W分支过程X的后代分布的均值m ∈ (0, 1)以及

移民分布的均值λ ∈ (0,∞), 那么X正常返.

证明 由前面的约定可知X是不可约非周期马氏链. 若X不是正常返的, 那么

由注3.4.9可知, 对任意i ≥ 0, p
(n)
1,i → 0. 这意味着对正常数M = 2λ

1−m + 2, 存在充

分大的n, 使得对任意0 ≤ k < M , p
(n)
1,k <

1
2M . 因此

P1(Xn ≥M) = 1−
M−1∑
k=0

p
(n)
1,k > 1/2,

从而E1(Xn) > 1 + λ
1−m . 但另一方面, 由命题4.3.13中(1)可知

E1(Xn) = E1(E(Xn|Xn−1)) = mE1(Xn−1) + λ

= · · · = λ(1 + · · ·+mn−1) +mn ≤ λ

1−m
+ 1.

矛盾表明X一定正常返.
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N命题4.3.15. 设X是带移民的G-W过程. 分别记后代分布、移民分布的概率

母函数为η(s), µ(s). 若X存在平稳分布, 那么平稳分布的概率母函数π(s)满足:

π(s) = µ(s)

∞∏
k=1

µ(η(k)(s)).

证明 以π为X的初始分布, 由π是平稳分布可得

π(s) = E(sX1) = E(E(sX1 |X0)) = E(E(s
∑X0

i=1 Y1,i+I1 |X0))

= E(µ(s)[η(s)]X0) = µ(s)π(η(s)).

由此可知, 对任意n ≥ 1

π(s) = µ(s)π(η(n+1)(s))
n∏
k=1

µ(η(k)(s)). (4.3.6)

若m > 1(包括m = +∞), 那么由η(s) = s在[0, 1)内存在唯一解q, 以及当s ∈

[q, 1)时, η(n)(s)随n的增加单调不增, 而对s ∈ [0, q)时, η(n)(s)随n的增加单调

不降等事实可知对任意s ∈ [0, 1), lim
n→∞

η(n)(s) = q. 由于µ(q) < 1, 在(4.3.6)中

令n → ∞, 我们可知对任意s ∈ [0, 1), π(s) = 0. 这与π(s)为概率母函数矛盾. 因

此m < 1. 此时由简单的数学分析讨论可知n→ ∞时η(n+1)(s) → 1. 因此

π(s) = lim
n→∞

[
µ(s)π(ηn+1(s))

n∏
k=1

µ(η(k)(s))
]
= µ(s)

∞∏
k=1

µ(η(k)(s)). �

I例4.3.16. 设带移民分支过程X的后代分布与移民分布的概率母函数均

为ψ(s) = 2/(3− s), 求X的平稳分布π.

解: 由命题4.3.15可知, π的概率母函数

π(s) =
∞∏
k=1

ψ(k)(s).

注意到ψ(s)对应分布的均值α = 1/2. 由(4.3.2)可知

π(s) = lim
n→∞

n∏
k=1

ψ(k)(s) = lim
n→∞

αs− 1− α(s− 1)

αs− 1− αn(s− 1)
=

1

2− s
.

因此, 对任意k ≥ 0, πk = 1/2k+1.

当一个随机动态系统分布稳定时, 人们可以考虑这个随机系统的统计推断

问题. 对带移民的G-W分支过程, 统计推断也是人们关注的问题之一. 以参数估

计为例. 我们在后代分布方差σ2和移民分布方差β2有限条件下考虑后代分布均

值m 和移民均值λ 的参数估计.

总设0 <m < 1, 0 < λ < ∞. 记此时的平稳分布为π = (πi, i ≥ 0). 注意到已
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知Xn−1 条件下, Xn 的最佳估计是条件期望

E(Xn|Xn−1) = mXn−1 + λ.

在给定样本X0, · · · , Xn条件下, 通过使得表示误差的函数

Q(m,λ) =
n∑
k=1

(Xk −mXk−1 − λ)2

达到最小值, 我们可以得到参数m,λ的某种表示, 称其为(m,λ)的最小二乘估计.

直接计算可知(m,λ)的最小二乘估计为

m̂n =
n
∑n

k=1Xk−1Xk −
∑n

k=1Xk−1

∑n
k=1Xk

n
∑n

k=1X
2
k−1 − (

∑n
k=1Xk−1)2

,

以及

λ̂n =
1

n
(
n∑
k=1

Xk − m̂n

n∑
k=1

Xk−1).

注意到

m̂n =

∑n
k=1Xk−1Xk

n −
∑n

k=1Xk−1

n

∑n
k=1Xk

n∑n
k=1X

2
k−1

n − (
∑n

k=1Xk−1

n )2
.

由推论3.5.3以及第三章第四节习题10可知

m̂n →
∑∞

i=0 iπi
∑∞

j=0 jpi,j − (
∑∞

i=0 iπi)
2∑∞

i=0 i
2πi − (

∑∞
i=0 iπi)

2

=

∑∞
i=0 i(mi+ λ)πi − (

∑∞
i=0 iπi)

2∑∞
i=0 i

2πi − (
∑∞

i=0 iπi)
2

, a.s. (4.3.7)

下面我们计算
∞∑
i=0

iπi以及
∞∑
i=0

i2πi. 为此我们假设X的初始分布为π, 那么X0, X1的

分布都是π, 从而由命题4.3.13中结论(1)可知,
∞∑
i=0

iπi = Eπ(X0) = Eπ(X1) = Eπ(Eπ(X1|X0)) = Eπ(mX0 + λ)

因此
∞∑
i=0

iπi =
λ

1−m
.

同样由命题4.3.13中结论(2)可知,
∞∑
i=0

i2πi = Eπ(X
2
0 ) = Eπ(X

2
1 ) = Eπ(Eπ(X

2
1 |X0))

= m2Eπ(X
2
0 ) + (2λm+ σ2)Eπ(X0) + λ2 + β2,

可得
∞∑
i=0

i2πi =
[ σ2λ

1−m
+ β2

] 1

1−m2
+

λ2

(1−m)2
.
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因此
∞∑
i=0

i2πi − (
∞∑
i=0

iπi)
2 =

[ σ2λ

1−m
+ β2

] 1

1−m2
,

∞∑
i=0

i(mi+ λ)πi − (
∞∑
i=0

iπi)
2 =

[ σ2λ

1−m
+ β2

] m

1−m2
.

将以上结果代入(4.3.7)得

m̂n → m, a.s.

由于

λ̂n =
1

n

n∑
k=1

Xk − m̂n −
1

n

n∑
k=1

Xk−1

由定理3.5.1以及几乎必然收敛的运算性质可得

λ̂n →
∞∑
i=0

iπi −m
∞∑
i=0

iπi =
λ

1−m
−m

λ

1−m
= λ, a.s.

即m̂n, λ̂n分别是m和λ在几乎必然收敛意义下的相合估计.

分支过程在理论和应用方面还有许多重要内容, 限于本书的篇幅, 我们对此

不再深入. 感兴趣的同学可以通过参阅 [7]学习一些经典的结果, 也可以通过查

阅研究论文了解最新发展.

练习题4.3

1 证明G-W过程X = {Xn;n ≥ 0} 是一个时齐马氏链, 转移概率为

pi,j = P (Y1,1 + · · ·+ Y1,i = j).

2 证明, 只要η1 < 1, Galton-Watson过程所有非零状态都是非常返的.

3 假设在红细胞培养试验中红细胞的生存时间是1分钟, 一个红细胞死亡时

以1/4的概率生成两个红细胞, 以2/3的概率产生一个红细胞一个白细胞,

以1/12 的概率产生两个白细胞, 白细胞死亡后不会再生. 再生的红细胞

又按前面的概率再生, 且彼此互不干扰. 初始时只有一个红细胞. (1) 求

在n + 0.5分钟的培养过程中都没有白细胞的概率. (2) 在整个细胞培养过

程中, 细胞最终灭绝. 求该现象发生的概率.

4 假设分支过程X的初值为m ≥ 1,后代分布的概率母函数为η(s) = 1−p+ps,

其中0 < p < 1, 求该分支过程灭绝时间的分布.

5 已知分支过程X的后代分布概率母函数η(s) = 1/(3− 2s), 而且X0 = k, 求

在过程灭绝条件下存活过的粒子平均数.
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6 假设X是初值为1的Galton-Watson分支过程. 后代分布的概率母函数为

g(s) =
1

2
+

1

3
s+

1

6
s2.

以M表示该过程存活过但没有后代的粒子数量, 求E(M).

7 设X为G-W分支过程, τ0是灭绝时间. 证明Ek(s
τ0) ≥ [E1(s

τ0)]k.

8 对带移民分支过程, 若1 > pi, qi > 0, i = 0, 1, 证明它是非周期不可约的,

9 证明命题4.3.13并求其中Xn的数学期望和方差.

10 设带移民分支过程X的后代分布为取值为0, 1的两点分布, 移民分布是强度

为λ的泊松分布. 求X的平稳分布.

11 记非退化的非负整数值随机变量ξ的概率母函数为η(s). 若q为方程η(s) =

s在[0, 1)内的解, 那么η′(q) < 1.



第五章 更新过程

马氏过程需要条件独立性, 要求在已知现在状态的条件下, 未来与过去无关.

本章介绍的更新过程是泊松过程的推广, 它一般不具有马氏性, 但在某些特定的

时刻却有“ 更新”的特征.

5.1 更新过程与更新方程

给定概率空间(Ω ,F, P )及其上计数过程N = {N(t); t ≥ 0}. 由第二章第三节

可知, 对任意整数k ≥ 1,

Tk = inf{t ≥ 0;N(t) ≥ k} 以及 Wk = Tk − Tk−1,

其中T0 = 0, 分别为第k次(随机事件)发生时刻和第k个间隔时间. 计数过程N与

到达时间序列{Tk; k ≥ 1}满足如下关系

N(t) = sup{k; Tk ≤ t} =
∞∑
k=1

1{Tk≤t},

而且对任意k ≥ 0以及t ≥ 0,

{N(t) ≥ k} = {Tk ≤ t}, (5.1.1)

{N(t) = k} = {Tk ≤ t < Tk+1}, (5.1.2)

N(t) + 1 = inf{k;Tk > t}. (5.1.3)

5.1.1 更新过程与更新性

♣定义5.1.1. 若计数过程N = {N(t); t ≥ 0}具有独立同分布的时间间隔序列,

即存在独立同分布的非负随机变量序列{Wk; k ≥ 1}, 使得

N(t) = sup{n ≥ 0;
n∑
k=1

Wk ≤ t}. (5.1.4)

185
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则称N为更新过程. 称Wk的分布(函数)F为间隔时间分布.

显然泊松过程是一个更新过程, 因此更新过程是泊松过程的一种推广. 为了

避免N(t) ≡ ∞这种平凡情形, 此后我们总设F (0) < 1.

对任意t ≥ 0以及到达时刻Tn,

N(t+ Tn)− n =
∞∑

k=n+1

1{Tk−Tn≤t} =
∞∑

k=n+1

1{
∑k

i=n+1Wi≤t}.

注意到Wi, i ≥ 1, 是独立同分布的随机变量, Tn =
∑n

k=1Wk只依赖于n之前的Wi,

因此N(t+ Tn)− n与Tn独立, 而且

{N(t+ Tn)− n; t ≥ 0} f.d.
=
{ ∞∑
k=1

1{
∑k

i=1Wi≤t}; t ≥ 0
}
= {N(t); t ≥ 0},

其中符号
f.d.
=表示它两边的过程具有相同的有限维分布族. 这个事实表明, 从恰好

发生第n事件的时刻Tn往后看, 更新过程增量与Tn独立且增量的随机变化就像是

从零时刻开始的更新过程. 直观地说, 在Tn之后, 过程N(t)重“新”开始. 为了

引用方便, 我们把这种性质称为更新性, 我们也常称Tn 为(第n次)更新时刻.

I例5.1.2. 假设X = {Xn; n ≥ 1}为伯努利过程, Nn表示n次试验之前(含

第n次)成功的次数, 并规定N0 = 0. 对任意t ≥ 0, 令N(t) = N⌊t⌋. 那么N =

{N(t); t ≥ 0} 就是一个更新过程. 此时到达时刻间隔Wi 服从几何分布:

P (W1 = k) = P (X1 = 0, · · · , Xk−1 = 0, Xk = 1) = (1− p)k−1p.

I例5.1.3. 某型商品专卖店采取例3.5.5中的(k,K)-式进货仓储策略, 假设开

始时商店有K件商品而且补充的商品能立即进货. 若顾客按强度为λ 的泊松过

程N(t)到达, 而且每个顾客购买的商品数是独立同分布的随机变量ξi. 令C(t)表

示(0, t]时段内的补货次数. 假定{ξi, i ≥ 1}与{N(t); t ≥ 0}独立, 那么C(t)就是一

个更新过程, 间隔时间W分布为

P (W > t) = P (

N(t)∑
i=1

ξi < K − k).

比如, 若k = 2, K = 4, 并设

P (ξi = 1) = p, P (ξi = 2) = q = 1− p.

那么我们可得

P (W > t) = P ({(0, t]内没有顾客} ∪ {(0, t]内只有1个顾客且只买了1 件商品})

= e−λt + pλte−λt.
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注意到Tk =
∑k

i=1Wi为独立同分布的随机变量之和, 由强大数定律可知

Tn/n→ µ = E(W1), a.s.

因此Tn → ∞, a.s. 此外利用分布的卷积表示, 我们知道

P (Tn ≤ t) = F ∗n(t),

其中F ∗0(t) =

1, t ≥ 0,

0, t < 0.

进而N(t)的分布列为

P (N(t) = k) = P (Tk ≤ t)− P (Tk+1 ≤ t) = F ∗k(t)− F ∗(k+1)(t),

并且对一切t ≥ 0, n ∈ N,

P (N(t) <∞) = lim
n→∞

P (N(t) < n) = lim
n→∞

P (Tn > t) = 1,

lim
t→∞

P (N(t) < n) = lim
t→∞

P (Tn > t) = 0.

因此, N(t)取有限值且由其单调非降性可得t→ ∞时N(t) → ∞, a.s.

⋆定理5.1.4. 更新过程N = {N(t)}的任意阶矩存在, 即对任意t ≥ 0, k ≥ 1,

E[(N(t))k] < +∞,

特别地, m(t) = E(N(t)) =
∞∑
n=1

F ∗n(t).

证明 对任意固定的t ≥ 0,

E[(N(t))k] =
∞∑
n=1

nkP (N(t) = n) ≤
∞∑
n=1

nkP (N(t) ≥ n)

=
∞∑
n=1

nkP (Tn ≤ t) =
∞∑
n=1

nkF ∗n(t).

由 lim
n→∞

P (Tn ≤ t) = 0可知, 存在正整数m使得

a = F ∗m(t) < 1.

又因为对一切n ≥ 0,

F ∗(m+n)(t) =

∫ t

0

F ∗m(t− s)dF ∗n(s) ≤ F ∗m(t)F ∗n(t).

所以对任意l = 0, 1, 2 · · · , r = 0, 1, 2, · · · ,m− 1,

F ∗(lm+r)(t) ≤ (F ∗m(t))l = al.

因此

E[(N(t))k] ≤
∞∑
n=1

nkF ∗n(t) =
∞∑
l=0

m−1∑
r=0

(lm+ r)kF ∗(lm+r)(t)
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≤ mk+1
∞∑
l=0

(l + 1)kal < +∞. (5.1.5)

此时

m(t) = E(N(t)) =
∞∑
n=1

nP (N(t) = n) =
∞∑
n=1

n(F ∗n(t)− F ∗(n+1)(t))

= F (t) +
∞∑
n=2

[n− (n− 1)]F ∗n(t) =
∞∑
n=1

F ∗n(t). �

特别地, 若N是泊松过程, 容易检验

m(t) =
∞∑
n=1

F ∗n(t) =
∞∑
n=1

∫ t

0

λnsn−1

(n− 1)!
e−λsds =

∫ t

0

λe−λs
∞∑
n=0

λnsn

n!
ds = λt,

这与命题2.3.5相关结果一致.

5.1.2 更新函数与更新方程

♣定义5.1.5. 称m(t) = E(N(t))为更新过程N = {N(t); t ≥ 0}的更新函数.

当N的间隔时间分布为F时, 也称m是分布F的更新函数.

♠注记5.1.6. 为了叙述方便, 若无特别说明, 本章此后更新过程的间隔时间分

布F都是离散格子点分布(参见本节习题7) 或者(0,+∞)上的连续分布且具有局

部有界(即在任一有界区间上都有界) 的概率密度函数.

当F是步长为d的离散格子点分布时, 此时由本节习题8可知m(t)为阶梯函

数, 每个阶梯的跳跃点都可表示成nd的形式.

当F连续时, 假设概率密度函数为f , 那么对任意k ≥ 1, 由

F ∗k(t) =

∫ t

0

F ∗(k−1)(t− s)f(s)ds,

可知F ∗k(t)的概率密度函数存在, 记其为fk(t), 其中f1(t) ≡ f(t)且

fk(t) =

∫ t

0

fk−1(t− s)f(s)ds.

定理5.1.4的证明过程表明级数
∑∞

n=1 F
∗n(t)关于t在任意有界集上是一致收敛的.

因此, 当概率密度函数f局部有界时, 由
∞∑
n=1

fn(t) =
[
f(t) +

∞∑
n=2

∫ t

0

fn−1(t− s)f(s)ds
]

≤ sup
0≤s≤t

f(s)
[
1 +

∞∑
n=1

∫ t

0

fn(s)ds
]
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= sup
0≤s≤t

f(s)
[
1 +

∞∑
n=1

F ∗n(t)
]
<∞,

可知
dm(t)

dt
=

∞∑
n=1

dF ∗n(t)

dt
=

∞∑
n=1

fn(t).

即m(t)是连续可微的.

♣定义5.1.7. 设b(t)是[0,∞)上的局部有界函数, 称如下形式的方程

B(t) = b(t) +

∫ t

0

B(t− s)dF (s), (5.1.6)

为更新方程, 其中B(t)为未知函数, F (s)是非负随机变量的分布函数.

♠注记5.1.8. 方程(5.1.6)右边的积分
∫ t
0 B(t − s)dF (s)是所谓的Riemann-

Stieltjes 积分. 对此积分的具体定义和性质, 本书不展开介绍. 但我们指出:

在注记5.1.6条件下该积分分别对应为离散求和与牛顿-莱布尼茨积分: 当F 是离

散分布时, 该积分是和式 ∑
0≤xk≤t

B(t− xk)pk,

其中xk为F支撑集(参见本节习题7)中的元素, pk = F (xk)− F (xk−); 当F是概率

密度函数为f的连续分布时, 该积分为牛顿- 莱布尼茨积分∫ t

0

B(t− s)f(s)ds.

除特别说明外, 此后不论F是离散还是连续分布, 我们统一用积分
∫ ·
0 ϕ(s)dF (s)表

示对函数ϕ的求和或牛顿-莱布尼茨积分.

⋆定理5.1.9. 更新函数m(t)满足如下积分方程

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− s)dF (s). (5.1.7)

证明 由重期望公式可得

m(t) = E(N(t)) = E(E(N(t)|T1)) =
∫ ∞

0

E(N(t)|T1 = s)dF (s).

当s = T1 > t时, N(t) = 0; 当s = T1 < t时, 由更新性可知

N(t) = N(t− T1 + T1)− 1 + 1
d
= 1 +N(t− T1) = 1 +N(t− s),

其中符号
d
=表示等号两边的随机变量具有相同概率分布. 因此

E(N(t)|T1 = s) =

0, s > t,

1 + E(N(t− s)) = 1 +m(t− s), s < t.
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由此可得

m(t) =

∫ t

0

[1 +m(t− s)]dF (s) = F (t) +

∫ t

0

m(t− s)dF (s). �

♠注记5.1.10. 人们常把利用重期望公式和更新性建立更新方程的方法称为更

新技巧(方法).

I例5.1.11. 设更新过程N(t)的间隔时间分布F为[0, 1]上的均匀分布, 求对应

的更新函数m(t), 其中0 < t ≤ 1.

解 对任意0 < t ≤ 1, 所求更新函数满足的更新方程为

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− s)dF (s) = t+

∫ t

0

m(s)ds.

两边关于t求导得m′(t) = 1 +m(t). 因此 dm(t)
1+m(t) = dt. 由此可解得

ln(1 +m(t)) = c+ t⇒ m(t) = Cet − 1.

由m(0) = 0可知C = 1, 即m(t) = et − 1.

利用更新函数可以给出更新方程唯一局部有界解的显式表示, 证明省略.

⋆定理5.1.12. 设b(t)为局部有界函数, 更新方程(5.1.6)有唯一局部有界解

B(t) = b(t) +

∫ t

0

b(t− s)dm(s), (5.1.8)

其中m(s)是F的更新函数.

♠注记5.1.13. (1) 方程(5.1.8)中积分
∫ t
0 b(t−s)dm(s)仍是Riemann-Stieltjes积

分. 在注5.1.6条件下, 当F是具有局部有界概率密度函数的连续分布时, m(s)连

续可微, 该积分与如下牛顿-莱布尼茨积分一致∫ t

0

b(t− s)m′(s)ds;

当F是步长为d的格子点分布时, m(s)是跳跃点在kd的阶梯函数, 该积分是离散

求和, ∑
kd≤t

b(t− kd)
(
m(kd)−m((k − 1)d)

)
,

其中约定m(−d) = 0.

(2) 由N(t) 的单调非降和右连续性可知m(t) 是单调非降右连续函数,

dm(t) = d
( ∞∑
n=1

F ∗n(t)
)
≈

∞∑
n=1

P (t < Tn ≤ t+ dt).

因此dm(t)可直观地理解为N在时间区间(t, t+ dt]发生跳跃的概率.
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由定理5.1.9与定理5.1.12, 我们可以得到更新函数m(t)的另一种表示:

m(t) = F (t) +

∫ t

0

F (t− s)dm(s). (5.1.9)

I例5.1.14. 对任意t, s ≥ 0, 求E(N2(t)).

解 记K(t) = E(N2(t)). 由重期望公式

K(t) = E(E(N2(t)|T1)) =
∫ ∞

0

E(N2(t)|T1 = u)dF (u).

由更新性,

E(N2(t)|T1 = u) =

0, u > t,

E((1 +N(t− u))2), u < t.

即 E(N2(t)|T1 = u) =

0, u > t,

1 + 2m(t− u) +K(t− u), u < t.

所以K(t)满足方程

K(t) =

∫ t

0

(1 + 2m(t− u) +K(t− u))dF (u)

= F (t) + 2

∫ t

0

m(t− u)dF (u) +

∫ t

0

K(t− u)dF (u)

= 2m(t)− F (t) +

∫ t

0

K(t− u)dF (u).

由定理5.1.4易知K(t)是局部有界函数. 由定理5.1.12以及(5.1.9)可得

K(t) = 2m(t)− F (t) +

∫ t

0

(2m(t− s)− F (t− s))dm(s)

= m(t) + 2

∫ t

0

m(t− s)dm(s). �

I例5.1.15. 求如下方程的局部有界解

g(t) = t+

∫ t

0

g(t− s)2e−2sds.

解 令dF (s) = 2e−2sds, 即F是参数为2的指数分布. 再令b(t) = t. 由定

理5.1.12, 所求方程的唯一局部有界解为

g(t) = b(t) +

∫ t

0

b(t− s)dm(s),

其中m(s)是分布F的更新函数. 由于以F为间隔时间的更新过程是强度为2的泊

松过程, 由命题2.3.5可知m(s) = 2s. 因此

g(t) = t+

∫ t

0

(t− s)2ds = t2 + t. �
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5.1.3 更新过程的几个统计量

♣定义5.1.16. 设N = {N(t); t ≥ 0}为更新过程. 令

A(t) = t− TN(t), R(t) = TN(t)+1 − t, L(t) = TN(t)+1 − TN(t).

分别称A(t), R(t), β(t)为更新过程N在时刻t的年龄,剩余寿命和总寿命.

显然, 0 ≤ A(t) ≤ t, t ≥ 0 且对任意x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ t,

{R(t) > x,A(t) ≥ y} = {3(t− y, t+ x]中N没有跳跃}

= {R(t− y) > x+ y}

= {A(t+ x) ≥ x+ y}.

取y = 0得

{R(t) > x} = {A(t+ x) ≥ x}.

⋆定理5.1.17. 若N的间隔时间分布F均值有限, 则对任意x, t ≥ 0,

P (R(t) > x) = F̄ (t+ x) +

∫ t

0

F̄ (t− s+ x)dm(s), (5.1.10)

E(R(t)) =

∫ ∞

t

F̄ (t)dt+

∫ t

0

∫ ∞

t−s
F̄ (u)dudm(s), (5.1.11)

其中F̄ (t) = 1− F (t).

证明 注意到对任意x ≥ 0,

P (R(t) > x|T1 = s) =


1, s > t+ x,

0, t < s ≤ t+ x,

P (R(t− s) > x), s ≤ t.

利用更新技巧得

P (R(t) > x) = E(P (R(t) > x|T1))

=

∫ ∞

0

P (R(t) > x|T1 = s)dF (s)

=

∫ ∞

t+x

dF (s) +

∫ t

0

P (R(t− s) > x)dF (s)

= F̄ (t+ x) +

∫ t

0

P (R(t− s) > x)dF (s).



193

由定理5.1.12可知(5.1.10)成立. 再注意到对任意t ≥ 0,

E(R(t)|T1 = s) =

s− t, s > t,

E(R(t− s)), s ≤ t.

由更新技巧可得

E(R(t)) = E(E(R(t)|T1)) =
∫ ∞

0

E(R(t)|T1 = s)dF (s)

=

∫ ∞

t

(u− t)dF (u) +

∫ t

0

E(R(t− s))dF (s)

=

∫ ∞

t

F̄ (u)du+

∫ t

0

E(R(t− s))dF (s). (5.1.12)

此外由(5.1.10)可得

P (R(t) > x) ≤ F̄ (x) + F̄ (x)m(t).

因此

E(R(t)) =

∫ ∞

0

P (R(t) > x)dx

≤
∫ ∞

0

F̄ (x)dx(1 +m(t))

= µ(1 +m(t)).

这表明E(R(·))是局部有界函数. 由(5.1.12)以及定理5.1.12可得(5.1.11).

对于A(t), L(t)也可计算类似问题, 做为习题请读者自己完成.

值得指出的是, 对任意x > 0, 若A(t) > x, 那么

P (L(t) > x) = 1;

若0 ≤ s = A(t) ≤ x, 那么t− s恰好是一个更新时刻, 此时由更新性可得

P (L(t) > x|A(t) = s) = P (L(s) > x|A(s) = s)

= P (W > x|W > s)

≥ P (W > x),

其中W表示更新过程的一个间隔时间. 因此不论t时刻的年龄如何, 总有

P (L(t) > x|A(t)) ≥ P (W > x),

从而

P (L(t) > x) ≥ P (W > x). (5.1.13)

这表明我们在某个固定t时刻观察到的间隔时间会比通常“理论上”的间隔时间长
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些――对于泊松过程我们可以给出更清楚的计算(参见第二章第三节习题3). 这

种现象被称为长度偏离取样(length-biased sampling) 或检验悖论. 它在统计意

义上的直观解释是: 由于长的时间间隔比短的时间间隔更可能包含给定的时刻t,

因此t 时刻观察到的间隔时间会偏长.

练习题5.1

1 设更新过程N的间隔时间分布F的概率密度函数为f(t) = te−t, t > 0,

(1) 对任意0 < t1 < t2以及正整数n,m, 求P (N(t1) = n,N(t2) = m).

(2) 对任意t > 0, 求更新函数m(t).

2 求例5.1.11中m(t)在t ∈ (1, 2]时的值.

3 求积分方程g(t) = t+
∫ t
0 g(t− s)3e−2sds 的局部有界解.

4 在等待时间均值有限条件下, 求P (A(t) ≥ x), E(A(t))以及P (L(t) ≥ x),

E(L(t)).

5 设N是强度为λ的泊松过程, 试计算其在时刻t时年龄A(t)、剩余寿命 R(t)

以及总寿命L(t)的数学期望.

6 设N是更新过程, 间隔时间分布期望为µ, 证明E(TN(t)+1) = µ(1 +m(t)).

7∗ 记离散型随机变量X的分布为F , 称S = {x;P (X = x) > 0}为分布F 的支

撑集. 若存在非负实数d > 0使得S ⊂ {nd;n ∈ Z}, 则称F 为格子点分布

或X服从格子点分布, 此时称

sup
{
d > 0; S ⊂ {nd;n ∈ Z}

}
为格子点分布F的步长. 证明若F的步长为d, 那么S ⊂ {nd;n ∈ Z}而且存

在正整数m以及互素的整数nk, k = 1, 2, · · · ,m, 使得

{nkd; k = 1, 2, · · · ,m} ⊂ S.

8∗ 设等待时间分布F是步长为d的格子点分布, m(t)是F的更新函数, 证

明m(t)是阶梯函数, 跳跃点t必能被d整除, 而且存在充分大的N , 当n > N

时nd是跳跃点.
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5.2 更新极限定理

上一节我们对更新过程与更新函数的趋势作了简单介绍, 下面我们研究更新

过程极限的更精细性质并简要说明这些性质的应用.

5.2.1 大数定律与中心极限定理

⋆定理5.2.1. 对更新过程N = {N(t); t ≥ 0}, 我们有

lim
t→∞

N(t)

t
=

1

µ
, a.s.

其中µ = ∞时1/µ 为0.

证明 由Tn的定义可知TN(t) ≤ t < TN(t)+1, 从而
TN(t)

N(t)
≤ t

N(t)
≤
TN(t)+1

N(t)
=

TN(t)+1

N(t) + 1

N(t) + 1

N(t)
. (5.2.1)

注意到N(t) → ∞, a.s.以及Tn/n→ µ, a.s. 由第一章第四节习题1可知

lim
t→∞

TN(t)

N(t)
= µ, a.s.

将此结果应用于(5.2.1)两边得t/N(t) → µ, a.s. 从而N(t)/t→ 1/µ, a.s.

通常称1/µ为更新过程的速率.

I例5.2.2. 假设伯努利实验中成功的概率为p, 失败的概率为q = 1 − p, 连续

做若干次实验直至连续成功k次或连续失败k次为止, 问平均实验次数.

[分析] 以连续成功或连续失败k次为一次计数事件A, 假定伯努利实验在计

数事件A发生后重新计算连续成功或连续失败, 以N(n)表示到第n次实验时事

件A 出现的次数, 那么N 是一个更新过程. 类似, 若以连续成功k次为一次计数

事件B, 以N1(n) 表示到第n次实验时事件B出现的次数, 那么N1也是一个更新过

程; 以连续失败k次为一次计数事件C, 以N2(n)表示到第n次实验时事件C 出现

的次数, 那么N2 也是一个更新过程. 显然N = N1 +N2. 由定理5.2.1, N 的更新

速率为N1, N2的更新速率之和.

解: 如上述分析建立更新过程N , N1, N2. 由第一章第二节习题4可知N1, N2

的平均等待时长分别为

µ1 =
1− pk

pk(1− p)
, µ2 =

1− qk

qk(1− q)
.
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因此N的更新速率为
1

µ
=
pk(1− p)

1− pk
+
qk(1− q)

1− qk
.

所以平均实验次数为

µ =
(1− pk)(1− qk)

pq(pk−1 + qk−1 − pk−1qk−1)
. �

⋆定理5.2.3. 若更新过程N = {N(t); t ≥ 0}满足条件

E(W1) = µ <∞,Var(W1) = σ2 <∞,

那么对一切实数y,

lim
t→∞

P
(N(t)− t/µ

σ
√
t/µ3

≤ y
)
= Φ(y),

其中Φ(y)是标准正态分布函数.

证明 令rt = t/µ+ yσ
√
t/µ3, r̂t = ⌊rt⌋+ 1, 则

P
(N(t)− t/µ

σ
√
t/µ3

≤ y
)
= P (N(t) ≤ ⌊rt⌋) = P (N(t) < r̂t)

= P (Tr̂t > t) = P
(Tr̂t − r̂tµ

σ
√
r̂t

>
t− r̂tµ

σ
√
r̂t

)
.

注意到r̂t → ∞,

lim
t→∞

t− r̂tµ

σ
√
r̂t

= lim
t→∞

−yσ
√
t/µ

σ
√
t/µ+ yσ

√
t/µ3

= −y,

以及

Tr̂t − r̂tµ

σ
√
r̂t

=
1

σ
√
r̂t

r̂t∑
k=1

(Wk − µ).

由中心极限定理可知结论成立.

I例5.2.4. 一台机器相继不间断地加工某种零件. 假定加工一件零件的时间

服从1到3分钟的均匀分布, 估计100个小时内以0.95的概率至少可加工的零件个

数.

解: 以分为时间单位, 加工一件零件时间的均值为2, 方差为1/3. 以N(t) 表

示到t时刻加工完成的零件数. 由定理5.2.3, 当t很大时N(t) 近似服从均值为t/2,

方差为t/24的正态分布. 设所求零件个数为x, 那么

0.95 = P (N(6000) > x) = P
(N(6000)− 3000√

6000/24
>
x− 3000

5
√
10

)
≈ 1− Φ

(x− 3000

5
√
10

)
.
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由此可知x ≈ 3000− 1.64× 5
√
10 ≈ 2974.

5.2.2 更新定理

下面的结论本质上是所谓的关键更新定理, 它是我们研究更新方程局部有界

解极限的重要工具.

⋆定理5.2.5. 设F为非负随机变量的分布函数,期望为µ (可以是∞), m(t)是F的

更新函数. |h(t)|在 [0,∞)上可积且单调不增. B 是更新方程的局部有界解,

B(t) = h(t) +

∫ t

0

B(t− s)dF (s) = h(t) +

∫ t

0

h(t− s)dm(s). (5.2.2)

(1) 如果F是步长为d的格子点分布, 那么对任意0 ≤ c < d,

lim
n→∞

B(c+ nd) =

d
∑∞

n=0 h(c+ nd)/µ, µ <∞,

0, µ = ∞.

(2) 若F的概率密度函数局部有界, 那么

lim
t→∞

B(t) = lim
t→∞

∫ t

0

h(t− s)dm(s) =
1

µ

∫ ∞

0

h(s)ds,

其中若µ = ∞, 上式右端理解为0.

证明* (1) 当F是步长为d的格子点分布时, 由更新方程, 对任意n ≥ 1,

B(c+ nd) = h(c+ nd) +
n∑
k=0

B(c+ (n− k)d)ν(kd),

其中ν(kd) = F (kd)− F ((k − 1)d) = P (X = kd). 为方便, 对任意n ≥ 0, 记

an = B(c+ nd), bn = h(c+ nd), un = ν(nd).

则

an = bn +
n∑
k=0

an−kuk. (5.2.3)

进一步, 由本章第一节习题7可知, 存在m1,m2, · · · ,mr使得

m1, · · · ,mr互素而且对任意 i = 1, 2, · · · r, umi = P (X = mid) > 0.

此时由第一章第一节习题10可知, 存在正整数J , 当整数j ≥ J时存在非负整

数l1, · · · , lr, 使得

j = l1m1 + l2m2 + · · ·+ lrmr. (5.2.4)

下面我们将证明分三步.
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第一步, 证明{an}为有界数列. 注意到
∑∞

k=0 uk = 1, u(0) < 1, 令

cn =

∑n
k=0 |bk|
1− u0

, n ≥ 0, c−1 = 0.

由|h|在[0,+∞)可积且单调不增的假设容易知道
∞∑
k=0

|bk| =
∞∑
k=0

|h(c+ kd)| <∞.

注意到ck为单调增加数列, 由(5.2.3)及数学归纳法容易证明, 对任意n ≥ 0,

|an| ≤
|bn|

1− u0
+ cn−1 = cn.

因此{an}为有界数列. 记M = sup
n≥0

|an|.

第二步, 证明lim sup
n→∞

an ≤


d

∞∑
n=0

h(c+ nd)/µ, µ <∞,

0, µ = ∞.

为此记l = lim sup
n→∞

an. 此时存在ni → ∞使得ani → l. 任取mk, 1 ≤ k ≤ r,

若ni → ∞时ani−mk
̸→ l, 那么存在l′ < l以及无穷多个i使得ani−mk

≤ l′. 令ε =

umk
(l − l′)/4. 由

∞∑
k=0

uk = 1 可知存在N > mk, 当n ≥ N 时

∞∑
k=n

uk < ε/M.

进而存在nj ≥ N使得

anj > l − ε, anj−mk
< l′, |bnj | ≤ ε,

而且对一切n ≥ nj −N , an ≤ l + ε成立. 此时

anj ≤
nj∑
k=0

anj−kuk + ε <
N∑
k=0

anj−kuk +M

nj∑
k=N+1

uk + ε

< (1− umk
)(l + ε) + umk

l′ + 2ε

< l + 3ε− umk
(l − l′) = l − ε.

矛盾表明

lim
ni→∞

ani−mk
= l.

反复使用以上方法可知, 对任意非负整数l1, · · · , lk,

lim
ni→∞

ani−
∑r

k=1 lkmk
= l.

由(5.2.4)可知, 对任意j ≥ J , lim
ni→∞

ani−j = l. 记n′
i = (ni − J) ∨ 1, 对任意j ≥ 0,

lim
n′
i→∞

an′
i−j = l.
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令Un =
∞∑

k=n+1

uk, 由关系式uk = Uk−1 − Uk以及U−1 = 1, (5.2.3)可改写为

U0an + U1an−1 + · · ·+ Una0 = U0an−1 + U1an−2 + · · ·+ Un−1a0 + bn, n ≥ 1.

记An =
n∑
k=0

Ukan−k, 那么A0 = b0且An = An−1 + bn, 进而An =
n∑
k=0

bk. 因此对任

意N ≤ n′i,

U0an′
i
+ · · ·+ UNan′

i−N ≤ An′
i
≤

∞∑
k=0

|bk|.

先令n′
i → ∞再令N → ∞并注意到

∞∑
k=0

Uk =
∞∑
k=1

kuk = µ/d, 我们可得

l ≤

∞∑
k=0

bk

∞∑
k=1

kuk

=


d

∞∑
n=0

h(c+ nd)/µ, µ <∞,

0, µ = ∞.

第三步, 证明lim inf
n→∞

an ≥


d

∞∑
n=0

h(c+ nd)/µ, µ <∞,

0, µ = ∞.

令l = lim inf
n→∞

an. 由第二步的类似讨论同样可知存在ni 使得对任意k ≥ 0,

ani−k → l.

记g(N) =
∞∑

k=N+1

Uk, 由
∞∑
k=0

Uk = µ/d <∞ 可知g(N) → 0. 注意到

ni∑
k=0

bk =

ni∑
k=0

Ukani−k ≤
N∑
k=0

Ukani−k + g(N)M.

先令ni → ∞再令N → ∞得

l ≥

∞∑
k=0

bn

∞∑
k=1

kuk

=


d

∞∑
n=0

h(c+ nd)/µ, µ <∞,

0, µ = ∞.

综合第二、三步的结果可知(1)成立.

(2) 此时证明更复杂, 此略.

♠注记5.2.6. 事实上(2)对一切非格子点分布都成立.

♠注记5.2.7. 在(1)的证明中我们得到了如下一般的数列极限结果:

若数列{an}, {bn}和非负数列{cn}满足

(1)
∞∑
n=0

|bn| <∞,

(2)
∞∑
n=0

cn = 1 且数集{n ≥ 1; cn > 0}的最大公因子为1,
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(3) 对任意n ≥ 0, an = bn +
n∑
k=0

an−kck.

那么

lim
n→∞

an =
∞∑
n=0

bn

/ ∞∑
n=1

ncn,

其中商式分母为+∞时, 极限取值为0.

I例5.2.8. 设X是以P = (pi,j)i,j∈S为转移概率的马氏链, 若j是非周期常返状

态, 证明

lim
n→∞

p
(n)
i,j =

0, j是零常返的,

fi,j/mj,j , j是正常返的.

证明 注意到对任意n ≥ 1,

p
(n)
i,j = Pi(Xn = j) = Pi(Xn = j,Xn−1 = j) + Pi(Xn = j,Xn−1 ̸= j)

=
n∑
k=1

Pi(Xn = j,Xk = j,Xv ̸= j, v = k + 1, · · · , n− 1)

+Pi(Xn = j,Xv ̸= j, v = 1, · · · , n− 1)

= f
(n)
i,j +

n−1∑
k=1

p
(k)
i,j f

(n−k)
j,j = f

(n)
i,j +

n−1∑
k=1

p
(n−k)
i,j f

(k)
j,j .

对n ≥ 1, 令an = p
(n)
i,j , bn = f

(n)
i,j , cn = f

(n)
j,j , 并约定a0 = b0 = c0 = 0, 那么由j非

周期常返可知
∞∑
n=0

cn = 1以及集合{n; cn > 0}中所有元素的最大公因子为1(参见

第三章第二节习题16). 容易验证注记5.2.7 中其它两条件对{an}, {bn}也成立, 因

此

lim
n→∞

p
(n)
i,j = lim

n→∞
an =

∞∑
n=0

bn

∞∑
n=1

ncn

=

∞∑
n=0

f
(n)
i,j

∞∑
n=1

nf
(n)
j,j

=

0, j是0常返,

fi,j/mj,j , j是正常返.

�

�推论5.2.9. (初等更新定理) lim
t→∞

m(t)/t = 1/µ.

证明 当F是连续分布时, 对任意a > 0, 令h(s) = 1[0,a](s), 那么h(s)为非负单

调不增函数, 由关键更新定理可知

lim
t→∞

(m(t)−m(t− a)) = lim
t→∞

∫ t

0

h(t− s)dm(s) =
a

µ
.

从而对任意非负整数N ,

lim
N→∞

m(N)

N
= lim

N→∞

1

N

N∑
k=1

(m(k)−m(k − 1)) =
1

µ
.
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又因为m(t)单调不降, 由

m([t])

t
≤ m(t)

t
≤ m([t] + 1)

t
,

可得推论成立.

当F是格子点分布时, 利用本节习题8的结论, 同样可证明推论成立. 细节请

读者自己补充.

I例5.2.10. 设更新过程N的间隔时间分布F连续, 且均值µ与方差σ2都有限.

L(t)是N 在时刻t的总寿命. 求 lim
t→∞

E(L(t)).

解　由本章第一节习题4的结果可知　

E(L(t)) =

∫ ∞

t

sdF (s) +

∫ t

0

∫ ∞

t−s
udF (u)dm(s).

令h(t) =
∫∞
t sdF (s). 显然h(t)是单调不增的, 而且　∫ ∞

0

h(t)dt =

∫ ∞

0

∫ ∞

t

udF (u)dt =

∫ ∞

0

u2dF (u) = σ2 + µ2 <∞.

因此由关键更新定理可得　

lim
t→∞

E(L(t)) =

∫∞
0 h(t)dt

µ
= µ+

σ2

µ
. �

上例计算结果表明, 随着t→ ∞, t时刻总寿命的均值收敛到一个严格大于平

均间隔时间的极限. 这从另外一个角度验证了我们在上节中提到的长度偏离取

样(检验悖论)现象.

I例5.2.11. 设顾客按强度为λ的泊松过程来到某个只有一个服务窗口的服务

台, 设服务台服务每个顾客所需时间是独立同分布的连续型随机变量, 分布为G,

期望为1/µ, 其中µ > λ. 若顾客到达发现需要等待则立刻离开, 否则接受服务;

问长时间后系统空闲的比例．

[分析] 从0时间开始观察, 服务台空闲、忙碌再空闲, 这样周而复始．记

第i个周期中的忙碌时长为Yi, 空闲时长为Ui. 由假设可知Yi 就是第i 个顾客

的服务时间, 相互独立且E(Yi) = 1/µ; Ui就是从第i − 1个顾客服务完到第i个

顾客到达的时间间隔, 由指数分布的无记忆性, Ui服从参数为λ 的指数分布,

E(Ui) = 1/λ. 若以一个空闲与忙碌为周期, 那么观察到的服务系统就是一个

更新过程．该更新系统的等待时长Wi = Yi + Ui, 平均等待间长为1/λ + 1/µ.

令At = {t时刻系统空闲}, 所求比例为 lim
t→∞

P (At).
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解 如上定义Yi, Ui,Wi. Wi服从均值为1/µ+ 1/λ的连续分布(记作F ). 那么

f(t) = P (At) = E(P (At|T1)) =
∫ ∞

0

P (At|T1 = s)dF (s)

=

∫ ∞

t

P (U1 > t|W1 = s)dF (s) +

∫ t

0

P (At−s)dF (s).

注意到
∫∞
t P (U1 > t|W1 = s)dF (s) = P (U1 > t,W1 > t) = P (U1 > t), 因此

f(t) = P (U1 > t) +

∫ t

0

f(t− s)dF (s).

由关键更新定理,

lim
t→∞

f(t) =

∫∞
0 P (U1 > t)dt

1/λ+ 1/µ
=

µ

λ+ µ
. �

练习题5.2

1 两台机器独立不间断地加工零件, 若其中一台加工零件的时间服从参数

为1/2的指数分布, 另外一台服从(0, 4)上的均匀分布, 求到时间t = 100时

两台机器一起至少加工90个零件的概率估计.

2 设N是间隔时间分布为连续分布的更新过程, 平均间隔时间为µ, A(t)表示

在时刻t的年龄, 对任意c > 0, 问长时间后事件{A(t) < c} 发生的概率.

3 令L(t)表示时刻t更新过程的总寿命, 若平均间隔时间µ <∞, 证明

lim
t→∞

L(t)/t = 0, a.s.

4 设更新过程N的间隔时间分布F连续且均值µ与方差σ2都有限, 证明

lim
t→∞

(m(t)− t/µ) = (σ2 − µ2)/2µ2.

5 设更新过程N的间隔时间分布F连续且均值µ与方差σ2都有限. A(t)是N在

时刻t的年龄, 求 lim
t→∞

E(A(t)).

6 设X是状态空间为S, 周期为d的不可约正常返时齐马氏链, 记平稳分布

为π = (πi, i ∈ S). 任取i ∈ S. 对任意0 ≤ k < d, 求 lim
n→∞

p
(nd+k)
i,i .

7∗ 设g(t)是积分方程G(t) = e−t+
∫ t
0 G(t− s)e

−2sds的最小非负解,求 lim
t→∞

g(t).

8∗ 设F是步长为d的格子点分布, 数学期望为µ, m(t)是以F为间隔时间分布的

更新函数, 证明

lim
n→∞

[m(nd)−m((n− 1)d)] = d/µ.
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5.3 两类广义更新过程

更新过程可做很多推广, 本节简要介绍更新报酬过程与可终止更新过程.

5.3.1 更新报酬过程

♣定义5.3.1. 设{(Wn, Yn);n ≥ 1}为独立同分布的二维随机变量序列, Wn ≥

0, N = {N(t); t ≥ 0}是以{Wn}为时间间隔序列的更新过程. 对任意t ≥ 0, 令

X(t) =

N(t)∑
n=1

Yn,

称X = {X(t); t ≥ 0}为更新报酬过程或有偿更新过程.

容易看出, 若N为泊松过程且{Yn;n ≥ 1}与{Wn;n ≥ 1}独立, 则X就是复合

泊松过程.

⋆定理5.3.2. 设X为更新报酬过程, E(W1) <∞, E|Y1| <∞. 那么

lim
t→∞

X(t)

t
=

E(Y1)

E(W1)
, a.s. 而且 lim

t→∞

E(X(t))

t
=

E(Y1)

E(W1)
.

证明 由强大数定理及N(t) → ∞, a.s. 可知

X(t)

t
=

∑N(t)
k=1 Yk
N(t)

N(t)

t
→ E(Y1)

E(W1)
, a.s.

定理前半部分极限成立. 对后半部分极限, 注意到

E
(N(t)+1∑

k=1

Yk

)
=

∞∑
n=1

E
( n∑
k=1

Yk1{N(t)+1=n}

)
=

∞∑
n=1

n∑
k=1

E
(
Yk1

{
n−1∑
i=1

Wi≤t,
n∑

i=1
Wi>t}

)
=

∞∑
k=1

∞∑
n=k

E
(
Yk1

{
n−1∑
i=1

Wi≤t,
n∑

i=1
Wi>t}

)

=
∞∑
k=1

E
(
Yk − Yk

k−1∑
n=1

1
{
n−1∑
i=1

Wi≤t,
n∑

i=1
Wi>t}

)
.

由{(Wn, Yn);n ≥ 1}的独立同分布性可得

E
(N(t)+1∑

k=1

Yk

)
=

∞∑
k=1

E(Yk)
(
1−

k−1∑
n=1

P (
n−1∑
i=1

Wi ≤ t,
n∑
i=1

Wi > t)
)
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=
∞∑
k=1

E(Yk)(1− P (N(t) + 1 ≤ k − 1))

=

∞∑
k=1

E(Yk)P (N(t) + 1 ≥ k)

= E(Y1)
∞∑
k=1

P (N(t) + 1 ≥ k)

= E(Y1)(1 +m(t)). (5.3.1)

进而

lim
t→∞

1

t
E
(N(t)+1∑

i=1

Yi

)
= lim

t→∞

g(t)

t
= E(Y1) lim

t→∞

1 +m(t)

t
=

E(Y1)

E(W1)
.

另一方面,

E(YN(t)+1) =

∫ ∞

0

E(YN(t)+1|T1 = s)dF (s)

=

∫ ∞

t

E(Y1|W1 = s)dF (s) +

∫ t

0

E(YN(t−s)+1)dF (s).

记B(t) = E(YN(t)+1), b(t) =
∫∞
t E(Y1|W1 = s)dF (s), 则

B(t) = b(t) +

∫ t

0

B(t− s)dF (s).

由

|b(t)| ≤
∫ ∞

0

E(|Y1||W1 = s)dF (s) = E(|Y1|) <∞,

可知b(t)为局部有界函数, 且由(5.3.1)易知B(t)也是局部有界函数, 因此

B(t) = b(t) +

∫ t

0

b(t− s)dm(s).

又由t→ ∞时b(t) → 0可知, 对任意ε > 0, 存在T , 当t > T时, |b(t)| ≤ ε. 所以

0 ≤ 1

t

∫ t

0

|b(t− s)|dm(s) =
1

t

[ ∫ t−T

0

+

∫ t

t−T

]
|b(t− s)|dm(s)

≤ ε
m(t− T )

t
+ E(|Y1|)

m(t)−m(t− T )

t
.

先令t→ ∞再令ε→ 0, 由推论5.2.9可得

lim
t→∞

B(t)

t
= 0.

最后注意到E(X(t)) = E
(N(t)+1∑

i=1

Yi

)
− E(YN(t)+1), 综合以上结果可得

lim
t→∞

E(X(t))

t
=

E(Y1)

E(W1)
. �

I例5.3.3. 设手机寿命为Z年, Z服从连续分布H. 某人使用手机, 若原来手机

用了T年还没坏则花C元换一部新手机,若在T年前损坏, 则用D元换新手机. 问
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长时间后, 此人平均每年多少钱用于手机更换？

解 可用更新报酬过程来描述这一问题. 令

Wn = Zn ∧ T = min{Zn, T},

其中Zn表示第n部手机的寿命, N为以{Wn}为更新时间的更新过程. 那么

Yn = C1{Wn=T} +D1{Wn<T}

为第n次手机更新的费用. 在时刻t之前总的手机更新费用为

X(t) =

N(t)∑
i=1

Yi.

平均费用为

lim
t→∞

X(t)

t
=

E(Y1)

E(W1)
=
C + (D − C)H(T−)∫ T

0 H̄(x)dx
,

其中H(T−) = P (Wn < T ).

I例5.3.4. 设顾客按强度为λ的泊松过程来到某个只有一个服务窗口的服务

台, 设服务台服务每个顾客所需时间是独立同分布的随机变量, 分布为G, 期望

为1/µ, µ > λ, 不论顾客到达后是否需要等待, 顾客都在接受服务后才离开. 从

长期看, 顾客到达即可接受服务的平均概率是多少？

解 可用更新报酬过程来描述所讨论问题. 假定系统从第一个顾客到达开始,

显然服务台按“工作”和“空闲”两种状态更新循环运行. 以Xi表示第i 次系统忙的

时长, Yi表示第i次系统闲的时长, 那么Wi = Xi + Yi就是系统一个服务周期的时

长. 按假定, (Xi, Yi)为独立同分布的二维随机变量. 特别地, Yi 为第i个忙期结束

到下一个顾客到达的时间, 由题设, 服从参数为λ 的指数分布. 在[0, t]时段内, 顾

客到达即能接受服务的时长为

T (t) =

N(t)∑
k=1

Yi + (t− TN(t) −XN(t)+1)1{t>TN(t)+XN(t)+1},

其中N为以{Wi}为更新时间的更新过程, 上式右边后一项表示第N(t) + 1个服务

周期中在t之前的空闲时间. 显然
N(t)∑
i=1

Yi ≤ T (t) ≤
N(t)+1∑
i=1

Yi.

因此所求平均概率总有

lim
t→∞

T (t)

t
=

E(Y1)

E(W1)
=

1/λ

E(X1) + 1/λ
.
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以U表示服务第一个顾客的时间, V表示服务第一个顾客时到达的顾客数. 显

然U服从分布G, 而V为强度为λ的泊松过程在[0, U ]时间内粒子到达数. 所以

E(U) =
1

µ
, E(V ) =

∫ ∞

0

λudG(u) =
λ

µ
.

由于服务顾客是独立同分布的, E(X1|U, V ) = U + V E(X1), 进而

E(X1) = E(U) + E(X1)E(V ) =
1

µ
+ E(X1)

λ

µ
.

由此可得E(X1) = 1/(µ− λ). 所以

lim
t→∞

T (t)

t
= 1− λ

µ
. �

I例5.3.5. 设保险公司理赔事件的发生构成强度为λ的泊松过程N , 每次理

赔金额Yi服从参数为µ的指数分布而且相互独立. 进一步, 假定理赔金额序

列{Yi}与泊松过程N独立. 设公司初始资本为x, 单位时间内的保费收入为c. 问

该公司永不破产的概率? ( 公司破产就是指公司净值产为负) 这里假定c > λ/µ.

解 在时间区间[0, t]内, 公司需支付的理赔费用为
∑N(t)

i=1 Yi, 从而t时刻公司资

产为

W (t) = x+ ct−
N(t)∑
i=1

Yi.

公司破产当且仅当事件A = {ω;存在t > 0使得W (t, ω) < 0} 发生. 注意到W的轨

道的右连续性质, 由有理数在实数上的稠密性可得

A =
∪

t为非负有理数

{
ω;W (t, ω) < 0

}
.

显然对任意t ≥ 0, {ω;W (t, ω) < 0}都是一个随机事件, 进而A也是一个随机事

件. 记公司初始资本为x时永不破产的概率为B(x), 那么当x ≥ 0时,

B(x) = 1− P (A) = P (x+ ct−
N(t)∑
i=1

Yi ≥ 0, t ≥ 0),

并约定B(x) = 0, x < 0. 对任意x ≥ 0, 由重期望公式

B(x) =

∫
P (W (t) ≥ 0, t ≥ 0|W1 = s, Y1 = y)dH(s, y),

其中H(s, y)为(W1, Y1)的联合分布. 若已知W1 = s, Y1 = y, 那么在s之前公司资

本是逐渐累加的, 在s时刻由于理赔支出, 资本变成x+ cs− y. 显然

P (W (t) ≥ 0, t ≥ 0|W1 = s, Y1 = y) =

0, y > x+ cs,

B(x+ cs− y), y ≤ x+ cs.
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由假设dH(s, y) = λe−λsµe−µydsdy, 因此,

B(x) =

∫ ∞

0

λe−λsds

∫ x+cs

0

B(x+ cs− y)µe−µydy

=

∫ ∞

x

λ

c
e−

λ
c
(u−x)du

∫ u

0

B(u− y)µe−µydy.

两边关于x求导得

B′(x) =
λ

c
B(x)− λ

c

∫ x

0

B(y)µe−µ(x−y)dy, (5.3.2)

进一步关于x求导, 整理得(λc − µ)B′(x) = B′′(x). 由此可得

B(x) = b+
a

λ
c − µ

e(
λ
c
−µ)x,

其中a, b为待定常数. 由定理14.1可知

lim
t→∞

W (t)

t
= c− λ

µ
> 0,

从而 lim
x→∞

B(x) = 1(证明省略). 因此

B(x) = 1 +
a

λ
c − µ

e(
λ
c
−µ)x.

将其代入方程(5.3.2)得a = − λ
cµ(

λ
c − µ). 所以

B(x) = 1− λ

cµ
e(

λ
c
−µ)x. �

5.3.2 可终止更新过程

♣定义5.3.6. 若更新过程间隔时间分布F以正概率取+∞, 那么我们称此更新

过程为可终止更新过程.

为了叙述简单, 与注记5.1.6一样我们要求间隔时间分布F限制在[0,∞)上时,

或者是离散格子点分布, 或者具有局部有界的概率密度函数.

I例5.3.7. 设j是马氏链X的非常返状态, N(t)表示从j出发的马氏链X到时

刻t为止回到状态j的次数, 那么{N(t); t ≥ 0}就是可终止更新过程.

由定义可知可终止更新过程仍有更新性, 其更新函数m(t) = E(N(t))仍满足

更新方程

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− s)dF (s),

并且更新方程

B(t) = b(t) +

∫ t

0

B(t− s)dF (s)
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的局部有界解仍可表示成

B(t) = b(t) +

∫ t

0

b(t− s)dm(s).

但对可终止更新过程而言, 事件发生若干次之后会以正概率不再发生. 记这最后

一次事件发生的时刻为ξ, 即

ξ = sup{Tn;Tn <∞, n ≥ 0}.

那么N(∞) = N(ξ)就是更新事件发生的总次数.

⋆定理5.3.8. 设p = F (∞), 即1− p是F在+∞的概率. 对以F为间隔时间分布

的可终止更新过程N而言,

P (ξ ≤ t) = (1− p)(1 +m(t)), P (N(∞) = k) = pk(1− p), k ≥ 0,

以及

E(ξ) =
1

1− p

∫ ∞

0

(p− F (t))dt, m(∞) = E(N(∞)) =
p

1− p
.

证明 记N的第n个间隔时间为Wn. 显然

{N(∞) = k} = {W1 <∞, · · · ,Wk <∞,Wk+1 = ∞}.

因此P (N(∞) = k) = pk(1− p), 进而E(N(∞)) = p/(1− p).

注意到W1 = ∞时ξ = 0, 因此对任意t ≥ 0, 由更新技巧可得

P (ξ ≤ t) = E(P (ξ ≤ t|W1)) = 1− p+

∫ ∞

0

P (ξ ≤ t|W1 = s)dF (s)

= 1− p+

∫ t

0

P (ξ ≤ t− s)dF (s).

因此P (ξ ≤ t) = (1− p)(1 +m(t)). 同理

E(ξ) = E(E(ξ|W1)) =

∫ ∞

0

(s+ E(ξ))dF (s) =

∫ ∞

0

sdF (s) + pE(ξ).

因此

E(ξ) =

∫∞
0 sdF (s)

1− p
=

1

1− p

∫ ∞

0

(p− F (t))dt. �

由于N(t)单调不降地几乎必然收敛到N(∞),由单调收敛定理(定理1.4.23)可

知, m(t)单调不降地收敛到m(∞) = p/(1 − p), 这与通常更新过程m(t) → ∞完

全不同.

�性质5.3.9. 设F为非格子点分布, p = F (∞) < 1且存在λ > 0使得∫ ∞

0

eλtdF (t) = 1.
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若存在M > 0使得eλt(p− F (t))在t ∈ [M,∞)上单调不增, m(t)是以F为间隔时间

分布的更新函数, 那么

lim
t→∞

eλt[m(t)−m(∞)] = −1

λ

[ ∫ ∞

0

teλtdF (t)
]−1

.

证明 由m(t) = F (t) +
∫ t
0 m(t− s)dF (s)以及

m(∞) =
p

1− p
=

p

1− p
(1− F (t)) +

∫ t

0

p

1− p
dF (s),

可知

eλt[m(∞)−m(t)] = eλt
p− F (t)

1− p
+

∫ t

0

eλ(t−s)(m(∞)−m(t− s))eλsdF (s).

注意到 ∫ ∞

0

eλt
p− F (t)

1− p
dt = −1

λ

p

1− p
+

∫ ∞

0

1

λ(1− p)
eλtdF (s) =

1

λ
,

由关键更新定理可知

lim
t→∞

eλt[m(∞)−m(t)] =
1∫∞

0 λseλsdF (s)
. �

I例5.3.10. 设动物穿过某一条保护区的公路时构成一个更新过程, 其更新间

隔Wi, i ≥ 1的公共分布为F , 在该保护区行驶的汽车碰到动物穿过马路时一定要

停车等待, 直到前后动物间隔时间大于τ 时才能通过. 假定某汽车恰好碰到动物

穿过马路, 求它需要等待的平均时间.

解 令W̃i =

Wi, Wi ≤ τ,

+∞, Wi > τ.

Ñ是以W̃i为间隔时间的可终止更新过程,

ξ为该可终止更新过程的最后更新时刻, 那么所求平均时间

t = E(ξ) + τ =
1

1− F (τ)

∫ τ

0

(F (τ)− F (t))dt+ τ

=
1

1− F (τ)

∫ τ

0

tdF (t) + τ. �

练习题5.3

1 假设当计数器接收到一个粒子后将封闭长为τ的时段, 若在这个期间又有

粒子到来, 从粒子到达时刻起, 计数器还将封闭τ时段, 直至在长为τ的时段

内没有粒子到达, 此时计数器才重新开放计算. 设粒子到达服从等待分布

为F 的更新过程, 求计数器在一个周期内被封闭的平均时长.

2 三个射手轮流射击一个目标, 射手1射击直到他未中, 然后射手2射击直到

他未中, 然后射手3射击直到他未中, 然后又回到射手1, 如此循环. 假设三
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个射手射中的概率分别为p1, p2, p3, 确定每个射手射击次数的长程比例.

3 设N是间隔时间分布为F的更新过程, 设F的均值和方差都有限, 分别是µ,

σ2. A(t)表示t时刻的年龄, 求 lim
t→∞

∫ t
0 A(s)ds/t.

4∗ 更新报酬过程X满足E(Wi) < ∞, E|Yi| < ∞, 其中Wi 服从连续分布.

令m(t) = E(X(t)), 证明对任意a > 0,

lim
t→∞

(m(t+ a)−m(t)) =
aE(Y1)

E(W1)
.



第六章 布朗运动

作为一种物理现象,布朗运动由19世纪20年代英国植物学家Robert Brown在

观察悬浮在液体表面的花粉粒子的运动轨迹时发现. 1905年Einstein给出

了布朗运动的物理学解释和方程刻画, 其深层次的数学理论基础与构造则

由Wiener在1923年得到. 到目前, 布朗运动已成为运用最广泛的数学模型之一,

在自然科学、金融学、社会科学等领域有大量应用.

6.1 布朗运动及其分布

6.1.1 布朗运动

我们首先定义布朗运动如下:

♣定义6.1.1. 记I = [0,+∞)或[0,M ], 其中M为正实数. 称实值随机过程B =

{B(t); t ∈ I} 为布朗运动或Wiener过程, 若它满足

(a) 独立增量性: B(0) = 0 且B是独立增量过程, 即对任意n ≥ 2以及0 ≤ t1 <

t2 < · · · < tn ∈ I, 增量

B(t1), B(t2)−B(t1), · · · , B(tn)−B(tn−1)

相互独立.

(b) 正态性: 对任意0 ≤ s < t ∈ I, B(t)− B(s) ∼ N(0, σ2(t− s)), 其中σ2 为正

常数.

(c) 连续性: B具有连续轨道, 即对任意ω, t 7→ B(t, ω)是连续函数.

通常我们称正常数σ2为布朗运动B的方差参数. 称方差参数为1的布朗运动

为标准布朗运动. 容易看出, 若B是方差参数为σ2的布朗运动, 那么B/σ为标准布

朗运动. 若Bx(t) = x+B(t), 称Bx = {Bx(t); t ∈ I}为从x出发的布朗运动.

211



212

在一定意义上, 布朗运动B可以通过简单对称随机游动在时间和空间上采取

一定方式连续化后得到. 正如我们在第二章第二节所指出的, 简单对称随机游

动S(n) =
n∑
k=1

Xk可以用来表示每单位时间向左或向右等可能地跳一个单位的粒

子的轨迹变化. 令

Sm(t) =

[mt]∑
k=1

1√
m
Xk.

那么Sm(t)记录了每1/m单位时间向左或向右(各1/2可能)跳1/
√
m单位距离的粒

子的轨迹变化. m→ ∞则意味着, 粒子跳跃的越来越频繁, 跳跃幅度也越来越小.

对任意固定的时刻t, 中心极限定理保证了

Sm(t) =
1√
m

[mt]∑
k=1

Xk =

√
[mt]√
m

1√
[mt]

[mt]∑
k=1

Xk →W (t),

其中W (t)是一个服从正态分布N(0, t)的随机变量. 更严格的数学分析表明, 随机

过程{Sm(t); t ≥ 0}随着m → ∞会收敛到标准布朗运动{B(t); t ≥ 0}. 下面分别

是m = 100, 1000, 5000时, Sm的轨道局部(t ∈ [0, 1]). 当m比较大时, 可以把Sm看

作是标准布朗运动的近似.

由定义中的(a),(b)两条件可知, 布朗运动B是平稳独立增量过程, 而且增量

服从均值为0的正态分布. 直接计算可知

�性质6.1.2. 方差参数为σ2的布朗运动B的均值函数m(t) ≡ 0; 方差函

数D(t) = σ2t; 协方差函数Cov(s, t) = (s ∧ t)σ2.

证明: 只需验证协方差函数. 不妨设s < t,

Cov(s, t) = E(B(s)B(t)) = E(B(s)(B(t)−B(s)) + E(B2(s)) = σ2s. �

I例6.1.3. t1, t2, t3 ∈ I且互不相同, 求E(B(t1)B(t2)B(t3)), 其中{B(t); t ∈

I}是布朗运动.
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解 不妨设0 ≤ t1 < t2 < t3. 由独立增量与正态性可知

E(B(t1)B(t2)B(t3))

= E
(
B(t1)

(
B(t1) +B(t2)−B(t1)

)(
B(t2) +B(t3)−B(t2)

))
= E

(
B(t1)B(t1)B(t2)

)
+ E

(
B(t1)

(
B(t2)−B(t1)

)
B(t2)

)
= E

(
B3(t1)

)
+ E

(
B(t1)

(
B(t2)−B(t1)

)2)
= 0. �

⋆定理6.1.4. 若{B(t); t ≥ 0}为标准布朗运动, 那么以下过程也是标准布朗运

动.

(1) {−B(t); t ≥ 0}.

(2) {B(t+ s)−B(s); t ≥ 0}, 其中s为任意给定非负数.

(3) {cB(t/c2); t ≥ 0} 其中c为任意给定正数.

(4) {B(u)−B(u− t); 0 ≤ t ≤ u} 其中u为给定正数.

证明 按布朗运动定义, 不难验证上述结论成立. 下面以(4)为例解释如下: 令

X(t) = B(u)−B(u− t), 0 ≤ t ≤ u.

(a) 显然X(0) = 0且X轨道连续.

(b) 对任意0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ u,

(X(t1), X(t2)−X(t1), · · · , X(tn)−X(tn−1))

= (B(u)−B(u− t1), B(u− t1)−B(u− t2), · · · , B(u− tn−1)−B(u− tn)).

由布朗运动独立增量性质, 显然相互独立.

(c) 对任意0 ≤ s < t ≤ u,

X(t)−X(s) = B(u− s)−B(u− t) ∼ N(0, t− s).

因此{X(t); 0 ≤ t ≤ u} = {B(u)−B(u− t); 0 ≤ t ≤ u}为标准布朗运动.

♠注记6.1.5. (2), (3), (4) 分别表示对标准布朗运动做起点变换, 尺度变换以

及时间反向变换后仍是标准布朗运动. 此外我们还可以证明{tB(1/t); t ≥ 0} (其

中t = 0时取值为0) 也是标准布朗运动.

6.1.2 布朗运动的分布

下面我们研究布朗运动的有限维分布. 不失一般性, 本小节我们总设B =
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{B(t); t ≥ 0}为标准布朗运动, 并记

ϕ(x, t) =
1√
2πt

e−
x2

2t .

那么对任意a ∈ R, t > 0, ϕ(x− a, t)是正态分布N(a, t)的概率密度函数.

⋆定理6.1.6. 对任意n ≥ 1, 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn, (B(t1), B(t2), · · · , B(tn))是

均值为0, 协方差矩阵为

D = (ti ∧ tj)i,j=1,···n =



t1 t1 t1 · · · t1
t1 t2 t2 · · · t2
t1 t2 t3 · · · t3
...

...
...

...
...

t1 t2 t3 · · · tn


的n元正态随机变量. 因此(B(t1), · · · , B(tn))的联合概率密度函数为

ρ(x1, · · · , xn; t1, · · · , tn) = ϕ(x1, t1)
n∏
i=2

ϕ(xi − xi−1, ti − ti−1).

证明 对任意0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn, λ1, · · · , λn ∈ R, 令t0 = 0. 由布朗运动平

稳独立的正态增量性质可知

E
(
exp

{
i
n∑
k=1

λkB(tk)
})

= E
(
exp

{
i
n∑
k=1

λk

k∑
j=1

[B(tj)−B(tj−1)]
})

= E
(
exp

{
i
n∑
k=1

(B(tk)−B(tk−1))
n∑
j=k

λj

})
=

n∏
k=1

E
(
exp

{
i(B(tk)−B(tk−1))

n∑
j=k

λj

})
= exp

{
−

n∑
k=1

tk − tk−1

2

( n∑
j=k

λj

)2}
.

直接验证可知
n∑
k=1

tk − tk−1

2

( n∑
j=k

λj

)2
=

1

2

[ n∑
k=1

tk

( n∑
j=k

λj

)2
−

n−1∑
k=1

tk

( n∑
j=k+1

λj

)2]
=

1

2

[ n∑
k=1

2tkλk

n∑
j=k+1

λj +
n∑
k=1

tkλ
2
k

]
=

(λ1, · · · , λn)D(λ1, · · · , λn)T

2
.
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因此(B(t1), · · · , B(tn))服从均值为0, 协方差矩阵为D的正态分布, 联合概率密度

函数

ρ(x1, · · · , xn; t1, · · · , tn) =
1

(2π)n/2
√

|D|
e−

(x1,··· ,xn)D−1(x1,··· ,xn)T

2 .

由矩阵求逆计算可知D−1可表示为

1 −1 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 −1

0 0 · · · 0 1





1
t1

0 · · · 0 0

0 1
t2−t1 · · · 0 0

...
...

...
...

...

0 0 · · · 1
tn−1−tn−2

0

0 0 · · · 0 1
tn−tn−1





1 0 · · · 0 0

−1 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 0

0 0 · · · −1 1


.

令x0 = 0, t0 = 0, 将D−1的上述表达式代入联合概率密度函数得

ρ(x1, · · · , xn; t1, · · · , tn) =
1∏n

i=1

√
2π(ti − ti−1)

e
−

∑n
i=1

(xi−xi−1)2

2(ti−ti−1)

= ϕ(x1, t1)
n∏
i=2

ϕ(xi − xi−1, ti − ti−1). �

有时候我们需要在一定条件下讨论布朗运动的分布, 为此我们先给出一个关

于多元正态分布的一般性结果.

⋆定理6.1.7. 设X = (X1, · · · , Xm, Xm+1, · · · , Xn)服从n元正态分布N(µ,D)其

中µ ∈ Rn, D为n阶正定矩阵. 那么在给定

(Xm+1, · · · , Xn) = ȳT = (ȳm+1, · · · , ȳn)

条件下, (X1, · · · , Xm) 服从m 元正态分布. 事实上, 记

µ =

 µ̃

ν

 , D =

 A B

BT C

 ,

其中µ̃ ∈ Rm, ν ∈ Rn−m, A, C分别为m和n−m阶正定矩阵, 那么

(X1, · · · , Xm) ∼ N(µ̃+BC−1(ȳ − ν),A−BC−1BT ).

证明 为表示方便, 记

Ξ = A−BC−1BT , µ̂ = µ̃+BC−1(ȳ − ν).

我们首先指出Ξ是正定矩阵. 事实上Ξ显然是对称矩阵. 若Ξ不是正定的, 那么存

在0 ̸= z ∈ Rm 使得zTΞz ≤ 0, 也即

zTAz ≤ zTBC−1BT z.
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此时令x =
( z

−C−1BT z

)
, 那么

xTDx =

 z

−C−1BT z

T  A B

BT C

 z

−C−1BT z


= zTAz − 2zTBC−1BT z + zTBC−1CC−1BT z

= zTAz − zTBC−1BT z ≤ 0.

这与D正定矛盾. 因此Ξ是正定的.

由分块矩阵乘法可知 I −BC−1

0 C−1

D =

 I −BC−1

0 C−1

 A B

BT C

 =

 Ξ 0

C−1BT I

 ,

以及 Ξ−1 −Ξ−1BC−1

−C−1BTΞ−1 C−1BTΞ−1BC−1 +C−1

 A B

BT C

 =

 I 0

0 I

 .

由此可得|Ξ| = |D|/|C|而且

D−1 =

 Ξ−1 −Ξ−1BC−1

−C−1BTΞ−1 C−1BTΞ−1BC−1 +C−1

 .

注意到n元随机向量X的概率密度函数为

f(x) =
1

(2π)n/2
√
|D|

exp
{
− (x− µ)TD−1(x− µ)

2

}
.

记z = (x1, · · · , xm)T , y = (xm+1, · · · , xn)T , 那么

(x− µ)TD−1(x− µ) =
(z−µ̃
y−ν

)T
D−1

(z−µ̃
y−ν

)
= (z − µ̃)TΞ−1(z − µ̃)− 2(z − µ̃)TΞ−1BC−1(y − ν)

+(y − ν)TC−1BTΞ−1BC−1(y − ν) + (y − ν)TC−1(y − ν)

= (z − c(y))TΞ−1(z − c(y)) + (y − ν)TC−1(y − ν),

其中c(y) = µ̃+BC−1(y − ν). 因此Y = (Xm+1, · · · , Xn)的边际概率密度函数

g(y) =

∫
Rm

f(z, y)dz

=
1

(2π)n/2
√

|C|
exp

{
− (y − ν)TC−1(y − ν)

2

}
×
∫
Rm

1√
|Ξ|

exp
{
− (z − c(y))TΞ−1(z − c(y))

2

}
dz

=
1

(2π)(n−m)/2
√

|C|
exp

{
− (y − ν)TC−1(y − ν)

2

}
.
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从而Z = (X1, · · · , Xm)在Y = ȳ条件下的条件概率密度为

h(z) =
f(z, ȳ)

g(ȳ)
=

1

(2π)m/2
√
|Ξ|

exp
{
− (z − c(ȳ))TΞ−1(z − c(ȳ))

2

}
.

由于c(ȳ) = µ̂, h(z)为m元正态分布N(µ̂,Ξ)的概率密度函数, 因此(X1, · · · , Xm)

在Y = ȳ条件下服从m元正态分布.

♠注记6.1.8. 在定理6.1.7中为了叙述方便我们假设了已知取值条件的随机变

量为最后几个. 事实上, 条件分布仍为正态分布的结论并不依赖这一假定, 因为

对任意位置的随机变量, 我们总可以通过调整次序使得它们排在最后.

I例6.1.9. 记µ = (1, 2, 3)T , D =


1 1 1

1 4 2

1 2 9

. 若(X1, X2, X3) ∼ N(µ,D),

求X3 = 12时(X1, X2)的联合分布.

解 当X3 = 12时, 由定理6.1.7可知, (X1, X2)服从正态分布

N(µ̃+BC−1(12− ν),A−BC−1BT ),

其中ν = 3, µ̃ = (1, 2)T ,B = (1, 2)T ,C = (9),A =

 1 1

1 4

. 直接计算可得

µ̃+BC−1(12− ν) = (2, 4)T ,

以及

A−BC−1BT =

 1 1

1 4

− 1

9

 1

2

 (1, 2) =

 8
9

7
9

7
9

32
9

 .

因此X3 = 12时(X1, X2)服从正态分布N

 2

4

 ,

 8
9

7
9

7
9

32
9

.

由于正态分布由均值向量和协方差矩阵唯一确定. 将定理6.1.7用到标准布

朗运动可得如下固定一个时刻取值时布朗运动的有限维分布. 证明省略.

�推论6.1.10. 对任意n ≥ 1, 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn, 当B(tk) = x时,

(B(t1), · · · , B(tk−1), B(tk+1), · · · , B(tn))

服从n− 1维的正态分布N(µ,Ξ), 其中均值参数

µ = (
t1x

tk
, · · · , tk−1x

tk
, x, · · · , x)T ,
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协方差矩阵Ξ = (di,j)i,j ̸=k, 其中

di,j =


ti∧j − titj

tk
, i ∨ j < k,

0, i ∧ j < k < i ∨ j,

ti∧j − tk, k < i ∧ j.

I例6.1.11. 在甲乙两人的自行车比赛中, 以Y (t)表示当完成100t%的比赛路

程时甲领先的时间(以秒记). 假设Y (t)是方差参数为σ2的布朗运动, 若甲以σ秒领

先赢得比赛, 问甲在路程中点领先的概率是多大？

解 注意到B(t) = Y (t)/σ 为标准布朗运动, 所求概率为

p = P(B(1/2) > 0|B(1) = 1).

由推论6.1.10可知在B(1) = 1条件下, B(1/2)服从正态分布N(1/2, 1/4), 因此

p =

∫ ∞

0

ϕ(x− 1/2, 1/4)dx =

∫ ∞

−1

ϕ(x, 1)dx = Φ(1) ≈ 0.8413,

其中Φ为标准正态分布函数.

进一步, 利用定理6.1.7我们还可以得到给定布朗运动在区间的两个端点取

值条件下它的有限维分布.

�推论6.1.12. B(s) = x,B(t) = y时(B(t1), · · · , B(tn)) 是均值为(
x+

y − x

t− s
(ti − s)

)
1≤i≤n

,

协方差矩阵

D =
((t− ti∨j)(ti∧j − s)

t− s

)
i,j=1,··· ,n

的n元正态随机变量, 其中s ≤ t1 < · · · < tn ≤ t.

证明由定理6.1.6可知(B(t1), · · · , B(tn), B(s), B(t))服从n+2维的正态分布.

由性质6.1.2可知, 该正态分布的均值向量为0, 协方差矩阵

D =



t1 t1 · · · t1 s t1

t1 t2 · · · t2 s t2
...

...
. . .

...
...

...

t1 t2 · · · tn s tn

s s · · · s s s

t1 t2 · · · tn s t


.
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令A = (ti∧j)1≤i,j≤n, B =

 s s · · · s

t1 t2 · · · tn

T

, C =

 s s

s t

. 那么

BC−1

 x

y

 =
1

s(t− s)
B

 t −s

−s s

 x

y


=

(
(t− ti)x+ (ti − s)y

t− s

)
1≤i≤n

=

(
x+

y − x

t− s
(ti − s)

)
1≤i≤n

,

并且

A−BC−1BT = A− 1

s(t− s)
B

 t −s

−s s

 s s · · · s

t1 t2 · · · tn


= A− 1

(t− s)
B

 t− t1 t− t2 · · · t− tn

t1 − s t2 − s · · · tn − s


=

(
ti∧j −

st− stj + titj − sti
t− s

)
1≤i,j≤n

=

(
(t− ti∨j)(ti∧j − s)

t− s

)
1≤i,j≤n

.

由定理6.1.7可知推论成立.

I例6.1.13. 求B(1) = 0, B(3) = u时, 事件{B(2) > u,B(4) > u}的概率.

解 用推论6.1.12类似的计算可知B(3) = u,B(1) = 0时(B(2), B(4))服从正态

分布N(µ,Ξ), 其中均值µ = (u/2, u)T , 协方差矩阵Ξ = diag(1/2, 1). 这表明在给

定条件下, B(2) ∼ N(u/2, 1/2), B(4) ∼ N(u, 1) 而且两者独立. 因此所求概率

P (B(2) > u,B(4) > u|B(3) = u,B(1) = 0)

=

∫ ∞

u

ϕ(x− u/2, 1/2)dx

∫ ∞

u

ϕ(x− u, 1)dx

=
1

2

∫ ∞

u

ϕ(x− u/2, 1/2)dx =
1

2

∫ ∞

u/2

ϕ(x, 1/2)dx

=
1

2

∫ ∞

u/
√
2

ϕ(x, 1)dx =
1− Φ(u/

√
2)

2
. �

利用布朗运动的独立增量性, 我们还能得到如下的条件独立性质.
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⋆定理6.1.14. 任取u, t > 0, 0 ≤ t1 < · · · < tn < t以及x1, · · · , xn, x, y ∈ R,

P(B(t+ u) ≤ y|B(t) = x,B(tn) = xn, · · · , B(t1) = x1)

= P(B(t+ u) ≤ y|B(t) = x). (6.1.1)

进而对任意随机变量f(B(t+ u)),

E
(
f(B(t+ u))|B(t), B(tn), · · · , B(t1)

)
= E

(
f(B(t+ u))|B(t)

)
. (6.1.2)

证明 由标准布朗运动增量的独立正态分布性质可知, 在给定

B(t)−B(tn) = x− xn, · · · , B(t2)−B(t1) = x2 − x1, B(t1) = x1

条件下, B(t+ u)−B(t) ∼ N(0, u). 因此,

P(B(t+ u) ≤ y|B(t) = x,B(tn) = xn, · · · , B(t1) = x1)

= P(B(t+ u)−B(t) ≤ y − x|B(t)−B(tn) = x− xn, · · · ,

B(t2)−B(t1) = x2 − x1, B(t1) = x1)

=

∫ y−x

−∞
ϕ(z, u)dz =

∫ y

−∞
ϕ(z − x, u)dz.

这表明在B(t) = x,B(tn) = xn, · · · , B(t1) = x1条件下B(t + u)服从正态分

布N(x, u). 同理可知在只给定B(t) = x条件下B(t + u)也服从正态分布N(x, u).

由此可知(6.1.1)成立.

对任意ω, 记x = B(t, ω), xi = B(ti, ω), i = 1, · · · , n. 由条件数学期望定义

以及上面证明的结果可知, 对几乎所有的ω,

E(f(B(t+ u))|B(t), B(tn), · · · , B(t1))(ω)

= E(f(B(t+ u))|B(t) = x,B(tn) = xn, · · · , B(t1) = x1)

=

∫
R
f(y)ϕ(y − x, u)dy

= E(f(B(t+ u))|B(t) = x) = E(f(B(t+ u))|B(t))(ω).

因此(6.1.2)成立.

♠注记6.1.15. 定理6.1.14本质上是布朗运动马氏性的一种表示, 因此布朗运

动是连续时间马氏过程的一个具体例子. 记B(t) = x 条件下B(t + u)的概率密

度函数为p(t, u+ t, x, y), 显然p(t, s+ t, x, y) = ϕ(y − x, u). 在马氏过程领域, 常

称p(t, t+u, x, y) 为从t 时刻状态x转移到t+u时刻状态y的转移概率密度( 函数).

关于连续时间连续状态马氏过程的更多介绍超出了本书范围, 从略.
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♠注记6.1.16. 对连续时间随机过程还可以考虑这样的问题: 将某个时

间t及t之前的所有过程变量做为条件变量讨论条件概率或条件期望等问题. 数学

上可把这样的问题记成

E(·|X(s), 0 ≤ s ≤ t), (6.1.3)

其中X = {X(t); t ≥ 0}为连续时间随机过程. 表达式(6.1.3)的准确含义需要更多

测度论知识, 我们这里不展开. 但为后文需要, 我们指出, 对标准布朗运动B而

言, E(·|B(s), 0 ≤ s ≤ t)可以直观理解为n → ∞后E(·|B(t), B(t1), · · · , B(tn))的

极限, 其中{t1, · · · , tn, · · · }是[0, t)中任意一个可数稠密子集. 按照这一解释, 由

定理6.1.14可得: 对任意u > 0以及随机变量f(B(t+ u)),

E(f(B(t+ u))|B(s), 0 ≤ s ≤ t) = lim
n→∞

E(f(B(t+ u))|B(t), B(t1), · · · , B(tn))

= E(f(B(t+ u))|B(t)). (6.1.4)

6.1.3 轨道性质*

对刻画随机现象动态变化规律的随机过程模型, 掌握它的有限维分布(族)是

非常重要的, 因为它能帮助我们认识动态变化现象的随机规律. 但在布朗运动的

定义中, 我们还要求对所有的基本事件ω布朗运动的轨道都连续. 这种“额外”要

求既来自于人们对相关随机现象的实际观察, 也有充分的理论保证.

⋆定理6.1.17. 布朗运动B = {B(t); t ≥ 0}存在.

定理的证明依赖于如下的柯尔莫哥洛夫连续修正定理, 该定理的证明从略.

⋆定理6.1.18. ( Kolmogorov 连续修正定理) 设{X(t); t ≥ 0}为实值随机过

程, 若在某个参数区间[a, b] ([a, b]可以是[0,∞])上存在正常数α, ε 和C, 使得对任

意t, t+ h ∈ [a, b],

E(|X(t)−X(t+ h)|α) ≤ C · h1+ε,

那么{X(t), t ∈ [a, b]}存在一个轨道连续的修正.

定理6.1.17的证明 设B = {B(t); t ∈ I}满足布朗运动定义中的条件(a)与条

件(b). 那么对任意t, t+ h ∈ I, 由B(t+ h)−B(t) ∼ N(0, h)可知

E(|B(t+ h)−B(t)|4) = 3h2.
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由前面的连续修正定理可知存在B的一个修正, 使得轨道连续条件(c)成立.

有趣的是布朗运动轨道函数还提供了连续但处处不可微的函数实例. 我们

以标准布朗运动为例解释如下.

⋆定理6.1.19. 标准布朗运动B = {B(t); t ≥ 0}的几乎所有轨道处处不可微.

证明 只考虑t ∈ [0, 1]的情形. 对任意ω, 若B(·, ω)在s 可微, 则存在δ ∈

(0, 1/2)与整数l ≥ 1使得当|t− s| < δ时

|B(t, ω)−B(s, ω)| < l|t− s|.

对任意n > 4/δ, 令i = ⌊ns⌋+ 1 ≤ n+ 1, 对j = i± 1, i± 2, i± 3都应有

|B(j/n, ω)−B((j − 1)/n, ω)|

≤ |B(j/n, ω)−B(s, ω)|+ |B((j − 1)/n, ω)−B(s, ω)|

≤ l|j/n− s|+ l|(j − 1)/n− s| ≤ 7l/n. (6.1.5)

令随机事件Ain,l = Ai,+n,l ∪A
i,−
n,l , 其中随机事件

Ai,+n,l = {ω;对给定的 l, i, (6.1.5) 对 j = i+ 1, i+ 2, i+ 3同时成立},

Ai,−n,l = {ω;对给定的 l, i, (6.1.5) 对 j = i− 1, i− 2, i− 3同时成立}.

显然随着l 的增加, Ain,l 单调不降. 特别地, 取δ = 1/m, m = 2, 3, · · · , 则

Ω1 = {ω;存在s ∈ [0, 1]使得B(·, ω)在s点可微} ⊂
∪

l≥1,m≥2

∩
n≥4m

∪
i≤n+1

Ain,l.

此时, 对任意i, 由布朗运动的平稳独立增量性可得

P (Ain,l) ≤ P (Ai,+n,l ) + P (Ai,−n,l ) = 2
[
P(|B((i+ 1)/n)−B(i/n)| ≤ 7l/n)

]3
= 2

[ ∫ 7l/n

−7l/n

1√
2π/n

e−ny
2/2dy

]3
≤ 2(14l/

√
2πn)3.

当n→ ∞时,

P
( ∪
i≤n+1

Ain,l

)
≤ (n+ 1) max

1≤i≤n+1
P(Ain,l) ≤ 2(n+ 1)(14l/

√
2πn)3 → 0.

因此

P(Ω1) ≤ lim
l→∞

lim
n→∞

P
( ∪
i≤n+1

Ain,l

)
= 0,

即对几乎必然的ω, B(·, ω)处处不可微.

布朗运动的轨道还有其它很多有趣的性质, 涉及更深刻的数学基础, 许多内

容已超出本书的范畴. 对此感兴趣的同学可以参考文献 [8].
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练习题6.1 (若无特别说明, 以下总设B = {B(t); t ≥ 0}为标准布朗运动.)

1 设(X1, · · · , Xn)服从n元正态分布, 证明(1) 对任意m > 1, (X1, · · · , Xm)服

从m元正态分布. (2)对任意不全为0的常数c1, · · · , cn,线性组合c1X1+ · · ·+

cnXn服从一元正态分布.

2 对任意0 ≤ s < t, 求B(s) +B(t)的概率密度函数.

3 在例6.1.9假设下, (1)求X2 = 2时(X1, X3)的条件联合分布; (2)求X2 = 2,

X3 = 3时X1的条件分布.

4 已知B(1) = x, 对任意0 ≤ s1 < s2 ≤ s3 < s4 ≤ 1, 证明

(1) E((B(s4)−B(s3))(B(s2)−B(s1))) = (s4 − s3)(s2 − s1)(x
2 − 1),

(2) E[(B(s4)−B(s1))
2] = (s4 − s1) + (s4 − s1)

2(x2 − 1).

5 设B是方差参数σ2 = 3的布朗运动,已知B(1) = 1, B(4) = 4,求E(B(2)B(3))

和E(B(3)B(5)).

6 在例6.1.11中若甲在一半赛程时领先乙σ秒, 问比赛结束时甲领先的概率.

7 令Y (t) = B2(t) − t, R(t) = ecB(t)−c2t/2, 其中c > 0为常数. 证明对任

意0 ≤ t < s, E(Y (s)|B(t)) = Y (t)以及E(R(s)|B(t)) = R(t).
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6.2 反射原理与极值分布

上一节我们考察了布朗运动的有限维分布以及在给定若干时刻取值条件下

的有限维分布, 其中涉及的随机事件本质上都只与布朗运动在有限个时刻点的随

机变化有关. 这一节我们讨论布朗运动最大值的分布, 这能帮助我们讨论布朗运

动在一段时间内的表现.

6.2.1 反射原理

若无特别说明, 本节我们讨论的布朗运动B都是标准布朗运动. 为方便, 我们

仍以ϕ(x, t)表示正态分布N(0, t)的概率密度函数. 注意对任意a, b ∈ R, s, t > 0,

ϕ(x− a, s)ϕ(x− b, t) = ϕ(a− b, s+ t)ϕ(x− ta+ sb

s+ t
,
st

s+ t
). (6.2.1)

对任意a ∈ R, 令

τa = inf{t ≥ 0, B(t) = a} =

inf{t ≥ 0, B(t) ≥ a}, a ≥ 0;

inf{t ≥ 0, B(t) ≤ a}, a < 0.

称τa为B首次到达状态a的时刻, 简称为a的首达时. 利用布朗运动的轨道连续性

我们知道(以a > 0为例),

{τa > t} = {B(s) < a, 0 ≤ s ≤ t} =
∞∪
n=1

{B(s) ≤ a− 1

n
, s ∈ [0, t]}

=
∞∪
n=1

{B(s) ≤ a− 1

n
, s ∈ [0, t]为有理数}

=
∞∪
n=1

∩
s∈[0,t]为有理数

{B(s) ≤ a− 1

n
}.

由于可数多个随机事件的交和并仍然是随机事件, 所以{τa > t}为随机事件, 进

而τa是一个随机变量(若以正概率取到+∞,则是广义随机变量).

♠注记6.2.1. 由上面的分析我们还可以知道, 事件{τa > t}(从而事件{τa ≤

t})是否发生只跟布朗运动B在t以及t之前的取值有关. 这其实是以连续时间随机

过程为参照的所谓“停时”具有的特性, 因此我们也称τa 是布朗运动B 的停时.

对于首达时τa, 利用布朗运动的对称性和独立增量性, 可得如下反射原理.
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H引理6.2.2. (反射原理) 对任意a ∈ R及x ≥ 0,

P(B(t) ≥ a+ x, τa ≤ t) = P(B(t) < a− x, τa ≤ t). (6.2.2)

引理6.2.2的严格数学证明从略. 它的直观含义为: 将B(t)在时刻τa之后的轨

道以直线t = τa为镜面做反射, 那么由增量分布的对称性可知, B(t)− B(τa)以相

同的概率落在(−∞,−x)与(x,+∞) 这两个区间. 图形解释如下:

�推论6.2.3. 对任意a ∈ R, P(B(t) ≥ a|τa ≤ t) = 1/2.

证明 由引理6.2.2可知

P(B(t) ≥ a, τa ≤ t) = P(B(t) < a, τa ≤ t).

因此

P(τa ≤ t) = P(B(t) ≥ a, τa ≤ t) + P(B(t) < a, τa ≤ t)

= 2P(B(t) ≥ a, τa ≤ t).

所以

P(B(t) ≥ a|τa ≤ t) =
P(B(t) ≥ a, τa ≤ t)

P(τa ≤ t)
= 1/2. �

6.2.2 极值与首达时分布

布朗运动的轨道函数是连续的, 因此在任意给定的一个时间区间内, 布朗运

动存在最大值、最小值. 显然掌握最大值、最小值的规律能帮助我们从整体上把

握布朗运动在这段时间的变化. 下面我们以最大值为例, 讨论它的分布规律.

记B∗(t) = max
0≤u≤t

B(u). 对任意z ≥ 0, 由于B的轨道是连续的, 而且B(0) = 0,

我们可在最大值与首达时之间建立如下的等式

{B∗(t) ≥ z} = {τz ≤ t}. (6.2.3)
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利用这个等式以及反射原理, 容易得到如下结果.

⋆定理6.2.4. 对任意z ≥ 0, x ≤ z,

P(B∗(t) ≥ z,B(t) < x) = P(B(t) > 2z − x) =

∫ ∞

2z−x
ϕ(y, t)dy.

因此(B∗(t), B(t))的联合概率密度函数为

h(z, x) = 2
∂ϕ(2z − x, t)

∂x
=

2(2z − x)√
2πt3

e−
(2z−x)2

2t , x ≤ z, z ≥ 0.

证明 由(6.2.3)以及反射原理(6.2.2)可得

P(B∗(t) ≥ z,B(t) < x) = P(τz ≤ t, B(t) < x)

= P(B(t) < z − (z − x), τz ≤ t) = P(B(t) > z + (z − x), τz ≤ t)

= P(B(t) > 2z − x) =

∫ ∞

2z−x
ϕ(y, t)dy.

上式两边关于z, x求二阶混合偏导并取相反数后得联合概率密度函数h(z, x).

I例6.2.5. 求P (B∗(t) > x|B(t) = B∗(t)).

解 由概率论知识可知{B(t) = B∗(t)}条件下B∗(t)的边际概率密度函数为

g(z) =
h(z, z)∫∞

0 h(z, z)dz
=

ze−
z2

2t∫∞
0 ze−

z2

2t dz
=
z

t
e−

z2

2t .

因此

P (B∗(t) > x|B(t) = B∗(t)) =

∫ ∞

x

g(z)dz = e−
x2

2t . �

�推论6.2.6. 对任意z ≥ 0,

P(B∗(t) ≥ z) = 2P(B(t) ≥ z) = P(|B(t)| ≥ z).

因此B∗(t)与|B(t)| 同分布, B∗(t) 的概率密度函数

g(z) =
2√
2πt

e−z
2/2t.

证明 对任意z ≥ 0,

P(B∗(t) ≥ z) = P(B∗(t) ≥ z,B(t) ≥ z) + P(B∗(t) ≥ z,B(t) < z)

= P(B(t) ≥ z) + P(B(t) > z) = 2P(B(t) ≥ z)

= 2

∫ ∞

z

1

2πt
e−u

2/2tdu = P(|B(t)| ≥ z). �

I例6.2.7. 假定一只股票价格按初值为发行价的标准布朗运动变化. 某人

以价格b + c(单位: 元)买入, 而现在的价格恰好为b, 若此人计划在股票价格
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回到b + c或最多再观望T 时间后将股票卖出, 求股票卖出价格不是b + c的概

率.(c > 0).

解 从现在开始看股票的价格S(t)是一个从b出发的标准布朗运动, 即S(t) =

b+B(t). 股票卖出价格不是b+ c对应于在时刻T之前S(t)最大值小于b+ c, 即

B∗(T ) = max
0≤s≤T

B(s) < c.

由推论6.2.6可知所求概率为

p = 1− P (B∗(T ) ≥ c) = 1− P (|B(T )| ≥ c) = 2Φ(c/
√
T )− 1. �

�推论6.2.8. 对任意t, s > 0, (B∗(t), B(t+ s))的联合概率密度函数

g(z, x) =

∫ z

−∞

2z − u

πt
√
ts

e−
(2z−u)2

2t
− (x−u)2

2s du, z > 0, x ∈ R.

证明 对任意z > 0, x ∈ R, 由标准布朗运动的轨道连续性可知对[0, t]上任意

可数稠密子集{t1, t2, · · · , tn, · · · },

{B∗(t) ≤ z} = lim
n→∞

{B(t1) ≤ z, · · · , B(tn) ≤ z}.

由布朗运动的马氏性(定理6.1.14)和独立增量性可得

P (B∗(t) ≤ z,B(t+ s) ≤ x)

= lim
n→∞

P
(
B(t1) ≤ z, · · · , B(tn) ≤ z,B(t+ s) ≤ x

)
= lim

n→∞
E
(
E
(
1{B(t1)≤z,··· ,B(tn)≤z}1{B(t+s)≤x}|B(t1), · · · , B(tn), B(t)

))
= lim

n→∞
E
(
1{B(t1)≤z,··· ,B(tn)≤z}E

(
1{B(t+s)≤x}|B(t)

))
= E

(
1{B∗(t)≤z}E

(
1{B(t+s)≤x}|B(t)

))
= E

(
1{B∗(t)≤z}P

(
B(t+ s)−B(t) ≤ x−B(t)

))
= E

(
1{B∗(t)≤z}

∫ x−B(t)

−∞

1√
2πs

e−
w2

2s dw
)
.

将(B∗(t), B(t)) ∼ h(z, x) = 2(2z−x)√
2πt3

e−
(2z−x)2

2t 代入上式得,

P (B∗(t) ≤ z,B(t+ s) ≤ x)

=

∫ z

0

dv

∫ v

−∞

[2(2v − u)√
2πt3

e−
(2v−u)2

2t

∫ x−u

−∞

1√
2πs

e−
w2

2s dw
]
du.

上式两边关于z, x求二阶混合偏导即得推论.

I例6.2.9. 求例6.1.11中在比赛后半程甲都不落后于乙的概率.
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解 已知B(t) = Y (t)/σ是标准布朗运动. 令

B∗ = min{B(u), 1/2 ≤ u ≤ 1}.

因为B(1) = 1, 所求概率为

p = P (B∗ ≥ 0|B(1) = 1).

注意到W (t) = B(1)−B(1− t), 0 ≤ t ≤ 1, 仍为标准布朗运动, 且W (1) = B(1).

W ∗(1/2) = max{W (t), 0 ≤ u ≤ 1/2} = 1−B∗.

因此p = P (W ∗(1/2) ≤ 1|W (1) = 1). 由推论6.2.8(其中t = s = 1/2)可得

p =

∫ 1

0 g(z, 1)dz∫∞
0 g(z, 1)dz

.

直接计算可知∫ 1

0

g(z, 1)dz =

∫ 1

0

dz

∫ z

−∞

4(2z − u)

π
e−(2z−u)2−(1−u)2du

=

∫ 1

0

dz

∫ ∞

z

4y

π
e−2(y+ 1−2z

2
)2− (1−2z)2

2 dy (积分变换y = 2z − u)

=

∫ 1

−1

du

∫ ∞

u+1
2

2y

π
e−2(y−u

2
)2−u2

2 dy (积分变换u = 2z − 1)

=

∫ 1

−1

du

∫ ∞

1
2

2(v + u/2)

π
e−2v2−u2

2 dv (积分变换v = y − u/2)

=

∫ 1

−1

1√
2π

e−u
2/2du

∫ ∞

1
2

4v√
2π

e−2v2dv

=
1√
2π

e−1/2

∫ 1

−1

1√
2π

e−u
2/2du.

类似(其实更容易)可得 ∫ ∞

0

g(z, 1)dz =
1√
2π

e−1/2.

因此

p =

∫ 1

−1

1√
2π

e−u
2/2du = 2Φ(1)− 1. �

�推论6.2.10. 对任意z > 0, τz的概率密度函数

p(t) =
z√
2πt3

e−z
2/2t.

因此P(τz <∞) = 1, E(τz) = ∞.

证明 对任意z ≥ 0, 由(6.2.3)可知

P(τz ≤ t) = P(B∗(t) ≥ z) = 2

∫ ∞

z

1√
2πt

e−u
2/2tdu =

∫ ∞

z/
√
t

2√
2π

e−u
2/2du.



229

两边关于t求导得

p(t) =
z√
2πt3

e−z
2/2t.

即

P(τz ≤ t) =

∫ t

0

z√
2πs3

e−z
2/2sds.

因此

P(τz <∞) =

∫ ∞

0

z√
2πs3

e−z
2/2sds =

∫ ∞

0

2√
2π

e−u
2/2du = 1,

而且

E(τz) =

∫ ∞

0

z√
2πs

e−z
2/2sds = ∞. �

注意对任意z ≥ 0, τz与τ−z分布相同(参见本节习题4). 因此由推论6.2.10可

知, 对任意z ∈ R, τz的概率密度函数

p(t) =
|z|√
2πt3

e−z
2/2t,

而且布朗运动必然在有限时间内到达这一点,只是到达的平均时长是无穷的.

♠注记6.2.11. 利用关系式

min
0≤s≤t

B(s) = − max
0≤s≤t

[−B(s)]

以及−B仍是布朗运动的事实, 我们很容易把上面关于极大值max
0≤s≤t

B(s) 的

结果类推到极小值min
0≤s≤t

B(s). 具体的结论请读者自己完成. 我们也可以给

出(max
0≤s≤t

B(s), min
0≤s≤t

B(s))的联合分布. 感兴趣的读者可参阅[4]中第二章第八节的

相关内容.

6.2.3 零点与极大值点*

这一小节, 我们讨论布朗运动轨道在一段时间内零点个数以及极大值点的分

布问题. 我们有如下的一些结论.

⋆定理6.2.12. 从x ̸= 0 出发的标准布朗运动Bx(s) = x + B(s)在[0, t]至少有

一个零点的概率为

pt(x) =
|x|√
2π

∫ t

0

s−3/2e−
x2

2s ds.

证明 先设x < 0, 那么

pt(x) = P(max
0≤u≤t

B(u) + x ≥ 0) = P(max
0≤u≤t

B(u) ≥ −x) = P(τ−x ≤ t)



230

= P(τ|x| ≤ t) =
|x|√
2π

∫ t

0

s−3/2e−
x2

2s ds.

再设x > 0, 注意到−B也是标准布朗运动,

pt(x) = P( min
0≤u≤t

B(u) + x ≤ 0) = P( min
0≤u≤t

B(u) ≤ −x)

= P(max
0≤u≤t

(−B(u)) ≥ x) = P(τx ≤ t)

=
x√
2π

∫ t

0

s−3/2e−
x2

2s ds.

综合两种情况可知定理成立.

�推论6.2.13. 设0 < s < t, B在时间区间(s, t)内至少存在一个零点的概率

q =
2

π
arccos

√
s

t
.

证明 由定理6.2.12可知pt(x) =
∫ t
0

|x|
s ϕ(x, s)ds. 因此

q = E(pt−s(B(s))) =

∫ ∞

−∞
ϕ(x, s)

∫ t−s

0

|x|
u
ϕ(x, u)du

= 2

∫ t−s

0

du

∫ ∞

0

ϕ(x, s)ϕ(x, u)
x

u
dx.

由(6.2.1)以及积分变量代换v =
√
u/s得

q = 2

∫ t−s

0

ϕ(0, s+ u)

u
du

∫ ∞

0

xϕ(x,
su

s+ u
)dx

=
1

π

∫ t−s

0

1

s+ u

√
s

u
du =

2

π

∫ √
(t−s)/s

0

1

1 + v2
dv

=
2

π
arctan

√
t− s

s
=

2

π
arccos

√
s

t
.

推论得证.

I例6.2.14. 设c > 0为常数, 求

p = P (存在t0 ∈ (1, 2)使得B(t0) = ct0|B(3) = 3c).

解 令W (t) = tB(1/t), 那么W (t)仍为标准布朗运动, 此时

{存在t0 ∈ (1, 2)使得B(t0) = ct0} = {存在t0 ∈ (1/2, 1)使得W (t0) = c}.

进而由推论6.2.13可知

p = P (存在t0 ∈ (1/2, 1)使得W (t0) = c|W (1/3) = c)

= P (存在t0 ∈ (1/6, 2/3)使得W (t0) = 0) =
2

π
arccos

√
1

4
=

2

3
. �
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⋆定理6.2.15. vt = sup{s; 0 ≤ s ≤ t, B(s) = B∗(t)}的概率密度函数为

ν(s) =
1

π
√
s(t− s)

, 0 < s < t.

证明 注意到对任意0 < s < t,

{vt ≤ s} =
{
max
0≤u≤s

B(u) > max
s<u≤t

B(u)
}
.

因此

P(vt ≤ s) = P
(
max
0≤u≤s

B(u) > max
s<u≤t

B(u)
)

= E
(
P( max

0≤u≤s
B(u) > max

s<u≤t
B(u)|B∗(s), B(s))

)
= E

(
P(B∗(s)−B(s) > max

s<u≤t
(B(u)−B(s))|B∗(s), B(s))

)
.

由平稳独立增量性可得

P(vt ≤ s) = E
(
P
(
B∗(s)−B(s) > max

0≤u≤t−s
W (u)

))
= E

(∫ B∗(s)−B(s)

0

2ϕ(u, t− s)du
)
,

其中W表示与B独立的标准布朗运动. 由定理6.2.4以及等式(6.2.1),

P(vt ≤ s) =

∫ ∞

0

dz

∫ ∞

0

4ϕ(z + y, s)
z + y

s
dy

∫ y

0

ϕ(u, t− s)du

=

∫ ∞

0

dz

∫ ∞

0

4ϕ(z + u, s)ϕ(u, t− s)du

=

∫ ∞

0

4ϕ(z, t)dz

∫ ∞

0

ϕ
(
u+

t− s

t
z,

(t− s)s

t

)
du

=

∫ ∞

0

4ϕ(z, t)dz

∫ ∞

z
√

(t−s)
ts

ϕ(u, 1)du.

两边求导得

ν(s) =

∫ ∞

0

4ϕ(z, t)ϕ
(
z

√
t− s

ts
, 1
) √

tz

2
√
s3(t− s)

dz.

直接计算可知

ϕ(z, t)ϕ
(
z

√
t− s

ts
, 1
)
=

1√
2πt

e−
z2

2t
1√
2π

e−
z2(t−s)

2ts =
1

2π
√
t
e−

z2

2s .

从而

ν(s) =

∫ ∞

0

z

πs
√
s(t− s)

e−
z2

2s dz =
1

π
√
s(t− s)

. �

练习题6.2 (以下各题中过程B都是标准布朗运动.)

1 求E(B∗(t) | B(t) = x).



232

2 求B∗(t)−B(t)的概率密度函数.

3 求P (B(1) ≤ x|B(u) ≥ 0, 0 ≤ u ≤ 1).

4 证明对任意z ≥ 0, τz与τ−z同分布.

5 对任意λ ≥ 0, 求E(e−λτz).

6 当0 < z → ∞时, 证明τz → +∞, a.s.

7∗ 令γt = sup{s; 0 ≤ s ≤ t, B(s) = 0}, 证明

P(γt ≤ x) =
2

π
arcsin

√
x

t
, x ≤ t.

8∗ 对任意0 < s < t 求(B∗(t), B(s))的联合概率密度函数.
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6.3 几何布朗运动与Black-Scholes公式

几何布朗运动在风险资产价格建模中被广泛运用, 其中一个最著名的应用就

是期权定价理论中的Black-Scholes公式.

6.3.1 几何布朗运动

♣定义6.3.1. 若B = {B(t); t ≥ 0}为标准布朗运动, µ和σ是两任意给定的常

数, 称由Y (t) = σB(t) + µt定义的随机过程{Y (t); t ≥ 0} 为具有漂移系数为µ和

方差参数为σ2的布朗运动, 简称为带漂移的布朗运动.

显然, 对具有漂移系数µ和方差参数σ2的布朗运动Y而言:

(1) Y (0) = 0. (2) {Y (t); t ≥ 0}有平稳独立增量.

(3) Y (t)服从均值为µt, 方差为σ2t的正态分布.

(4) 定理6.1.14和注记6.1.16中的标准布朗运动B可替换为带漂移布朗运动Y .

♣定义6.3.2. 若Y = {Y (t); t ≥ 0}为带漂移的布朗运动, 那么称由X(t) =

eY (t)定义的随机过程X = {X(t); t ≥ 0}为几何布朗运动(也称为指数布朗运动).

对几何布朗运动X, 利用上面漂移布朗运动的性质(4)可得, 对任意t > u以及

随机变量g(X(t)),

E(g(X(t))|X(s), 0 ≤ s ≤ u) = E(g(X(t)))|X(u)). (6.3.1)

这里条件X(s), 0 ≤ s ≤ u, 表示已知u之前所有的X(s). 因此,

E
(
g(X(t))|X(s), 0 ≤ s ≤ u

)
= E

(
g(eY (t))|eY (u)

)
= E

(
g(eY (u)eY (t)−Y (u))|eY (u)

)
=

∫ +∞

−∞
g(eyex)ϕ(x− µ(t− u), σ2(t− u))dx

∣∣∣
y=Y (u)

=

∫ +∞

−∞
g(X(u)ex)ϕ(x− µ(t− u), σ2(t− u))dx, (6.3.2)

进而,

E(X(t)|X(s), 0 ≤ s ≤ u) = X(u)

∫ +∞

−∞
exϕ(x− µ(t− u), σ2(t− u))dx

= X(u)e(t−u)(µ+σ
2/2). (6.3.3)
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6.3.2 期权定价原理

对现代金融市场而言, 期权无处不在. 所谓期权是指一种合约, 该合约赋予

持有人在某一特定日期或该日之前的任何时间以固定价格购进或售出一种资产

的权利. 期权定义的要点如下: 1、期权是一种权利. 期权合约至少涉及购买人和

出售人两方. 持有人享有权力但不承担相应的义务. 2、期权的标的物. 它包括股

票、政府债券等基础证券, 也包括货币、股票指数、商品期货等对象. 期权是这

些标的物“衍生”的, 因此也被称为衍生金融工具或衍生证券. 值得注意的是,

期权出售人不一定拥有标的物. 期权是可以“卖空”的. 期权购买人也不定真的

想购买资产标的物. 因此, 期权到期时双方不一定进行标的物的实物交割, 而只

需按价差补足价款即可. 3、到期日. 双方约定的期权到期的那一天称为“到期

日”, 如果该期权只能在到期日执行, 则称为欧式期权；如果该期权可以在到期

日或到期日之前的任何时间执行, 则称为美式期权. 4、期权的执行. 依据期权合

约购进或售出标的资产的行为称为“执行”. 在期权合约中约定的, 期权持有人

据以购进或售出标的资产的固定价格, 称为“执行价格”或“敲定价格”. 按合

约购进/卖出的期权也称为看涨/看跌期权.

若期权敲定价格为K, 期权标的物在到期日的价格为P , 那么依据期权合约,

一份看涨/看跌期权在到期日的价值分别为(P −K)+和(K − P )+. 显然期权对

期权合约的买入方是一项有利的经济权利, 因此为了获得这份权利, 期权合约买

入方需要给予卖出方一定的经济补偿. 确定补偿的合理值就是对期权定价. 通常

该定价过程遵循两个原则: 无套利市场假设和风险中性原理.

套利是指通过市场交易的买卖差价获取利益. 所谓无套利市场, 直观而言,

就是市场上任何交易都不能获得无风险的套利. 在市场有效条件下, 金融市场的

套利机会总是暂时的. 因此, 无套利市场假设被用于对金融产品进行定价, 要求

金融产品的价格不能给市场带来无风险套利机会, 这也称为无风险套利定价原理

或者简称为无套利定价原理.

在无套利市场条件下, 人们进一步提出风险中性定价原理: 假设经济环境是

风险中性的, 即处在该经济环境中的投资者总体而言对待风险的态度是中性的,

他们在投资风险资产时自己承担风险, 并不要求任何的风险补偿或风险报酬. 基
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于风险中性假设, 在市场不存在任何套利可能性的条件下, 风险资产的期望收益

率都恰好等于无风险利率. 因此, 若期权的价格依赖于可交易的基础证券, 那么

该期权的价格与具体投资者的风险态度无关, 而是期权到期日的价值经过无风险

利率贴现的结果.

就数学模型而言, 无套利市场和风险中性假设使得用来刻画市场统计规律的

概率空间(Ω ,F , P )对任何可投资的风险资产X(t)都满足:

E(X(t+ s)|Ft) = X(t)ers,

其中r为常数, 表示该市场按复利计算的无风险利率(本节剩下内容中的无风险利

率都按此理解), Ft表示t及t之前的所有市场信息; 而t + s时刻价格为Y (t + s)的

衍生证券在t时刻的价格

Y (t) = E(e−rsY (t+ s)|Ft).

如果市场只有一种风险资产X(t)和一种无风险资产r(t), 那么t及t之前的所有市

场信息就由该风险资产的信息构成. 此时,

E(X(t+ s)|X(u), 0 ≤ u ≤ t) = X(t)ers. (6.3.4)

若以该风险资产为标的物的期权在t + s时刻价格为Y (t + s), 那么在t时刻的价

格就是

Y (t) = E(e−rsY (t+ s)|X(u), 0 ≤ u ≤ t). (6.3.5)

6.3.3 Black-Scholes公式

为了简单, 现在我们假定有一个无套利风险中性市场, 市场中只有一种无

风险资产, 该资产的收益率, 即无风险利率为r, 一种股票, 其价格变化可用过

程X = {Xt; t ≥ 0}表示, 和 一种以该股票为基础证券的欧式看涨期权, 期权的到

期日为T , 敲定价格为K.

按期权合约, 期权在到期日的价值为(XT −K)+. 因此在无套利及风险中性

假设下, (6.3.5)表明该期权在0 ≤ t ≤ T时的价格Ct为

Ct = E(e−r(T−t)(XT −K)+|Xs, 0 ≤ s ≤ t).

假定股价价格变化过程X是一个几何布朗运动X(t) = eY (t), 其中Y (t)是一
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个漂移系数为µ、方差为σ2的布朗运动. 由(6.3.2)可得

Ct = e−r(T−t)E((XT −K)+|Xs, 0 ≤ s ≤ t)

= e−r(T−t)
∫ +∞

−∞
(yex −K)+ϕ(x− µ(T − t), σ2(T − t))dx

∣∣∣
y=X(t)

= e−r(T−t)
∫ +∞

ln(K/y)

(yex −K)ϕ(x− µ(T − t), σ2(T − t))dx
∣∣∣
y=X(t)

.

计算可得∫ +∞

ln(K/y)

yexϕ(x− µ(T − t), σ2(T − t))dx

= ye(T−t)(µ+σ
2/2)

∫ +∞

ln(K/y)

ϕ(x− (µ+ σ2)(T − t), σ2(T − t))dx

= ye(T−t)(µ+σ
2/2)

∫ +∞

[ln(K/y)−(µ+σ2)(T−t)]/(|σ|
√
T−t)

ϕ(u, 1)du

= ye(T−t)(µ+σ
2/2)
(
1− Φ

(
− |σ|

√
T − t− b(K, y, T, t)

))
= ye(T−t)(µ+σ

2/2)Φ
(
|σ|

√
T − t+ b(K, y, T, t)

)
,

其中

b(K, y, T, t) =
µ(T − t)− ln(K/y)

|σ|
√
T − t

.

另外, 直接计算可知∫ +∞

ln(K/y)

Kϕ(x− µ(T − t), σ2(T − t))dx

= K

∫ +∞

[ln(K/y)−µ(T−t)]/(|σ|
√
T−t)

ϕ(u, 1)du = KΦ
(
b(K, y, T, t)

)
.

那么Ct为

e−r(T−t)
[
ye(T−t)(µ+

σ2

2
)Φ(|σ|

√
T − t+ b(K, y, T, t))−KΦ(b(K, y, T, t))

]
y=X(t)

.

另一方面, 由(6.3.3)和(6.3.4)可知

E[X(t+ s)|X(u), 0 ≤ u ≤ t] = X(t)e(µ+σ
2/2)s = X(t)ers.

因此r = µ+ σ2/2. 将其代入到上面运算结果, 可得

Ct = yΦ
(
|σ|

√
T − t+ b(K, y, T, t)

)
−Ke−r(T−t)Φ

(
b(K, y, T, t)

)∣∣∣
y=X(t)

. (6.3.6)

公式(6.3.6)就是著名的欧式看涨期权的Black-Scholes定价公式. 对看跌的欧式期

权有类似的定价公式, 我们留作练习请同学自己推算.

由(6.3.6)可知, 欧式看涨期权在t时刻的价格依赖于股票在t时刻的价格y, 期

权执行的时间T , 敲定价格K, 市场无风险利率r和股票价格模型中的方差参数σ2,
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并且依据定价原理, 该价格是无套利的. 在实际操作中, 容易保证y, T 和K 都是

已知的, 但参数σ2往往是隐含的. 为了得到σ2, 注意到以几何布朗运动为价格的

股票, 对充分小的∆,

X(t+∆)−X(t)

X(t)
≈ Y (t+∆)− Y (t) = µ∆+ σ[B(t+∆)−B(t)].

而X(t+∆)−X(t)
X(t) 表示股票在[t, t + ∆]时间内的收益率. 近似地看, 在不相交的时间

区间上股票收益率是独立的, 若不相交的时间区间还是等长的, 收益率还可以看

作是同分布的; σ2为收益率的波动率. 因此人们可用统计方法估计该波动率并将

其视为σ2的值. 一种较自然地获得σ2估计的方法如下: 假设获得n个时长为h的收

益率数据x1, · · · , xn. 此时数据总体看作均值为µh和方差为σ2h 的正态分布, 从

而样本方差
1

n− 1

n∑
k=1

(xi − x̄)2

是σ2h 的无偏估计, 其中x̄ = (x1 + · · ·+ xn)/n表示样本均值.

I例6.3.3. 已知某股票现价为100元, 市场无风险利率约为0.15(单位: 年). 某

公司创建一种1年后到期的欧式看涨期权, 执行价格设为120, 试给出该期权现在

的每份价格. (假定股票价格服从几何布朗运动, 而且过去12个月的月收益率 分

别为0.03, 0.09, −0.06, −0.03, 0.10, 0.02, −0.07, 0.04, 0.03, −0.05, 0.02, 0.0)

解 我们先估计σ2. 由该股票12个月的收益率数据可得月收益率 的方差的

无偏估计为

1

11

12∑
i=1

(xi − x̄)2 = 0.003,

其中xi表示第i个月的收益率, x̄表示月平均收益率. 从而σ̂2 = 12× 0.003 = 0.036.

将y = 100,K = 120, T = 1, t = 0, r = 0.15, σ2 = 0.036代入(6.3.6)可得,

C0 = 100Φ
(√

0.036 + b(120, 100, 1, 0)
)
− 120e−0.15Φ

(
b(120, 100, 1, 0)

)
,

其中

b(120, 100, 1, 0) =
0.15− ln 1.2√

0.036
−

√
0.036

2
= −0.26522.

因此

C0 ≈ 100Φ(−0.075)− 103.285Φ(−0.265) ≈ 47− 40.85 = 6.15.

所以该期权现在的每份价格为6.15元.

我们还可以利用无套利市场下风险中性定价原理给出其他类型 期权的价
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格. 下面这个例子本质上解释了所谓回望看涨期权的定价过程.

I例6.3.4. 假设某股票的价格X(t) = eB(t), 其中B = {B(t); t ≥ 0}为标准布

朗运动. 甲乙两人围绕该股票订立合约, 规定: 乙在时刻s向甲支付d元, 而甲

在s + T时刻向乙支付[s, s + T ]时段内该股票最大价格与敲定价格eK之间的 溢

价( max
s≤u≤s+T

X(u)− eK)+. 假定无风险利率为1/2, 股票在s时刻价格为ex. 试利用

风险中性定价原理确定d的值.

解 按风险中性定价原理, d值应该为乙在s+ T时刻预期收益在s时按 无风险

利率的折现, 即

d = e−T/2E(( max
s≤u≤T+s

X(u)− eK)+|X(u), 0 ≤ u ≤ s)|X(s)=ex .

由于X(t)由标准布朗运动B(t)唯一确定, 因此

E(( max
s≤u≤T+s

X(u)− eK)+|X(u), 0 ≤ u ≤ s)|X(s)=ex

= E(( max
s≤u≤T+s

X(u)− eK)+|B(u), 0 ≤ u ≤ s)|B(s)=x.

由注记6.1.16以及布朗运动的独立增量性可知

E(( max
s≤u≤T+s

X(u)− eK)+|B(u), 0 ≤ u ≤ s)|B(s)=x

= lim
n→∞

E(( max
s≤u≤T+s

eB(s)+B(u)−B(s) − eK)+|B(s), B(tn), · · · , B(t1))|B(s)=x

= lim
n→∞

E(( max
s≤u≤T+s

eB(s)+B(u)−B(s) − eK)+)|B(s)=x

= E(( max
s≤u≤T+s

eB(s)+B(u)−B(s) − eK)+)|B(s)=x

= E((eB(s) max
s≤u≤T+s

eB(u)−B(s) − eK)+)|B(s)=x

= E(eB(s)(eB
∗(T ) − eK)+)|B(s)=x = exE((eB

∗(T ) − eK)+),

其中B∗(T )表示B在[0, T ]上的最大值. 由推论6.2.6, B∗(T )的概率密度函数

为2ϕ(y, T ), 从而

E((ex+B
∗(T ) − eK)+) =

∫ ∞

(K−x)+
(ex+y − eK)2ϕ(y, T )dy

= 2ex
∫ ∞

(K−x)+
eyϕ(y, T )dy − 2eK

∫ ∞

(K−x)+
ϕ(y, T )dy

= 2ex+T/2
∫ ∞

((K−x)+−T )/
√
T

1√
2π

e−
y2

2 dy − 2eK
∫ ∞

(K−x)+/
√
T

ϕ(y, 1)dy

= 2
[
ex+T/2Φ((T − (K − x)+)/

√
T )− eKΦ(−(K − x)+/

√
T )
]
.

因此d = 2
[
exΦ((T − (K − x)+)/

√
T )− eK−T/2Φ(−(K − x)+/

√
T )
]
.
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练习题6.3

1 股票A,B的价格比服从随机过程X(t) = eB(t)其中B(t)为标准布朗运动,

已知在时刻t = 1, t = 2时价格比值分别是e0.5和e, 试估算在(1, 2)时间段

内B股票价格曾达到或超过A价格的概率.

2 在无套利假设和风险中性原理下推导欧式看跌期权的定价公式.
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6.4 高斯过程与积分布朗运动*

高斯过程是一类由正态随机变量构成的随机过程. 布朗运动是一类特殊的

高斯过程. 固定两个端点值的布朗运动以及积分布朗运动也是高斯过程.

6.4.1 高斯过程与布朗桥

♣定义6.4.1. 设X = {X(t); t ∈ T}是概率空间(Ω ,F, P ) 上的随机过程.

称X为高斯过程, 若对任意的正整数n以及参数t1, · · · , tn ∈ T ,

(X(t1), X(t2), · · · , X(tn))

服从n元正态分布(包括退化情形), 亦即存在n维向量µ = {µ1, · · · , µn}T以及n阶

半正定或正定矩阵D使得对任意λ = (λ1, · · · , λn)T ∈ Rn,

E(ei
∑n

k=1 λkX(tk)) = exp
{
iλTµ− 1

2
λTDλ

}
.

要注意的是, 一般而言上述定义中的向量µ和矩阵D与参数(t1, t2, · · · , tn)有

关, 而且对给定的(t1, t2, · · · , tn), 对应的µ和D就是(X(t1), X(t2), · · · , X(tn)) 的

均值向量和协方差矩阵. 由定义还可知, 高斯过程的有限维分布族由它的

均值函数和协方差函数唯一确定. 进一步地, 由定理6.1.4可知, 布朗运动B

是一个高斯过程, 而且由推论6.1.12可知在B(s), B(t)给定的条件下, 布朗运

动{B(u); s < u < t} 也是高斯过程.

⋆定理6.4.2. X = {X(t); t ∈ T}是高斯过程当且仅当其中任意有限个随机变

量的线性组合都服从一元正态分布.

证明 “必要性”: 任取有限个随机变量X(t1), · · · , X(tn)以及任意λ1, · · · , λn ∈

R, 线性组合
∑n

k=1 λkX(tk)的特征函数

E(eiu(
∑n

k=1 λkX(tk))) = E(ei(
∑n

k=1 uλkX(tk))) = exp
{
iuλTµ− u2

2
λTDλ

}
.

由此可知
∑n

k=1 λkX(tk)服从正态分布N(λTµ, λTDλ).

“充分性”: 任取X(t1), · · · , X(tn)以及λ1, · · · , λn ∈ R, 由于
∑n

k=1 λkX(tk)服

从正态分布,

E(ei
∑n

k=1 λkX(tk)) = exp
{
iE(

n∑
k=1

λkX(tk))−
1

2
V ar(

n∑
k=1

λkX(tk))
}
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= exp
{
i
n∑
k=1

λkE(X(tk))−
1

2

n∑
k,j=1

λkλjCov(X(tk), X(tj))
}

= exp
{
iλTµ− 1

2
λTDλ

}
,

其中µ = (E(X(t1)), · · · , E(X(tn)))
T , D =

(
Cov(X(ti), X(tj))

)
i,j
正定或半正定.

因此(X(t1), · · · , X(tn)) 服从均值为µ, 协方差矩阵为D的n元正态分布.

I例6.4.3. 设W为标准布朗运动, 对任意x, y ∈ R, 0 ≤ s < t, 以及u ∈ [s, t],

令

W y
x (u) =W (u) +

(t− u

t− s
(x−W (s)) +

u− s

t− s
(y −W (t))

)
.

一般称{W y
x (u)}s≤u≤t为布朗桥. 任取s ≤ u1 < · · · < un ≤ t, λ1, · · · , λn ∈ R,

n∑
k=1

λkW
y
x (uk) =

n∑
k=1

λk

[
W (uk) +

(t− uk
t− s

(x−W (s)) +
uk − s

t− s
(y −W (t))

)]
=

n∑
k=1

λkW (uk)−
( n∑
k=1

λk(t− uk)

t− s

)
W (s)−

( n∑
k=1

λk(uk − s)

t− s

)
W (t) + C,

其中常数

C =

n∑
k=1

λk[x+
uk − s)

t− s
(y − x)].

由于标准布朗运动是高斯过程, 定理6.4.2表明布朗桥也是高斯过程.

注意到W y
x (s) ≡ x,W y

x (t) ≡ y,

E(W y
x (u)) = x+

u− s

t− s
(y − x),

而且直接计算可知对任意u ≤ v ∈ [s, t],

Cov(W y
x (u),W

y
x (v))

= Cov
(
W (u)− t− u

t− s
W (s)− u− s

t− s
W (t),W (v)− t− v

t− s
W (s)− v − s

t− s
W (t)

)
= Cov

(
W (u),W (v)− t− v

t− s
W (s)− v − s

t− s
W (t)

)
=

(t− v)(u− s)

t− s
.

由于高斯过程有限维分布族由它的均值和协方差函数确定, 对照推论6.1.10,可知

{W y
x (u); u ∈ [s, t]}

与给定B(s) = x,B(t) = y条件下的布朗运动{B(u); s ≤ u ≤ t}有相同的有限维

分布族, 从而可看作是它的一个版本. 不同的是, 在{W y
x (u)} 的构造中, 我们并

没有对标准布朗运动W提出额外的要求.
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N命题6.4.4. 若轨道连续的高斯过程{X(t); t ≥ 0}对任意0 ≤ s ≤ t都有

E(X(s)) = 0且 E(X(s)X(t)) = s,

那么X = {X(t); t ≥ 0}是标准布朗运动.

证明 由条件可知, 只需验证布朗运动的前两个条件(a),(b).

(a) 由条件E
(
[X(0)]2

)
= 0可知X(0) = 0 a.s. 对任意0 ≤ s1 < t1 ≤ s2 < t2,

E[(X(t2)−X(s2))(X(t1)−X(s1))]

= E[X(t2)X(t1)]− E[X(t2)X(s1)]− E[X(s2)X(t1)] + E[X(s2)X(s1)] = 0.

这表明X(t2) − X(s2)与X(t1) − X(s1)不相关. 另一方面, 由X是高斯过程可知,

(X(t2)−X(s2), X(t1)−X(s1))服从二元正态分布. 因此X(t2)−X(s2)与X(t1)−

X(s1)相互独立. 由此进一步可得, 对任意0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn,

X(t1), X(t2)−X(t1), · · · , X(tn)−X(tn−1)

的协方差矩阵为对角矩阵以及(X(t1), X(t2) − X(t1), · · · , X(tn) − X(tn−1))服

从n元正态分布. 因此(X(t1), X(t2)−X(t1), · · · , X(tn)−X(tn−1) 相互独立.

(b) 对任意0 ≤ s < t, 由E(X(t)−X(s)) = 0,

E[(X(t)−X(s))2] = E[X2(t) +X2(s)− 2X(s)X(t)] = t− s,

以及X(t)−X(s)服从正态分布可知X(t)−X(s) ∼ N(0, t− s).

N命题6.4.5. 设ξn, n ≥ 1, 是一列正态随机变量. 若存在随机变量X使得ξn依

概率收敛到X, 那么X也是正态随机变量, 而且

E(X) = lim
n→∞

E(ξn), V ar(X) = lim
n→∞

V ar(ξn).

证明 由于ξn, n ≥ 1, 是正态随机变量, 存在µn, σ
2
n 使得对任意λ ∈ R,

E(eiλξn) = exp{iλµn −
λ2

2
σ2
n}.

由ξn
P→ X可知

E(eiλξn) → Ψ(λ) = E(eiλX).

因此

|E(eiλξn)| = e−
λ2

2
σ2
n → |Ψ(λ)|, iλµn −

λ2

2
σ2
n → lnΨ(λ).

注意到Ψ(0) = 1, 由Ψ(λ)连续可知, 存在δ > 0使得对任意λ ∈ (−δ, δ),

|Ψ(λ)| > 0.
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这表明n→ ∞ 时, σ2
n 极限存在且有限, 记作σ2. 注意到

E(eiλ(ξn−µn)) = exp{−λ
2

2
σ2
n} → exp{−λ

2

2
σ2}.

因此ξn − µn依分布收敛到一个服从正态分布N(0, σ2)的随机变量. 记

lim inf
n→∞

µn = a, lim sup
n→∞

µn = b,

由ξn
P→ X可知X − a与X − b都服从正态分布N(0, σ2). 这表明a = b < ∞, 进

而µn极限存在, 记作µ. 所以X ∼ N(µ, σ2)为正态随机变量.

由命题6.4.5容易得到以下推论, 证明请读者自己完成.

�推论6.4.6. 设{X(t); t ∈ T}是高斯过程, tkl ∈ T , (k = 1, 2, · · · ,m, l =

1, 2, · · · ). 若对任何固定的k, 存在随机变量Y (k)使得当l → ∞时X(tkl )依概率收

敛于Y (k), 那么

{X(t); t ∈ T}
∪

{Y (k); k = 1, 2, · · · ,m}

仍是高斯过程, 而且Cov(Y (k), Y (n)) = lim
l→∞

Cov(X(tkl ), X(tnl )).

6.4.2 与布朗运动有关的简单积分

在本章的最后, 我们介绍两类特殊情形下与布朗运动有关的积分.

设B是布朗运动,由于B(t)关于t连续, 黎曼积分
∫ t
0 B(u)du 总有意义. 一般地

称随机过程{
∫ t
0 B(u)du, t ≥ 0} 为积分布朗运动.

更一般地, 设f(t)是具有连续一阶导数的非随机函数, 对任意0 ≤ a ≤ b, 黎曼

积分∫ b

a

B(u)df(u) =

∫ b

a

B(u)f ′(u)du = lim
δ→0

n∑
i=1

δ=max{ti−ti−1}

B(ti)f
′(ti)(ti − ti−1)

总有意义, 其中a = t0 < t1 < · · · < tn = b为[a, b]的任一分割. 注意上式右边极限

中每个部分和都是正态随机变量, 因此由命题6.4.5可知
∫ b
a B(u)df(u) 服从正态

分布. 进一步由推论6.4.6 还可知随机过程{∫ t

a

B(u)df(u), t ≥ a
}

是高斯过程. 直接计算可知对任意s, t ≥ a,

E
(∫ t

a

B(u)df(u)
)
=

∫ t

0

E(B(u))df(u) = 0,
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Cov
(∫ t

a

B(u)df(u),

∫ s

a

B(v)df(v)
)
=

∫ t

a

∫ s

a

E(B(u)B(v))df(u)df(v)

=

∫ s

a

∫ t

a

(s ∧ t)df(s)df(u).

由上述分析可知, 当B是标准布朗运动时, 积分布朗运动
∫ t
0 B(u)du是均值为0、

协方差(函数)为

R(s, t) =

∫ s

0

∫ t

0

(u ∧ v)dudv

=

∫ s

0

∫ s

0

(u ∧ v)dudv +
∫ s

0

∫ t

s

(u ∧ v)dudv

=
s3

3
+

(t− s)s2

2
= s2(

t

2
− s

6
), s ≤ t,

的高斯过程, 而且
∫ t
0 B(u)du ∼ N(0, t3/3).

对布朗运动还可以讨论另外一种形式的积分. 这里我们简单介绍f(t)是具有

连续一阶导数的非随机函数的情形. 对任意0 ≤ a ≤ b, 定义区间[a, b]上随机积分∫ b

a

f(s)dB(s) = lim
δ→0

n∑
i=1

f(ti−1)[B(ti)−B(ti−1)], (6.4.1)

其中a = t0 < t1 < · · · < tn = b为[a, b]的任一分割, δ = max{ti− ti−1; 1 ≤ i ≤ n}.

注意到
n∑
i=1

f(ti−1)[B(ti)−B(ti−1)] = f(b)B(b)− f(a)B(a)−
n∑
i=1

B(ti)(f(ti)− f(ti−1)).

因此 ∫ b

a

f(s)dB(s) = f(b)B(b)− f(a)B(a)−
∫ b

a

B(s)df(s).

通常我们称该式为随机积分的分部积分公式. 由(6.4.1)可知, 当ϕ(t)为非随机函

数时, 极限中的部分和仍为正态随机变量, 进而
∫ b
a f(s)dB(s)也是正态随机变量.

进一步, 由推论6.4.6可知随机过程{∫ t

a

f(u)dB(u), t ≥ a
}

也是高斯过程. 当B是标准布朗运动时, 对任意a ≤ s ≤ t 以及[0, t]中的分割

0 = t0 < t1 < · · · < tm = s < · · · < tn = t,

E
(∫ t

a

f(u)dB(u)
)
= lim

δ→0

n∑
i=1

f(ti−1)(E[B(ti)]− E[B(ti−1)])

=

∫ t

a

f(u)dE(B(u)) = 0,

Cov
(∫ t

a

f(u)dB(u),

∫ s

a

f(u)dB(u)
)
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= lim
δ→0

E
( n∑
i=1

f(ti−1)[B(ti)−B(ti−1)]
m∑
i=1

f(ti−1)[B(ti)−B(ti−1)]
)

= lim
δ→0

E
( m∑
i=1

f2(ti−1)[B(ti)−B(ti−1)]
2
)

= lim
δ→0

m∑
i=1

f2(ti−1)(ti − ti−1) =

∫ s

a

f2(u)du,

其中倒数第二个等号用到了布朗运动的独立增量性.

I例6.4.7. 设B是标准布朗运动, 试求
∫ 1

0 udB(u)在B(1) = 1条件下的分布.

解 由于B(1) = 1条件下的布朗运动仍是高斯过程, 由(6.4.1)可知, 此

时
∫ 1

0 udB(u)仍是正态随机变量. 由推论6.1.10以及本章第一节习题4, 仿上

面的计算过程可知

E
(∫ 1

0

udB(u)
∣∣∣B(1) = 1

)
=

∫ 1

0

udE(B(u)|B(1) = 1) =

∫ 1

0

udu =
1

2
,

E
[( ∫ 1

0

udB(u)
)2∣∣∣B(1) = 1

]
= lim

δ→0

m∑
i=1

t2i−1E
(
[B(ti)−B(ti−1)]

2
∣∣∣B(1) = 1

)
= lim

δ→0

m∑
i=1

t2i−1(ti − ti−1) =

∫ 1

0

t2dt = 1/3.

由此可知B(1) = 1时
∫ 1

0 udB(u) ∼ N(1/2, 1/12).

要指出的是在积分表达式
∫
f(t)dB(t)中, 虽然用了微分符号dB(t), 但它并

不是B(t)的真实微分, 因为由定理6.1.19可知布朗运动B 是处处不可微的. 通常

我们称dB(t)为白噪声(或将dB(t)记作Ḃ(t)dt, 而称Ḃ(t)为白噪声).

此外, 当函数f(t)并不连续可微, 甚至f(t)也是一个随机过程时, 我们仍然可

以在一定条件和一定意义下定义积分
∫
f(t)dB(t), 其中最重要的积分就是所谓

的伊藤清(Itô)积分. Itô积分是现代随机分析中的重要内容, 也有着广泛应用. 但

这些内容已超出本书范畴, 对此感兴趣的读者可以参阅有关书籍(比如 [4, 9]).

练习题6.4

1 设B = {B(t); t ≥ 0}为标准布朗运动, 求Y =
∫ 1

0 B(s)ds的分布.若B(1) =

x, 试在此条件下再求Y的分布.

2 设B是标准布朗运动, 试求
∫ 1

0 udB(u)在B(1) = x条件下的分布.

3∗ 证明推论6.4.6.



第七章 离散时间鞅

鞅(Martingale)这个概念来自赌博策略研究, 其构词法来自法文中的首字母

缩写. 鞅自Lévy和Doob 等人将其引入概率论后, 目前已成为研究随机问题的一

个强有力工具. 本章将简要地介绍离散时间鞅的基本理论.

7.1 鞅与停时

7.1.1 鞅的定义及举例

♣定义7.1.1. 设X = {Xn;n ≥ 0}, Y = {Yn;n ≥ 0}是两个随机过程, 称随机

过程X关于Y是鞅(下鞅, 上鞅), 若对每个n ≥ 0,

(1) E(|Xn|) <∞;

(2) Xn是Y0, · · · , Yn的函数;

(3) E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) = Xn(相应地 ≥ Xn,≤ Xn).

♠注记7.1.2. 当X关于Y是鞅时, 由条件数学期望性质可知定义中的条件(2)自

然成立.

从定义上看, 所谓(下, 上)鞅就是在已知Y0, · · · , Yn条件下, Xn+1的条件期望

与Xn相同(不小于Xn, 不大于Xn). 更形象些, 若将时刻n理解为现在, Y0, · · · , Yn
理解为从开始到现在累积的已知信息, 那么(下, 上)鞅就是在掌握现在所有已知

信息的条件下预测未来与现在相同(优于现在, 劣于现在). 若Y = X或由上下

文Y不言自明时, 我们也简称{Xn;n ≥ 0}为鞅(下鞅, 上鞅).

作为(下, 上)鞅最早的例子, 出现在赌徒问题研究中.

246
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I例7.1.3. 假定某赌徒参与某种轮盘赌, 设赌徒初始赌本为a, 以Xi表示赌徒

每局赢或输的筹码, 以Y0表示赌局的初始信息, Yi表示赌徒从第i个赌局中所能获

得的所有信息, 令S0 = a, Sn = Sn−1 + Xn = a +
∑n

k=1Xk, 那么Sn表示第n局

后该赌徒拥有的资本, 可以看作是Y0, · · · , Yn的函数. 假定E(|Sn|) < +∞对一

切n ≥ 1都成立.

(1) 若对任意n ≥ 0, E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) = 0, 那么

E(Sn+1|Y0, · · · , Yn) = E(Sn +Xn+1|Y0, · · · , Yn)

= E(Sn|Y0, · · · , Yn) + E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) = Sn,

即S = {Sn;n ≥ 0}关于Y = {Yn;n ≥ 0}是鞅.

(2) 若对任意n ≥ 0, E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) > 0, 那么

E(Sn+1|Y0, · · · , Yn) = E(Sn +Xn+1|Y0, · · · , Yn)

= E(Sn|Y0, · · · , Yn) + E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) > Sn,

即S关于Y是下鞅, 但不是殃.

(3) 若对任意n ≥ 0, E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) < 0, 那么

E(Sn+1|Y0, · · · , Yn) = E(Sn +Xn+1|Y0, · · · , Yn)

= E(Sn|Y0, · · · , Yn) + E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) < Sn,

即S关于Y是上鞅, 但不是鞅.

直观而言, 在两人博弈的赌博模型中, 若S为鞅, 则赌局(设置)是公平的;

若S不是鞅, 那么赌局(设置)是不公平的, 上鞅则有利于对手, 下鞅则有利于自己.

由赌徒模型还可以看出, 在鞅的定义中引进“信息”过程Y在有些时候是很有必要

的, 因为赌本Sn的变化并不总能完全反映赌场信息．

下面的例子表明, 鞅(现象)在随机过程中可以自然地出现.

I例7.1.4. 设Y = {Yn;n ≥ 0}是状态空间S上时齐马氏链, 转移概率矩

阵P = (pi,j). 对S上任意有界函数g, 令ϕ(i)
∧
=
∑

j∈S pi,jg(j), i ∈ S, 定义　

X0 = g(Y0), Xn = g(Yn)−
n−1∑
k=0

[ϕ(Yk)− g(Yk)], n ≥ 1.

显然Xn是Y0, · · · , Yn的函数而且E(|Xn|) < +∞. 由条件期望性质与马氏性, 对
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任意n ≥ 1, 　

E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) = E(g(Yn+1)|Yn)−
n∑
k=0

[ϕ(Yk)− g(Yk)]

=
∑
j∈S

pi,jg(j)|i=Yn −
n∑
k=0

[ϕ(Yk)− g(Yk)]

= ϕ(Yn)−
n∑
k=0

[ϕ(Yk)− g(Yk)]

= g(Yn)−
n−1∑
k=0

[ϕ(Yk)− g(Yk)] = Xn.

这表明{Xn;n ≥ 0}关于Y为鞅. 特别地, 若对任意i ∈ S, ϕ(i) = (≥, ≤)g(i), 那

么{g(Yn);n ≥ 0}为鞅(下鞅, 上鞅).

I例7.1.5. 设X = {Xn;n ≥ 1}为独立同分布随机变量.

(1) 若E(Xn) = µ, 令S0 = 0, Sn =
n∑
k=1

Xi − nµ, 则{Sn;n ≥ 0}为鞅.

(2) 若存在λ ∈ R使得ϕ(λ) = E(eλXn) <∞, 令

Yn = [ϕ(λ)]−ne
λ

n∑
i=1

Xi

, n ≥ 0, (规定Y0 = 1).

则{Yn;n ≥ 0}为鞅. 特别地, 若ϕ(λ0) = 1, 则
{
e
λ0

n∑
i=1

Xi

;n ≥ 0
}
为鞅.

(3) 设f0, f1为两概率密度函数, 令

Ln =
n∏
i=1

f1(Xi)

f0(Xi)
, n ≥ 0, (规定L0 = 1).

若以f0为Xn的概率密度函数为假设检验中的原假设, 那么{Ln;n ≥ 0}为鞅.

证明 (1) 对任意n ≥ 0,

E(Sn+1|S0, X1, · · · , Xn) = E(Sn +Xn+1 − µ|S0, X1, · · · , Xn)

= Sn + E(Xn+1 − µ|S0, X1, · · · , Xn) = Sn.

所以{Sn;n ≥ 0}为鞅.

(2)对任意n ≥ 0,

E(Yn+1|Y0, X1, · · · , Xn) = E(Ynϕ
−1(λ)eλXn+1 |Y0, X1, · · · , Xn)

= Ynϕ
−1(λ)E(eλXn+1) = Yn.

所以{Yn;n ≥ 0}为鞅.
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(3)在Xn的概率密度函数为f0的条件假设下, 对任意n ≥ 0,

E(Ln+1|L0, X1, · · · , Xn) = E
(
Ln
f1(Xn+1)

f0(Xn+1)

∣∣∣L0, X1, · · · , Xn

)
= LnE

(f1(Xn+1)

f0(Xn)

)
= Ln

∫ ∞

−∞
f1(x)dx = Ln.

所以{Ln;n ≥ 0}为鞅.

I例7.1.6. (1) 设N(t)是强度为λ的泊松过程, 对任意非负递增数列{tn}, 令

Mn = N(tn)− λtn.

那么由条件数学期望性质与独立增量性,

E(Mn+1|M0, · · · ,Mn) =Mn + E(Mn+1 −Mn|M0, · · · ,Mn)

=Mn + E(N(tn+1)−N(tn)− λ(tn+1 − tn)|N(t0), · · · , N(tn))

=Mn + E(N(tn+1)−N(tn)− λ(tn+1 − tn)) =Mn.

因此{N(tn)− λtn;n ≥ 0} 是鞅.

(2)设B(t)是方差为σ2的布朗运动, 对任意0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn < · · · , 令

Mn = exp
{
λB(tn)−

λσ2tn
2

}
.

那么同样由条件数学期望性质,独立增量性与正态性,

E(Mn+1|M0, · · · ,Mn)

=MnE
(
exp

{
λ(B(tn+1)−B(tn))−

λσ2(tn+1 − tn)

2

}∣∣∣B(t0), · · · , B(tn)
)

=MnE
(
exp

{
λ(B(tn+1)−B(tn))−

λσ2(tn+1 − tn)

2

})
=Mn.

因此
{
exp

{
λB(tn)− λσ2tn

2

}
;n ≥ 0

}
也是鞅.

♠注记7.1.7. 上面两例只验证了鞅定义中的性质(3). 严格而言, 这是不充分

的, 我们还需验证鞅定义中的条件(1)和(2). 具体验证过程简单, 请读者自己完

成.

7.1.2 鞅的简单性质

由定义7.1.1可知,在给定“信息”过程条件下, X = {Xn;n ≥ 0}为上鞅当且仅

当−X为下鞅; X为鞅当且仅当它既是上鞅又是下鞅. 由条件数学期望的平滑性
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还可知, 若随机过程X关于{Zn;n ≥ 0}是鞅(下鞅), 那么对任意n ≥ 0以及k ≥ 1,

E(Xn+k|Z0, · · · , Zn) = E(E(Xn+k|Z0, · · · , Zn+k−1)|Z0, · · · , Zn)

= (≥)E(Xn+k−1|Z0, · · · , Zn) = (≥)Xn. (7.1.1)

�性质7.1.8. 若随机过程{Xn;n ≥ 0}, {Yn;n ≥ 0}关于{Zn;n ≥ 0}都是上

鞅(下鞅), 那么

(1) E(Xn), E(Yn) 是非增(降)数列.

(2) 对任意非负实数α, β, {αXn + βYn;n ≥ 0}是上鞅(下鞅).

(3) {Xn ∧ Yn;n ≥ 0} 是上鞅({Xn ∨ Yn;n ≥ 0} 是下鞅).

证明 以上鞅为例, 只证结论(3). 对任意n ≥ 0, 由假设易知

E(|Xn ∧ Yn|) ≤ E(|Xn|) + E(|Yn|) < +∞.

又由

E(Xn+1 ∧ Yn+1|Z0, · · · , Zn) ≤

E(Yn+1|Z0, · · · , Zn) ≤ Yn,

E(Xn+1|Z0, · · · , Zn) ≤ Xn,

可知

E(Xn+1 ∧ Yn+1|Z0, · · · , Zn) ≤ min{Xn, Yn} = Xn ∧ Yn.

所以{Xn ∧ Yn;n ≥ 0} 仍是上鞅.

H引理7.1.9. (Jensen不等式) 设ψ(x) 是R上的凸函数, X为随机变量. 若

E(|X|) <∞且 E(|ψ(X)|) <∞,

那么ψ(E(X)) ≤ E(ψ(X)). 进一步, 任取随机变量序列{Yn;n ≥ 0}, 对任意n ≥ 0

ψ(E(X|Y0, · · · , Yn)) ≤ E(ψ(X)|Y0, · · · , Yn).

证明 只证后一个不等式. 由于ψ是凸函数, 由微积分知识可知ψ的左右导数

都存在且对任意x, y ∈ R,

ψ(y)− ψ(x) ≥ ψ′
+(x)(y − x),

其中ψ′
+(y)表示y的右导数. 因此

ψ(x)− ψ(E(X|Y0, · · · , Yn)) ≥ ψ′
+(E(X|Y0, · · · , Yn))(X − E(X|Y0, · · · , Yn)).

两边关于Y0, · · · , Yn求条件期望得

E(ψ(x)− ψ(E(X|Y0, · · · , Yn))|Y0, · · · , Yn)
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≥ ψ′
+(E(X|Y0, · · · , Yn))E(X − E(X|Y0, · · · , Yn)|Y0, · · · , Yn)

≥ ψ′
+(E(X|Y0, · · · , Yn))[E(X|Y0, · · · , Yn)− E(X|Y0, · · · , Yn)] = 0.

因此E(ψ(x)|Y0, · · · , Yn) ≥ ψ(E(X|Y0, · · · , Yn)).

由于r > 1时|x|r在R上为凸函数, 由Jensen不等式可得Hölder不等式

E(|X|r) ≥ [E(|X|)]r 即 E(|X|) ≤ [E(|X|r)]1/r.

�性质7.1.10. 设{Xn;n ≥ 0}关于{Yn;n ≥ 0}为(下)鞅, ψ(x)为R上的(非降)凸

函数. 若对所有n ≥ 0, E(|ψ(Xn)|)都有限, 那么{ψ(Xn);n ≥ 0}关于{Yn}是下鞅.

证明 由Jensen不等式, 对任意n ≥ 0,

E(ψ(Xn+1)|Y0, · · · , Yn) ≥ ψ(E(Xn+1|Y0, · · · , Yn) = ψ(Xn)(≥ ψ(Xn)).

因此{ψ(Xn);n ≥ 0}是下鞅.

利用性质7.1.10我们容易构造出下鞅. 若{Xn;n ≥ 0}是鞅, 只要下面的随机

变量序列有意义且可积, 那么

{|Xn|;n ≥ 0}, {eXn ;n ≥ 0}, {− ln(Xn);n ≥ 0}

都是下鞅, 而当r ≥ 1时{|Xn|r;n ≥ 0} 也是下鞅.

�性质7.1.11. 若{Xn;n ≥ 0}关于{Yn;n ≥ 0}是下鞅, 那么存在一个关

于{Yn;n ≥ 0}的鞅{Mn;n ≥ 0}使得对任意n ≥ 0, Xn =Mn +Nn, 其中{Nn;n ≥

0}是一个单调不降的随机序列, N0 = 0且Nn由Y0, · · · , Yn−1完全给定.

证明 对任意n ≥ 1, 令　

Nn =
n−1∑
k=0

[E(Xk+1|Y0, · · · , Yk)−Xk].

由条件数学期望与下鞅定义可知, Nn是Y0, · · · , Yn−1的函数,而且{Nn;n ≥ 1}是

一个单调不降的非负随机序列. 对任意n ≥ 0, 再令Mn = Xn −Nn, 其中N0 = 0.

那么对任意n ≥ 0,

E(|Mn|) ≤ E(Nn) + E(|Xn|) = E(Xn)− E(X0) + E(|Xn|) < +∞,

而且　

E(Mn+1|Y0, · · · , Yn)

= E(Xn+1|Y0, · · · , Yn)−
n∑
k=0

[E(Xk+1|Y0, · · · , Yk)−Xk]
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= Xn −
n−1∑
k=0

[E(Xk+1|Y0, · · · , Yk)−Xk] =Mn.

由此可知Mn为鞅.

一般地, 我们称Nn这种任意n步时的值能由n步以前信息{Y0, · · · , Yn−1}唯一

确定的随机过程为可料的(Predictable)或可容许的(Admissible).

I例7.1.12. 以Xi表示某赌徒第i局的输赢情况: 若其赢则Xi = 1, 否则Xi =

−1. 假设每局胜负结果相互独立, 而且P (Xi = 1) ≤ 1/2. 问该赌徒能否通过倍

增策略(即首局投注1, 后面每局投注都是前一局的两倍直到该赌徒赢得一局, 然

后重新执行这种投注策略)实现稳赢？(约定X0 = 1).

解 以Hn表示第n局的投注量, 显然Hn的可能取值为{1, 2, · · · , 2n−1}而且对

任意k ≤ n− 1,

{Hn = 2k} = {Xn−k−1 = 1, Xn−k = −1, · · · , Xn−1 = −1}.

因此Hn为X0, X1, · · · , Xn−1的函数, 即存在函数ϕn ≤ 2n使得

Hn = ϕn(X0, X1, · · · , Xn−1).

到第n局, 该赌徒赢得的赌注为

Mn =
n∑
k=1

HkXk.

令M0 = 0, 由条件期望性质可得

E(Mn|M0, X0, · · · , Xn−1) =
n∑
k=1

E(HkXk|M0, X0, · · · , Xn−1)

=
n−1∑
k=1

HkXk +HnE(Xn|M0, X0, · · · , Xn−1) ≤
n−1∑
k=1

HkXk =Mn−1.

即Mn关于Xn为上鞅, 从而E(Mn)为非增序列. 这表明倍增策略不能稳赢.

7.1.3 停时的简单性质

离散随机过程的停时定义已在第二章第一节中给出. 在前面的章节中, 我们

也引入了一些具体的停时, 比如马氏链的首回时就是一个例子. 下面我们再看两

个例子:
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I例7.1.13. 若T为常数,那么T一定是停时, 此时事件{T = n}或者为不可能

事件∅或者为必然事件Ω.

I例7.1.14. 设N是以{Wi; i ≥ 1}为时间间隔序列的更新过程, Tn为第n 次

更新发生的时间, 那么对任意t ≥ 0, N(t) 不是关于T = {Tn;n ≥ 0}的停时,

但N(t) + 1 是关于T的停时. 事实上, 对任意n ≥ 0, 由

{N(t) = n} = {Tn ≤ t, Tn+1 > t}, {N(t) + 1 = n} = {Tn > t, Tn−1 ≤ t}

可知, 判断{N(t) = n}是否发生不仅需要知道T在n及之前的信息还要知

道T在n之后的信息, 而判断事件{N(t) + 1 = n}是否发生, 则只需要知道T在n

及 n之前的信息.

对于停时我们有如下的运算性质.

�性质7.1.15. 若S, T是关于{Xn;n ≥ 0}的停时, 那么S + T, S ∧ T, S ∨ T都是

停时.

证明 由于S, T均为停时, 对任意k ≥ 0, 存在ϕk, ψk使得

1{S=k} = ϕk(X0, · · · , Xk), 1{T=k} = ψk(X0, · · ·Xk).

对任意n ≥ 0, 由{S + T = n} = ∪nk=0{S = k, T = n− k}可知

1{S+T=n} =
n∑
k=0

1{S=k}1{T=n−k} =
n∑
k=0

ϕk(X0, · · · , Xk)ψn−k(X0, · · · , Xn−k).

因此S + T为停时. 类似地由

{S ∧ T = n} = ({S = n} ∪ {T = n}) \ ({S = n, T < n} ∪ {S < n, T = n}),

可知

1{S∧T=n} = ϕn(X0, · · · , Xn) + ψn(X0, · · · , Xn)

−
n−1∑
k=0

ϕn(X0, · · · , Xn)ψk(X0, · · · , Xk)

−
n∑
k=0

ϕk(X0, · · · , Xk)ψn(X0, · · · , Xn)

仍是X0, · · · , Xn的函数, 因此S ∧ T是停时. 同理, S ∨ T也是停时, 细节省略.

⋆定理7.1.16. (Wald等式) 设{Xn;n ≥ 1}为独立随机变量序列, 均值相同且
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有限. 若T是关于{Xn;n ≥ 1}的停时且E(T ) <∞. 那么

E(
T∑
i=1

Xi) = E(X1)E(T ). (7.1.2)

证明 只证X为非负随机变量序列的情形. 由于T为停时, 对任意k ≥ 1, 存在

函数ϕk使得1{T=k} = ϕk(X1, · · · , Xk). 由引理1.4.22以及第一章第一节习题8可

得

E
( T∑
k=1

Xk

)
=

∞∑
k=1

E
( k∑
i=1

Xi1{T=k}

)
=

∞∑
i=1

∞∑
k=i

E
(
Xi1{T=k}

)
=

∞∑
i=1

E
(
Xi −Xi

i−1∑
k=1

ϕk(X1, · · · , Xk)
)
.

利用条件数学期望性质并注意到{Xn, n ≥ 1}独立且均值相同, 我们有

E
( T∑
k=1

Xk

)
=

∞∑
i=1

E
(
E
(
Xi −Xi

i−1∑
k=1

ϕk(X1, · · · , Xk)
∣∣X1, · · · , Xi−1

))
=

∞∑
i=1

E(Xi|X1, · · · , Xi−1)
(
1− E

( i−1∑
k=1

ϕk(X1, · · · , Xk)
))

= E(X1)
∞∑
i=1

(1− E(
i−1∑
k=1

1{T=k})) = E(X1)
∞∑
i=1

P (T ≥ i).

注意到
∞∑
i=1

P (T ≥ i) = E(T ), (7.1.2)成立.

练习题7.1

1 设Y = {Yn;n ≥ 0}是状态空间S上时齐马氏链,　令Xn = g(Yn) = fYn,j0 ,

其中fi,j0表示Y从i出发有限时间内到达(回到)某个给定状态j0 的概率．验

证X关于Y是上鞅.

2 设X1, X2, · · ·为独立同分布随机变量满足　

P (X1 = 1) = p, P (X = −1) = q = 1− p, 0 < p < 1.

对任意n ≥ 0, 令Y0 = 1以及　　　

Yn =
(q
p

)Sn

, 其中 Sn =
n∑
k=1

Xk, n ≥ 1.

证明{Yn;n ≥ 0}关于X为鞅.

3 设X1, X2, · · ·为独立同分布随机变量, E(Xn) = 0, E(X2
n) = a2. 对任
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意n ≥ 0, 令Y0 = 0,

Yn = (

n∑
k=1

Xk)
2 − na2, n ≥ 1.

证明{Yn;n ≥ 0}关于X为鞅.

4 设τ = min{n ≥ 0, Xn = a或b}, η = min{n ≥ 0, Xn ≤ a}. 证明τ, η都是关

于过程X = {Xn;n ≥ 0} 的停时.

5 设{Mn;n ≥ 0}为鞅, 证明对任意n > m ≥ k ≥ 0, E[(Mn −Mm)Mk] = 0.

6 证明Lyapunov不等式: 对任意随机变量X, 若0 < s < t, 则

(E(|X|s))1/s ≤ (E(|X|t))1/t.

7 设T是关于过程Y = {Yk; k ≥ 1}的停时, 其中Yk, k ≥ 1, 是均值为0, 方差

为σ2的独立随机变量. 证明: 若E(T ) <∞, 那么

E
[
(

T∑
k=1

Yk)
2
]
= σ2E(T ).

8∗ 证明若ψ(x)是区间(a, b)内的凸函数,则函数ψ在(a, b)内左右导数都存在且

对任意x, y ∈ (a, b), ψ(y) − ψ(x) ≥ ψ′
+(x)(y − x), 其中ψ′

+(x)表示在x的右

导数.
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7.2 鞅的停时定理

本节总设X = {Xn;n ≥ 0}关于某个信息过程Y = {Yn;n ≥ 0}为(下)鞅, 所

有停时也以该信息过程为参考(若X是上鞅, 我们可以通过下鞅−X讨论, 故不赘

述). 由(7.1.1)可知, 对任意给定的确定时间n ≤ n+ k, 我们总有

E(Xn+k) = (≥)E(Xn). (7.2.1)

若将时间用停时替换, 上式是否仍然成立? 本节对此问题做些初步介绍.

7.2.1 有界停时定理

一般而言, 将确定时间替换为停时后(7.2.1)并不能总是成立(具体的例子, 留

着练习, 请读者自己构造), 但当停时是有界的, 我们会得到肯定的回答. 为了解

释这一点, 我们先给出如下的引理.

H引理7.2.1. 设{Xn;n ≥ 0}是鞅(下鞅), T是一个停时, 那么对任意0 ≤ k ≤ n,

E(Xn1{T=k}) = (≥)E(Xk1{T=k}).

证明 由条件数学期望性质以及(7.1.1)可得

E(Xn1{T=k}) = E(E(Xn1{T=k}|Y0, · · · , Yk))

= E(1{T=k}E(Xn|Y0, · · · , Yk)) = (≥)E(Xk1{T=k}). �

H引理7.2.2. 设{Xn;n ≥ 0}是鞅(下鞅). 若T为停时且存在正整数n < m使

得n ≤ T ≤ m, 那么

E(XT |Y0, · · · , Yn) = (≥)Xn.

证明 注意到Xn是Y0, Y1, · · · , Yn的函数, 由条件数学期望的平滑性,

E(XT |Y0, · · · , Yn) = E(E(XT |Y0, · · · , Ym−1)|Y0, · · · , Yn)

= E(
m∑
k=n

E(Xk1{T=k}|Y0, · · · , Ym−1)|Y0, · · · , Yn)

= E(

m−1∑
k=n

Xk1{T=k}|Y0, · · · , Yn)

+E(E(Xm1{T=m}|Y0, · · · , Ym−1)|Y0, · · · , Yn).
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注意到1{T=m} = 1− 1{T≤m−1} 是Y0, · · · , Ym−1的函数. 由条件分布以及鞅(下鞅)

性质可知

E(E(Xm1{T=m}|Y0, · · · , Ym−1)|Y0, · · · , Yn)

= E(1{T=m}E(Xm|Y0, · · · , Ym−1)|Y0, · · · , Yn)

= (≥)E(Xm−11{T=m}|Y0, · · · , Yn).

因此

E(XT |Y0, · · · , Yn) = (≥)E(
m−1∑
k=n

Xk1{T=k}|Y0, · · · , Yn)

+E(Xm−11{T=m}|Y0, · · · , Yn)

= E(XT∧(m−1)|Y0, · · · , Yn).

重复上面的分析(将T ∧ (m− 1)看作新的T并以此类推)我们可得

E(XT |Y0, · · · , Yn) = (≥)E(XT∧n|Y0, · · · , Yn) = Xn. �

⋆定理7.2.3. (有界停时定理) 设{Xn;n ≥ 0}是鞅(下鞅), 若S, T为两有界停

时且S ≤ T a.s. 那么E(XT ) = (≥)E(XS).

证明 不妨设S, T ≤ m. 注意到S ≤ T , 由引理7.2.2,

E(XT ) =
m∑
n=0

E(XT1{S=n}) =
m∑
n=0

E(XT∨n1{S=n})

=
m∑
n=0

E(E(XT∨n1{S=n}|Y0, · · · , Yn))

=
m∑
n=0

E(1{S=n}E(XT∨n|Y0, · · · , Yn))

= (≥)
m∑
n=0

E(1{S=n}Xn) = E(XS).

定理得证.

7.2.2 一般停时定理

对一般停时, 使(7.2.1)成立的条件要复杂些, 下面我们介绍一些具体条件.

H引理7.2.4. 设随机变量W满足E(|W |) <∞, 若P (T <∞) = 1, 那么

lim
n→∞

E(W1{T>n}) = 0 且 lim
n→∞

E(W1{T≤n}) = E(W ).
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证明 由正项级数的收敛性, 当n→ ∞时,

E(|W |) ≥ E(|W |1{T≤n}) =
n∑
k=0

E(|W |1{T=k}) →
∞∑
k=0

E(|W |1{T=k}).

由于P (T <∞) = 1, 由引理1.4.22可知

E(|W |1{T≥n+1}) =
∞∑

k=n+1

E(|W |1{T=k}) → 0.

从而

0 ≤ |E(W )− E(W1{T≤n})| ≤ |E(W1{T≥n+1})| ≤ E(|W |1{T≥n+1}) → 0.

由此可得引理结论.

⋆定理7.2.5. 设{Xn;n ≥ 0}为鞅, 停时T < +∞ a.s. 若

E(sup
n≥0

|XT∧n|) <∞,

那么E(XT ) = E(X0).

证明 令W = sup
n≥0

|XT∧n|. 由于P (T <∞) = 1,

XT =
∞∑
k=0

Xk1{T=k} =
∞∑
k=0

XT∧k1{T=k}.

从而|XT | ≤W . 因此E(|XT |) ≤ E(W ) <∞. 由引理7.2.4可知

|E(XT∧n)− E(XT )| ≤ E(|XT∧n −XT |1{T≥n}) ≤ 2E(W1{T≥n}) → 0.

因为对任意n ≥ 1, T ∧ n总是有界停时. 由有界停时定理可得

E(XT ) = lim
n→∞

E(XT∧n) = E(X0). �

�推论7.2.6. 设{Xn;n ≥ 0}为鞅. 停时T < +∞ a.s. 且期望有限. 若存在非

负有限常数K使得

E(|Xn+1 −Xn||Y0, · · · , Yn) ≤ K,

那么E(XT ) = E(X0).

证明 令Z0 = |X0|, Zn = |Xn −Xn−1|, W = Z0 + · · ·+ ZT . 则W ≥ |XT |, 而

且

E(W ) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

E(Zk1{T=n}) =
∞∑
k=0

E(Zk1{T≥k}).

注意到1{T≥k} = 1− 1{T≤k−1}为Y0, · · · , Yk−1的函数, 由条件假设可知

E(Zk1{T≥k}) = E(1{T≥k}E(Zk|Y0, · · · , Yk−1))

= E
(
1{T≥k}E

(
|Xk −Xk−1|

∣∣Y0, · · · , Yk−1

))
≤ KP (T ≥ k),
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从而

E(W ) ≤
∞∑
k=0

KP (T ≥ k) ≤ K(1 + E(T )) <∞.

因为|XT∧n| ≤W对一切n成立, 由定理7.2.5 可知结论成立.

⋆定理7.2.7. 设{Xn;n ≥ 0}为鞅. 停时T < +∞ a.s. 若E(|XT |) <∞且

lim
n→∞

E(Xn1{T≥n}) = 0,

那么E(XT ) = E(X0).

证明 注意到

E(XT ) = E(XT1{T<n}) + E(XT1{T≥n}) = E(XT∧n1{T<n}) + E(XT1{T≥n})

= E(XT∧n)− E(XT∧n1{T≥n}) + E(XT1{T≥n}).

由条件 lim
n→∞

E(XT∧n1{T≥n}) = 0及引理7.2.4可知 lim
n→∞

E(XT1{T≥n}) = 0. 因此

E(XT ) = lim
n→∞

E(XT∧n) = E(X0),

其中最后等号由有界停时定理可得.

⋆定理7.2.8. 设{Xn;n ≥ 0}为下鞅, 停时T < ∞, a.s. 若存在随机变量W使

得E(|W |) <∞且对任意n ≥ 0, XT∧n ≤W成立, 那么E(X0) ≤ E(XT ).

证明 任意取定一个正整数N , 令XN
n = Xn ∨ (−N). 那么{XN

n ;n ≥ 0} 仍是

下鞅. 由下鞅有界停时定理可得E(XN
0 ) ≤ E(XN

T∧n). 由条件假设可知

|XN
T∧n| ≤ N ∨ |W | < |W |+N 以及 XN

T = lim
n→∞

XN
T∧n, a.s.

因此|XN
T | ≤ N + |W |. 当n→ ∞时, 由引理7.2.4可得,

E|XN
T∧n −XN

T | ≤ E(|XN
T∧n −XN

T |1{T>n}) ≤ 2E((N + |W |)1{T>n}) → 0.

所以 lim
n→∞

E(XN
T∧n) = E(XN

T ). 由此可知

E(X0) ≤ E(XN
0 ) ≤ E(XN

T ).

因为E(XN
T )随着N的增加而单调减少, lim

N→∞
E(XN

T )存在. 由极限的保 号性,

E(X0) ≤ lim
N→∞

E(XN
T ). (7.2.2)

由XT = lim
n→∞

XT∧n及条件假设XT∧n ≤W 可知: XT ≤W以及

E(XT1{XT≥0}) ≤ E(|W |) <∞.

进而由全期望公式,

E(XT ) = E(XT1{XT≥0}) + E(XT1{XT<0})
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= E(XT1{XT≥0}) +
+∞∑
k=1

E(XT1{−k<XT≤−k+1})

= E(XT1{XT≥0}) + lim
N→∞

N∑
k=1

E(XT1{−k<XT≤−k+1})

≥ E(XT1{XT≥0}) + lim
N→∞

E(XN
T ∧ 0) = lim

N→∞
E(XN

T ). (7.2.3)

综合(7.2.2)与(7.2.3)两式可得E(X0) ≤ E(XT ).

�推论7.2.9. 若{Xn}为非正下鞅, 停时T <∞ a.s. 那么E(X0) ≤ E(XT ).

7.2.3 停时定理应用举例

下面我们看几个应用停时定理的例子.

I例7.2.10. 设a < b 为正整数, Sn是从位置a出发的简单(p, q)随机游动, 定义

τ0 = inf{n > 0;Sn = 0}, τb = inf{n > 0;Sn = b}以及 T = τ0 ∧ τb.

求E(T ), E(ST )以及P (τb < τ0).

解 以X = {Xi; i ≥ 0}表示随机游动中每步的步长, 那么Xi独立同分布且

P (Xi = 1) = p, P (Xi = −1) = q.

显然T 是关于{Sn;n ≥ 0}的停时. 对任意k > b, 存在m ≥ 1以及r = 1, · · · , b, 使

得k = mb+ r. 将k步按每连续b 步组合成m+ 1个区段

{1, 2, · · · , b}, · · · , {(m− 1)b+ 1, · · · ,mb}, {mb+ 1, · · · ,mb+ r}.

注意到事件{T ≥ k}发生时, 在k 之前任意相邻的b 步中游动Xi符号不能完全相

同――否则就提前到访了0 或b. 因此由Xi的独立同分布性可知

P (T ≥ k) ≤ (1− pb − qb)m,

从而

P (T <∞) = lim
n→∞

P (T < n) = 1− lim
n→∞

P (T ≥ k) = 1,

而且

E(T ) =
∞∑
k=1

P (T ≥ k) =
∞∑
m=0

b∑
r=1

P (T ≥ mb+ r)

≤ b(1 +
∞∑
m=1

(1− pb − qb)m) =
b

pb + qb
<∞.
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由T <∞ a.s. 可知, ST = 0或b, a.s. 进而

P (τb < τ0) = P (ST = b) 以及 E(ST ) = bP (ST = b).

下面我们分两种情况讨论.

(A) p ̸= q时. 令Yn = Sn − n(p− q), 显然{Yn;n ≥ 0}关于{Sn;n ≥ 0}为鞅.

由

E(|Yn+1 − Yn||S0, · · · , Sn) = E(|Xn+1 − (p− q)||S0, · · · , Sn) ≤ 1 + |p− q|,

以及推论7.2.6可得E(YT ) = E(Y0), 即

E(ST ) = a+ (p− q)E(T ). (7.2.4)

此外, 令

Mn =
(q
p

)Sn

.

则{Mn;n ≥ 0}也是鞅, 而且对任意n ≥ 0, MT∧n ≤ (1 ∨ q
p)
b, 由定理7.2.5可知,

E(MT ) = E(M0) =
(q
p

)a
.

即

P (ST = 0) +
(q
p

)b
P (ST = b) =

(q
p

)a
. (7.2.5)

将P (ST = 0) = 1− P (ST = b)代入(7.2.5)解得

P (ST = b) =
1−

(
q
p

)a
1−

(
q
p

)b = P (τb < τ0).

从而

E(ST ) = bP (ST = b) = b
1−

(
q
p

)a
1−

(
q
p

)b .
将其代入(7.2.4)得

E(T ) =
b

p− q

1−
(
q
p

)a
1−

(
q
p

)b − a

p− q
.

(B) p = q = 1/2时. 此时令

Mn = S2
n − n.

容易验证{Mn;n ≥ 0}为鞅, 而且E(|MT |) < b2 + E(T ) <∞. 此外,

lim
n→∞

E(|Mn|1{T≥n}) ≤ lim
n→∞

E((b2 + T )1{T≥n}) = 0.
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由定理7.2.7可得, E(MT ) = E(M0) = a2. 即

P (ST = b)b2 − E(T ) = a2.

另一方面, 可以验证(7.2.4)在q = p时仍成立, 从而

E(ST ) = bP (ST = b) = a.

联立上面两式解得P (ST = b) = a/b = P (τb < τ0)以及E(T ) = a(b− a).

I例7.2.11. 已知S0 = x > 0, Sn = x +
n∑
k=1

Xk, n ≥ 1, 其中独立同分布的随

机变量Xi, i ≥ 1, 服从正态分布N(µ, σ2). 令A = {存在n > 0使得Sn ≤ 0}, 估

计P (A)的上界.

解 令τ = inf{n > 0;Sn ≤ 0}. τ为停时且A = {τ < ∞}. 由Xi ∼ N(µ, σ2)可

知

E(e−λXi) = e−λµ+λ
2σ2/2.

取θ = 2µ/σ2, 由例7.1.5(2)可知{e−θSn ;n ≥ 0}为鞅. 进而由有界停时定理可知

e−θx = E(e−θS0) = E(e−θSn∧τ ) ≥ E(e−θSτ1{τ≤n}) ≥ P (τ ≤ n),

对任意n ≥ 1成立. 令n→ ∞得P (A) ≤ e−θx = e−2µx/σ2
.

I例7.2.12. 以Zn表示第n年开始时水库蓄水量, Yn+1表示第n年的净入库

流量(Yn+1为负表示净出库流量), b表示水库的最大库容. 显然Zn+1 = (Zn +

Yn+1)
+∧b. 以a表示水库最低警戒库容, 令T = min{n ≥ 0;Zn ≤ a}, 试求E(T )的

下界估计, 其中我们假定Z0 = z ∈ (a, b)以及

E(Yn+1|Z0, Y1, · · · , Yn) ≤ m, E(exp{−λYn+1}|Z0, Y1, · · · , Yn) ≤ 1.

解 由P (T < ∞) < 1可知E(T ) = ∞. 为估计E(T )下界, 不妨设P (T <

∞) = 1. 对任意z ≥ 0, 令

g(z) =
1

m

(
eλ(b−a)

1− e−λ(z−a)

λ
− (z − a)

)
,

以及f(z) =

g(z) ∨ 0, 0 ≤ z ≤ b,

g(b); z > b.

易知当z ≥ 0时f(z) ≥ g(z), 而且对任意n ≥

0, f(Zn+1) = f(Zn + Yn+1). 进一步地, 由假设条件可知, 对任意n ≥ 0, 当a ≤

Zn ≤ b时,

E(f(Zn+1)|Z0, Y1, · · · , Yn) = E(f(Zn + Yn+1)|Z0, Y1, · · · , Yn)
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≥ E(g(Zn + Yn+1)|Z0, Y1, · · · , Yn)

=
1

m
E
(
eλ(b−a)

1− e−λ(Zn+Yn+1−a)

λ
− (Zn − a+ Yn+1)

∣∣∣Z0, Y1, · · · , Yn
)

≥ 1

m

(
eλ(b−a)

1− e−λ(Zn−a)

λ
− (Zn − a)

)
− 1 ≥ f(Zn)− 1,

而且当0 ≤ Zn < a时, 由f(Zn) = 0, f(Zn+1) ≥ 0可知上式仍然成立. 因此

{f(Zn) + n;n ≥ 0}

为下鞅. 在给定Z0 = z ∈ (a, b)条件下, 由下鞅有界停时定理可得

f(z) = E(f(Z0)) ≤ E(f(ZT∧n) + T ∧ n) = E(f(ZT∧n)) + E(T ∧ n). (7.2.6)

由于f为有界连续函数, 存在常数M > 0使得n→ ∞时,

|E(f(ZT∧n))− E(f(ZT ))| ≤ E(|f(ZT∧n)− f(ZT )|) ≤MP (T > n) → 0.

因此

lim
n→∞

E(f(ZT∧n)) = E(f(ZT )) = 0.

此外由单调收敛定理(定理1.4.23), 我们还有

lim
n→∞

E(T ∧ n)) = E(T ).

因此在(7.2.6)两边令n→ ∞可得E(T ) ≥ f(z), 即

E(T ) ≥ 1

m

(
eλ(b−a)

1− e−λ(z−a)

λ
− (z − a)

)
, z ∈ (a, b). �

练习题7.2

1 试构造一个鞅{Xn;n ≥ 0}和停时T使得E(XT ) ̸= E(X0).

2 证明对任意鞅或非负下鞅{Xn;n ≥ 0}及有限停时τ , E(|Xτ |) ≤ lim
n→∞

E(|Xn|).

3 以S = {Sn;n ≥ 0}表示初值为0的简单(q, p)-随机游动, 且q < p. 对任

意k ∈ N, 令τk = inf{n ≥ 1, Sn = k}. 利用例7.2.10的结果, (1) 当k < 0时,

求P (τk <∞); (2) 当k > 0时, 求E(τk).

4 (接第二章第二节习题5) 观察每次治疗效果, 当一种药物的累积治愈人数

超过另一种药物的累积治愈人数并达到预先给定的一个标准时, 试验就停

止并判定该药比另一种药物疗效好. 试讨论这种试验判别的失误率.
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7.3 鞅的不等式与收敛定理

作为本章以及本书的最后一节, 我们简要地介绍鞅的几个不等式以及一个关

于鞅收敛的基本定理.

7.3.1 极大不等式与Doob不等式

⋆定理7.3.1. 设{Xn;n ≥ 0}为上鞅, 则对任意λ > 0有

λP ( max
0≤k≤n

Xk ≥ λ) ≤ E(X0)− E(Xn1{ max
0≤k≤n

Xk<λ}); (7.3.1)

λP ( min
0≤k≤n

Xk ≤ −λ) ≤ −E(Xn1{ min
0≤k≤n

Xk≤−λ}); (7.3.2)

λP ( max
0≤k≤n

|Xk| ≥ λ) ≤ E(X0) + 2E(X−
n ), 其中 X−

n = (−Xn) ∨ 0. (7.3.3)

证明 (1) 令T = min{k;Xk ≥ λ} ∧ n, 则T为有界停时. 由有界停时定理可得

E(X0) ≥ E(XT ) = E(XT1{ max
0≤k≤n

Xk<λ}) + E(XT1{ max
0≤k≤n

Xk≥λ})

≥ λP ( max
0≤k≤n

Xk ≥ λ) + E(Xn1{ max
0≤k≤n

Xk<λ}).

移项后即得(7.3.1).

(2)令S = min{k;Xk ≤ −λ} ∧ n, 则S为有界停时, 且S ≤ n. 由有界停时定

理可得

E(Xn) ≤ E(XS) = E(XS1{ min
0≤k≤n

Xk≤−λ}) + E(XS1{ min
0≤k≤n

Xk>−λ})

≤ −λP ( min
0≤k≤n

Xk ≤ −λ) + E(Xn1{ max
0≤k≤n

Xk>−λ}).

移项后即得(7.3.2).

(3) 由(7.3.1),(7.3.2)两项直接相加可得(7.3.3).

♠注记7.3.2. 若{Xn;n ≥ 0}为鞅或非负下鞅, 那么{|Xn|;n ≥ 0}仍是下鞅, 进

而{−|Xn|;n ≥ 0}为上鞅. 此时由(7.3.2)可知

P ( max
0≤k≤n

|Xk| ≥ λ) ≤ 1

λ
E(|Xn|1{ max

0≤k≤n
|Xk|≥λ}).

H引理7.3.3. 若随机变量ζ, η满足E(|ζ|p) <∞, E(|η|q) <∞, 其中1/p+ 1/q =

1. 那么E|ζη| <∞而且

E(|ζη|) ≤ [E(|ζ|p)]1/p[E(|ηq|)]1/q. (7.3.4)
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证明 由lnx为凹函数可知, 对任意x, y ∈ (0,∞), λ ∈ [0, 1],

ln(λx+ (1− λ)y) ≥ λ lnx+ (1− λ) ln y.

从而对任意x, y ∈ (0,∞),

x1/py1/q ≤ x

p
+
y

q
.

显然上式对x, y ∈ [0,∞)也成立.

当E(|ζ|p)E(|η|q) = 0时, ζ和η中至少有一个几乎处处为零. 此时

E(|ζη|) = 0 = [E(|ζ|p)]1/p[E(|ηq|)]1/q.

当E(|ζ|p)E(|η|q) ̸= 0时, 令x = |ζ|p/E(|ζ|p), y = |η|q/E(|η|q), 那么
|ζη|

E(|ζ|p)1/p(E(|η|q))1/q
≤ 1

p

|ζ|p

E(|ζ|p)
+

1

q

|η|q

E(|η|q)
.

两边求期望得

E
( |ζη|
(E(|ζ|p))1/p(E(|η|q))1/q

)
≤ 1

p
E
( |ζ|p

E(|ζ|p)

)
+

1

q
E
( |η|q

E(|η|q
)
= 1.

移项得所需结论.

一般地, 我们称不等式(7.3.4)为Hölder不等式.

⋆定理7.3.4. 设{Xn;n ≥ 0}为鞅或非负下鞅, X∗
n = max

0≤k≤n
|Xk|. 那么

(1) 对任意λ > 0及r ≥ 1, P (X∗
n ≥ λ) ≤ λ−rE(|Xn|r). (极大不等式)

(2) 对任意r > 1, E(|X∗
n|r) ≤ ( r

r−1)
rE(|Xn|r). (Doob 不等式)

证明 若E(|Xn|r) = ∞, 则结论显然成立. 下设E(|Xn|r) <∞.

首先注意到, 不论{Xn;n ≥ 0}本身是鞅还是非负下鞅, 由命题7.1.10可

知{|Xn|r, n ≥ 0}为非负下鞅. 令T = min{k, |Xk| ≥ λ}以及T̃ = T ∧ n. 显然停

时T̃ ≤ n. 由有界停时定理可得

E(|Xn|r) ≥ E(|XT̃ |
r) ≥ λrP (|XT̃ | ≥ λ) = λrP (T ≤ n) = λrP (X∗

n ≥ λ).

由此立即可得

P (X∗
n ≥ λ) ≤ λ−rE(|Xn|r).

进一步地, 若r > 1,

E(|X∗
n|r) =

∫ ∞

0

rλr−1P (|X∗
n| ≥ λ)dλ ≤

∫ ∞

0

rλr−2E(|Xn|1{|X∗
n|≥λ})dλ

= E
(
|Xn|

∫ X∗
n

0

rλr−2dλ
)
=

r

r − 1
E(|Xn||X∗

n|r−1),
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其中不等号源自注记7.3.2. 由Hölder不等式得

E(|X∗
n|r) ≤

r

r − 1
(E(|Xn|r))1/r(E(|X∗

n|r))1−1/r.

由此可知Doob不等式成立.

I例7.3.5. 设Xn, n ≥ 1, 为独立同分布的随机变量且

E(X1) = 0, V ar(X1) = σ2.

则Sn =
∑n

k=1Xk为鞅, 由极大不等式可得柯尔莫哥洛夫不等式:

P ( max
0≤k≤n

Sk ≥ λ) ≤ 1

λ2
E(S2

n) =
nσ2

λ2
, λ > 0.

此外, 由Doob不等式可得

E(| max
0≤k≤n

Sk|2) ≤ 4E(S2
n) = 4nσ2. �

7.3.2 Doob收敛定理

对任意随机序列X = {Xn;n ≥ 0}以及闭区间[a, b], 令

T0 = inf{n ≥ 0;Xn ≤ a}, T1 = inf{n > T0;Xn ≥ b};

T2j = inf{n > T2j−1;Xn ≤ a}, T2j+1 = inf{n > T2j;Xn ≥ b}, j = 1, 2, · · · .

显然{Tk; k ≥ 1}为一列 关于X的单调不降的停时.

♣定义7.3.6. 称k = sup{j;T2j−1 ≤ n} 为序列{X0, · · · , Xn} 在时刻n 之前上

穿区间[a, b] 的次数, 记作U b
a[X,n].

直观地看, U b
a[X,n]就是在n之前, 按时间先后顺序, X的取值从区间[a, b]的

下方升到上方这种现象发生的次数. 按定义,

{U b
a[X,n] = j} = {T2j−1 ≤ n < T2j+1}.

⋆定理7.3.7. 设{Xn;n ≥ 0}为上鞅, 则对任意n ≥ 1,

E(U b
a[X,n]) ≤

1

b− a
E[(Xn − a)−].

证明 对任意k ≥ 0, 由有界停时定理可得

0 ≥ E(XT2k+1∧n −XT2k∧n)

= E
(
(XT2k+1∧n −XT2k∧n)(1{T2k≤n<T2k+1} + 1{n≥T2k+1})

)
≥ E((Xn − a)1{T2k≤n<T2k+1}) + (b− a)P (T2k+1 ≤ n)
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≥ E((Xn − a)1{T2k≤n<T2k+1}) + (b− a)P (U b
a(x, n) ≥ k + 1).

从而

P (U b
a(X,n) ≥ k + 1) ≤ 1

b− a
E(−(Xn − a)1{T2k≤n<T2k+1})

≤ 1

b− a
E((Xn − a)−1{T2k≤n<T2k+1}).

两边关于k求和得

E(U b
a(X,n)) ≤

1

b− a
E((Xn − a)−1{T0≤n}) ≤

1

b− a
E((Xn − a)−). �

⋆定理7.3.8. (Doob收敛定理) 设{Xn;n ≥ 0}为(上, 下)鞅, 若

M = sup
n
E(|Xn|) <∞.

则存在随机变量X∞使得当n→ ∞时Xn → X∞ a.s. 而且

E(|X∞|) ≤ lim inf
n→∞

E(|Xn|).

证明 由于下鞅的负过程是上鞅, 我们只讨论上鞅的情形. 令Q表示有理数全

体, 设a, b ∈ Q, a < b. 令U b
a(X)为{Xn;n ≥ 0}上穿[a, b]的次数, 即

U b
a(X) = lim

n→∞
U b
a(X,n).

由上穿不等式可得

E(U b
a(X)) ≤ 1

b− a
sup
n
E((Xn − a)−) ≤ 1

b− a
(a+ sup

n
E|Xn|) <∞.

于是U b
a(X) <∞, a.s. 令

Wa,b = {lim inf
n→∞

Xn < a, lim sup
n→∞

Xn = b},

W =
∪

a,b∈Q,a<b

Wa,b.

由Wa,b ⊂ {U b
a(X) = ∞}可知P (Wa,b) = 0, 从而P (W ) = 0. 显然对任意ω ̸∈W ,

lim inf
n→∞

Xn(ω) = lim sup
n→∞

Xn(ω),

从而 lim
n→∞

Xn(ω)存在, 记其为X∞(ω). 若ω ∈W则补充定义X∞(ω) = 0. 因此

Xn → X∞, a.s.

令p = P (|X∞| = ∞). 由

lim
n→∞

P (|Xn| ≥ c) = P (|X∞| ≥ c) ≥ p,

可知: 当c = 3M/p时, 存在N , 对任意n > N ,

P (|Xn| ≥ c) ≥ p/2.
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若p > 0, 则

E(|Xn|) ≥
3M

2
.

这与条件M = supnE(|Xn|)矛盾, 因此p = 0, 即P (|X∞| <∞) = 1.

另一方面, 对任意c > 0, n > 0, ε > 0,

E(|X∞|1{|X∞|≤c}) = E(|X∞|1{|X∞|≤c,|Xn|≤c}) + E(|X∞|1{|X∞|≤c,|Xn|>c})

≤ E(|X∞|1{|X∞|≤c,|Xn|≤c}) + E(|Xn|1{|X∞|≤c,|Xn|>c})

≤ E(|X∞ −Xn|1{|X∞|≤c,|Xn|≤c}) + E(|Xn|1{|X∞|≤c})

≤ εP (|X∞| ≤ c, |Xn| ≤ c) + 2cP (|Xn −X∞| > ε) + E(|Xn|)

≤ ε+ 2cP (|Xn −X∞| > ε) + E(|Xn|).

先令n→ ∞再令ε→ 0得

E(|X∞|1{|X∞|≤c}) ≤ lim inf
n→∞

E(|Xn|).

再令c→ ∞, 我们就得到定理后一个结论.

I例7.3.9. 设非负随机过程X = {Xn; n ≥ 0}满足

E(Xn+1|X0, · · · , Xn) = 2Xn + 1, n ≥ 0.

证明当n→ ∞时Xn/2
n几乎必然收敛.

证明 由条件容易验证, 对任意n ≥ 0,

E
(Xn+1

2n+1

∣∣∣X0, · · · , Xn

)
=
Xn

2n
+

1

2n
≥ Xn

2n
.

由此可知{Xn/2
n;n ≥ 0}是下鞅, 而且

E
(Xn+1

2n+1

)
= E

(
E
(Xn+1

2n+1

∣∣∣X0, · · · , Xn

))
= E

(Xn

2n
+

1

2n

)
= E(X1/2) +

1

2
+ · · ·+ 1

2n
≤ E(X1/2) + 1 <∞.

由定理7.3.8可知n→ ∞时Xn/2
n几乎必然收敛.

I例7.3.10. 设X是时齐的不可约常返马氏链, P = (pij)i,j∈S为其转移概率矩

阵. 若y(i), i ∈ S, 为方程组

u(i) =
∑
j∈S

piju(j), i ∈ S,

的有界解, 试证明y(i), i ∈ S, 恒为常数.

证明 令Yn = y(Xn), 由马氏性可知, 对任意n ≥ 0,

E(Yn+1|X0, · · · , Xn) = E(y(Xn+1)|X0, · · · , Xn) = E(y(Xn+1)|Xn)
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=
∑
j∈S

p
Xn,j

y(j) = y(Xn) = Yn.

因此{Yn;n ≥ 0}为鞅且有界. 由定理7.3.8可知存在随机变量U使得

Yn = y(Xn) → U, a.s.

注意到Xn 是不可约常返马氏链, 对任意i, j ∈ S,

P (Xn = i, i.o.) = P (Xn = j, i.o.) = 1.

因此存在ω ∈ Ω使得Yn(ω) → U(ω) 且存在子列n′k, n
′′
k

Xn′
k
(ω) = i, Xn′′

k
(ω) = j.

这意味着

y(i) = Yn′
k
(ω) → U(ω), 且 y(j) = Yn′′

k
(ω) → U(ω),

即y(i) = y(j). 因i, j的任意性可知, y(i), i ∈ S, 为常值函数.

练习题7.3

1 设{Xn;n ≥ 0}为鞅, E(Xn) = 0且E(X2
n) <∞, n ≥ 0, 证明

P ( max
0≤k≤n

Xk ≥ λ) ≤ E(X2
n)

E(X2
n) + λ2

.

2 令S0 = 0, Sn = X1 + · · · + Xn, n ≥ 1, 其中随机变量Xn满足条件: 存

在λ > 0, 使得对任意n ≥ 1,

E(exp(λXn+1)|X1, · · · , Xn) ≤ 1.

证明

P (max
n≥0

(x+ Sn) > l) ≤ e−λ(l−x), x ≤ l.

3 设{Xk; k ≥ 1}为独立随机变量序列且存在t > 0使得对任意k ≥ 1,

ψk(t) = E(exp(tXk)) <∞.

若n→ ∞时,

Ψn(t) =
n∏
k=1

ψk(t) → Ψ(t) ∈ (0,∞),

证明Sn =
n∑
k=1

Xk随n→ ∞几乎必然收敛.
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