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I 

刊首语 

本期的封面人物是保罗•埃尔德什(Paul Erdös，1913-1996)。 

埃尔德什是 20 世纪最具传奇色彩的数学家之一。他在 60 多年的数学研究生涯中，不停

地奔波于各大洲的大学数学系和研究中心之间，与大量合作者共同发表了 1500 多篇学术论

文；他的思维能力热情无与伦比，直到古稀之年，他每天还工作 19 小时；他抛弃一切物质

享受，甚至居无定所，追求数学真理就是他生命的一切。 

埃尔德什堪称数学界的莫扎特，他也是历史上最多产的数学家之一。今年是埃尔德什诞

辰 100 周年，让我们深切缅怀这位传奇数学家，同时也去细细品味其中的数学文化。 
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文献研究 

数学史与数学教育研究综述 

汪晓勤 

（华东师范大学数学系, 上海, 200241） 

 

早在 19 世纪，数学史与数学教育之间的关系已经受到欧美数学家和数学教育家的关注。

1972 年，在英国 Exeter 召开的第二届国际数学教育大会上，成立了数学史与数学教学关系

国际研究小组（International Study Group on the Relations between History and Pedagogy of 

Mathematics, 简称 HPM），1976 年开始隶属于国际数学教育委员会。自此，数学史与数学

教育关系（通常我们也称之为 HPM）成了数学教育的重要学术研究领域之一。 

HPM 领域的研究工作主要包括以下几个方面。 

1 关于“为何”的探讨 

数学教学中为什么要运用数学史？欧美学者早在 19 世纪就有讨论。法国数学家泰尔凯

（O. Terquem, 1782～1862）、英国数学家德摩根（A. De Morgan, 1806～1872）、丹麦数学家

和数学史家邹腾（H. G. Zeuthen, 1839～1920）等都强调数学史的教育价值。（汪晓勤，2001；

汪晓勤，2002；汪晓勤等，2003；赵瑶瑶等，2007）HPM 先驱者、美国数学史家卡约黎（F. 

Cajori, 1859～1930）指出，一门学科的历史知识乃是“使面包和黄油更加可口的蜂蜜”，“有

助于使该学科更具吸引力”（Cajori, 1899），能够激发学生学习兴趣、使他们树立正确的价值

观。他在《数学史》前言里指出，通过数学史的介绍，“教师可以让学生明白：数学并不是

一门枯燥呆板的学科，而是一门不断进步的生动有趣的学科。”（Cajori, 1911）另一位 HPM

先驱者、美国数学史家和数学教育家史密斯（D. E. Smith, 1860～1944）则认为，数学史展

现了不同方法的成败得失，因而今人可从中汲取思想养料，少走弯路，获取最佳教学方法。

他指出： 

“若要考虑该学科（数学）的任何改革问题，就不可不知道几何如何演变为现今的

形式；若要理解今天所提倡的改进教学的多种方法，就必须知道早期解方程的几何方法；

若要将微积分从现今的地位中挽救出来，知道微积分的早期历史同样很重要。这些只是
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数学史对教学的无数教训中的几个例子而已。”（汪晓勤，2010） 

以后的许多美国学者对数学史的教育价值都有讨论（汪晓勤，2004）。 

HPM 成立之后，西方学者对数学史的教育价值进行了更为广泛的探讨。Fauvel（1991）

总结了数学教学中运用数学史的各种理由，共有 15 条： 

（1）增加学生的学习动机； 

（2）改变学生的数学观； 

（3）因为知道并非只有他们自己有困难，因而得到安慰； 

（4）使数学不那么可怕； 

（5）有助于保持对数学的兴趣； 

（6）给予数学以人文的一面； 

（7）有助于解释数学在社会中的作用； 

（8）有助于发展多元文化进路； 

（9）历史发展有助于安排课程内容顺序； 

（10）告诉学生概念如何发展，有助于他们对概念的理解； 

（11）通过古今方法的对比，确立现代方法的价值； 

（12）提供探究的机会； 

（13）过去的发展障碍有助于解释今天学生的学习困难； 

（14）培养优秀生的远见卓识； 

（15）提供跨学科合作的机会。 

Tzanakis 和 Arcavi（2000）从数学学习、关于数学本质和数学活动观点的发展、教师的

教学背景与知识储备、数学情感、对数学作为文化活动的鉴赏等五个方面总结了数学史对支

持、丰富和改进数学教学的作用。Jankvist（2009）则将数学史对于数学教学的作用分成“工

具”和“目标”两类。 

2 关于“如何”的讨论 

Fauvel 和 van Mannen 曾指出：“对于数学史引入数学教学的研究，乃是数学教学研究

的重要组成部分。”（Bagni, 2000）HPM 成立以来，特别是 20 世纪 80 年代以来，许多数

学教育家、数学教师对于数学史在数学教学上的具体运用方法作了理论探讨。如何将数学史

融入数学教学，如今已成了近年来国际上 HPM 研究者们关注的中心课题之一。 
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Fauvel（1991）总结了数学教学中运用数学史的方式，共有 10 种： 

（1）介绍历史上数学家的故事； 

（2）运用数学史引入新概念； 

（3）鼓励学生理解以所学概念为答案的数学史问题； 

（4）讲授“数学史”课； 

（5）利用历史上的数学教材设计课堂练习和作业； 

（6）举办数学历史主题的展览； 

（7）运用历史上的主要例子来说明方法和技术； 

（8）探索过去的错误、另类观点以帮助今天的学习者理解并解决困难； 

（9）借鉴历史发展设计一个话题的教学方法； 

（10）基于历史信息设计大纲范围内主题的顺序和结构。 

Tzanakis 和 Arcavi (2000)总结了数学史在数学教学中的三种运用方式：一是提供直接的

历史信息；二是借鉴历史进行教学，即发生教学法；三是开发对数学及其社会文化背景的深

刻意识。而 Jankvist (2009)则提出另三种方式：点缀法、模块法和基于历史法。 

我们将各种分类方法进行整合与改进，得到附加式、复制式、顺应式和重构式四类，

见表 1。 

表 1  数学教学中运用数学史的方式 

类 别 描  述 Fauvel Tzanakis & Arcavi Jankvist 

附加式 展示有关的数学家图片，

讲述逸闻趣事等，去掉后

对教学内容没有什么影响 

方法 1 直接运用法 点缀法 

复制式 直接采用历史上的数学问

题、解法等 

方法 2-8 直接运用法 模块法 

顺应式 根据历史材料，编制数学

问题 

— － 基于历史法 

重构式 借鉴或重构知识的发生、

发展历史 

方法 9-10 间接运用法 基于历史法 

    如，在对数概念的教学中，讲述对数发明者纳皮尔（J. Napier, 1550～1617）和常用对

数发明者布里格斯（H. Briggs, 1561～1630）的故事（汪晓勤，2002b），即属于附加式。在
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引入复数概念时，抛开方程 2 1 0x   ，而直接采用德国数学家莱布尼茨（G. W. Leibniz, 

1646～1716 ）的二元二次方程组问题：已知 222  yx ， 2xy ，分别求 yx  ， x，y。

（张小明等，2005）此即属于复制式。在数列概念的教学中，将毕达哥拉斯学派的多边形数

理论改编成供学生探究的问题，即属于顺应式。 

重构式是数学史最高层次的用法，发生教学法即属于该方式。托普利茨（O. Toeplitz, 

1881～1940）曾指出，发生法的本质是追溯一种思想的历史起源，以寻求激发学习动机的最

佳方式。（Edwards, 1977）但追溯历史起源、重演历史发展并非原原本本地、精确地复制历

史，而是借鉴历史、重构历史。原原本本的历史往往很复杂，而发生法所重构的历史却是线

性的。发生法强调知识的自然发生过程，即教学必须建立在学生已有的认知基础之上；同时

也强调知识的必要性，即教学必须激发学生的学习动机。例如，通过借鉴椭圆知识的历史，

基于古希腊的原始定义（截线定义），用圆柱中的旦德林球来引出椭圆的焦半径性质，（汪晓

勤等, 2011；陈锋等，2012）即属于这种方式。 

3 教育取向的数学史研究 

早年，卡约黎曾研究过如下问题：未知数为什么用 x 来表示？指数记号是如何演进的？

谁最早使用了数学归纳法？“数学归纳法”之名是如何产生的？“对数”之名是怎么来的？

为什么等差和等比级数又叫算术和几何级数？这些问题具有明显的教育取向。教育取向的历

史研究主要通过对数学课程中的概念、公式、定理、问题的历史进行研究，不是为历史而历

史，而是为教育而历史。这是 HPM 研究的基础性工作，如果我们不了解一个概念、公式或

定理的历史，就无从谈论概念理解的历史相似性以及借鉴历史的概念教学。 

美国数学教师协会早在 1969 年就组织数学史家和数学教育家编写了《用于数学课堂的

历史话题》（Hallerberg et al, 1969），供数学教师使用。Gulikers 和 Blom（2001）在有关几何

历史与教学的文献综述中，教育取向的历史研究占了相当大的比例。笔者亦曾致力于这方面

的工作（如汪晓勤，2002）。 

HPM 为历史研究提供了丰富的问题。例如，“三角公式的几何渊源”、“古代文献中的数

列问题”、“平方差公式的历史”、“用字母表示数的历史”等等课题无不源于 HPM 教学实

践的需要。 

数学教育取向的数学史研究的另一目的是获取相关知识点（概念、公式、定理等）的教
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学启示。卡约黎的《初等数学史》就是早期的例子。如，卡约黎根据负数的历史得出结论：

“在教代数的时候，给出负数的图形表示是十分重要的。如果我们不用线段、温度等来说明

负数，那么现在的中学生就会与早期代数学家一样，认为它们是荒谬的东西。”（Cajori, 1917）

M·克莱因（M. Kline, 1908～1992）基于数学史的研究，对美国的“新数运动”提出尖锐的

批评（Kline, 1958），并强调直觉对于数学理解的重要性（Kline, 1970）。 

类似地，Malik（1980）通过对函数概念的历史考察获得启示：中学阶段应该教简单易

懂的函数概念；Ponte（1993）通过对函数历史的考察获得启示：在中学，将函数定义为数

集之间的对应关系是合适的；在中学数学中必须强调具有解析式的函数例子。Filep（2001）

通过对分数概念历史考察，获得教学启示：分数概念时的引入必须与度量联系起来，而不是

两数相除。 

数学史是一个宝藏，不论时代如何变迁，数学教育工作者总是可以并且也有必要从中汲

取有益的思想养料。 

4 历史相似性研究 

所谓历史发生原理，指的是个体数学理解的发展遵循数学思想的历史发展顺序，这就是

我们通常所说的“历史相似性”。对发生原理的认识可以上溯到 19 世纪法国哲学家孔德（A. 

Comte, 1798～1857）的著述。孔德认为，“个体教育必然在其次第连续的重大阶段，仿效群

体的教育，在感情上如此，在思想上也是如此。”（孔德，1999）英国教育家斯宾塞（H. Spenser, 

1820～1903）据此指出： 

“对儿童的教育在方式和顺序上都必须符合历史上人类的教育，换言之，个体知识

的发生必须遵循人类知识的发生过程。…因此，在确定正确的教育方法时，研究一下文

明中的方法，有助于为我们提供指南。”（Spencer, 1862） 

发生原理又受到德国生物学家海克尔（E. Haeckel, 1834～1919）所提出的生物发基本定律

——“个体发育重演种族发展”的支持。（Radford, 2000） 

早期学者似乎坚信个体数学理解过程与数学思想的历史发展之间存在严格的相似性。

如，马塞（J. Macé, 1815～1894）认为，儿童的学习一如人类的学习，“尽管起点离我们已

经很远，但人类漫长的教育在每一个儿童身上又会重新开始。”（Mace, 1862）布兰福德

（Benchara Branford）则指出：“为教育之目的，几何学最有效的讲授方式乃是遵循科学历

史演进的顺序”。（Branford, 1921）他还将人类与个体数学经验的发展进行了对比。 
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卡约黎和史密斯则从学生学习困难的角度来诠释历史发生原理。卡约黎指出：“学生所

遭遇的困难往往是相关学科的创建者经过长期思索和探讨后所克服的实际困难。”（Cajori, 

1899）而史密斯则认为：“困扰世界的东西也会困扰儿童，世界克服其困难的方式提示我们，

儿童在其发展过程中会以类似的方式来克服类似的困难。”（Smith, 1900）美国数学家和数学

史家 M·克莱因（M. Kline, 1908～1992）的观点与卡约黎和史密斯一脉相承：“历史上数学

家所遇到的困难，正是学生也会遇到的学习障碍，因而数学史是教学的指南。”（汪晓勤，

2004a） 

F. 克莱因（F. Klein, 1849～1925）、庞加莱（Poincare, 1854～1912）、波利亚（G. Polya, 

1887～1985）、弗赖登塔尔（H. Freudenthal, 1905～1990）等都是历史发生原理的支持者，当

然，他们已经摆脱了严格相似性的狭隘观点。 

克莱因（F. Klein, 1849～1925）指出： 

“生物发生学的一项基本定律指出，个体的成长要经历种族成长的所有阶段，顺序

相同，只是所经历的时间缩短；而教授数学和其他任何事情一样，至少在一般意义上要

遵循这项定律。鉴于年轻人的本能，教学应慢慢将其引向更高级的事物，最终到达抽象

形式。为此，教学应遵循人类从知识的原始状态到更高级形式的道路。……推广这种自

然的真正科学的教学的主要障碍是缺乏历史知识。”（Klein, 1932） 

这里，克莱因所说的借鉴生物发生定律、基于历史知识的“自然的”和“科学的”教学方法

就是发生教学法。 

庞加莱说：“教育工作者的任务就是让儿童的思维经历其祖先之所经历，迅速通过某些

阶段而不跳过任何阶段；鉴于此，科学史应该是我们的指南。”（Poincaré, 1899） 

 波利亚指出：“只有理解人类如何获得某些事实或概念的知识，我们才能对人类的孩子

应该如何获得这样的知识作出更好的判断。”（Pòlya, 1965） 

弗赖登塔尔（H. Freudenthal, 1905～1990）将人类看作一个“学习者”，其学习过程就是

历史。他告诉我们：“数学史是一个图式化不断演进的系统化的学习过程，儿童无需重蹈人

类的历史，但他们也不可能从前人止步的地方开始。从某种意义上说，儿童应该重蹈历史，

尽管不是实际发生的历史，而是倘若我们的祖先已经知道我们今天有幸知道的东西，将会发

生的历史。”（Freudenthal, 1980） 

历史相似性的研究对数学教育具有重要意义。因为，如果某一概念的历史相似性得到检

验，那么，我们可以参照历史来预测学生的认知障碍，从而有针对性地制订相关教学策略，

最有效地让学生跨越学习障碍。 
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一些欧美学者就符号代数、角的概念、平面概念、数轴上序关系、函数极限等，对有关

被试的理解进行了实证研究，印证了历史相似性的存在。Harper (1987) 通过对两所文法学

校 1-6 年级 144 名学生的测试，发现学生对符号代数的理解过程经历修辞代数、缩略代数和

符号代数三个阶段，具有历史相似性；Bagni (2000) 通过对 88 名 16-18 岁、尚未学过无穷

级数概念的高中生的测试和访谈发现，就发散的无穷级数而言，历史发展与个体认知发展是

相似的。 

Keiser (2004)通过课堂观察和访谈调查发现，六年级学生对角的理解涉及“质”、“量”

和“关系”三个方面，与古希腊数学家的理解具有相似性；Zormbala & Tzanakis (2004)通过

对 51 名大学非数学专业毕业、从事各类社会职业的人员的调查，发现被试对平面概念的理

解与历史上巴门尼德（Parmenides, 前 5 世纪）、海伦（Heron, 1 世纪）、莱布尼茨（G. W. Leibniz, 

1646～1716）、辛松（R. Simson, 1687～1768）、高斯（C. F. Gauss, 1777～1855)、皮埃里（M. 

Pieri, 1860～1930）等数学家的理解具有相似性；Thomaidis & Tzanakis（2007）研究发现，

学生对数轴上序关系的理解与历史上数学家的理解也存在一定的相似性。Juter (2006)的研究

则表明，关于函数的极限，大一学生中只有成绩优秀的学生才表现出理解上的历史相似性。 

类似地，针对学生对虚数、发散级数、函数、古典概率、切线、符号代数、数列极限等

的理解，我们也进行了一些初步的实证研究（如汪晓勤等, 2005；汪晓勤等, 2006；任明俊等, 

2007）。以切线为例。对鄂、苏、沪、皖四地 332 名高中生的调查表明：绝大多数高中生对

切线的理解只达到古典几何阶段，他们只是根据公共点个数、直线与曲线相对位置或直线与

圆半径位置关系来判别切线，与古希腊欧几里得、阿波罗尼斯、阿基米德等的理解具有相似

性；绝大多数被试未能从特殊曲线的切线顺利过渡到一般曲线的切线，这也表现出高度的历

史相似性，因为从古典几何阶段过渡到近代分析阶段，历史上的切线概念也经历了漫长而艰

辛的过程。（殷克明，2011）  

5 教学实践 

关于数学史融入数学教学，迄今已积累了相当多各层次的实践案例，我们按改进后的分

类法依次对其作一概述。 

5.1 附加式 

早在 1977 年，McBride 和 Rollins 就进行了一项为期 12 周的 HPM 教学实验。在每一次
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代数课上，教师用 5 分钟时间附加式地介绍数学史，结果发现，教学中使用数学史，有助于

提高学生的学习数学积极性。（Marshall & Rich, 2000） 

Brown (1991) 利用每节数学课的开头五分钟作“微型演讲”：向学生讲述数学故事、

趣闻、数学家传记、数学名家名言、甚至数学小诗等。Gardner (1991)让小学生探究“风走

得有多快”，借机讲述梅森（Merssene, 1588～1648）测声速的故事以及伽利略（G. Galilei, 

1564～1642）测光速的实验。Ofir (1991) 在数学课堂中设计了以下活动：在七年级，介绍

古代埃及、巴比伦、罗马的记数制度，并让学生将其与今天的记数制作比较；在八年级，介

绍古埃及的乘法和分数的拆分、古代巴比伦人、古希腊阿基米德、中国刘徽以及犹太人求圆

周率的方法和结果。Führer（1991）在他的数学课上多次使用三个故事：一是古希腊数学家

埃拉托色尼（Eratosthenes）测量地球大圆周长，二是圆周率的历史，三是复数的历史。 

5.2 复制式 

Ransom(1991) 利用 1747 年拉丁文版《几何原本》第一卷命题 47 来讲授勾股定理，并

从英国数学家波尼卡斯特（Bonnycastle）《测量与实用几何引论》中选取勾股定理应用问题

供学生探究，如： 

● 顶撑距建筑物直柱 12 英尺，支撑一离地 20 英尺高的门窗，求顶撑长度； 

● 河岸悬崖高 103 英尺，自崖顶引线至对岸，线长 320 英尺，求河宽。 

Perkins (1991) 在女子学校通过让学生解决历史上数学家觉得很难的概率问题来增加她们的

学习自信心： 

● 一次同时掷三颗骰子，比较 9 点和 10 点的概率大小。(伽利略与图斯坎尼大公) 

● 一颗骰子掷 4 次，至少一次出现 6 点的概率，与两颗骰子掷 24 次，至少一次出现双

6 点的概率大小。（德·梅勒）  

● 一次同时掷 6 颗骰子，至少出现一个 6 点的概率，与一次同时掷 12 颗骰子，至少出

现两个 6 点的概率大小。（裴皮斯致牛顿）  

同时，用 16 世纪初德国百科全书《知识明珠》（Margarita Phylosophica）中的两幅插图来

引发学生对“女性与数学”这一话题的探讨。两幅插图中，各有一位优雅的女性，一个代表

几何学，一个代表算术。Thomaidis (1991) 在平面几何课上向学生讲解几何定理在古代天文

学上的应用，如托勒密定理是如何帮助天文学家亚里士塔丘（Aristachus）计算出月半圆时

日地距离与月地距离的比值在 18 和 20 之间的。Van Maanen (1991)选择 17 世纪法国数学家
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洛必达（L’Hopital, 1661～1704）《无穷小分析》中的力学问题作为其所教文法学校毕业考

试的题目。Chun Ip Fung 等人将刘徽《海岛算经》第一题、海伦的测量问题以及达·芬奇的

“猫眼图”用于教学设计。（Fauvel & van Maanen, 2000） 

Kool (2003) 选择 16 世纪荷兰数学教科书上的问题，对 20 名 11-12 岁的小学生进行了

课堂教学实验： 

● 甲从帕里希出发到安特卫普去，日行 8 英里；乙从安特卫普出发到帕里希去，日行

12 英里。两人走同一条路，且同时出发。帕里希和安特卫普之间的距离为 60 英里。问几天

后甲乙二人相遇？（Peter van Halle, 1568） 

 

Peter van Halle 的解法 

● 如果忘记九九表中某两数的乘积，如何求出这个乘积呢？（Peter van Halle, 1568） 

 

Peter van Halle 的解法 

● 皮尔特对简说：“你 50 岁了！”“不”，简说，“我没到 50 岁。如果我取我年龄的一半，
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加上我年龄的 1/3，加上我年龄的 1/4，最后加上我的年龄，总数才是 50 岁。”问简的年龄

多大？（Christianus van Varenbraken, 1532） 

 

Christianus van Varenbraken 给出的解法 

作者将原教科书上的解法称为“班级里的一名额外学生”。 

Paola 将历史上著名的“点数问题”（或称“分配问题”）用于概率的教学，且在课堂

上发现了学生解法的历史相似性（Furinghetti & Radford, 2002；Furinghetti & Paola, 2003）。

Massa 等（2006）将古希腊天文学家亚里士塔丘《论日月的大小与距离》中的命题 7（即上

文提到的日地、月地距离关系推导）、《几何原本》第一卷命题 47（勾股定理）以及雷格

蒙塔努斯（Regiomontanus, 1436～1476）《论各种三角形》卷 1 命题 27（已知直角三角形三

边，求各角）用于三角学的教学。 

5.3 顺应式 

   Van Maanen (1992)利用荷兰数学家舒腾（F. van Shooten, 1615～1660）的圆锥曲线作图

工具，编制高中毕业考试题目。 

    舒腾的其中一种椭圆作图工具如图 1 所示。短杆 AB 可绕 A 转动，AB = a；长杆 BE 通

过 B 处铰链与 AB 连接，BE = b。BE 上的钉子 D 可沿 KL 移动，AB = BD。舒腾说，当 D 在

KL 上移动时，E 处的笔尖即画出了椭圆。 
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图 1 舒腾的椭圆作图工具 

（1）若以 A 为原点，KL 为 x 轴，BE 与 KL 的夹角为 φ，用 a、b 和 φ来表示点 E 的直

角坐标。 

（2）求点 E 的轨迹的直角坐标方程。E 的轨迹是否真的椭圆？ 

（3）舒腾的这一工具是否适合椭圆作图（像用圆规画圆一样）？ 

类似地，张小明老师利用我国古代数学中的基本立体图形“鳖臑”来编制如下问题（汪

晓勤，2012）： 

我国古代数学家对立体图形有深刻的研究，著名数学家刘徽在此方面取得了很大的成

就，他发现：“邪解堑堵，其一为阳马，一为鳖臑，阳马居二，鳖臑居一，不易之率也”．这

个结果被称为“刘徽原理”，其中鳖臑是指四个面都为直角三角形的四面体。在如图所示的

鳖臑中，∠AOC = ∠BOC = ∠OBA =∠ABC = 90°，AB = OC =2，OB = a （ 0a  ），F 为线

段 OB 上的动点，E 为 DB 的中点，问，当点 F 运动到什么位置时，直线 AF 与 OE 所成的

角最小？ 

 

图 2  鳖臑问题 

Bagni (2000)采用邦贝利（R. Bombelli, 1526～1572）《代数学》（1572）中的关于 1、-1、

i、-i 的运算法则以及凯莱（A. Caylay, 1821～1895）的乘法表来引入群概念的教学，试图验

O

z

2

C

B

A

F

E

a

2

y

x
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证利用数学史来引入新概念教学的有效性。 

Earnest (1998)让师范生利用数学史料编制作业单，结果，职前教师们设计出丰富多彩的

问题，涉及卡洛儿钟表问题、古印度梵天塔问题、芝诺悖论、古埃及分数、拉马努金整数拆

分问题、贾宪三角与二项式展开、古代记数制度、欧拉多面体公式、数学与音乐、九宫图、

古罗马马赛克中的对称图案等，这些作业单大多为数学史的顺应式应用。 

在针对师范生所设计的“倾听学生”工作坊上，Arcavi & Isoda (2007)将莱茵得纸草书

上的“猫和老鼠”问题（等比数列问题）进行改编，让学生猜测象形文所表示的数字并复原

古埃及的乘法运算。 

5.4 重构式 

早在 19 世纪，英国数学家德摩根（A. De Morgan, 1806～1871）已经对有关数学知识的

演进进行过重构。以符号代数为例。（De Morgan, 1902）德摩根指出，代数学上一般数量关

系的发现始于特例。如：两个数的和的一半加上它们的差的一半等于较大的数。首先，取

16 和 10，它们的和的一半为 13，差的一半为 3。13 和 3 相加，得 16，为较大数。上述结果

对于其他数对也是成立的，如 27 和 8，15 和 9，等等。利用运算符号，可以发现以下事实： 

16 10 16 10
16

2 2

 
  ， 

27 8 27 8
27

2 2

 
  ， 

15 9 15 9
15

2 2

 
  ， 

等等。但如何表达上述结果对于任何一对数都成立呢？我们将较大数称为第一数，较小数称

为第二数，就有 

2 2

 
 

第一数 第二数 第一数 第二数
第一数  

类似地，我们也可以得到其他等式，如 

         第一数 第二数 第一数 第二数 第一数 第一数 第二数 第二数  

但每次写“第一数”、“第二数”很麻烦，若用 x 表示“第一数”，用 y 表示“第二数”，则上

面的恒等式可以写成： 

2 2

x y x y
x

 
  ， 

   x y x y x x y y       。 
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对于一个代数恒等式，从特例，到文字表达，再到字母表示，正是对符号代数发展过程的重

构。 

Radford & Guérette (2000)基于古巴比伦的“原始几何”方法，设计了一元二次方程求根

公式的教学。整个设计共含五部分。 

（1）几何方法之引入 

    教师先提出如下问题：“已知矩形的半周长等于 20，面积等于 96，问矩形的长和宽各为

多少？”让学生分组合作，用任何方法来解决。学生完成后，教师在黑板上用纸版拼图来解

释“原始几何”：取边长为 10 的正方形，其面积为 100。从中割去一个边长为 2 的小正方形，

余下的图形的面积为 96。沿虚线割去一矩形，并将其竖直补到右边，于是得所求边长为 12

和 8。如图 3 所示。 

        

       

图 3 矩形问题的几何解法 

    然后，教师给出另一个类似问题：“已知矩形面积为 30，半周长为 12。求矩形的长和宽。”

（丢番图《算术》卷 1 问题 27）教师要求学生在第二次课上介绍解这类问题的步骤，要求

步骤清晰，能让同年级另一个班级的任一个学生听懂。  

（2）合作讨论与提出问题 

    小组讨论解题步骤，派代表向全班介绍本组讨论结果。接着，让学生自己提出类似的问

题，要求：所求矩形的边长必须为整数；不一定为整数。 

10

10 2

2

2

2

10-2

10+2



 
 

14 

（3）新矩形问题 

教师让学生解第二个问题：“矩形长为 10，宽未知。在长度未知的边上做一正方形，正

方形连同矩形的面积共为 39，求矩形的宽。”（花拉子米问题的几何形式）教师在黑板上用

纸版拼图来解释解法：将原矩形一分为二，将其中之一粘到正方形底边上。补一边长为 5

的小正方形，则新的大正方形面积为 39+25=64。其边长为 8。故 x+5=8，x=3。 

接着教师给出类似问题，让学生分组合作解决。并要求他们写出解这类问题的一般步骤。 

   （4）合作讨论与提出问题 

   讨论学生所写的解题步骤。并让他们自己提出类似的问题，满足下列条件：（1）矩形的

边长必须为整数；（2）矩形的边长必须为分数；（3）矩形的边长必须为无理数。 

       

       

图 4  新矩形问题的几何解法 

（5）求根公式之再发现 

    教师引导学生寻找解上面第三和第四部分中的问题的公式。教师提示：在学生所写的解

题步骤的第四步，用字母来代替文字，用字母“b”来表示矩形的底，“c”表示总面积。经

小组合作讨论，得公式 

2

2 2

b b
x c     

 
， 

10

x

x x

x

5

5

x
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接下来，教师将几何问题翻译成代数语言：若未知的一边为“x”，则正方形面积为“x2”，

矩形面积为 bx；于是两者之和等于 c，即： 2x bx c  。为将方程与上述公式联系起来，教

师给出一些具体的方程（如 2 8 9x x  ， 2 15 75x x  ）让他们运用公式来求解。 

接着，教师引导学生找出方程 2ax bx c  的求根公式。学生可能会想到：方程两边同

除以 a，即得前面讨论过的形式。只需在前面的公式中，用 b/a 代替 b，c/a 代替 c 即可： 

2

2 2

c b b
x

a a a
    
 

； 

最后让学生考虑一般方程 2 0ax bx c   ：只需用-c 来代替方程 2ax bx c  中的 c，即得。

故在上述公式中用-c 代替 c，即得一般公式 

            

2

2 2

c b b
x

a a a
     
 

，或
2 4

2

b b ac
x

a

  
 。 

为了得到所有的根，需考虑 2 4b ac 的负根，于是得公式
2 4

2

b b ac
x

a

  
 。 

类似的案例还有：Panagiotou(2011)借鉴对数的历史进行对数概念的教学设计，并将其

付诸实践。 

在台湾，基于数学史的教学设计的主要采用学习单的方式，已有案例涉及圆与圆周率、

对数、三角函数、数学归纳法、曲线下的面积等等。 

近年来，中国大陆也开始关注 HPM 视角下的数学教学。一个典型的例子是椭圆的概念

与方程。椭圆的历史大致可以分成椭圆的发现、截线定义的形成、基本性质的推导、焦半径

性质的获得、机械作图的产生、轨迹定义的确立以及椭圆方程的推导等七个重要环节，但教

材只截取了最后三个环节，显然，所呈现的椭圆知识并非自然发生。鉴于椭圆历史的复杂性，

我们对椭圆历史进行了重构（如图 5）。从球的影子、建筑、水杯等现实例子出发将椭圆知

识建立在生活经验基础之上；利用圆柱中的旦德林双球，推导出椭圆焦半径性质，从而实现

了从古希腊截线定义到课本轨迹定义的自然过渡，并创造学生的学习动机。该设计在上海、

浙江、新疆等地的实施都取得了理想的效果。（汪晓勤等，2011；陈锋等，2012） 
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图 5  椭圆的历史及其重构 

6 结语 

以上我们看到，在 HPM 领域，关于“为何在数学教学中运用数学史”和“如何在数学

教学中运用数学史”的讨论很多，前者较为成熟，后者尚无定论，相关讨论还将继续下去。

在我国，关于“为何”的讨论很多，而关于“如何”的讨论却很少。我们所提出的“附加式”、

“复制式”、“顺应式”和“重构式”四种方式基本上能够涵盖已有的实践案例，但有待于实

践的进一步检验。在教育取向的数学史研究上，尽管西方文献丰富多彩，但可用于课堂教学

的素材并没有我们想象的多。历史相似性研究案例仍然屈指可数，研究工具有待于开发，研

究方法有待于改善。而在 HPM 教学实践方面，尽管西方学者作了很多尝试，但成功案例凤

毛麟角，且绝大多数案例也并不适合我们的课堂。 

因此，HPM 为我们留下了广阔的研究空间，在这里，我们将大有可为。 
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调查研究 

关于数学文化教育价值与运用现状的网上调查 

赵东霞，汪晓勤 

(华东师范大学数学系, 上海, 200241) 

《普通高中数学课程标准》在“课程基本理念”中指出：“数学是人类文化的重要组成

部分。数学课程应反映数学的历史、应用和发展趋势，数学对推动社会发展的作用，数学的

社会需求，社会发展对数学发展的推动作用，数学科学的思想体系，数学的美学价值，数学

家的创新精神。数学课程应帮助学生了解数学在人类文明发展中的作用，逐步形成正确的数

学观。为此，高中数学课程提倡体现数学的文化价值，并在适当的内容中提出对数学文化的

学习要求。”[1]从中我们大致可以将数学文化的内涵概括为：数学的历史、数学的思想、数

学的精神、数学与人类其他知识领域之间的关联。 

近年来，数学文化日益受到国内数学教育工作者的重视，高校数学文化选修课方兴未艾，

中学数学文化校本课程悄然兴起，数学文化融入数学教学业已成为一个重要而富有生命力的

学术研究领域。那么，在中学数学教师眼里，数学文化究竟有哪些教育价值？数学文化在中

学数学课堂中的运用现状如何？中学数学教师运用数学文化的困难是什么？在高中数学新

课程实施十年、课程标准即将修订之际，对上述问题进行研究，无疑是有现实意义的。 

为了回答上述研究问题，我们在上海市十二五市级共享课程“数学史与数学文化”的在

线 BBS 讨论区发起了主题为数学文化教育价值的讨论，得到了教师的积极响应。从 10 月

26 日起截止到 11 月 6 日，共产生 778 个帖子。 

1 教师眼中数学文化的教育价值 

经过对在线教师所发帖子的逐条整理分析，我们得到关于数学文化教育价值的 344 个

有效观点，涉及对学生和教师自身两方面的影响，涵盖数学文化的德育功能、理性精神、学

习兴趣、数学知识和能力培养方面。 

在所有观点中，所占比例最高的是“激发学生兴趣，形成积极的数学情感态度”。在教

师看来，相当多的学生对数学缺乏兴趣，普通中学的情况更是不容乐观。一位教师写道： 

我是普通完中的高中老师，最切身的体会就是：老师教得非常累，学生学得非常累，
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简单的知识教了就忘，公式背了就忘，抄作业现象很普遍，学生的厌学情绪很浓，没有

丝毫学习兴趣，还有什么情感、态度、价值观？ 

数学文化有着丰富多彩的内涵，生动有趣的故事、穿越时空的智慧、贴近生活的问题、赏心

悦目的艺术等等，都可以充分调动学生的积极性，使他们形成良好的数学情感态度。在讨论

中，一位教师写道： 

兴趣是最好的老师，好奇心是研究的源泉。数学教学就是要培养学生的好奇心和兴

趣，有了兴趣和好奇心，学生才能更加主动地学习数学。但是，我们在数学教学中往往

把“火热”的数学教成“冰冷的美丽”的“骨干美人”，数学的枯燥无味埋没了多少学

习数学的热情，让多少学生望而却步！这不得不说是我们数学教学的悲哀。如果我们数

学教师能更好地了解数学史，就能深度理解数学的教学内容，从而做好数学教学演绎，

把数学课上成让人回味无穷的艺术性和科学性并存的好课！  

居于第二位的是“加强爱国主义教育，增强民族自豪感，培养社会责任感”。数学文化

带有强烈的时代和民族特色。将数学文化应用于日常教学，向学生介绍中国古代具有世界意

义的数学成就（如《周髀算经》中的勾股定理、刘徽的割圆术、祖冲之的圆周率等），让他

们了解祖先的伟大智慧和创造力，可以增强他们的民族自豪感，激发他们的爱国热情。当然，

笔者之一发帖提出了“爱国爱错”现象：勾股定理常常在课堂上被错误地说成是“中国人最

早发现的”，但实际上更早的古巴比伦人已熟练运用过该定理。对此，一些老师认为自己确

实对历史知识不甚了了，今后应多多学习；但也有部分教师认为：谁最早发现并不重要，重

要的是我们的祖先确实做出过独立的发现。 

居于第三位的教育功能是“汲取榜样的力量，锤炼坚强的意志，养成良好的心理品质”。

数学史上，很多数学家都是逆境成才、永不言弃的典范；很多数学家都是勤学不怠、百折不

挠的楷模；很多数学成都是历经挫折、失败甚至付出生命代价后取得的。一位教师写道： 

泰勒斯因天文观测而掉入阴沟，希帕索斯因发现无理数而葬身大海，阿那克萨格拉

身陷囹圄而探索不止，阿基米德因沉迷数学而被罗马士兵杀害，希帕蒂亚因追求真理而

死于基督徒之手，索菲·热尔曼在墨水结冰的冬夜仍勤奋学习，斯坦纳家境贫寒而自强

不息……这些优秀历史人物的事迹可用来激励学生努力学习、坚忍不拔。 

位居第四的观点是“体会数学与现实生活之间的普遍联系，经历良好的数学体验，树立

正确的数学观”。相当多的学生持有十分消极的数学观，一位教师引用文献中的说法[2]： 

什么是数学？对于这个问题，有些学生的回答很有意思：“数学是一些居心叵测的
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成年人为青年学生挖的陷阱”；“数学问题是一些仅仅出现在课本和试卷上的、让某些

老师看着学生崴脚而感到窃喜的东西。”听到学生这样的回答，开始还觉得挺新鲜，可

是仔细一想，就感到一阵心酸。我们这些用尽心血努力教学的教师在学生心目中无非就

是一些布雷高手，而数学成为教师惩治学生的工具，与学生的个人发展并无太大关系，

这样的结果无疑是数学教学的一种悲哀。  

因此，有教师指出，课堂上为学生提供数学与现实生活密切联系的例子，让学生体会数

学的价值，从中获得良好的数学体验，从而形成正确的数学观。 

教师眼中数学文化的其他教育价值有：拓宽国际视野，培养包容并蓄的民族文化观；提

高美学修养，欣赏数学美；培养理性的科学态度和严谨的思维方式；树立创新意识，发展探

索能力；学习解决问题的思想和方法；理清知识结构，理解知识本质。 

图 1 给出了各种观点的分布情况。 

 

图 1 教师眼中数学文化的教育价值 

从图 1 可见，在中学数学教师眼中，数学文化的教育价值主要体现在三维教学目标中的

“情感态度价值观”上，数学文化很少能与“知识与技能”、“过程和方法”建立关联。 

此外，少数教师在讨论中还提到数学文化对于教师自身专业发展的作用，认为数学文化

知识的学习有助于提高教师数学素养，丰富自己的知识储备；同时，历史上曾经困扰过古人

的问题，根据历史相似性原理，也很可能是今日学生学习上的困惑点，所以加强数学文化的

学习，可以帮助教师更好地把握教学重、难点，从而选择恰当的教学方法与策略。 
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2 课堂上的数学文化例子 

在线讨论中，许多教师分享了自己在课堂上运用过的具体的数学文化例子。使用频率最

高的例子是勾股定理，其次是圆周率，接下来依次为“无理数的由来”、“黄金分割”和“国

际象棋棋盘问题”等。笔者对讨论中出现三次以上的数学文化例子进行了统计，详见图 2。 

此外，还有一些数学文化例子也为个别教师所用，如： 

（1）数学史上的名人轶事，如希帕索斯与无理数、纳皮尔与对数、高斯与等差数列求

和公式、韦达与他的定理、刘徽与极限概念，杨辉与多项式乘法、加菲尔德与勾股定理、陈

景润与哥德巴赫猜想等。 

（2）历史上的数学名题或著名公式，如芝诺悖论（阿喀琉斯追龟问题）、丢番图墓志

铭、泰勒斯测量金字塔高度、鸡兔同笼问题、理发师悖论、欧拉公式、赌金分配问题（“点

数”问题）、格尼斯堡七桥问题等。 

 

图 2 教师在课堂教学中使用过的数学文化例子 

（3）生活中的数学问题，如地铁发车时间安排与最小公倍数、天平平衡与等式的性质、

遮阳棚的设计与三角形稳定性和铺地砖与平面镶嵌问题、风车、陀螺与旋转、电影院座位与

坐标、体操运动员花样动作平衡点与向量、点燃鞭炮与数学归纳法、上海市出租车计价问题

与分段函数、经贸大厦与东方明珠的距离与解斜三角形、牙膏口径与圆柱体积、双曲线与导

航技术、引体向上与向量运算等。 
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（4）趣味数学，如“抢 31”问题、“24 点”游戏、“蜗牛爬井”问题等。 

（5）动物生活中的数学原理，如蜂房与平面镶嵌问题、蜘蛛网与图形对称问题、猫的

睡姿与最小表面积问题等。 

（6）数学概念的起源与发展，如函数概念的起源、负数概念的历史等等，帮同学理清

概念的来龙去脉，更好地理解知识内容。 

（7）文学作品中的数学思想，如惠施命题“一尺之棰，日取其半，万世不竭”蕴含了

无穷思想，李白名句“孤帆远影碧空尽，唯见长江天际流”形象地描写出极限的意境，杜甫

名句“两个黄鹂鸣翠柳，一行白鹭上青天”展示了优美的对称性；陈子昂名篇“前不见古人，

后不见来者；念天地之悠悠，独怆然而涕下”记录了作者对时间和空间的感知；华罗庚诗词

阐明数形结合思想的重要性；王蒙利用黄金分割来阐述人的能力与他所得回报之间的理想关

系，等等。 

（8）建筑中的数学问题，如黄金分割在建筑中的应用，胡夫金字塔中所蕴含的数学。 

（9）天文学、物理学上的数学，如天王星的发现、做功与数量积。 

（10）音乐中的数学问题，如旋律的节奏与数学的周期。 

（11）绘画技巧中的数学原理。 

上述统计表明，大部分教师所了解的数学文化例子都很少，只有极少数教师知道较多的

例子。从数学史料、文化现象、实际应用到教学设计、实证研究，关于勾股定理与圆周率这

两个案例的文献很多，网上资源铺天盖地，且两者也是中国古代典型的数学成就，因而成为

教师运用最多的数学文化例子。 

教师主要采用以下几种方式来运用数学文化： 

（1）在序言课中介绍数学史； 

（2）用故事引入新课； 

（3）将数学史用作课外阅读材料； 

（4）开设数学史讲座； 

（5）开展数学知识小竞赛； 

（6）开设以数学文化为主题的拓展课； 

（7）借助现代技术来呈现数学文化。 

其中，教师采用得最多的是用故事引入新课。 
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3 教师运用数学文化的困难 

尽管多数教师已经认识到数学文化的某些教育价值，但在实际教学中，运用数学文化存

在很多困难。 

3.1 课上无时间 

在线讨论中，教师普遍反映没有充足的时间讲授数学文化。 

T1：说说容易，其实做起来就不是那回事情了。你想，现在各校都在赶进度，赶进度

的后果就是砍掉了数学史在课堂中的教学。 

T2：我经常纠结于课时不足，现有的课时数仅够课本内容的讲解，若要拓展提高，时

间就紧巴巴。课本以及所用的导学都有一些数学史知识，如雪花曲线，课本上的阅读材料介

绍得很详细，苦于没有时间利用这一内容。 

3.2 手中无资料 

巧妇难为无米之炊。几乎所有的在线教师都感觉到手头缺乏适合于课堂教学的数学文化

资料，他们一致建议，高校教师能够编写有关参考书。 

T3：我浏览过很多有关数学史和数学文化的书，很少有针对中学数学教学来写的，但

这往往是中学数学老师迫切需要的。所以很多老师在做教学设计时，由于时间、精力等限制，

无法查阅大量的文献或资料。而我觉得，在数学课尤其是一些重要的概念课（比如函数的概

念，曲线与方程、数学归纳法等）中，渗透数学史与数学文化是最适合不过的了。很希望能

有一本针对中学数学教学的数学史与数学文化的书，选择几个重要的概念，追本溯源，也可

附上几篇精彩的教学设计，方便数学老师借鉴和参考。 

    一些教师则强烈希望建立“数学典故资源库”。 

3.3 考试无要求 

无疑，升学率是评价学校和教师工作绩效的主要标准，在这种情况下，不少教师认为，

只要考试无要求，数学文化就很难受到重视。 

T4：在高考的压力下，讲数学史有点“奢侈”，不知道该怎么处理？ 

T5：要是哪次考试卷里包含数学史内容，数学史就会引起教师和社会的重视。 
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T6：有了数学文化，必然促进数学观的正确形成，可惜，目前的考试制度和形式让这

些都成为浮云啊！ 

3.4 学生无基础   

部分教师认为，经过年复一年的各种考试，“会解题才是王道”的思想已经深植于学生

内心，除了训练解题技巧方法以外的其他内容，学生参与度不高，高中尤为明显。 

T7：数学文化的教学应该从小学开始，不然都到了高中，你想搞个情境引入什么的，

学生早就没心情听了。他们都觉得是浪费时间，还不如做题有用。 

T8：二期课改的教材中引进的数学史以及数学家的故事，的确比过去多了很多，但是

在实际教学中，存在着两大问题：一方面是教学的老师可能忽略关于数学史的教学；另一方

面是，在教学中，很多同学感觉你是在浪费时间，不如直接讲教学内容。我想，这是长期的

应试教学带来的后果。 

    一些教师担心，学生的基础本来就差，加入数学文化内容反而会增加学生的学习负担，

最后本末倒置，该掌握的反而没掌握。 

T8：有些学生连最基本的知识都弄不清楚，学数学史也是无用的。 

T9：对有些学生来说，数学文化无形中会不会又加重了学习负担？的确，有些女生本

来学数学就很辛苦，要不要教给学生[数学文化]，我觉得是要看对象的。 

此外，教师对数学文化的理解还存在许多误区。如，不少教师误认为数学文化就是数学

史，或者数学文化就是数学趣题或者名人故事。 

4 结论与启示 

通过对教师在线讨论的整理和分析，我们可以得到如下结论： 

（1）中学数学教师眼中的数学文化教育价值较为片面，主要局限于情感态度价值观方

面，特别是在激发兴趣和爱国主义教育方面，而对于数学文化在认知方面的价值不甚了了。

他们的认识多源于网络文献。 

（2）中学数学教师自身的数学文化知识比较欠缺，他们所知道的有关例子十分单一，

且绝大多数来自教材；他们因为所阅读的相关书籍很少而过于依赖网上资源；他们深感缺乏

数学文化资料，期待实用的数学文化参考读本的出版。 

（3）中学数学教师主要采用附加式来运用数学文化，因而部分教师认为数学文化会过



 
 

29 

多占用教学时间、甚至增加学生学习负担。 

（4）数学文化“高评价、低应用”的现状并未改变。升学压力大、教学进度快、教师

自身文化素养低、数学文化资料严重缺乏、数学文化认识片面、学生基础薄弱、视野狭隘等

原因造成了数学文化教育的巨大困难。 

根据上述结论，我们获得如下启示。 

（1）数学教学呼唤教育取向的数学文化研究。开发与中学教学内容相契合的数学文化

案例，编著数学文化实用参考书，为中学数学教学提供有关文化素材，将是 HPM 研究的重

要内容之一。 

（2）中学数学教师数学文化在职培训势在必行。教师所反映的课上无时间、考试无要

求、学生无基础等问题，都源于教师对于数学文化运用方式的无知。附加式地运用数学文化，

为文化而文化，势必会加重课堂负担，挤占课堂时间，同时，也未能在数学文化与数学知识

之间建立起内在的联系，难以促进学生对知识的理解，从而也就无法体现数学文化在认知上

的价值和在应试上的优势。事实上，数学文化的运用除了附加式，还有复制式、顺应式和重

构式等方式[3]，高层次的运用方式，并不以教学时间为代价，也不与考试成绩相冲突，数学

文化在其中将起到润物细无声的教育作用。教师培训应采用案例教学的方式。 

（3）高校数学文化研究者与教研员、一线教师的合作不可或缺。只有通过这种合作，

学术形态的数学史材料才能真正转化为教学材料，而融入数学文化的数学教学设计才能付诸

实施，实施的效果才能得到检验，从而，成功的 HPM 案例的开发才变得可期可待，HPM 研

究也就能够越走越远。 
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他山之石 

从倾听古人到倾听学生* 

Abraham Arcavi, Masami Isoda    

1 倾听学生 

定义“倾听”学生：全神贯注地倾听学生所言（并观察他们之所为），尽量理解这些及其

来源和需求。一些研究者将倾听学生的多种方式作为教学程序的组成部分。例如，

Moschkovich（2004）详细研究了一名教师是如何通过以学生想法为前提的互动，从而促使

自身能力得到提升。在数学教育实践中，倾听为实施建构主义方法服务，同时倾听也具有其

他重要的智力和情感的作用。比如，对学生而言，教师的倾听的发展可能是师生对话中一种

“关怀性质的，善于接纳的，感同深受的”组成部分。如果教师经常采取这种模式，学生会感

受到自己的价值，也会感觉自己受到无比尊重。当然，倾听也会受益于倾听者本身，使其在

倾听他人的同时，重新检查自己已有的知识，促进数学的再学习。 

2 倾听的挑战 

倾听是一种核心的教学能力，教师应该不断地学习、培养和发展此能力。然而，倾听并

不是一件容易的事情，面临以下挑战。 

2.1 包装过的知识（Packaged knowledge） 

一旦我们理解了某种数学思想，或者学会了某个知识，我们倾向于忘记，甚至无意识地

将我们曾经学习过程中的经验从脑海中移除。一个人完全掌握了一种活动，当初“怎样”和“为

什么”这样的问题不需要再问，也不可能再问。这种现象阻碍了我们感同身受地去倾听那些

正处于学习过程中的人。 

                                                        
* Abraham Arcavi & Masami Isoda. Learning to listen: from historical sources to classroom practice.  

Educational Studies in Mathematics, 2007, 66(2): 111-129. 由林佳乐翻译、整理。 
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2.2 “去自我中心”能力 

弄清楚学生的想法并不容易，学生们使用自己的语言和自己的框架，这些并不一定顺应

教师的思维方式。可以听懂学生所说的，这是一种远远胜过于教师的性格气质、敏锐的听觉

以及知识的能力，尽管这种能力是建立在以上种种基础之上的。我们借用皮亚杰的“离心”

的思想，本文中指的是采纳其他人观点的能力，尽可能放弃自己主观的想法，对于我们所听

到的理解进行循环往复地测验，尽可能挖掘它，应用它一段时间。这样一种“离心”涉及到为

了学习和练习所付出的巨大的智力上的努力。 

2.3 倾听的不同方式 

Confrey(1991)将带有建构主义数学观点的发现学习的不同方式进行比较，其延伸到教

学时，可能会导致在倾听方式上的不同——“可评估的”以及与之相反的“专心倾听”。前者是

以预想正确答案为背景的倾听，暗含一种对学生目前的状态和标准答案之间的距离的虚拟的

衡量。这种倾听方式容易忽视学生答案背后的思维，而后者则相反，不带有任何主观评价，

只是专心听学生所说，观察学生所做，从而理解学生的思维活动。 

2.4 不可避免的偏见 

一些研究者描述了教师“倾听不足”或者“过分倾听”的现象。教师似乎总是通过自己个人

的主观想法或者依据自己的经验来理解别人，然而，想象教师可以完全理解学生的所言所行，

也是不切实际的。 

2.5 耗费时间 

由于倾听学生是一种维持对话、提出问题、探索发现等不同方式的技能的运用，这是耗

费时间的，而且结果往往可能不是立竿见影的。能够理解其他人的观点往往发生在我们重新

审视与学生的长期对话之后。 

3 研究问题 

尽管完全理解学生的想法是不可能的，但在“充耳不闻”和完全倾听之间我们仍是需要做

一些事情。基于以上，我们确定主要的研究问题为： 
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（1）为了发展令人满意的倾听能力，应该精心安排什么样的经验？ 

（2）为发展倾听学生想法、来源以及需求的能力，在专业学习与发展方面，应该设计

什么样的课程和教学方法？ 

（3）这样一种课程在教师课程中如何起作用，在多大程度上可以获得学会倾听这种能

力？ 

4 基本原则 

为了发展和培养放弃自我，理解他人观点和想法的能力，我们在此提出了一种方法。即

基于对数学史的原始材料的理解而设计出一种特殊的方式。有几个基本假设： 

（a）为了彻底理解历史（有关数学方面）的资料，我们需要一种与倾听学生所必需的

类似的放弃自我想法的能力。 

（b）这样一种放弃自我想法的能力可以通过学习获得。 

（c）支持这种学习的学习环境可以被设计。 

我们认为，经历理解数学史材料的过程能够为理解学生而做完善的准备。理由如下： 

（1）许多学生的答案如果与预期的答案不同，很容易被忽视。当我们面对历史素材的

时候，我们知道由于文化背景的不同，所以不能轻易以对错来判断它。因此，经常做这样的

训练，对于养成不忽视任何解法，并寻求具有特质风格的数学解法的这种习惯具有积极作用。 

（2）当面对原始的历史素材时，我们必须开发工具而使其具有意义。主要的工具包括，

剖析材料，围绕材料提出讨论问题，用自己的语言和现代符号解释材料，总结已经理解的部

分，确定并表达仍需要澄清的部分，组合比较零散部分的。从某种意义上来说，这暗含一种

“诠释学”的练习。我们提出这样一种适合诠释数学史素材的工具和程序，教师可以利用数学

史素材，使其能够很好地为理解学生的想法和观点服务。 

5 研讨班 

研习班是日本驻波大学职前教师为了获得数学教育硕士学位而学习的课程之一。研习班

分两段时间段进行，共 17 人参加，其中 15 人是已在数学、建筑或工程专业取得本科学位的

学生，或毕业于师范院校数学系的学生，另外两人是有经验的在职中学教师。第一阶段持续

了 3 小时，第二阶段持续了 4 小时 10 分钟。整个研习班全程录像，并有两次问卷调查。研

习班分为两个不同的方面：历史方面和教学方面。 
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历史方面： 

 引言 

首先提出一个问题：“在你看来，从运用数学史进行数学教学的活动中，我们能够学习

到什么？”讨论之后，研习班的主持人解释此次研习班的目的，主要是希望学习参与者的经

验和观点。 

 第一阶段 

我们围绕改编自之前的著作（Arcavi 1987; Arcavi and Bruckheimer 2000）中的“埃及数学”

呈现了一个活动。 

 

图 1 问题 74 中的计算 

 

要求读者读完每一阶段后暂停，在读评注之前回答下面的问题。 

（1）基于第一个已经被翻译成现代符号，说出每一个象形文字符号代表什么意思。 

（2）填写空白处。 

（3）解释一下，摘录中进行了什么样的运算。 

评注： 

我们可以观察两列数字，一个小木棍代表数字 1,1-9 是小木棍依次累加。 代表 100，

莲花状的 代表 1000，“弯曲的手指”的含义是 10000，这就可以看出空白处应为： 

 

这个解释提供一种对数系的特征的观察：写法是从右到左，十进位的，数字是符号并列产生

的，但是一种符号重复累加，仍代表一个数字，因此此系统中不需要有 0 的符号。此阶段，
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我们可以大致了解这个步骤，“total”代表一列数字的加和。此时进行的运算为，

1 2801 2 2801 4 2801     ，或者7 2801 。由此理解此材料有两个清晰的水平：由象

形文字到现代符号的转换使得我们意识到进行了加法，然后又意识到乘法运算的进行，确切

说基于乘法分配律的运算。 

 第二阶段 

下面呈现了另一个运算过程。 

 

图 2 问题 52 中的计算 

 

（1）基于先前的经验，针对以上新材料你能提出什么问题？ 

暂停，收集问题。 

（2）基于之前由象形文字到现代符号的翻译，说说每一个符号的含义。 

（3）填写空白处。 

（4）解释一下，在此案例中进行了什么运算，并解释斜杠的含义。 

（5）用古代埃及的方法计算13 27 。 

（6）是否任意一组数字的乘法都可以用此方法进行计算，解释原因。 

评注： 

此例子中，得出 5 2000 ，并不需要所有加倍的量，但为了得到需要的加数

（1 2000 4 2000   ），这些是中间的必备过程。方法的一般性质变得很清晰：产生正确

的加数，选择正确的加数。在开始回答引导性问题之前，要求参与者自己提出问题，使其不

借助外界的帮助而练习理解材料的能力。计算13 27 的目的是巩固理解，循环练习这种方

法，将“他人的观点”应用到新的例子中。在面对理解学生答案的情况时，我们需要类似的工

具：好的问题，保留原始核心思想的清晰的解释，对隐含的关键知识的揭示，方法的一般性
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的检验，与学生现有的知识的结合，并要考虑如何在未来的数学活动中将其整合。 

 第三阶段 

（1）提出问题，使得答案能帮助你理解以下线性方程的解法。 

暂停，收集问题并讨论。 

（2）用现代符号表示以下材料中第一句话的方程并求解。 

3-9 的问题目的在于帮助理解此解法。 

 

图 3 问题 24 的解 

（3）观察第一步： 

 

很明显，埃及人解决此问题是通过试一个数字，然后观察得出什么结果。 

（a）他们尝试哪一个数字？ 

（b）填写空白处。 

（c）得出什么结果？ 

（d）他们为什么试这个数字？ 

（4）观察第二步： 
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（a） 填写空白处。 

（b）进行了什么运算，结果是什么？ 

（5）观察第三步： 

 

（a）填写空白处。 

（b）进行了什么运算，结果是什么？ 

（6）观察最后一步： 

 

图 4  最后一步 

填写空白处并解释这一步得出什么。 

（7）重新观察、总结此方法，然后解释此方法。 

（8）考虑如果开始试的数字是 14 而不是 7，用现代符号写下纸草书上的解法。 

（9）纸草书上另一个问题是：“一个数字的一半加上其本身是 16.”运用古代埃及的方法，

用现代符号解决此问题。 

评注： 

此种方法解决线性方程问题与我们今天所使用和教授的方法截然不同。第一个问题我们

要求参与者用现代方法解决此问题，目的是将今天简单的解法与古代埃及冗长、复杂的方法

进行对比，从而使参与者放弃将现代的解法作为解释埃及的解法的基础。以上每一步都描述

做了什么，问题 7 最后将所有的细节整合并产生完整的解释。开始我们用数字 7 来试，结果

产生了 8，那么就要考虑结果 8 和 19 之间的比例，即 8 的多少倍是 19？那么 7 的相同倍数

就是所求数字。埃及数学的根本思想就是比例问题。之后我们要求读者用此方法试另一个数
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字，以此理解巩固古代埃及的解法过程。下面一个阶段，这里没有具体描述，包括理解从法

国数学家佩勒蒂埃（J.Peletier）的《算术》（1549）中摘录的内容，就“试位法”进行了讨论

和应用。 

第一段时间结束。 

 第二段时间开始 

提醒古代埃及解决线性方程问题的主要步骤。 

 第四阶段 

操作佩勒蒂埃的材料。 

 问卷调查 1 

要求参与者写出此次研讨班的哪些方面的经验对于他们成为教师是有帮助的。 

教学方面： 

 第五阶段 

借用 Even and Wallach(2004)呈现一个教学案例。Ahuva，是一个五年级的教师，想要评

价学生是否学会如何求解“已知部分求整体”的问题，她给学生们一道练习题目：“一个数字

的
3

5
是 12，这个数字是多少？并解释你的解法。”其中一个学生 Ron 写道：

“12 2 24, 24 : 6 4, 24 4 20.     ” 

（a）Ron 的解法正确吗？ 

（b）如果你是 Ron 的老师，你如何评价 Ron 的知识？ 

此任务的目的是让他们进行解释练习，将学生的答案作为背景材料。 

 第六阶段 

提供一个日本五年级数学课堂片段的录像。课堂中学生在进行与5.4 :3 1.8 相关的除

法的练习。某些答案是在预料之中的，某些是预料之外并复杂的，还有一些反应了一些有趣

的错误（如15.12 :9）。此任务使他们发现在每个答案背后的思维过程。 

 讨论 

分享对研讨班的印象，以及历史和教学方面之间的联系。 

 问卷调查 2 

再次请参与者写出参加此次研讨班的哪些方面的经验对于他们成为教师是有帮助的。 

 总结和闭幕 

研讨班的主持人明确地分享了此次与学会倾听相关的研讨班的意图和目的。 
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6 研讨班的收获 

研讨班既是参与者的一次学习的经历，也是我们作者本身的一次学习经历。以下的发现

是基于来自两次问卷调查的数据，记录的对话、讨论和解法，以及我们客观的观察。 

（1）此方法可行吗？ 

研讨班上的参与者很活跃，充满热情地参与完成任务。文章的第一位作者，并不懂日语，

通过观察发现，有一些时刻，教室中留露出一种充满悬疑和焦虑的氛围，尤其是在解决古代

埃及线性方程的解法和理解 Ron 给出的答案的时候。参与者共同解决问题，开始时大家轮

流到黑板前说说自己对这个问题的解释，但都是比较片面而不完整的答案，直到一个人将所

有的片段整合到一起，产生一个完整的让在场所有参与者都满意的答案。因此，我们强调这

些参与者合作工作的本质，他们对于片面解释的不满意，他们对完整答案的不懈追求，以及

后来意识到并得出满意的答案。此活动展示出其意义和可参与性。 

（2）什么是“教学实践”？ 

按照之前提出的问题：从利用数学史进行数学教学中，我们能学到什么？有人可能会认

为，回答此问题，要求具有历史和教学两方面的知识和经验。然而，事实并非如此。因为在

缺乏经验的情况下，答案可能反映出信念和期望，这可以成为研究中可能出现的态度改变的

背景、依据。从答案中看，教学实践的隐含意义多数是指学科知识，是为了回答学生的提问，

或丰富课堂教学所具备的工具，这是教师必备的知识。 

在第一次问卷中，多数回答都是与之前的任务相关，第二次问卷的回答则反映出参与者

将解释历史材料和理解学生观点联系起来。此次研讨班也扩充了参与者的数学史知识，使这

些内容知识为教学实践所用，从而最终达到理解他人思维的目的。 

（3）学会提问 

理解他人观点方面，提出探索性的问题是很有必要的。（如研讨班前三个阶段的引导性

问题）。提问类型的进化—从为解释而设的纯引导性的问题到理解根本思想指导的工具，可

能成为发展“仔细倾听”的特征。 

（4）评估的立场 

评估并不总是具有负面作用的，我们认为只是时间的问题。仔细倾听的教育并不需要完

全丢弃评估，而需要我们将其推迟到后面阶段，即在我们完全理解学生的想法、立场之后的

阶段。在此次研讨班上，许多参与者都表达了对数学的丰富性的惊讶和欣赏，这本身也是评

估的立场，这是发生在他们完全理解所看所听的材料之后。因此，面临的挑战是，如何在二
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者（丢弃对学生想法的即刻评价和从评估学生中受益）之间找到平衡。 

（5）从解释材料到倾听学生 

此次研讨班的经历告诉我们，在理解材料和理解学生之间建立桥梁是有希望的。但同时

面临一些挑战。首先是找到合适的历史素材（包括呈现概念疑惑，各种想法之间可能的矛盾

等），从而加强这种桥梁。其次是发现适合解释和讨论的学生的答案和反馈。最后，根本的

挑战在于，仔细倾听的活动不应该停留在理论和实验层面，而是应该发生在生动的课堂中。 

（6）在职教师情况如何？ 

研讨班的经历是否能够使在职教师受益更多呢？为了探索这个问题，我们开展了第二次

相同流程的研讨班，参与者是日本上越教育大学的在职教师。研讨班上，历史方面的活动的

参与气氛与第一次研讨班相似，但教学方面有一些差异，问题的分析和讨论更加迅速而有效。

通过他们自己的陈述，发现历史部分是更加有意义和有指导性的，他们可以很自然地建立两

个部分之间的联系。 

（7）倾听的工具 

在理解 Ron 的解法时，职前和在职教师都使用类似的图式模型（如图 5）。 

 

图 5  在职教师所使用的积木 

 

参与者只是参与理解 Ron 的推理过程，而不是基于预期标准的解法来评价他的答案。

虽然此图形可以反映出学生的思维过程，但参与者并不知道是否 Ron 是这样想的，然而参

与者使用这种表征是为了使 Ron 的解法有意义。 

一个审查过第二次研讨班的数学家称，为了使埃及人的方法有意义，想出形式为 y ax

的一次方程，虽然线性方程确实帮助他理解了古代埃及的方法，但很明显，这是对原始材料

强加了现代观点，而不是真正理解材料所说的意义。 
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以上是两种不同类型的工具，并不是因为前者是图式形式，后者是概念形式，图式代表

思维过程，可能是 Ron 的答案的一部分，然而线性方程并没有在埃及数学中出现。由此，

赋予他人的观点有意义可能依赖于我们所使用的工具，工具的类型可能是各种各样的，从可

归为学生可以想到的到学生想不到的，无论哪一种对解释者而言都是有益的，然而也有一些

工具可能被错误归为学生的答案。 

（8）总结 

用数学史材料设计的目的是使学会理解他人想法的活动具有可参与性，有现实意义。通

过开展一个提高仔细倾听的活动，介绍了它的原理、实施、结果，我们相信已经回答了之前

的研究问题。然而，我们强调为了学会倾听，我们需要更多更好地利用合适的课程材料。倾

听是一个复杂的程序，它与有关知识、学生、学习和教师的作用这些复杂因素的汇总紧密相

连。因此，我们提倡这种课程应该嵌入到教师发展活动中，推动维持仔细倾听的信念的交互

发展。本文的工作可能是对这样一种努力方向的一点贡献。 
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数学文化 

缅怀数学大师 品味数学文化 

——纪念传奇数学家埃尔德什诞辰 100 周年 

彭 刚 

（华东师范大学数学系 200241） 

1 前言 

保罗•埃尔德什(Paul Erdös，1913-1996)是 20 世纪最具传

奇色彩的数学家之一(图 1[1])。他在 60 多年的数学研究生涯中，

不停地奔波于各大洲的大学数学系和研究中心之间，与大量合

作者共同发表了 1500 多篇学术论文[2]；他的思维能力热情无

与伦比，直到古稀之年，他每天还工作 19 小时；他抛弃一切

物质享受，甚至居无定所，追求数学真理就是他生命的一切。 

埃尔德什堪称数学界的莫扎特[3]，他也是历史上最多产的

数学家之一。今年是埃尔德什诞辰 100 周年，让我们深切缅怀

这位传奇数学家；同时，也让我们细细去品味他所蕴含其中的、以及因他而创造的数学文化。 

2 数学天才：从神童到伯乐 

数学像音乐一样，存在于一个形、关系和美的独立的世界中，因而历史上数学神童和音

乐神童层出不穷；年幼的儿童，即使还不能穿越马路，也可以探索无穷的数学空间[4]，埃尔

德什就是这样的数学神童。 

埃尔德什于 1913 年出生于匈牙利布达佩斯，三岁时就可以心算三位数的乘法，四岁时

便独立“发现了负数”——当时他告诉母亲：如果你用 100 减去 250，得到的结果就是比 0 还

小 150。此外，为了好玩，他还计算“乘火车去太阳需要多长时间”之类的问题，或者问母亲

的朋友们多大岁数，然后立即心算出他们已经活了多少秒[4]。 

图 1 保罗·埃尔德什 
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埃尔德什于 1930 年进入布达佩斯大学，不久之后，年仅 18 岁的埃尔德什就作出了自己

的第一个重要的数学贡献：给出了切比雪夫定理一个简单的证明[5]。 

切比雪夫定理源于贝特朗假设（Bertrand’s postulate）①。1845 年法国数学家约瑟夫•贝

特朗（Joseph Bertrand，1822-1900）提出了一个富有启发性的猜想：对于 1n> ，至少存在

一个素数 p 满足 2n p n< < 。1850 年俄国数学家切比雪夫（Pafnuty Chebyshev，1821-1894）

证明了这个猜想，但其证明冗长难懂。后来，印度数学国宝拉马努金（Srinivasa Ramanujan，

1887-1920）给出了切比雪夫定理一个简化的证明；埃尔德什给出的证明虽然与拉玛努扬相

似，但包含了一些新的思想，因此他很快就以一种全新的方式推广了切比雪夫定理[6]。拉马

努金和埃尔德什的这种工作也是数学的一种进步，因为某些繁难的证明恰恰反映了我们对问

题的本质可能还缺乏深入的了解，而证明的简化往往能引出新的见解，有助于建立更精致和

更全面的数学理论[4]。 

1934 年，年仅 21 岁的埃尔德什获得了博士学位，从而开启了他传奇的数学研究之旅。 

作为一位数学天才和杰出的数学家，埃尔德什除了以追求数学真理为自己的奋斗目标

外，还以在全世界发掘和培养数学天才为自己的使命。正如英国数学家理查德•盖伊（Richard 

K. Guy，1916-）所言：“埃尔德什在数学研究上做

出了巨大贡献，但我认为他更大的贡献在于他造就

了大量的数学天才。”埃尔德什是数学天才的最佳

伯乐，据不完全统计，由埃尔德什发掘和培养的数

学天才就超过百位[7]，其中著名华裔数学家陶哲轩

（Terence Tao，1975-）小时候还向埃尔德什请教过。 

1985 年，埃尔德什到澳大利亚讲学，在学校的

安排下，8 岁的陶哲轩去拜见埃尔德什。埃尔德什认真审阅陶哲轩写的论文（图 2），并鼓励

说，“你是很棒的孩子。继续努力!”[7]。当陶哲轩 16 岁获得澳大利亚福林德斯大学硕士学位

时，埃尔德什就推荐他到美国普林斯顿大学攻读博士学位。后来，陶哲轩 21 岁获得博士学

位，24 岁被洛杉矶加州大学聘为正教授，31 岁获得菲尔兹奖。2010 年，英国《卫报》（The 

Guardian）评选出“十大数学天才”，认为他们的革命性发现改变了我们的世界；颇为有趣的

                                                        
① 在数学史上，与这个猜想同样著名的则是贝特朗于 1899 年提出的贝特朗悖论（Bertrand’s 
paradox）：在一个给定的圆内随机选择弦，计算弦长超过圆内接正三角形边长的概率；根据

“随机选择”的不同意义，可以得到
1 1 1

, ,
2 3 4

三种不同的答案.贝特朗悖论的提出，促使数学家

们对概率论的逻辑基础作出更加严格的考察。 

图 2 埃尔德什正在审阅 

陶哲轩的论文（1985） 
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是，埃尔德什和陶哲轩都榜上有名[8]。 

3 数学发现：神奇的“数学天书” 

对于很多数学家而言，数学代表着最完全的秩序和最淳朴的美。英国数论专家哈代（G. 

H. Hardy，1877-1947）认为，“数学家的模式，就像画家或诗人一样，一定是充满美感的；……

美感是首要的试金石，丑陋的数学在世界上是很难持久的”[9]。同样，在不断追求数学真理

的过程中，埃尔德什也总是欣赏那些简洁、优美的证明。 

埃尔德什经常会假设上帝手中有一本无限的“数学天书”（THE BOOK），上面记载着所

有的定理和它们的最佳的证明（当然他并不真的相信有这样的书存在），而埃尔德什对数学

证明最高的赞誉就是“这就是天书上的”，比如我们熟知的欧几里得《几何原本》中关于“素

数有无穷多个”的证明。在埃尔德什十岁时，父亲就把这个优美的证明教给了他，从此埃尔

德什便对素数情有独钟，终身为之着迷[4]。 

“数学天书”还反映了埃尔德什的数学哲学观—— “柏拉图主义”（Platonism），柏拉图主

义者认为数学真理是本来就存在的，而我们只是重新发现了它们；历史上持有类似观点的还

有奥地利著名逻辑学家哥德尔（Kurt Gödel，1906-1978）、法国著名数学家托姆（René Thom，

1923-2002）等。那么数学到底是人类发明的（即人类心智的创造）还只是人类发现的（即

独立于我们的存在物）呢？对于这个问题，历史上数学家之间曾争论不休，相信这种争论也

会一直持续下去。 

1996 年，埃尔德什以 83 岁高龄去世，《纽约时报》

头版发表了消息[10]，人们也以各种不同的方式悼念这位

传奇数学家，其中就包括编辑了埃尔德什经常谈论到的

那本“数学天书”（图 3）。该书英文版于 1998 年出版，

并陆续被翻译成包括中文在内的十余种不同的文字，收

录了数学多个领域中几十个著名数学问题的极富创造性

和独具匠心的证明，包括“素数有无穷多个”的六种证明

①、圆周率  是无理数的证明、欧拉的经典之作

                                                        
① 其中第六种证明由埃尔德什本人给出，不仅证明了素数有无穷多个，还证明了无穷级数

1

p på
是素数

是发散的。 

图 3 “数学天书”中的证明 
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=å 的三种积分证明等等，埃尔德什关于贝特朗假设的证明也收录于其中[11]。 

4 数学合作：迷人的埃尔德什数 

已故数学大师陈省身曾说过，20 世纪最杰出的数学成就有两个，一个是阿蒂亚-辛格指

标定理，另一个就是费马大定理[12]。英国著名数学家怀尔斯（Andrew Wiles，1953－）面壁

七年、最终解决了困惑世间智者 350 多年的谜的故事，已成为数学史上的一段佳话。 

与怀尔斯这种孤军作战的方式不同，埃尔德什则十分重视数学的合作。实际上，数学研

究通常是一种合作的行为，世界各地的数学研究所和大学数学系例行的下午茶会就是为了便

于交流而开设的[13]。 

从 50 年代后期开始，旅行般的生活便陪伴了埃尔德什的一生，他经常坐火车或者飞机

到另一个城市，跨进一位数学家的大门，宣布“我的大脑敞开了（My brain is open）”，于是

就在同事或同行家中进行合作研究，接着再访问另一个城市的同事，实践着自己的座右铭：

“另一个屋檐，另一个证明（Another roof，another proof）”。 

为了说明埃尔德什与其合作者之间的关系，数学界流传着一个概念：埃尔德什数（简称

“埃数”）。如果与埃尔德什本人合作过，“埃数”就为 1——根据 Jerry Grossman 编制的“埃数”

网站[14]，目前总共有 511 位“埃数”为 1 的埃尔德什合作者；如果与和埃尔德什合作写过论文

的人合作过，“埃数”就为 2，以此类推；从来没有写过一篇数学论文的人的“埃数”则记为∞。

我国著名数论专家柯召院士与埃尔德什有着很深厚的友谊[3]，他们曾多次合作过论文，因此

柯召院士的“埃数”为 1；此外，华裔数学大师、著名几何学家陈省身先生的“埃数”为 2，著

名科学家爱因斯坦的“埃数”也为 2。 

1984 年 5 月，埃尔德什与陈省身从以色列总统手中接过 1983 年至 1984 年度的沃尔夫

奖，而埃尔德什的获奖原因除了他在数论和组合数学方面的贡献外，还由于他“对世界范围

内其他数学家的激励作用”（for personally stimulating mathematicians the world over）[15]。 

5 无尽的素数 无尽的探索 

整数是人类最早研究的数学对象，德国著名数学家克罗内克（Kronecker Leopold，

1823-1891）的名言“上帝创造了整数，其余一切都是人造的”广为流传，著名数学家闵可夫

斯基（Hermann Minkowski，1864-1909）甚至认为“整数是全部数学的源泉”[16]。 
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素数类似于原子，它是构成所有整数的基石。有些与素数有关的命题看起来很简单，

但其实涉及到很高深的数学知识，比如哥德巴赫猜想等等。埃尔德什在数论领域中最大的成

就是他和同事赛尔伯格（Atle Selberg，1917–2007）于 1949 年对“素数定理”给出的一个初等

证明，由于他们的杰出贡献，埃尔德什获得了 1951 年美国的 F.N.Cole 数论奖，赛尔伯格则

获得了 1950 年的菲尔兹奖。 

人类对素数的探索不断前进。1966 年我国著名数学家陈景润（1933-1996）发表了《大

偶数表为一个素数及一个不超过二个素数的乘积之和》（简称“1+2”）①，成为哥德巴赫猜想

研究上的里程碑。 

2004 年，本·格林（Ben Green）和陶哲轩提交了题为 The primes contain arbitrarily long 

arithmetic progressions 的论文预印稿，宣称证明了格林-陶定理，即“存在任意长的素数等差

数列”，该论文于 2005 年被国际最顶级的杂志《数学年刊》（Annals of mathematics）接受并

于 2008 年发表。他们的证明是一项伟大的成就，揭示了看似混乱无序的素数数列中存在着

一种惊人的规律。 

2013 年，华人数学家张益唐在“孪生素数猜想”上作出重大突破。“孪生素数”是指两个

相差为 2 的素数，例如 3 和 5，17 和 19 等；“孪生素数猜想”指的是“存在无穷多对孪生素数”，

著名数学家希尔伯特（David Hilbert，1862-1943）在 1900 年国际数学家大会上提出的 23 个

数学问题中便涉及到这个猜想。张益唐提交给《数学年刊》题为“素数间的有界距离”（Bounded 

gaps between primes）的论文不到 2 个月就被接收，并得到了审稿人的高度评价：“这项研究

是第一流的，作者成功证明了一个关于素数分布的里程碑式的定理。”[17] 

虽然我们对数的认识越来越深刻，但按照埃尔德什的观点，人类对数要真正有所了解，

还得等上数百万年的时间，但即使是那时的了解也还不是完美的，因为数本身是无限的，数

学领域也是无限的。[6] 

无尽的素数，无穷的数学，等待着人类无尽的探索。 
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